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Sissejuhatus

Kiesoleva bakalaureusetdd iildiseks valdkonnaks on arvuteooria. Juttu on algar-
vudest ning sellest, kuidas kontrollida algarvulisust. Eesmirgiks on uurida tipse-
malt Agrawali, Kayali ja Saxena teoreemi selle kohta, kuidas teha kindlaks, kas
antud arv on algarv voi mitte. Teoreemi esitasid Manindra Agrawal, Neeraj Kayal
ja Nitin Saxena aastal 2002 t66s "PRIMES is in P". Antud bakalaureusetod on
referatiivne ning selles on kasutatud peamiselt Andrew Granville’i 2004. aastal
ilmunud artiklit "It is easy to determine whether a given integer is prime", kus
Andrew Granville kirjeldab erinevaid algarvulisuse testimise vOoimalusi ja esitab
ka Agrawali, Kayali ja Saxena teoreemi ning selle tdestuse.

To6 koosneb 3 peatiikist. Esimeses peatiikis on dra toodud peamised definit-
sioonid ning moned lihtsamad abiteoreemid. Teises peatiikis esitatakse moned
teoreemid algarvude kohta, millel pdhinevaid algoritme on algarvulisuse kont-
rollimiseks kasutatud enne Agrawali, Kayali ja Saxena teoreemi tdestamist. T60
pohitulemusena toestatakse kolmandas peatiikis Agrawali, Kayali ja Saxena teo-
reem algarvulisuse kohta.

Manindra Agrawal ja Neeraj Kayal on arvutiteadlased. Nitin Saxena aladeks
on matemaatika ja teoreetiline arvutiteadus. Nende teoreemil pohinev algoritm
on poliinomiaalse keerukusega kontrollitava arvu numbrite arvu suhtes. Sellise
keerukusega algoritmi algarvulisuse kontrollimiseks pole varem suudetud esitada.
Algarvulisuse kiire kontrollimine on téhtis kriiptograafias, mistdttu on see teoreem

viga oluline.



1 Pohidefinitsioonid ja teoreemid

Kdigepealt esitame moned pohidefinitsioonid ja teoreemid, mida kasutame kées-

olevas to0s.

Definitsioon 1. Oeldakse, et tiisarv a jagab tiisarvu b ja tihistatakse a | b, kui

leidub selline tdisarv ¢, et ac = b.
Eeldame, et lugeja on tuttav tdisarvude jaguvusseose omadustega ([S]).

Definitsioon 2. Algarvuks nimetatakse naturaalarvu p > 1, mille ainsad natu-

raalarvulised jagajad on 1 ja p.

Definitsioon 3. Rithmaks nimetatakse hulka A, millel on defineeritud iiks kahe-
kohaline algebraline tehe *, mis rahuldab tingimusi:

o(Va,b,c€ A)((axb)xc=ax(bxc)),

e(dJec A)Vac A)(axe=ex*xa=ua),

o(Vac A)(Fat e A)laxa ' =at*xa=ce).

Definitsioon 4. Elementi e nimetatakse rithma A iihikelemendiks ja tihistatakse

tihti siimboliga 1.

Definitsioon 5. Hulka A nimetatakse poolrithmaks, kui hulgal A on defineeritud

kahekohaline assotsiatiivne algebraline tehe.
Definitsioon 6. Monoidiks nimetatakse poolriihma, milles leidub iihikelement.
Definitsioon 7. Abeli rithmaks nimetatakse rithma, mille tehe on kommutatiivne.

Definitsioon 8. Ringiks nimetatakse hulka R, millel on defineeritud kaks kahe-
kohalist algebralist tehet, + (liitmine) ja - (korrutamine), mis rahuldab tingimusi:
¢(R,+) on Abeli rithm,
¢(R,-) on monoid,
o(Va,b,ce R)(a-(b+c)=a-b+a-c)ja((a+b)-c=a-c+b-c).

Tahistame siimboliga R* ringi R pdoratavate elementide hulka.

Definitsioon 9. Ringi (R, +, -) nimetatakse korpuseks, kui temas on vihemalt 2

elementi ja tema igal nullist erineval elemendil on olemas pdordelement.
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Definitsioon 10. m-elemendilist riihma G nimetatakse tsiikliliseks, kui leidub

selline element a € G, et G = {a,a?,...,a™ = 1}.

Definitsioon 11. Olgu G rithm ja g € G. Kui elemendi g poolt moodustatud alam-
rithm (g) (s.t. vihim G alamrithm, mis elementi g sisaldab) koosneb n elemendist,

siis oeldakse, et elemendi g jark on n.

Elemendi g jarku tdhistame jiargmiselt: ord g. Teisisonu, ord g = n tihendab,
et n on vihim naturaalarv, mille korral ¢" = 1. Seega 10plik rithm on tsiikliline,

kui temas leidub element, mille jérk on vordne rithma jarguga.

Lause 1 ([5]). Olgu G Iloplik riihm, g € G, k = ordg jal € Z. Siis ¢ = 1

parajasti siis, kui k | [.

Definitsioon 12. Olgu R nulliteguriteta kommutatiivne ring ja a,b € R. Elemen-
tide a ja b suurimaks iihisteguriks nimetatakse elementi d € R, kui
ed|ajad|b,
e iga elemendi ¢ € R korral, kui ¢ | ajac | b, siis ¢ | d.

Elementide a ja b suurimat iihistegurit tihistame siimboliga (a, b).

Definitsioon 13. Olgu a,b € Z,n € N ja (a,n) = 1. Arve a ja b nimetatakse

kongruentseteks mooduli 7 jédrgi ja margitakse
a =b (modn),

kui a ja b annavad jagamisel arvuga n iihe ja sama jaigi.
Saab niidata, et a« = b (mod n) parajasti siis, kui n | a — b ([5]).

Definitsioon 14. Olgu a € Z,n € Nja (a,n) = 1. Arvu a jarguks mooduli n

jargi nimetatakse vihimat naturaalarvu ¢, mille korral
a®=1 (modn).
Definitsioon 15. Poliinoomiks iile ringi R muutuja = suhtes nimetatakse avaldist

-1
A" + Qp_1x2" "+ ...+ arT + ag,
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kusn € NU{0},an,an_1,...,a0 € Rjaa, #0.

Eeldame, et lugeja on tuttav poliinoomide liitmise ja korrutamisega ([4]). K&i-
gi poliinoomide hulka iile ringi R muutuja = suhtes tihistame siimboliga R[x].

See hulk on ring poliinoomide liitmise ja korrutamise suhtes.

Definitsioon 16. Mittekonstantset poliinoomi p(x) ringis R|x] nimetatakse taan-
dumatuks poliinoomiks, kui teda ei saa esitada kahe mittekonstantse poliinoomi

korrutisena.

Teoreem 2. (Euleri teoreem) Kui a € Z,n € N ja (a,n) = 1, siis
a?™ =1 (modn),

kus ¢ on Euleri funktsioon.

Definitsioon 17. Tdisarvu a nimetatakse algjuureks mooduli n jargi (n € N), kui

(a,m) = 1ja p(n) on vihim naturaalarv, mille korral
a?™ =1 (modn).

Definitsioon 18. Olgu K korpus, b € K jan € N. Elementi a € K nimetatakse

n-astme juureks elemendist b, kui a” = b.

Definitsioon 19. n-astme juurt korpuse K iihikelemendist 1 nimetatakse n-astme

iihejuureks.
Definitsioon 20. n-astme ringpoliinoomiks nimetatakse poliinoomi

o) = ] (o—emm,

1<k<n—1
(kn)=1

kus e?™*/n (k € {1,...,n — 1}) on n-astme iihejuured korpuses C.
Toome dra mdned ringpoliinoomide kohta kdivad tihtsamad tulemused.

Lemma 3 ([3]). Poliinoomi x" — 1 saab ringis Z|x] lahutada teguriteks kui kor-
rutise [ [, (), s.t.

2 =1 =[] ®ulx).
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Jéreldus 4 ([3]). Iga n € N korral ®,,(x) € Z[z].

Teoreem 5 ([3]). Iga n € N korral on n-astme ringpoliinoom ®,(x) taandumatu

ringis Z|x].

Definitsioon 21. Jéaigiklassideks mooduli n jirgi nimetatakse sellistest tdisarvu-
dest koosnevaid hulki, mis on kongruentsed mingi tdisarvuga a mooduli n jirgi,
s.0. hulki

a={beZ|a=b(modn)} ={a+kn|keZ}

Definitsioon 22. Jiagiklassiringiks 7, nimetatakse koigi jadgiklasside hulka

(mooduli n jéirgi), millel liitmine ja korrutamine on defineeritud vordustega

SN
I
IS

a+ + 0,

l
S
I
=

iga a,b € Z, korral.

Saab niidata, et need definitsioonid on korrektsed, s.t. et sdltu jiddgiklasside
esindajate valikust ([5]). Samuti saab ndidata, et jadgiklassiring Z,, on korpus pa-
rajasti siis, kui n on algarv ([5]).

Jadgiklassiringi Z,, kdik pooratavad elemendid moodustavad korrutamise suh-

tes rithma, mida tidhistame siimboliga Z;,.

Olgu f(z),g(z) € Z[z] jan € N. Me kirjutame n | f(z), kui n jagab poli-
noomi f(x) koiki kordajaid, ja

f(x) = g(x) (modn),

kui n jagab poliinoomi f(z) — g(x) € Z[x] koiki kordajaid, s.t. n | f(x) — g(z).

Niide. Olgu f(z) = 52® — T2 + 4z, g(x) = 32® — x + 5jan = 5. Siis
5| 5z® — T2° + 4 — (32* — v +5) = 52° — 102> + 52— 5

ja seega
52° — T2? + 4x = 32° — v + 5 (mod 5).



Olgu f(x),g(x),h(x) € Z]x] jan € N, n > 1. Me kirjutame

f(z) = g(x) mod (n, h(z)),

kui, vaadeldes neid poliinoome iile ringi Z,, kehtib h(z) | f(x) — g(x). Teiste
sonadega,

f(z) = g(x) mod (n, h(z))
parajasti siis, kui leidub selline k(z) € Z[z],etn | f(x) — g(x) + h(x)k(x).

Niide. Olgu f(z) = 3z* + 52° — z, g(v) = 152* + 10, h(x) = 223 +6jan = 5.
Siis

3zt +52° — 2 = 152% + 10 mod (22° + 6, 5),

sest kui k(z) = =, siis
532" +52° — 2 — (1522 + 10) + (22° 4 6)z = 52* + 52° — 1527 + 52 — 10.

Olgu niiid n = p algarv. Saab niidata, et seos = mod (p, h(x)) on ekviva-
lentsiseos hulgal Z[z|. Tahistame hulga Z[z| faktorhulka seose = mod (p, h(x))
jargi siimboliga Z,[x]/h(x) ja tihistame poliinoomi f(x) ekvivalentsiklassi seose

= mod (p, h(x)) jirgi siimboliga [f(z)]. Seega mistahes f(z), g(x) € Z[x] korral

[f(@)] = [9(x)] <= f(z) = g(x) mod (p, h(z)). (D

Defineerime hulgal Z,|x]/h(x) tehted vordustega

[f@)] +[9(x)] = [f(z) + g(z)]

ja

Saab niidata, et tulemus on ring. See ring Z,[z]/h(z) on korpus, kui poliinoom
h(x) on taandumatu iile Z,. Kui poliinoomi h(z) aste ringis Z,[x] on m, siis selles

korpuses on p™ elementi ([5]).

Kuna antud t66s kasutame ringi Z,[z]/h(x), siis teeme nditena 14bi, kuidas



leitakse ringi [ := Z,[z]|/h(z) elemendid ([5]).

Niide. Olgu Zs = {0, 1,2, 3,4} (samastame jddgiklassi tema esindajaga) ja polii-
noom h(z) = x? + x + 1 iile Zs. Esiteks kontrollime, kas poliinoom /(x) on taan-
dumatu. Kui poliinoom oleks taanduv, siis leiduks tal lineaartegur. Kuna h(0) # 0,
h(1) # 0, h(2) # 0, h(3) # 0ja h(4) # 0, siis poliinoomil A(x) pole lineaartegu-
reid.

Kuna poliinoomi /() aste on 2, siis ringis F' = Zs|x]/(2*+x+1) on 5% = 25
elementi. Tdhistame [x] = a ja samastame korvalklassid [0], [1], [2], [3] ja [4] esin-
dajatega 0, 1,2, 3 ja 4. Ringi F’ elemendid vOime esitada iilimalt esimese astme
poliinoomidena a suhtes ([5]):

e konstantsed poliinoomid: 0, 1,2, 3,4,

e lineaarsed poliinoomid: a,a+1,a+2,a+3, a+4, 2a, 2a+1,2a+2, 2a+ 3,
2a 4+ 4,3a,3a + 1,3a + 2,3a + 3,3a + 4, 4a,4a + 1,4a + 2,4a + 3, 4a + 4.

Definitsioon 23. Iga n,m € N[ J{0}, m < n, korral defineeritakse binoomkor-

daja (") € Z vordusega

(n> nen=1)-.. (n—(m=1)

m) m-(m—1)-...-2-1

Teoreem 6. (Binoomteoreem) Ringis Z[x,y| kehtib iga naturaalarvu n korral

(z+y)" = zn: (7;) at eyt

1=0

vordus

Lemma 7. Kui p on algarvja 0 < k < p, siis p | (’Iz)

TOESTUS. Teame, et

(p)_p-(p—l)-----(p—(k‘—l))
k) E-(k—1)-...-2-1

jaet () € Z,siisk! [ p(p—1)...(p— (k—1)). Kuna k < p, siis (k!,p) = 1ja
seega k! | (p—1)...(p — (k — 1)), millest jéreldub, et p | (). O

Lemma 8. Olgu r,n € N. Kui r | n, siis

' —1|z" -1



TOESTUS. Kuna r | n, siis leidub k& € Z nii, et n = rk. Lahutame poliinoomi

x™ — 1 teguriteks:
g — 1= (2" — ) (a"* D g gm®D a4 1),
Seegaz” — 1| 2" — 1. O
Lemma 9. Olgu g(z) € Z[z|, siis iga a,b € N korral kehtib
2" =" | g(a®) — g(a").

TOESTUS. Olgu g(x) = apa™ + ap 12" ' + ... + a1z + ag (n € NJ{0}).
Vaatame vahet g(z¢) — g(z°):

g(x*) —g(z®) = a2+ ...+ a2® +ag — (@2 + ...+ a1z’ + ap)

= ap(a™ — ")+ ..+ ay (2 — 2P).

Seega, teades jaguvusseose omadusi, peame niitama, et 2% — z° | 2% — 2%

igak € {1,2,...,n} korral. Kuna
2 g = (g ) (o) g gel b a2 | b))

iga k € N korral, mistdttu saamegi, et z* — z° | g(2%) — g(z?). O
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2 Meetodeid algarvulisuse kontrollimiseks enne

Agrawali, Kayali ja Saxena teoreemi

Algarvu mdiste on rohkem kui kaks tuhat aastat vana ning juba Eukleides tdestas,
et algarve on I6pmata palju, mistottu ei ole voimalik teha tabelit, kus on kirjas kdik
algarvud. Seega on vaja lihtsat ja efektiivset algoritmi, mis teeks kindlaks, kas arv
on algarv voi mitte. Selle probleemi lahendamisega on matemaatikud tegelenud
aastasadu ja selles peatiikis vaatleme monda neist lahendustest.

Algarvulisustestid jagunevad kaheks: deterministlikud ning tdendosuslikud.
Deterministlikud testid mééravad 100% kindlusega éra, kas arv on algarv voi mit-
te. Toendosuslikud testid annavad aga mone kordarvu korral anda vastuseks, et
see on algarv (vastupidi mitte, s.t. kui arv on algarv, siis tdendosuslik test ei méddra
valesti, et tegemist oleks kordarvuga).

Uheks lihtsamaks, kuid samas viga tddémahukaks meetodiks on jagada antud
arv koigi talle eelnevate naturaalarvudega, mis on suuremad kui 1. Kui ta tihegagi
neist ei jagu, siis ta on algarv; vastasel juhul on tegemist kordarvuga.

Teiseks voimaluseks on kasutada kordarvu omadust: kui arv a on kordarv, siis
tal leidub algarvuline tegur p nii, et p < /a ([5]). Seega piisab, kui kontollida,
kas arv jagub algarvudega p < +/a; kui ei jagu, siis arv on algarv. See meetod on
kiill vahem mahukas kui esimene, kuid suuremate arvude korral on ikkagi liiga

palju arvutamist.

Teoreem 10. (Fermat’ viike teoreem) Kui arv p on algarv ja a on tdisarv, mis

ei jagu arvuga p, Siis

a’~' =1 (modp)

ehk
plat—1.

Fermat’ viikesele teoreemile tuginev algarvulisustest on tdendosuslik ning
seega on selle probleemiks, et moni kordarv oleks selle testi jdrgi algarv. Algo-
ritmile antakse ette kontrollimist vajav arv n, jirgmisena valitakse suvaliselt arv
a€{2,...,n—1}.Kuin{a"!—1,siis algoritm annab tulemuseks "n on kord-

n—1

arv". Kui n | a"~' — 1, siis algoritm annab tulemuse "n on tdendoliselt algarv".
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Mida rohkem kordi test 1dbi tehakse erinevate juhuslikult valitud arvudega a, seda
suurem on tdendosus, et test viljastab dige tulemuse.

Niiteks kontrollime arvu 341. Olgu n = 341 ja a = 2. Kuna
2311 = 2340 = (210)34 = 1024% = 13 =1 (mod 341),

siis Fermat’ testi pohjal on arv 341 tdendoliselt algarv, kuigi tegelikult on ta kord-
arv, sest 341 = 11 - 31. Selliseid arve nimetatakse libaalgarvudeks.

Fermat’ viikesest teoreemist saab teha jargmise jirelduse.

Jareldus 11. Kui arv p on algarv, siis iga tdisarvu a korral

a? = a (mod p)

ehk

pla’ —a.

Teoreem 12. (Wilsoni teoreem) Naturaalarv n < 2 on algarv siis ja ainult siis,

kui n jagab arvu (n — 1)! + 1.

Jargnevas kahes tulemuses sisalduvad ideed, millest Agrawal, Kayal ja Saxena

oma toos lahtusid.

Lause 13. Kui p on algarv ja a € 7, siis
(x +a)? = 2P 4+ a (mod p).

TOESTUS. Olgu p algarv, siis Newtoni binoomvalemi, lemma 7 ja jidrelduse 11
pohjal kehtib

(x+a)f —aP —a=aP+ad’ — 2P —a=a’ —a =0 (modp).

Teoreem 14. Tdisarv n on algarv siis ja ainult siis, kui
(x+1)"=2"+1 (modn).
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TOESTUS. Tarvilikkus. Jareldub lausest 13, kui votame a = 1.

Piisavus. Teame, et

T+ =@ +1)= > <n,>:cf.

1<j<n-1 J
Seega
(x+1)"=2"+1 (modn)
siis ja ainult siis, kui n jagab arvu ('}) iga j korral, j € {1,...,n — 1}, kusjuures

(n> n-(n=1)-...-(n—(j—1))
J j--1-...-2-1

Kui oletada, et n on kordarv, siis olgu p mingi algarv, mis jagab arvu n. Siis
kehtib

(n) _ n-m=1)-...-(n—(p—1))
P p-p—1)-...-2-1
Néeme, et ainsad tegurid, mida p jagab, on lugejas olev n ja nimetajas olev p.

k—1

Seega, kui p* on suurim p aste, mis jagab arvu n, siis p*~! on suurim p aste,

mis jagab arvu (Z) , mistottu n ei jaga arvu (Z) ja saame vastuolu. Jarelikult n on
algarv.
O
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3 Agrawali, Kayali ja Saxena teoreem algarvulisuse
kohta

Antud peatiikis esitame ning tdestame selle bakalaureusetdd peamise teoreemi.

Teoreem 15. (Agrawali, Kayali ja Saxena teoreem)
Olgun,r € N,n > r, kusjuures arvu n jark d mooduli r jirgi on suurem kui

(logy n)2. Arv n on algarv siis ja ainult siis, kui:
1) n ei ole iihegi naturaalarvu iihest suurem aste,
2) arvul n ei ole ole algtegureid, mis oleksid < r,

3) iga naturaalarvu a € [1, A), kus A = /r - logy n, korral

(x+a)" =2" +amod (n,z" —1). (2)

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu n algarv. Siis tingimused 1) ja 2) ilmselgelt kehtivad.
Kuna lause 13 pdhjal n | (x+a)" —a™ —a+0- (" — 1), siis kehtib ka tingimus 3).
Piisavus. Eeldame, et kehtivad tingimused 1), 2) ja 3). Oletame vastuviiteli-
selt, et n on kordarv.
Olgu p algarv, mis jagab arvu n. Kuna eelduse pohjal (z + a)" = 2" + a

mod (n, 2" — 1), siis ka
(x+a)" =2" 4+ amod (p,z" — 1) 3)

iga naturaalarvu a korral, kus a € [1, A].

Lemma 3 pdhjal saame poliinoomi 2" — 1 lahutada taandumatuteks teguriteks
ringis Z[z| kui korrutise [ ], ®c(z), kus ®.(z) on c-astme ringpoliinoom. Ehk
z" — 1 =[], ®c(x). Poliinoom ®,(x) on taandumatu ringis Z[z], kuid vdib olla
taanduv ringis Z,|x]. Ka ringis Z,[x] saame poliinoomi ®, (x) lahutada taanduma-
tute tegurite korrutiseks. Olgu h(z) € Z[z] poliinoom, mis vaadelduna iile Z, on

poliinoomi ®,.(x) mingi taandumatu tegur ringis Z,[x]. Siis
®,(z) = h(x) - t(z) (mod p), 4)
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kus t(x) € Z[z].

Lemma 16. Kui f(z), g(z) € Z[z], siis
f(z) = g(z) mod (p, 2" — 1) = f(x) = g(x) mod (p, h(z)).
TOESTUS. Kuna ®,.(z) | 2" — 1, siis leidub poliinoom [(z) € Z[z] nii, et
O, (z) l(x)=2"—1.
Korrutades seose (4) mdlemad pooled poliinoomiga /() saame, et
2" —1=h(z) t(z)-l(z) (modp). 3)
Kui f(z) = g(z) mod (p, 2" — 1), siis leidub poliinoom k(z) € Z[x]| nii, et
f(x) = g(x) + (2" = 1) - k(z) (modp).
Tdnu kongruentsile (5) voime kirjutada, et
f(x) = g(x) + h(z) - t(x) - 1) - k() (mod p),
kus t(x) - l(x) - k(x) € Z[z]. Jarelikult

f(z) = g(x) mod (p, h(x)).

Tédnu lemmale 16 saame kongruentsist (3), et
(x+a)" = 2" 4+ amod (p, h(zx)) (6)

iga naturaalarvu a € [1, A] korral.
Vaatleme p™-elemendilist korpust F := Z,[x]/h(x), kus m = deg(h(x))

on poliinoomi h(x) aste ringis Z,[x]. Kongruentsi (6) saab tdlgendada kui po-
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linoomidele (x + @)™ ja z™ + a vastavate [F elementide vordust (vt. (1)):
[(z+a)"] = [2" +dl. (7)

Nullelemendist erinevad [F elemendid moodustavad tsiiklilise riithma [F* jarguga
p™ — 1. Enamgi veel, saab niidata, et rithm F* sisaldab elementi [z], mille jérk on
r, seega r jagab arvu p™ — 1.

Veendume, et iikski elementidest [z], [z + 1],...,[x + |A]] € F ei ole null-
element. Selleks oletame vastuvditeliselt, et korpuses F

[z + o] = [0],
kus o € {0,1,..., | A]}. Siis seose (7) pohjal

2" + 0] = (& +a)"] =[x+ o] = [0]" = [0

korpuses [F, mistottu

korpuses F. Kuna [z]| € F on pooratav, siis korrutades viimase vorduse molemaid

pooli elemendiga [x]~! saame tulemuseks

Kuna ordp:[z] = r, siis viimasest vOrdusest jareldub lause 1 pohjal, et r | n — 1.
Seegan = 1 (modr), mistdttu d = 1, kuid see on vastuolus eeldusega, et d >
(logyn)? > (logy 4)* > 1. Seega [z + ] # [0] ja[z], [z + 1],..., [z + |A]] € F*.

Olgu H ringi Z,[z]|/(z" — 1) multiplikatiivse poolrithma alampoolrithm, mis

on tekitatud elementide [x], [x + 1],..., [ + | A]] poolt. Seega
H = { I l=+al*| e € {0,1,...}}.
0<a<A

Olgu G korpuse F multiplikatiivse riithma F* alamrithm, mis on tekitatud ele-
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mentide [z], [x + 1], ..., [z + | A]] poolt.
Defineerime hulga S, mis koosneb naturaalarvudest k, mille korral
9(z*) = g(x)* mod (p,2" — 1)V [g(x)] € H.

Ehk
S ={k e N|g(a") = g(z)* mod (p, 2" — 1) iga [g(x)] € H korral}.

Lemma 17. Arvud p ja n kuuluvad hulka S.
TOESTUS. Kui g(2) = [[ococa(z +a), ea € {0,1,2,.. .} ja[g(x)] € H, siis
seose (3) pohjal

g(x)" = H (z+a)") = H (2" + a) = g(2") mod (p,z" — 1).

0<a<A 0<a<A

Seega arv n kuulub hulka S.

Vaatame niiiid arvu p. Lause 13 pohjal saame

g@p = 1] (@+ap)ye= [ @ +a) = g(z*) mod (p,a" — 1),

st.pe S. O

Plaanis on anda rithma GG elementide arvule iilemine ja alumine tdke, et saada

vastuolu.

ULEMINE TOKE |G| JAOKS

Lemma 18. Kui a,b € S, siisa-b e S.

TOESTUS. Kui [g(x)] € H, siis

g(z%) = g(x)? mod (p,z" — 1).

Vottes muutuja x asemele z¢, saame
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9((x)") = g(2)" mod (p, (2*)" — 1),

seega definitsiooni pohjal ka g((z%)?) = g(2%)® mod (p,z" — 1), sest lemma 8
tottu jagab poliinoom z" — 1 poliinoomi x*" — 1. Jirelikult

g9(x)" = (9(2)*)" = g(a*)" = g((2")") = g(2**) mod (p, 2" — 1)
nagu soovitud. 0
Lemma 19. Kui a,b € S jaa = b (modr), siis a = b (mod |G]).

TOESTUS. Kuna G on tsiiklilise rithma F* alamriihm, siis on ta tsiikliline rithm.
Olgu g(z) € Z[z] selline poliinoom, et [g(z)] on riilhma G moodustaja. Siis
ordglg(z)] = |G| ja g(x) = [lpcqcalr + a), kus e, € {0,1,...}. Kuna

a = b (mod ), siis lemma 8 ja lemma 9 pShjal
" =127 =1 2% — 2| g(x*) — g(zP).
Vaadeldes ekvivalentsiklassi [g(z)] € H voime delda, et

g(z)" = g(2") = g(a") = g(2)" mod (p, 2" — 1).

Lemma 16 pdhjal kehtib ka g(z)* = g(x)® mod (p, h(z)), s.t. [g(x)]* = [g(z)]®
riihmas G. Jarelikult
lg(2))™" = [1]

rithmas G. Lause 1 pohjal |G| jagab arvu a — b. O

Olgu rithma Z; alamrithm R moodustatud 7 ja p poolt. Kuna arvu p astenda-
misel ei saa vastuseks arvu n, siis naturaalarvud n‘p’ (i, 5 > 0) on erinevad. Kuna
hulgas {n'p’|0 < 4,5 < \/|f|} on rohkem kui |R| arvu ja kdik nipi € R C Z,
siis peavad leiduma 4, j, I, J € N nii, et 0 < 4, §, 1, J < \/|R|, n'p’ # n'p’ ja

n'p’ = n'p’ (modr).
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Lemma 18 pdhjal kuuluvad need naturaalarvud n‘p’, np”’ hulka S, lemma 19
pohjal jagub nende vahe arvuga |G|, mistottu
|G| < |n'p? — nlp?| < (np)VIEI -1 < p?VIE 1.

Seda hinnangut G vdimsusele saab parandada, kui nditame, et n/p € S. Siis

asendades eelpool toodud tdestuses arvu n arvuga n/p, saame hinnangu
G < nVIF -1, ®)

Niisiis tdestame, et n/p € S. Kuna arvu n jirk on mooduli r jérgi d, siis
nd =1 (modr).

Oletame, eta € S,b € N;b < ajab=amod (n?—1).Siisr | n¢—1]a—0b
jalemma 8 pdhjal

" =12 — 1] 2" — 2" | g(a") — g(a?) )

iga g(x) € Z|x] korral.
Kui [g(x)] € H, siis lemma 18 pohjal saame, et

d

glx)" = g(a:”d) mod (p, 2" — 1),

sestn € S ja

(sestetz” — 1| z""~!

ja

d

(g(x)" "' —=1)-g(x) = 0mod (p, 2" — 1). (10)

Kunan? — 1 | a — b, siis
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g(x)" "t =1 g(x)* b — 1,

mis koos kongruentsiga (10) annab, et

(g(x)* = 1) - g(x) = 0 mod (p,z" — 1).

Jarelikult

g(x)* " = g(x) mod (p, 2" — 1).

b—1

Korrutades mdlemad pooled poliilnoomiga g(z)"~* saame, et

g(2)* = g(z)” mod (p, 2" — 1).

Seega

9(2") = g(z*) = g(2)* = g(x)" mod (p, 2" — 1),

kuna a € S ja kehtib (9). Sellest tuleneb, et ka b € S. Niiid olgu b = n/p ja

a = n - p?™=D=1 kus » on Euleri funktsioon. Lemma 19 pohjal a € S, sest

p,n € S. Niitame, et n/p € S. Euleri teoreemi pdhjal

b—a=— —npee' D=1 = Dq ey = (1 1) = 0 mod (n? — 1).
p p

n
p
Seega b = a (modn? — 1), mistdttu b = n/p € S.

ALUMINE TOKE |G| JAOKS

Niitame, et hulga G’ voimsusel leidub alumine toke.
Lemma 20. Olgu f(x),g(x) € Zlz|, f(x) = g(x) mod (p, h(zx)) ning polii-
noomidele f(x) ja g(x) vastavad elemendid korpuses F kuulugu riihma G. Kui

, siis f(z) = g(x) (mod p).

poliinoomide f(x) ja g(x) méolema aste on < |R

TOESTUS. Vaatleme poliinoomi A(y) := f(y) — g(y) € Zly] polinoomina iile
korpuse F. Kui k£ € S, siis tdnu lemmale 16

A(ah) = f(@*) = g(a*) = f(2)* — g(2)" = 0 mod (p, h(x)).
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On vdimalik niidata, et elemendi [z] jirk korpuses F on r. Kuna |R| < r, siis
{lz]* | k € {1,...,|R|}} on koik erinevad A(y) juured korpuses F. Poliinoomi

A(y) aste on viiksem kui |R|, aga tal on > |R| erinevat juurt mod (p, h(z)),

seega /A\(y) on nullpoliinoom mod (p, h(x)) jéirgi, mis tdhendab, et poliinoomi
A(y) koik kordajad on nullid mod (p, h(x)) jargi. Kuna need kordajad ei sdltu
muutujast x, siis peavad nad olema nullid mod p jirgi. Seega arv p peab jagama

poliinoomi f(z) — g(z) kdiki kordajaid, mida oligi vaja tGestada. O

Definitsiooni pdhjal sisaldab R kdik 7 € Z,, kus 7 > 0. Seega |R| > d (arv
d oli arvu n jirk mooduli r jdrgi), mis on eelduse kohaselt suurem kui (log, 1)
Tihistame B := [\/|R| - log,n]. Kuna A = /1 - log,n ja |R| < r, saame, et
A > B.Kuna |R| > d > (logy n)?, siis \/|R| > log, n ja seega

2
B < /TR]-logyn < VIRl = IR

Tingimuse 2) kohaselt p > r. Seega B < |R| < r < pehk p > B. Ol-
guT,U C {0,1,2,..., B} erinevad alamhulgad. Vaatleme hulgale T" vastavat
poliinoomi f(z) = [[,cr( 4+ a) € Z[z] ning hulgale U vastavat poliinoomi
9(z) = [l4ev(z + a) € Z[z]. Siis need poliinoomid on erinevad ringis Z[xz]. Kui
oletada, et f(x) = g(x) (mod p), siis peaks leiduma bijektsioon o : " — U nii, et
r+a=x+0(a) (modp)igaa € T korral. Viimane tihendab, et p | a —o(a) iga
a € T korral. Kuna aga |a — o(a)| < B < p, siis peab iga a € T korral kehtima
vordus a = o(a). See aga tihendab, et f(x) = g(x) ringis Z[x], mistdttu saame
vastuolu.

Niisiis f(z) # g(z) (mod p) ning poliinoomide f(z) ja g(x) aste on < |R].
Lemma 20 pdhjal teame, et [f(z)] # [g(x)] riithmas G. Seega iga périsalamhulga
T c {0,1,2,..., B} korral annavad korrutised [ [, (« + a) rihma G erinevad
elemendid ja seega

G > 2541 — 1 > oVIBHogen | _glogynVIT 1y /IR

mis on vastuolus vorratusega (8).

Sellega on Agrawali, Kayali ja Saxena teoreem toestatud.
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Agrawali, Kayali ja Saxena algoritm
Toome 10puks dra ka Agrawali, Kayali ja Saxena algoritmi algarvulisuse kont-
rollimise kohta ([1]).

Sisend: naturaalarv n > 1.

1) If (3a,b € N|b> 1A a’ = n) return COMPOSITE.

2) Leida viikseim 7 € N nii, et ord, n > (log, n)?.

3) If ((a,n) # 1 mingi a € N korral, kus a < r) return COMPOSITE.
4) If n < r return PRIME.

5) Igaa € {1,...,|\/rlogn]} korral:
if (x4 a)" # 2" + a (mod (2" — 1,n))) return COMPOSITE.

6) Return PRIME.

Algoritmile antakse alguses sisendiks naturaalarv 7, mis on suurem kui 1. Kui
arv n on kordarv, siis viljastab algoritm teate, et n on kordarv, vastasel juhul

viljastab algoritm teate, et n on algarv.
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Agrawal-Kayal-Saxena primality theorem
Bachelor’s Thesis

Ave Rani

Summary

This bachelor’s thesis gives an overview about prime numbers and different
methods how to determine if an integer is prime or composite. It is based on And-
rew Granville’s article "It is easy to determine if a given integer is prime", where
he introduces and gives a proof of the primality theorem of Agrawal, Kayal and
Saxena. The theorem was first published in 2002 in a paper "PRIMES is in P" by

Manindra Agrawal, Neeraj Kayal and Nitin Saxena.

This thesis consists of 3 parts. In the first part, the main definitions are given
that are used throughout the whole thesis. The second part gives some examples
about different theorems which have been used to determine primality before the
theorem of Agrawal, Kayal and Saxena. In the third part we give a detailed proof

of the main theorem of the thesis. It is formulated as follows.

For a given integer n > 2, let r be a positive integer < n, for which n has
order > (log,n)? (modr). Then n is prime if and only if

1) nis not a perfect power,
2) n does not have any prime factor < r,

3) (z+a)* = 2™+ a mod (n,z" — 1) for each integer a, 1 < a < +/rlogn.

Based on this theorem M. Agrawal, N. Kayal and N. Saxena created a determi-
nistic primality-proving algorithm. This algorithm determines whether a positive
integer n is prime or composite within polynomial time with respect to the number

of digits of n.
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