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Sissejuhatus

Kaesolevas bakalaureusetoos uuritakse erinevaid jaotuse asiimmeetria ja jarsakuse moot-
miseks moeldud kordajaid.

Esimeses osas tuuakse sisse t60s kasutatud moisted. Teine osa on pithendatud ithemoot-
melistele kordajatele.

Kolmandas osas vaadeldakse erinevaid mitmemootmelisi kordajaid ning nende k&itumist
normaaljaotuse ja Laplace’i jaotuse korral. Vaatluse alla on voetud Mardia kordajad, mis
on esimesed ja tdnaseni levinuimad asiimmeetria ja jarsakuse karakteristikud. Mardia kor-
dajad on skalaarsed ja iitlevad jaotuse kuju kohta vihe, mida ka t66s demonstreeritakse.

Edasi tutvustatakse Mori, Rohatgi ja Székely kordajaid, kus p-mootmelise jaotuse asiim-
meetriakordaja on p-vektor ning jarsakus p x p-maatriks. Parema iilevaate saavutami-
seks erinevate kordajate vahekorrast tuletatakse neile esitus momentide kaudu. Seda esi-
tust kasutades leitakse asiimmeetriakordaja ja jérsakus mitmemootmelise asiimmeetrilise
Laplace’i jaotuse jaoks.

Lisaks tutvustatakse uusi asiimmeetria- ja jarsakuskordajaid (T. Kollo késikiri 2005) ning
leitakse nende avaldised mitmemootmelise normaaljaotuse ja asiimmeetrilise Laplace’i jao-
tuse jaoks.

To66 loppeb néitega erinevate kordajate kditumisest Laplace’i jaotuse korral. Karakteris-
tikute arvutamiseks kasutatud programm on esitatud lisas.



1 Tahistused

To66s on kasutatud maatriksite, vektorite ja juhuslike suuruste jaoks jargmisi pohitéhistusi:

LI, ithikmaatriks, p-jarku iithikmaatriks;
1,, p X g-maatriks, mille koik elemendid on iihed;
a,b,c,... vektorid;

A, B,C,... maatriksid;

X,Y,Z, ... juhuslikud suurused;

X,V,Z,... juhuslikud vektorid;

X,Y,Z,... juhuslikud maatriksid;

AT transponeeritud maatriks A;

lla]| vektori a eukleidiline norm;

tr A maatriksi A jalg;

vecA vektor maatriksi A veergudest;
A®B maatriksite A ja B otsekorrutis;
AxB maatriksite A ja B tdhtkorrutis.

1.1 Tehted maatriksitega

Jargnevas on antud iilevaade kédesoleva t66 3. peatiikis kasutatud maatriksalgebrast. Tu-
ginetud on raamatutele Schott (1997) ja Kollo, von Rosen (2005).

Vektori norm

Definitsioon 1.1 Olgu a = (ay,...,a,)". Vektori a eukleidiline norm on mddratud vor-
dusega
L 3
ol = (3]
i=1
Kasulik on téhele panna, et
p
lal* =" a? = a’a.
i=1

Maatriksi jilg

Definitsioon 1.2 Olgu A = (a;;) p X p-maatriks. Maatriksi A jilg on antud valemiga
p
tr A = Z Qi .
i=1

Jalje pohiomadused on esitatud jargneva loeteluna.



e Uhikmaatriksi jilg on:

p
trl, = Zl =p.
i=1
e Olgu A ja B maatriksid ning a,b € R. Kui vajalikud tehted on defineeritud, siis
tr (A + bB) = atr A + btr B, (1)
tr (AB) = tr (BA). (2)

e Olgu X juhuslik vektor, millel eksisteerib keskvéértus. Siis

E(trX) = tr (EX).

Plokkmaatriksid

Definitsioon 1.3 Oeldakse, et p x g-maatriks A on plokkmaatriks, kui ta koosneb p; X g;-

alammaatriksitest Ay, i =1,...,u; 7 =1,...,v ni, et
All A.12 e AlU
Ay Ay ... Ay, U v
A=| 7 7 s Xpi=p Y a=q
S - : i=1 i=1
Aul Au2 s Auv

Lihidalt tahistatakse sellist maatriksit
A:[AZ]], 221,,’&, ]:1,,11

Plokkmaatriksi A elementidele viitamisel méaratakse plokk, kus element asub ning ele-
mendi asukoht selles plokis. Rea (k, ) all moéeldakse k. plokirea (Agi, Ak, ..., Ag,) [ rida
chk maatriksi (X! p; + )-ndat rida. Veeru (g, h) all méeldakse g. plokiveeru

Ay
Ay

h. veergu ehk maatriksi (397} ¢; + h)-ndat veergu. Plokkmaatriksi A elementi (k—{)-ndas
reas ja (g, h)-ndas veerus téhistatakse ag,y(g,n) Vo1 (A) (k1) (g,h)-

Kehtivad jargmised omadused.
e Olgu A plokkmaatriks. Siis
cA=[cAy]l, i=1,...,u,7=1,...,0,
kus A = [A;;] ning ¢ konstant.
e Olgu A =[A;;] ja B = [B,;] plokkmaatriksid sama jarku plokkidega. Siis

A+B=[A;+By], i=1...uj=1..0,



Otsekorrutis

Definitsioon 1.4 Olgu A = (a;;) p X g-maatriks ja B r x s-maatriks. Maatriksite A jo B
otsekorrutiseks nimetatakse pr x qs-plokkmaatriksit A @ B, mis on defineeritud vordusega

Otsekorrutist tuntakse ka Kroneckeri korrutise nime all. Erinevalt tavalisest maatriksite
korrutamisest on otsekorrutis defineeritud mistahes kahe maatriksi korral. Uldjuhul pole
maatriksite otsekorrutamine kommutatiivne.

Definitsioon 1.5 Maatriksi A k-kordset otsekorrutist iseendaga nimetatakse k-ndaks
otseastmeks ning tdhistatakse

A —A®..QA.

k
Kehtivad jargmised omadused.
e Olgu a skalaar ning A maatriks, siis
a®@A=A®a=dA. (3)
e Kui a ja b on vektorid, siis
ab’ =a®@b’ =b’ ®a. (4)

e Olgu A ja B p x g-maatriksid ning C ja D r x s-maatriksid. Siis

(A+B)®(C+D)=A®C+A®D+B®C+B®D.

e Olgu maatriksid A, B, C, D sellised, et korrutised AB ja CD oleksid defineeritud.
Siis
(A®B)(C®D)=(AB)® (CD). (5)

e Kui A ja B on ruutmaatriksid, siis

tr(A®B) =trA-trB. (6)

e Mistahes maatriksite A, B ja C korral

(Ao B)T = AT @ BT, (7)
A B®C)=(A®B)®C. (8)

e Lihtne on néha, et
@I, =1,.. 9)



vec-operaator

Definitsioon 1.6 Olgu A p x g-maatriks ning a; maatriksi A ©. veerg. Siis
a
2b)
vecA =

g

Tulemuseks on pg-vektor.

Operaatori vec pohilised omadused on jargmised.

e Olgu a ja b vektorid. Siis
veca = veca’ = a, (10)
vec(ab’) = b ® a. (11)
e Olgu A ja B p x g-maatriksid. Siis

tr (ATB) = vec’ AvecB. (12)

e Olgu A, B ja C sellised maatriksid, et korrutis ABC on méaaratud. Siis

vec(ABC) = (CT ® A)vecB. (13)

Kommutatsioonimaatriks

Definitsioon 1.7 Oeldakse, et q x p-plokkidest koosnev pg x pg-maatriks K, , on kom-
mutatsioonimaatriks, kui

1, kuwig=1,h=%k, kh=1....p; Lg=1,...,q,

(Kp)ky(g.n) = { 0, muidu.

See tidhendab, et maatriksi K, , (4, j)-ndas plokis on (j,4)-s element 1 ja iilejaénud ele-
mendid nullid. Néiteks K33 on 6 x 6-maatriks,

1 0 : 0 0 : 0 O

o 0 : 1 0 : 0 0
o 0 : 0 0 : 1 0

Punktiirjoonega on eraldatud plokid.



Kommutatsioonimaatriks on seotud iihikmaatriksiga:
K, =K, =1, (14)
Olgu A p x g-maatriks ja B r x s-maatriks. Kehtivad jargmised omadused.
K, (A®B)=(B®A)K,; (15)

tr[(B® A)K,,| =tr(BA), (16)
kuir=q, p=s

Positiivselt mairatud maatriksid

Definitsioon 1.8 Stimmeetriline ruutmaatriks A on

(a) positiivselt mddratud, kui x* Ax > 0 iga vektori x # 0 korral;

(b) positiivselt poolmdidratud, kui x* Ax > 0 iga vektori x korral ning leidub x # 0, et
xI'Ax =0;

(c) mittenegatiivselt madratud, kui ta on positiivselt mddratud voi positiivselt poolmdidi-

ratud.

Tahtkorrutis

Maatriksite tdhtkorrutis on sisse toodud artiklis MacRae (1974). Jdrgnev esitus jirgib
valdavalt tema artiklit.

Definitsioon 1.9 Olgu A = (a;;) p X g-maatriks ning B pr x gs-maatriks, mis koosneb
r x s-plokkidest B;;, i = 1,...,p; 7 =1,...,q. Maatriksite A ja B tdhtkorrutis on r X s-

maatriks b g

i=1j=1
Téhtkorrutis on maatriksi jélje iildistus. Kui maatriksid A ja B on sama jarku, siis
AxB =tr(A'B). (17)

Kehtivad jargmised omadused.

e Olgu A p x g-maatriks, B pr x gs-maatriks ning c ja d skalaarid. Siis
cA xdB = cd(A xB),

sest

p q
cA xdB = Zanw (dB),; ZZ a;jdB;; = cd(A  B).

=1 j5=1



e Olgu A ja B p x g-maatriksid ning C ja D pr x gs-maatriksid. Siis
(A+B)x(C+D)=AxC+BxC+B+D+ AxD.

Toepoolest,

p q
(A+B)*(C+D)=>> (a;+b;)(C+D),;

i=1j5=1

i=1j=1 i=1j5=1 i=1j5=1

+B+xC+BxD+ AxD.

p q
= ZZ a;jCij + Zzbmcw + ZZCLUDU + Zzbw ij =
AxC

e Olgu A p x g-maatriks, B pr x gs-maatriks ning C mistahes maatriks. Siis

(AxB)@C=Ax(BC). (18)

e Olgu A m x p-maatriks, B p x ¢g-maatriks ja C ¢ X n-maatriks. Siis
ABC =B * (vecAvecTCT> : (19)
ABC=B"x(C®L,)K,.(A®L,). (20)

Kui votta viimases vorduses A = I, ning n = 1, s.o. viimane tegur on g-vektor c,
saame valemi

Bc=B" « (c®L)K, (I, 1) =B x (c®1L) (21)

e Olgu A konstantne maatriks ja X juhuslik maatriks nii, et A * X ja EX oleksid
méaratud. Siis

E(AxX)=Ax*FEX. (22)
Toepoolest,
E(A*X ZZGU ’Lj ZZG'LJEXU = ZZGU(EX)Z] = A x EX.

1.2 Momendid ja kumulandid

Olgu X juhuslik suurus ning k£ € IN. Eeldame, et koik vajalikud keskvéartused eksisteeri-
vad.

Definitsioon 1.10 Juhusliku suuruse X k-jarku moment on mddratud vordusega

mp(X) = EXF.

Juhusliku suuruse esimest jirku moment on tema keskvéértus.



Definitsioon 1.11 Juhusliku suuruse X k-jdrku tsentraalne moment antakse vordusega

mp(X) = B(X — EX)".

Juhusliku suuruse X dispersioon DX on X teist jarku tsentraalne moment:

e(X) = E(X — EX)? = DX.

Olgu x juhuslik p-vektor keskvaartusega p. Eeldame, et vajalikud keskvéadrtused eksistee-
rivad.

Definitsioon 1.12 Juhusliku vektori x k-jdarku moment on kujul

me(x) = Exex' ®...0x"), kuik=2m;
2m
me(x) = Exex'®...9x' ®x), kuik=2m+ 1.

2m

Definitsioon 1.13 Juhusliku vektor: x k-jirku tsentraalne moment on kujul

me(x) = Elx—p)x—w' ... x—pw)’], kuk=2m;
me(x) = BE(x—peox—w'eo...ox—pw ox—mw), kiuk=2m-+1.

2m

Definitsioonidest jareldub, et p-vektori k-jarku moment ja tsentraalne moment on p™ x p™-
maatriksid, kui k = 2m ning p™*! x p™-maatriksid, kui k = 2m + 1.

Mitmemootmelise normaaljaotuse momendid

Olgu x ~ N,(pu,X). Juhusliku vektori x neli esimest tsentraalset momenti avalduvad
jargmiselt (Kollo, 1991):

mi(x) = 0,
my(x) = X,
ms(x) = 0, (23)
my(x) = (I +K,,)(Z®X)+ vecEvec . (24)

Kumulandid

Lisaks momentidele kasutatakse juhuslike suuruste ja vektorite kirjeldamiseks kumulante,
mis avalduvad momentide voi tsentraalsete momentide funktsioonidena. Olgu x juhus-
lik vektor. Siis avalduvad tema esimesed neli kumulanti tsentraalsete momentide kaudu
jargmiselt (Kollo, Srivastava, 2004):

alx) = Ex,

6(x) = M%) = Dx,
c3(x) = ms(x),

ca(x) = mu(x) —ma(z),



kus 724(z) on kovariatsioonimaatriksiga Dx mitmemootmelise normaaljaotuse neljas tsent-
raalne moment, mis on antud valemiga (24).

1.3 Statistika

Cauchy-Schwarzi vorratus

Olgu X ja Y juhuslikud suurused. Siis
[E(XY))* < E(X?)E(Y?).

Vordus kehtib juhul, kui 3a,b € R,a® +0* # 0, et P(aX =0bY) = 1.

Laplace’i jaotus

Jaotuste defineerimisel on jirgitud raamatut Kotz, Kozubowski, Podgorski (2001) ning
artiklit Kollo, Srivastava (2004).

Definitsioon 1.14 Olgu # € (—o0,00) ja o > 0. Oeldakse, et juhuslik suurus X on
Laplace’i jaotusega asukohaparameetriga 0 ja skaalaparameetriga o, X ~ L(0,0), kui X
tihedusfunktsioon on

1
f(z) = e VA o < g < 0.

V20

Laplace’i jaotuse keskviiirtus on 6 ja dispersioon 2. Standardne Laplace’i jaotus saadakse,
kuifd=0jaoc=1.

Definitsioon 1.15 Olgu 6 p-vektor ja X positiwselt mdadratud simmeetriline p X p-
maatriks. Oeldakse, et juhuslik p-vektor 'y on mitmemaootmelise astiimmeetrilise Laplace’i
jaotusega, kui'y karakteristlik funktsioon on

1
1+ TSt — 07t

p(t)
ning tahistatakse y ~ ML,(0,%).
Kuiy ~ ML,(6,%), siis
E(y)=6, D(y)=X+66".

Et kovariatsioonimaatriks ei soltuks parameetrist 8, reparametriseeritakse jaotust (Kollo
ja Srivastava, 2004) ning vaadeldakse juhuslikku vektorit y karakteristliku funktsiooniga

1
143730 — L(t76)% — 0Tt

o(t) (25)

10



Uue reparametrisatsiooni korral peab olema maatriks ¥ — 007 positiivselt médratud.
Keskvaartus ja dispersioon on vastavalt

Korgemat jarku tsentraalsed momendid ja kumulandid avalduvad kujul

ms(y) = c3(y)=2®0+03% +vecEd” — 00" ®0, (26)
my(y) = cly)+ma(z), (27)
ca(y) = Tu(z) — 3007 @ 00T + 0%%vec’' T + VeCE(OT)®2 + (28)

+(Ip2 + Kp,p)(z ® OGT)(IPZ + Kp,p)’

kus z on normaaljaotusega juhuslik vektor kovariatsioonimaatriksiga 3. Kéesolevas t60s
kasutatakse uut reparametrisatsiooni (25).
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2 Uhemootmeline asiimmeetria ja jirsakus

2.1 Asiimmeetria

Olgu X juhuslik vektor. Eeldame, et tal leiduvad neli esimest momenti. Jaotus on astim-
meetriline, kui keskvéartus ja mediaan erinevad. Astimmeetriat nimetatakse ka ebastim-
meetriaks voi kallakuseks. Astimmeetriat moodab astimmeetriakordaja, mis ithemootme-
lisel juhul defineeritakse vordusega

kus 5(X) on teine ja m3(X) kolmas tsentraalne moment. Kordaja voib omandada mis-
tahes reaalseid véartusi. Kui 5 = 0, on tegemist siimmeetrilise jaotusega. Mida suurem
on |B1(X)], seda rohkem erineb X jaotus siimmeetrilisest. Kui £1(X) > 0, on suurte véér-
tuste saba pikem kui véikeste védrtuste oma; §;(X) < 0 niitab, et pikem on viikeste
vadrtuste saba.

pr>0 G <0

Monikord defineeritakse astimmeetriakordaja suhtena

ms(X)?
ma(X)?

pLX) =

Sel juhul omandab 57 (X)) véartusi [0, c0). Mida suurem 55 (X), seda asiimmeetrilisem on
jaotus. Kallakuse suuna kohta siis jareldusi teha ei saa.

Naiide 2.1 Normaaljaotus on siimmeetriline keskvéértuse suhtes. Olgu juhuslik suurus
X ~ N(p,0?). Néitame, et 4;(X) = 0. Juhusliku suuruse X tihedusfunktsioon on

f( ) 1 —(@=pw)?

€T) = e 202
V2mo?

Leiame m3(X):

1 —(z—p)? 1 —(z—p)?
— — 3 _ — 3 252 — — 3 202 — —
ms(X) = B(X—p)° = /(:)3 i) 5 s € dx 3 /(x W)’ e d(x—p) =0,

—00 —00

—y2

sest funktsioon g(y) = y® =2 on paaritu. Jérelikult ka 8,(X) = 0.

12
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Joonis 1: Standardne normaaljaotus

Niide 2.2 Olgu X ~ I'(a, A), kus a > 0 on kujuparameeter ja A > 0 on skaalaparameeter.
Siis My (X) = % ja ms(X) = 3%, jérelikult

2
X)=—.
ﬁl( ) \/a
Kujuparameetri a kasvades 3;(X) viheneb, seega jaotus muutub siimmeetrilisemaks, vt.
ka joonis 2.

1.0

0.6

0.4

0.0 +

Joonis 2: Gammajaotuse kuju erinevate a véirtuste korral, A = 1.
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Mirkus 1 Olgu X juhuslik suurus keskviirtusega p ja dispersiooniga o2, Olgu Y = %
Siis

ms(X E(X —p)?

Mo (X)3 g

X —p
g

3
> = EY3.

Seega saame X asiimmeetriakordaja, kui leiame vastava standardiseeritud juhusliku suu-
ruse Y kolmanda momendi.

2.2 Jarsakus

Jaotuse tipu teravust iseloomustab jirsakus ehk ekstsess. Uhemootmelisel juhul definee-
ritakse juhusliku suuruse X jarsakus vordusega
_ Ta(X)

m3(X)’

32(X)

kus 9 (X) ja m4(X) on teine ning neljas tsentraalne moment vastavalt. Normaaljaotuse
korral on (35(X) = 3. Et normaaljaotuse jéirsakus oleks 0, lisatakse monikord definitsiooni
liige —3. Kui #5(X) < 3, on jaotuse tipp lamedam kui normaaljaotusel v6i puudub hoopis.
Kui (2(X) > 3, on jaotuse tipp teravam ja sabad raskemad kui normaaljaotusel.

Naiide 2.3 Joonisel 3 on toodud kolme jaotuse tihedusfunktsioonid: standardne normaal-
jaotus, standardne Laplace’i jaotus ning iihtlane jaotus U(—+/3,+/3). Kaéikide jaotuste
keskvéaartus on 0 ja dispersioon 1. Normaaljaotuse jarsakus on 3, Laplace’i jaotusel 6 ning
ithtlasel jaotusel 0,15.

%

1
A

1
N
OIIIIIIIIIIIIII

2 4

X
Laplace’i jaotus

normaaljaotus

_________ yhtlane jaotus

Joonis 3: Erineva jarsakusega jaotused

14



Leiame normaaljaotuse jirsakuse. Olgu X ~ N(u,0?), siis

my(X) = E(X —p)? = DX = o*

o

1 —(z—w)?
m(X) = B(X=p)'= [ (@' VoL

Asendame y = x — u ning integreerime ositi

s ]_ .2 _ .2 |00 ©0
mél(X) = / y4m ezTdey = —O'steﬁ B —+ / 3y20'2€ 202 dy =
- —00

1 —(z—p)?
e 2° dr =30°E(X — u)?* =30
V2mo?

= O+302/(x—,u)2

Seega [o(X) = %l = 3.

Mirkus 2 Olgu X juhuslik suurus keskviirtusega p ja dispersiooniga 2. Olgu Y = £=£,

.o g
Siis

Seega saame X jarsakuse, kui leiame vastava standardiseeritud juhusliku suuruse Y nel-
janda momendi.

Juhusliku suuruse X jirsakus ja asiimmeetria on seotud vorratusega

Bao(X) > 1+ BHX). (29)

Seega seab jaotuse asiimmeetriakordaja alumise piiri jaotuse jarsakusele. Vorratuse toestas
K. Pearson 1916. aastal artiklis “Mathematical Contributions to the Theory of FEvolution,
XIX: Second Supplement to a Memoir on Skew Variation.”
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3 Mitmemootmeline asiimmeetria ja jirsakus

3.1 Mardia kordajad

K. V. Mardia laiendas asiimmeetriakordaja ja jarsakuse moiste mitmemootmelisele juhule
(Mardia, 1970). Olgu x; ja x5 soltumatud sama jaotusega koopiad juhuslikust p-vektorist
x keskviadrtusega p ja dispersiooniga X. Mardia (1985) defineeris asiimmeetriakordaja
valemiga

Biy(x) = E [(x1 — ) "S 7 (x — )] (30)

ning jarsakuse vordusega

2

Boplx) = B [(x = ) 'S (x — )] (31)

T. Kollo ja M. S. Srivastava esitasid 2004. aastal Mardia kordajad jaotuse momentide
kaudu. Olgu y = E_%(x — ), siis

Brp(x) = tr [mg (y)ma(y)] (32)

ning

Pap(x) = tr [ma(y)]. (33)

Vaatleme Mardia kordajaid juhul p = 1. Olgu X juhuslik suurus keskvéaértusega u ja
dispersiooniga o2 ning olgu Y = XU_“. Kasutades esitust (32) ja méirkust 1, saame

Bu(X) = mi(Y) = [B(X)]* = 51 (X).

Seega vastab Mardia asiimmeetriakordaja definitsioon osas 2.1 toodud alternatiivsele de-
finitsioonile. Esitusest (32) on lihtne néha, et §;, saab omandada ainult mittenegatiivseid
vadrtuseid. Sarnaselt iihemootmelise kordajaga (7 ei ndita Mardia asiimmeetriakordaja
kallakuse suunda.

Leiame juhusliku suuruse X Mardia jarsakuse. Esituse (33) ja mérkuse 2 pohjal
Ba1(X) = my(Y) = Ba( X).

Jarelikult on Mardia jarsakus ithemootmelisel juhul sama, mis osas 2.2 defineeritud iihe-
mootmeline jérsakus.

Naide 3.1 Normaaljaotus. Olgu x ~ N,(p, X) ning y = E*%(X — ). Siisy ~ N(0,L,).
Kuna mg(y) = 0, siis ka asimmeetriakordaja (,(x) = 0. Leiame x jarsakuse:

Bop(x) = tr(my(y)) = tr [(Ipz +K,,)I,®L,) + VeprvecTIp] =
= tr (T, @ L))+ tr [K,,(I, @ L) + tr (vec,vec"T,) .
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Liidetavate jiljed leiame eraldi. Jilje omaduse (6) ning otsekorrutise omaduse (9) pohjal
tr[Le(I, L) =tr (I, ® I,) = tr L = p*.
Kasutades kommutatsioonimaatriksi omadusi (15) ja (16), saame
tr [Kpp(Ip @ Ip)] = tr (I, © ) K, ] = tr (I, - L) = p.
Omaduste (2) ja (12) pohjal
tr (VeprvecTIp) =tr (VeCTIpvepr) =trtr (I,-L,)] =p.

Seega on p-mootmelise normaaljaotuse jirsakus (Ba,(x) = p? + 2p. Uhemootmelisel juhul
saame jarsakuseks juba tuttava arvu 3.

Kuna karakteristikud on ithemootmelised, siis voivad erinevate kujudega jaotused anda
sama tulemuse.

Naiide 3.2 Kahemootmeline asiimmeetriline Laplace’i jaotus. Joonisel 4 on pildid erine-
vate parameetritega Laplace’i jaotustest. Koigil piltidel on f15 = 5,62963 ning (G = 20.

Olgu x juhuslik p-vektor keskvédrtusega p ja dispersiooniga X ning y = 2*%(x — ),
y = (Y1,...,Y,)". Kui K. V. Mardia tutvustas mitmemdotmelist asiimmeetriakordajat
ja jarsakust, siis piitidis ta leida ka seost nende karakteristikute vahel (Mardia, 1970). Ta

naitas, et
2

Bap(x) > p* + /;, (34)

kus

A= ||

=1 =1
Uhemootmelisel juhul taandub vérratus (34) vorratuseks (29).

Artiklis Kollo, Srivastava (2004) on toestatud, et A{ = [1,(x), mis viib vorratuseni

ﬁZp(X) 2 p2 + ﬁlp(x)-
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-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
Joonis 4: Astimmeetriline kahemootmeline Laplace’i jaotus
3.2 Moéri, Rohatgi ja Székely kordajad
Jargnevas tutvustatakse ungari matemaatikute T. F. Mori, V. K. Rohatgi ja G. J. Szé-

kely kirjeldatud mitmemootmelise asiimmeetria ja jarsakuse karakteristikuid. Késitluses
jargime nende 1993. aastal ilmunud artiklit, Méri, Rohatgi ja Székely (1993).

Olgu x juhuslik p-vektor positiivselt méaratud kovariatsioonimaatriksiga 33 ja olgu

y = E_%(X — Ex).
Astimmeetriakordaja defineeritakse vordusega

s=E(lyl*y) (35)

ning jarsakus valemiga

K= E(yy'yy"). (36)
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Astimmeetriakordaja s on seega p-vektor, jarsakus K on aga p X p-maatriks.

Naide 3.3 Normaaljaotus. Olgu x ~ N,(u, X)), siis y ~ N,(0,1,). Leiame s ja K.

S Y2 EY}
s=E(lyl’y) =E 5 =l : [=0
LYY, EY)
Tihistame W = yyTyy”, siis W;; = 07, V;V;V2 Kuna Y; ~ N(0,1), siis
p
E(Wy;) = E (Z Y;Yij2> =Y EY,EY;EY; + EY?EY; + EYEY; =0,
k=1 ki

ki

p
E(W,) = E (Z 1@21@3) = S ECVAEY) + E(Y) =p-1+3=p+2.
k=1 ki

Jarelikult K = E(yyTyy?) = (p + 2)L,.
Kordajate omaduste uurimiseks vaatleme nende skalaarseid funktsioone a = ||s|| ja § =
tr K.

Paneme tihele, et § = [a,(x), kus (2, on Mardia defineeritud jarsakus, vt. vordused (31)
ja (33). Toepoolest,

Pap(x) = tr [E(YYT & ny)} =F [tr (ny ® ny)} —
= F [tl" (ny)r =L {(YTY)Z} ; (37)
B = trK=tr [E(nyny)] — Etr(yTyyTy) = E {(yTy)z} _ ().

Kordajate « ja 3 omadusi kirjeldavad jargmised teoreemid.

Teoreem 3.1 Kehtib vorratus
o? < 3 —p

TOESTUS: Paneme téhele, et kuna y on standardiseeritud, siis F(yy’) =1, ja E(y'y) =
p. Toepoolest,

T _ Y. = EY?, i=] _) b=y
(Etvy ))ij—E(m?)—{EYiEYj, iFj |0 i#]

ning E(y"y) = X1, BEY? =1, 1=p.
Téahistame
2 T
f=lyl"=p, g=sy,
siis E(fg) = ||s||*. Toepoolest:
E(fg) = Elllyl* =p)s"y] = E(ly|*s"y —ps"y) = E(lylI’y" —py")s =
= |BUyI*y") —pE(")]s=s"s = ||s|*
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Kasutades Cauchy-Schwarzi vorratust, saame
ot = |sl* = [E(f9))* < Ef*Eg?,
kus
Ef* = E(lylI'-2lylPr+p*) = E[y"y)?] = 20E(y"y) + p* =
B=2p" +p* =01,
Eg* = E(s'ys'y)=s"B(yy")s =s"s = [s]* = o”.
Seega at < (8—p?)a?. Kui a > 0, siis saame vorratuse molemaid pooli a?-ga libi jagades
o’ < 3 —p.
Kui o = 0, siis peame niitama, et 5—p? > 0. Kuna 3 = E [(yTy)ﬂ ning p? = [E(yTy)r,
siis
B—p*=Dy'y) =08-p"20.
O

Definitsioon 3.1 Oeldakse, et juhuslik suurusy on lopmatult jagunev, kui¥n € IN korral
letduvad soltumatud sama jaotusega juhuslikud suurused xq, . ..,X, ni, et

Teoreem 3.2 Kui juhuslik vektor y on lopmatult jagunev, siis

o < B —plp+2).

TOESTUS: Olgu y standardiseeritud juhuslik vektor, s.t. Ey = 0, Dy = I,,. Fikseerime va-
balt j € IN. Kuna y on eelduse kohaselt 1opmatult jagunev, siis leiduvad soltumatud sama
jaotusega juhuslikud vektorid x;,...,x; nii, et y = Zle X;. Bt y on standardiseeritud,
siis Bx; =0, Dx; = %Ip.

Saame
Elyy'y) = EQ_xi) x> %a) = E(Y xx,x,) = EQ_xix{ xi + ) X%, X,) =

l m n lm,n l l#m

l#n
= Y Exx/x)+ Y Ex;E(xLx,) =Y E(xx/x;)
l ll;;m l
Teame, et x;,...,X; on sama jaotusega. Téhistades x ~ x;, x = (Xt ..., XP)T jouame
tulemuseni
E(yy'y) = jE(xx"x).
Tuletame seose E(yylyy?) ja E(xxTxxT) vahel:
E(yy'yy") = E( ). xX,x.x,)=
l,m,n,p
= EQ_xx{xx| + D (X} xiXp, + XiX] XX}, + XX XX ).

1 I#m
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Viimases vorduses on vilja jéetud liikmed, mille keskviédrtus on 0. Paneme téhele, et

x;x1 x;xI = x;x]x,,x.. ning ldheme iile lithematele tihistustele:

E(yy'yy") = jE(xx"xx") +j(j — 1) {QE(XXT)E(XXT) + E(HXH2)E(XXT)} :

Leiame E(xxT) ja E(||x|?).

E((XY)?) E(X'X?) ... B(X'XP?) ;0 .0
E(X'X?) E(X%?% ... B(X2X? oL ...0 1
BlaxT) = (‘ ) E(X7)%) . ( ) I
. : Do R J
(X XP) E(XQXP) E((X7)?) 0 0 i
p p 1 P
E(x|*) = Y El => - ==
i=1 =JJ
Tagasi asendades saame
T T\ _ - T T L 2 p . T T Jj—1
E(yy'yy ) =jExx"xx") +j(j — 1) 2te L = jE(xx xx )+T(p+2)1p-

Leiame y ja x astimmeetriakordajad sy ja sx.

e Kuna y on standardiseeritud, siis sy, = F(yy’y).

o Teame, et Ex = 0, Dx = lI Olgu z = (Dx)"2x = \/jx. Asiimmeetriakordaja
definitsiooni (35) jirgi sy = E(||z||* z) H\/_XH Vix) = jvVIE(xxTx).

Teoreemi viite toestuseks néitame, et

2p

Isyll” < tr Ky —p(p +2) + = (38)

(Kuna j € IN oli valitud vabalt, siis 27.7’ voib omandada kuitahes viikeseid vadrtusi. Seega
= llsyll* < trKy —p(p+2) = B —p(p+2).)

Toestame vorratuse (38).

syl = |EGy"y)|| = i |[Be)| = f|| sal? < <trK ).

Viimane vorratus tugineb teoreemis 3.1 saadud tulemusele HSH <trK —p?

Asendades
tr Ky = tr B(zz' zz") = j*r E(xx’ xx"),

saame
1 2 L T T 2 . T . T p2
-(trKxy —p°) = =({JtrE(xx'xx)—p°)=tr (]E(xx XX ))——,:
J J J
T .. T J—1 P2
= tr | E(yy yy )—T(p+2)1,, -

j—1 p? 2p
= trE(yy'yy") — Tp(p+ 2) — = tr Ky — p(p +2) + S
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Sellega on vorratus (38) ja teoreem toestatud. O

Ka selles peatiikis defineeritud astimmeetriakordaja ning jérsakus on leitavad otse stan-
dardiseeritud juhusliku vektori kolmanda momendi kaudu. Jérgnev esitus on autoripoolne.

Lause 3.1 Olgu x juhuslik p-vektor ningy = (Y1,...,Y,)" tema standardiseerimisel saa-
dud juhuslik vektor. Siis avalduvad x astiimmeetriakordaja ning jarsakus vastavalt

s =1, xms(y) (39)

Jja
K =1, *m4(y). (40)

TOESTUS: Toestame vorduse (39). Kasutades tdhtkorrutise omadusi (22) ja (18), veen-
dume, et

Lxms(y) =L xE(yy' @y)=E(@L*(yy' ®y)) = E(Lxyy') ®y),

kus téhtkorrutise definitsiooni pohjal
p
Lxyy' =Y Y2
i=1
Arvestades otsekorrutamise omadust (3), saamegi

Lxm(y) = B> Y2 @y) = E(lylPy) =s.

i=1
Vorduse (40) toestuses saame sarnaselt:
_ T T
L xma(y) = E((L xyy") @ yy").
Kuna 37, V2 = yTy, siis

Lxm(y)=Ely'yoyy") =Ey yyy") = E(yy'yy') =K.
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3.3 Uued kordajad

Olgu x juhuslik p-vektor ning y = (Dx)~2(x — Ex). Koziol (1989) mirkas, et Mardia
jarsakus ei arvesta koiki neljandat jarku segamomente. Tdepoolest, vorduse (37) pohjal

|5 ]

Seega pole esindatud segamomendid kujul E(Y;}Y;) ning E(Y;Y;Y.Y}). Osa segamomentide
vilja jatmisega kaob aga osa infot jaotuse kuju kohta.

ﬁ2p( X) = {(y y) }

Ka Mori, Rohatgi ja Székely kordajad jatavad osa segamomente vaatluse alt véilja. Astim-
meetriakordaja

E(llyll*y) ZW

el arvesta segamomente kujul E(Y;Y;Y}), seega p > 3 puhul jaéb osa segamomente vilja.
Jarsakus

K= E(yy'yy" ZYny

=1
jatab vilja segamomendid kujul E(Y;Y;Y}Y;), mis tdhendab info kadu, kui p > 4.

Valtimaks sellist kadu, on késikirjas Kollo (2005) vilja pakutud uued definitsioonid. Ju-
husliku vektori x astimmeetriakordaja ja jarsakus defineeritakse vastavalt vordustega

b(X) = 1p,p*m3(Y)> (41)
B(x) = 1,,*xm(y). (42)

Sarnaselt eelmise peatiikiga on ka siin asiimmeetriakordaja p-vektor ja jarsakus p x p-
maatriks.

Uued kordajad esituvad y koordinaatide kaudu

p p
=E > > YiYyy'

=1 ]:

p P
=B ) VYy

1j=1

Esitatud avaldistest ndhtub, et koik segamomendid on esindatud.

Vaatleme ithemdotmelist juhtu. Olgu X juhuslik suurus ning Y = (DX)"2(X — EX).
Maérkuste 1 ja 2 pohjal

Seega on uued kordajad ithemootmelise asiimmeetria ja jarsakuse iildistuseks.

Niide 3.4 Mitmemootmeline normaaljaotus. Olgu x juhuslik p-vektor keskvaartusega p
ja dispersiooniga X ningy = 3~ (X p). Esitame y momendid x tsentraalsete momentide
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kaudu. Kasutame otsekorrutise omadusi (4), (7) ja (5) ning £~z siimmeetrilisust. Saame,
et

ms(y) = E(y®y ®y)=E(lyy ®y)=

= B3 ix-p) (2 x-p) oS i (x—p)| =

= B[ ix-p)x-p)'S e (x— ph] =
(Eren ) (x-p)x-p'ex-—p) 57 =

g (x—pwx—p)' @ (x—p)|s=

Seega, . ) )
ms(y) = (72 ® $77) m(x) X2 (43)
Analoogselt saab néidata, et
1 1N _1 _1
ma(y) = (22 @27 7)mu(x) (320X ?). (44)

Eeldame, et x on normaaljaotusega. Mitmemootmelise normaaljaotuse tsentraalsed mo-
mendid on esitatud valemitega (23) ja (24). Kuna m3(x) = 0, siis ka m3(y) = 0 ning
astimmeetriakordaja b(x) = 1,, « 0 = 0. See on ka oodatav tulemus, sest normaaljaotus
on siimmeetriline.

Leiame ka my(y).
my(y) = (Z_% ® E_%) {(Ipz +K,,)(X®X)+ vecEvecTE} (E_% ® E_%) =
= L +K,,) (3031 (20%) (S ten )+
(=t e ) veE] (S o) veex] =
= (I +K,,) (Z723577) @ (BI85 72) +
t+vec (BB ) vec! (TTIEDTE) =
= (I +K,,)(I,®L) + vecl,vec' I, =
= Lq+K,, + vecl,vecL,
Kasutasime kommutatsioonimaatriksi omadust (15), otsekorrutise omadusi (5) ja (9) ning
vec-operaatori omadust (13). Kasutame saadud avaldist jarsakuse B(x) leidmiseks:
B(x) =1, xma(y) = 1, x (Ipz +K,,+ VeprvecTIp> :

Liidetavate tahtkorrutised leiame eraldi.

e Tiahtkorrutise definitsiooni pohjal

P

p
1pp*Lp = Z Z(IpQ)ij’

i=1j=1

kus (L), ¢ =1,...,p; j =1,...,p, on p x p-plokid maatriksist I.. Nullist erine-
vad plokid asuvad maatriksi diagonaalil ja moodustavad ise p-jarku {ihikmaatriksid.
Seega

p
Ly, =3 1,=p-1,
=1
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e Kommutatsioonimaatriks K, , on p? x p?>-maatriks, mis koosneb p x p-plokkidest
(Kpp)ij, kus (j,)-s element on 1 ning iilejdénud nullid, i = 1,...,p; 7 = 1,...,p.
Koigi plokkide summeerimisel saame tulemuseks iithtede maatriksi:

e Kasutades tédhtkorrutise omadust (19) , saame
1,,* (veprveCTIp) =L,-1,,-I,=1,,.
Seega on mitmemootmelise normaaljaotusega vektori x jarsakus
B(x)=pL,+2-1,,.
See erineb Mori, Rohatgi ja Székely jarsakusest

K=pl,+2 L,
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3.4 Mitmemootmelise asiimmeetrilise Laplace’i  jaotuse
asiimmeetria- ja jirsakuskordajad

Leiame erinevalt defineeritud astimmeetriakordajad ja jarsakused mitmemootmelise astim-
meetrilise Laplace’i jaotuse jaoks.

Mardia kordajad

Olgu x ~ M L,(0,%). Kollo ja Srivastava (2004) toestasid, et

Bip(x) = a(a® —6a+3(p+2)),
Bop(x) = 2(p+a)(p+2) —3d,
kus a = 87X710.

Moéri, Rohatgi ja Székely kordajad

Lauses 3.2 on esitatud Laplace’i jaotuse Méri, Rohatgi ja Székely astimmeetriakordaja
ning jarsakus.

Lause 3.2 Olgu x ~ ML,(60,X) jay = Y2 (x — 0). Siis avalduwvad juhusliku vektori x
astimmeetriakordaja ja jarsakus vastavalt

s = (p+2—a)c, (45)
K = (2p+4+a),+ (p+4—3a)cc’, (46)

kus a = 07X710 ja c = £20.
TOESTUS: Lause 3.1 pohjal avalduvad x astimmeetriakordaja ja jarsakus momentide kau-
du vastavalt

s = Lxms(y),
K = L xmu(y).

Valemi (43) pohjal

N |=

ms(y) = (2_% ® E_%>m3(x)2_ ,
kus
Mm3(x) =2 R0+02% +vecE 8" — 00" 20

valemist (26). Seega

l\.’:\»—‘

ms(y) = (Z7@27%) (Te0+00 +vecx0” — 007 ©60) %"

kus
(TR 2)(E®e)(T201) =1, %26,
(E2RY HOeD)(1eX 2)=X10x]1,
(Z2@ X 7)vecE - 07577 = vee(R2EN2) - 07877 = vecl, - (X726)7
(Z 20X )00 202 1 =2100"Y 1 @X 10 = £ 20(X20)" ® £ 2.
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Asendades ¢ = 2_%0, saame juhusliku vektori y kolmanda momendi avaldiseks

ma(y) =L, ®c+c®L,+vecl,c” —cc’ ®ec. (47)
Leiame asiimmeetriakordaja

s:Ip*(Ip®c+c®1p+veprcT—ccT®c).
Liidetavate tdhtkorrutised on

ILxI)@c=tr, ®c=p-c,

=1, % (vepr . VecTcT) I-I,
(I, xcc’) @ ¢ = tr(cc’)e = c’ce.
Seega on p-mootmelise astimmeetrilise Laplace’i jaotuse asiimmeetriakordaja
s=(p+2—-cle)c=(p+2—a)c,
sest cTe =0T 25720 = 978710 = a.

Jarsakuse arvutamiseks on vaja momentide maatriksit my(y), mis valemite (27) ja (44)
pohjal avaldub

my(y) = (E_% ® E_%) {2m4(z) — 300" ® 00" + 0%*vec" T + vecX(07)%? +
+ (I + Kpp)(E 2 007)(Lz + K,p)] (372 @ 572),
kus z on normaaljaotusega juhuslik vektor kovariatsioonimaatriksiga 3.

Leiame liidetavate korrutised eraldi.

Niitest 3.4 teame, et

(2—% ® 2—%) my4(z) (E‘% ® E_%) =L+ K,, + vecl,vec'1,.

Otsekorrutise omaduse (5) pohjal
(Z2ex ) (00"2600") (B 0% ) =
= (E_%OOTE_%) ® (E_%OBTE_%) =ccl @ cct.

Kasutades vec-operaatori omadust (13) ning otsekorrutise omadusi (5) ja (9), saame
(T 7en?)[(0c0)ve’s| (T 7an7E) =
= (2’%0 ® 279) vec' T, (2% ® E%> (E’% ® E’%) = cvec (I, ® 1) =
®2

o T
= c““vec' L,.

Analoogselt

(E’% ® E’%) vecE (0" ® 07) (2’% ® 2’%) = vecl,, - (¢7)®2.
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e Kommutatsioonimaatriksi omaduse (15) pohjal
(B 703 ?) I +K,,) (S0 007)(I: +K,,) (T 25 ?) =
=12 +K,,) (5 0377) (Ze007) (T 5) (I, +K,,) =
= (Le + Kpp) (L, @ cc” ) (L + K, ).
Seega on juhusliku vektori y neljas moment

my(y) = 2 (Ipz +K,,+ VeprvecTIp) —3ce” ®ec” + cPvec’ I, + (48)
+vecL,(€")® + (Le + K, (I, ® ce”)(Lz + Kp,).

Niitid saame leida juhusliku vektori x jarsakuse:
K =1, *my(y).

Leiame eraldi liidetavate tahtkorrutised:

e Esimene liidetav annab normaaljaotuse jarsakuse:

I, x (Ipz +K,, + VeprvecTIp) = (p+2)IL,.

L, * <ccT ® CCT) = (Ip * ccT) ® cc! = tr (ccl)ee! = clecec? = a - cct

Omaduse (11) pohjal ¢®? = vec(cc?). Kasutades tihtkorrutise omadust (19), saame

L, <c®2vecTIp) =1, * (Vec(ccT)VecTIp> = cc’.

Analoogselt
®2

L, x |vecl, (CT)

Viimase téhtkorrutise leidmisel kasutame omadusi (20) ja (15).
L * (L + Kpp)(L @ cc’) (I + K, ) =
=1I,x [Ip ® cc’ + (ccT ® Ip) K,, +K,, (ccT ® Ip) + (ccT ® Ip)} =
= (L) @cc’ + 1, % (cc’ ®1,) K, (I, ® 1) +
+IL,x(1®1,)K,, (CCT ® Ip) + (I, xcc)®I, =
=trl,-cc’ +cc’ +cc” +tr(cc’) @I, = (p+2)cc” + al,

Seega on p-mootmelise asiimmeetrilise Laplace’i jaotusega juhusliku vektori x jarsakus

K= 2p+4+a)l,+ (p+4—3a)cc’.
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Uued kordajad

Jargnevas leiame uued asiimmeetria- ning jarsakuskordajad Laplace’i jaotuse jaoks.

Lause 3.3 Olgu x ~ ML,(0,%) jay = X2 (x — 0). Siis avalduvad juhusliku vektori x
astimmeetriakordaja ja jarsakus vastavalt

b(x) = (p—trD)c+2-1,,c, (49)
B(x) = (2p+trD)I,+4-1,,+2D" 42D + (p — 3tr D)cc’, (50)

kus a =07%710, c=%"20 jaD =1,, - cc’.

TOEsTUS: Juhusliku vektori x asiimmeetriakordaja on antud valemiga

b(x) =1,, xms(y).

Juhusliku vektori y kolmanda momendi avaldis on leitud eelmises toestuses (valem (47))
Seega on vaja leida tdhtkorrutis

1p7p*(Ip®c+c®1p+veprCT—ccT®c>.

Liidetavate tahtkorrutised on

1,,*I,®c)=(1,,*x,)®c=trl,,-c=pc,
Lp*(c®Iy) =1,,c,

1,,x (vecl,c’) = 1,,x (vec,vec'c) =1,-1,,-c = 1,,c,
1,,x(cc’ ®c) = (1,,xcc’)®@c =tr(1,, cc’)c.

Téhistades D = 1,,, - cc’, saamegi

b(x)=(p—trD)c+2-1,,c.

Jarsakus on antud valemiga
B(x) =1,, *m4(y),

valemi (48) pohjal

B(x) = 1,,* [2 (Ipz + K, + vecI,vec” Ip) —3cc” ® ce” + c®vec T, +
vecly(€”) 4 (L + Ky )T @ c”) Iz + Kpyp)|

Leiame liidetavate tahtkorrutised.

e Esimene liidetav annab normaaljaotuse jarsakuse, mis néite 3.4 pohjal on

1,,* (Ipz +K,,+ veprvecTIp) =pl,+2-1,,.
o 1,,x (ccT ® CCT> = (1,,*xcch) ®@cel =tr(1,, - cc’)ec” = trDect
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e Omaduse 11 pohjal

1, * (c®2vecTIp) =1,,* [vec(ccT)vecTIp] =cc’-1,,-I,=D".

e Analoogselt

1,, * (Vepr (cT)®2) =1,,-cc’ =D.

e Viimase téhtkorrutise leidmisel kasutame omadusi (20) ja (15).

Lpp* (Lpe + Kpp) (L, ® CCT)(IPQ +Kpp) =
=1,,* [Ip ®ccl + (ccT ® Ip) K,, +K,, (ccT ® Ip) + (ccT ® Ip)} =
= (Lpp* L) @cc’ +1,, (CCT ® Ip) K p(IL, ®1L,) +

+1,, * (12 L)K,, (ccT ® Ip) + (1, xcc) @1, =

=trl,, cc’ +1,,-cc’ +cc’ - 1,,+tr(1,, cc’) I, =
=pcc’ + D+ D" +trD -1,

Jarsakuseks saame

B(x)

2(pI,+2-1,,) —3trDec” + D" + D +pec” + D+D" +trD -1,
(2p+trD)I, +4-1,, +2D" + 2D + (p — 3tr D)cc”.
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Naiteid

Jargnevas on esitatud moned néited konkreetsete kordajate véartuste kohta erinevate
jaotuse parameetrite korral. Esimene néide on asiimmeetrilise Laplace’i jaotuse stimmeet-
rilisest erijuhust. Teine ja kolmas néide jéatkavad niidet 3.2, kus selgus, et voime erine-
vate jaotuse kujude korral saada samad Mardia kordajad. Ndeme, et mitmemootmelised
kordajad annavad jaotuse kuju tdpsemalt edasi. Arvutused on Iabi viidud lisas esitatud
programmiga.

Olgu x ~ M L4(6,%).

1. Valime parameetrid jargmiselt

0 0.5 —0.5
0_(0)’ 2_<—0.5 1)'

Siis erinevate asiimmeetria- ja jarsakuskordajate védrtused on:

e Mardia:

e Mori, Rohatgi, Székely:

e uued kordajad:

. P8
Z:B—O.S 1 H

Joonis 5: Laplace’i jaotus - néide 1.

-1 1.5 1.5
0_(—1)’ E_<1.5 3>’

siis erinevate asiimmeetria- ja jarsakuskordajate vaartused on:

2. Votame
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e Mardia:

ﬁlg(X) = 563, ng(x) = 20,

e Mori, Rohatgi, Székely:

e uued kordajad:

. _(-2.43) w _ (108 107
x—\-192)" * L 1.07 92 )’

—2.78 1155 597
bx) = ( 2.48 ) Blx) = < 5.97 10.59 )

e_&lm
~Hi1f
~ .5 1.5
“His 3 H
o
N
|
<
|
[
4

Joonis 6: Laplace’i jaotus - néide 2.
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3. Olgu parameetrid valitud jargmiselt

-1 1.5 0
0"(0?)’ E"( 0 Q5>'
Siis erinevate astimmeetria- ja jarsakuskordajate vadrtused on:

e Mardia:
612(X) = 563, BQQ(X) = 20,

e Mori, Rohatgi, Székely:

~2.72 11.33 0
Sx_( 0 ) Kx_( 0 8.67)’

e uued kordajad:

~2.73 1133 533
b<X)_<—1.63>’ B(X)_< 5.33 8.67)'

N g0
“Ho H
N — Z_ﬂ..5 (0]m]
“ o050
o p—
N ]
|
<
|
I I I I I
-4 -2 0 2 4

Joonis 7: Laplace’i jaotus - néide 3.

33



Summary

Characteristics of skewness and kurtosis

In this paper different skewness and kurtosis measures are examined.

First chapter gives overview of notation and matrix algebra in use. In the second chapter
univariate skewness and kurtosis measures are introduced.

Third chapter studies multivariate characteristics. We start with Mardia’s measures, which
were the first multivariate characteristics of skewness and kurtosis and are still the most
common in practice.

Since Mardia’s coefficients are scalar and non-negative, they do not represent the shape
of a distribution well. Mori, Rohatgi and Székely had a different approach, they defined
skewness of a p-variate distribution as p-vector and kurtosis as p x p-matrix. We show
that these measures are simple functions of moments of the standardized distribution.
Using this new representation and reparametrization of Kollo, Srivastava (2004), we find
skewness and kurtosis of asymmetric multivariate Laplace distribution.

Both approaches ignore some of the mixed moments. Hence, information of distribution
shape is partially lost. New measures introduced in Kollo (2005) take all mixed moments
into account. We find expressions of those characteristics for multivariate normal distri-
bution and asymmetric Laplace distribution.

Finally, different measures of skewness and kurtosis are numerically presented for different
sets of parameter values of Laplace distribution.
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Lisa: programm

Jargneva R programmi abil on arvutatud ndidetes toodud asiimmeetria- ja jérsakuskorda-
jad. Realiseeritud on kommutatsioonimaatriks, otsekorrutis ja tdhtkorrutis ning funktsioo-
nid erinevate kordajate arvutamiseks mitmemootmelise asiimmeetrilise Laplace’i jaotuse

jaoks.

HESHHBHFHH RS H R R AR A
# MAATRIKSITE FUNKTSIOONID #
HESHH B H AR R

# OTSEKORRUTIS

otse = function(x,y){

m = nrow(x); n = ncol(x)

p = nrow(y); q = ncol(y)
maatriks = matrix(NA,mxp,n*q)
for (i in 1:m){

for (j in 1:n){

maatriks [(p*(i-1)+1): (p*i),
(qx (-1 +1): (q*j)1=x[i, jl*y
+}

return(maatriks)

}

# TAHTKORRUTIS

# vdrdse suurusega plokid

taht = function(x,y){

m = nrow(x); n = ncol(x)

mr = nrow(y); ns = ncol(y)

r = mr/m; s = ns/n

if (trunc(r)==r & trunc(s)==s){

A = matrix(0,r,s)

for (i in 1:m){

for (j in 1:n){

A = A+x[i,jl*y[(xrx(i-1)+1): (r*i),
(sx(j-1)+1) : (s*j)]

1

return(A)

}

else return ("Viga dimensioonides!")

3

# KOMMUTATSIOONIMAATRIKS

kom = function(p,q){

n = pxq

maatriks = matrix(O,n,n)

for (i in 1:p){

algl = (i-1)*q+1

alg2 = i

for (j in 0:(g-1)){
maatriks[algl+j,alg2+p*j] = 1

3}

return(maatriks)

¥

# MAATRIKSI RUUTJUUR

juur = function(x){

vek = eigen(x)$vectors

val = eigen(x)$values

juur = vek)x*)diag(sqrt(val))%*/kt (vek)
return(juur)

}

# Podrdmaatriks : solve(maatriks)
# vec-operaator : as.vector(maatriks)
# trace : sum(diag(ruutmaatriks))
# p-jarku iihikmaatriks : diag(p)

HUHH AR
# GENEREERIMINE #
HEHFHHASHHHBRHHRAS

# LAPLACE’I JAOTUS
# n realisatsiooni

laplace = function(m,cov,n){
juurcov = juur(cov)
p=nrow(cov)

vastus = matrix(NA,n,p)
for(i in 1:n){

w = rexp(1l)
norm=juurcov*jrnorm(p)
vastus[i,] = m*w+sqrt(w)*norm
}

return(vastus)

+

HHHHHHHH RS R R

# ASUMMEETRIA #
HHHHHHHH RS R R

# 3. MOMENT

m3 = function(teeta,sigma)

p = nrow(teeta)

if (ncol(teeta)==1 & nrow(sigma)==p
& ncol(sigma)==p){
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i = diag(p)

solve(juur(sigma)) %*%teeta

moment = otse(i,a)+otse(a,i)+
as.vector (i) %x*%t (a)-otse(alx¥%t(a),a)

return(moment)

}

else {return("Viga dimensioonides!")}

3

a

# MARDIA ASUMMEETRIA

as_mardia = function(t,s){

mom3 = m3(t,s)

beeta = sum(diag(t(mom3) %*% mom3))
return(beeta)

}
# MORI, ROHATGI JA SZEKELY ASUMMEETRIA

as_mrs = function(teeta,sigma){
mom3 = m3(teeta,sigma)

p = nrow(teeta)

vastus = taht(diag(p),mom3)
return(vastus)

}

# UUS ASUMMEETRIA

as_uus = function(teeta,sigma){
mom3 = m3(teeta,sigma)
p=nrow(teeta)

yhed = matrix(1,p,p)

vastus = taht(yhed,mom3)
return(vastus)

}

HEH R H
# JARSAKUS #
R

# NORMAALJAOTUSE 4. TSENTRAALNE MOMENT

m_4n = function(s){

p = ncol(s)

if (nrow(s) == p){

m = (diag(p~2)+kom(p,p))%*lotse(s,s)+
as.vector(s) %%t (as.vector(s))

return(m)

}

else{

return("Argument olgu ruutmaatriks.")

1}

# 4. MOMENT
m4 = function(t,s){
p = nrow(t)

if (ncol(t)==1&nrow(s)==p&ncol(s)==p){

b = juur(solve(s))%*%t

bb = b %% t(b)

ik = diag(p~2) + kom(p,p)

vec = as.vector(diag(p))

m = 2x(ik+vecY*Jt (vec))-3*otse(bb,bb)+
otse(b,b)%*%t (vec)+vec*lotse (£t (b),
t (b)) +ik¥%x%otse(diag(p) ,bb) %x% ik

return (m)

}

else {return("Viga dimensioonides!")}

3

# UUS JARSAKUS

j_uus = function(teeta,sigma){
mom4 = m4(teeta,sigma)

p = nrow(teeta)

yhed = matrix(1,p,p)
return(taht (yhed,mom4))

}

# MARDIA JARSAKUS

j_mardia = function(teeta,sigma){
mom4 = m4(teeta,sigma)
return(sum(diag(mom4)))

}

# MORI, ROHATGI JA SZEKELY JARSAKUS
j_mrs = function(teeta,sigma){
mom4 = m4(teeta,sigma)

p = nrow(teeta)
return(taht(diag(p) ,mom4))

}

HERHHHERHHHARH

# ARVUTAMINE #

HERHHHERHHHARH

teeta = matrix(c(0.5,0.5) ,nrow=2)
sigma = matrix(c(1,0,0,1) ,nrow=2)
as_mardia(teeta,sigma)
as_mrs(teeta,sigma)
as_uus(teeta,sigma)
j_mardia(teeta,sigma)
j_mrs(teeta,sigma)
j_uus(teeta,sigma)

tt = teetal*ht(teeta)
y=laplace(teeta,sigma+tt,10000)
library(KernSmooth)
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est = bkde2D(cbind(y[,1],y[,2]1), contour (est$xl, est$x2, est$fhat,
gridsize=c(100,100) ,bandwidth=c(1,1)) xlim=c(-4,4),ylim=c(-4,4))
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