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8. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONID

1. Mitme muutuja funktsiooni mbiste

Funktsionaalse sdltuvuse mdiste esineb matemaatikas
kdikjal, kus on tegemist mitmesuguste muutuvate suuruste
koosauutumisega (e.t. muutumisega soltuvalt Uksteisest).

Kui naiteks mingis protsessis muutuvad seoses teinetei-
sega kaks muutuvat suurust X ja y ning sealjuures niiviisi,
et igale muutuva suuruse z kindlale vadrtusele vastab  Uks
(vOi mitu) teise muutuva suuruse y taiesti kindlat vaartust,
siis Utleme, et need on omavahel funktsionaalses soltuvuses,
ehk: muutuv suurus y on muutuva suuruse x funktsioon.

Tegelikkuses esineb aga ka selliseid nahtusi, kus muu-
tuvad koos rohkem kui kaks suurust. Naiteks 1) Koonuse ruum-
ala V sb6ltub tema kdrgusest h ja pdhja raadiusest r, nende
suuruste vahel on sdltuvus

2) Rentaablus R s6ltub kasumist N * saadakse kauba rea-
liseerimisel, samuti aga ka pohi- ja kaibefondide suurustest
ajab :

Veil juhtudel radgitakse mitme muutuja funktsioonidest.
Nii on koonuse ruumala kahe muutuja funktsioon, mille argu-
mentideks on pdhja raadius r ja kdrgus h:

V - V(r, h),
rentaablus aga kolme muutuja M *ajahb funktsioon Rs
R - R(H,a, b).

Defineerime kahe muutuja funktsiooni:



Kui igale muutuvate auuraste x Jay vaartuste paarile
vaetab Qka (VvOi mitu) taiesti Kkindlat muutuva suuruse 2
vaartust, sile deldakse, et z on kahe muwtu.ia x lay funkt-
sioon ning Kirjutatakse

zm X, y)

Kolme ning enama arvu muutujate funktsioonid defineeri-
takse taiesti analoogiliselt.

Kui argumentide vadrtuste paarile x m X,,, y = yO vas-
tav z vaartus on olemas, siis 6eldakse, et kahe muutuja funkt-
sioon z = f(x, y) on punktis (X0, yc) maddratud: vastupidi-
sel juhul ta selles punktis mddratud ei ole.

Koigi niisuguste punktide hulka tasapinnal Ojcy , milles

z on maaratud, nimetatakse selle funktsiooni ma&ramispiir-
konnaks. Naiteks funktsioon z m 2x + 3y + 5 on madratud kogu
tasapinnal Oxy; funktsiooni,z -YW- x* - maaramispiir-
konnaks on ringjoone Xg +y « 25 sisse jaav ala, kaasa ar-
vatud ka selle ringjoone enese punktid.

Nagu Uhe muutuja funktsiooni, nii ka kahe muutuja funkt-
siooni vOib esitada analultiliselt ehk valemiga, tabeliga voi
graafiliselt. Kb0ige sagedamini esitatakse kahe muutuja funkt-
sioon valemiga, mis naitab, milliseid tehteid tuleb soorita-
da argumentide vaartustega, et saada funktsiooni vaartust,
mis nendele argumentide vaartustele vastab. Naiteks

Z» Xy .
Teades soltuvust valjendavat valemit, saame, andes selles ar-
gumentidele vajalikud vaartused, neile vastava funktsiooni
vaartuse arvutada. Kui nditeks x = 3 Jjay * 5, siis
zB3*5» 15; kui x B 2 jay » 3,5, siis z= 7.

Funktsiooni z B (X, y) esitamisel tabeliga antakse
lihtsalt tabeli kujul teatud arv kokkukuuluvaid argumentide

Jja funktsioonide vaartusi. Niisuguse tabeli Uldkuju on jarg-
mine:



Selleat tabelist v8ime leida, et kui 1 =4 jJay = 0,3,
siis z &5,400. Tabelist on aga vOimalik leida ainult sel-
les sisalduvate argumendi vaartustele vastavaid funktsiooni

vaartusi .

Kahe muutuja funktsiooni graafiliseks esitamiseks vaja-
me kolmemdotmelises ruumis ristkoordinaadistikku Ozyz
@oon. 1).



lgale arvupaarile (X, y) vas- 2
tab tasapinnal Oxy  punkt

* (» ¥» 0)» Selles punktis
tasapinnale Oxy tdmmatud rist-

sirgel margime punkti

Q &, ¥y, 2), kus z on para-

Jasti argumentide valitud vaar-

tustele x Ja y vastav funkt-

siooni vaartus. Niiviisi saa-

dud punktid ruumis, mis vas- P(x,V,0)
tavad kdikvoimalikele arvu- x

paarile (X, y), moodustavad Joonis 1.

ruumis pinna. See pind ongi funktsiooni z » (X, y) geo-

meetriliseks vasteks; teda nimetatakse selle funktsiooni
graafikuks.

Niisiis: funktsiooni z a f(x. y) graafikuks on niisugu-
ne pind, mille punktide aplikaadid sdltuvad abstsissidest .m
ordinaatldest samuti nagu z vaartused oma argumentide vaar-
tustest.

Funktsionaalset s6ltuvust valjendav valem on uhtlasi
funktsiooni graafikuks oleva pinna vorrandiks.

Naide. Funktsiooni z = 2 - x -y graafikuks cc ta-
sapind, mis labib punkte 20,0 ), 0,2,0)ja @,0, 2)
(joon. 2). 2

Joonis 2
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2. Kahe muutuja funktaloonl piirvadrtus .,la pidevus

Me Utleme, et punktide Pn (G, yQ) (n = 1,2..«) jada I~
heneb punktile PQ (Xq, yQ)» kui indeksi n tdkestamatul kae-
vamisel punktide Pn ja PQ vaheliste kauguste jada laheneb nul-
lile. S.t. jada P’ﬁ 1aheneb PO—Ie, kui

lim Vo &3nlim TGN - x0)2 + yn “yo)2 3 0
n

ehk, mis on seesama, kui Xp laheneb arvule xg,. Yy aga arvule
MNno-

Defineerime. Arvu A nimetatakse funktsiooni f(x .Vv) piir-
vaartuseks punkti (x . y) lahenemisel punktile (& . yQ). kui

iga punktide jada (xn . y™) korral, kus n— laheneb nunk—
tile (¢* . yr). vastav funktsiooni vaartuste jada Zq)
laheneb arvule A.

Asjaolu, et arv A on funktsiooni f(x , y) piirvaartus

lahenemisel punktile PO (xQ, Y0), margime kirjas jargmiselt:

Iim f(x ,y) =A

x-"-x0
y-*-y0
ehk
(X y)-»-A, kui &, y)—»(0, y0) =
Nartteid:
D 1 2x2 -y2)=-2 , 21 *y, =] =5 .
)xl-n’]‘l(X v )xl-T'l X oy I
y-*-2 Y-»-0

Kabl muutuja funktsioonide piirvaartuste puhul kehtivad
Uhe muutuja funktsiooni piirvadrtuste teooria pohilieed lau-
sed.
D Funktsioonide summa (vahe) piirvadrtus vordub nende
funktsioonide piirvaartuste summaga (vaetavalt - vahega).
S.t. et kui x-*x.,y-?y0 puhul f(x, y)-*A ja g(x, y)-"-B,
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fex, ) + g, Y- A+B,
e, y) - o, Y)-» A-B.

2) Funktsioonide korrutise piirvaartus vérdub tegurite
piirvaartuste korrutisega. S.t. et y ->»>-ye puhul
f(x, y)-*-A ja 9(x, y)-—B, siis

fx, y) 9(x, y)-*-AB.

3) Kahe funktsiooni jagatise piirvadrtus vordub nende
funktsioonide piilrvaartuste jagatisega tingimusel, et jaga-
ja piirvaartus pole null. S_.t. et kui x-*-x0, puhul
f(x, Y)-*A ja g(x, y)—B " 0, siis

Kahe muutuja funktsiooni pidevus defineeritakse samu-
ti analoogiliselt Uhe muutuja funktsiooni pidevusega.

Funktsiooni z = f(x. y) nimetatakse pidevaks oanktia
OG». yr). kui ta on selles punktia maaratud ning

lim f(x ,y) = f(xc, Yoy
x>0
Yy o

s.t. kui Fiinlftsiooni vadrtus pnnk-tlH (r., y ) vOrdub tema
piirvaartusega lahenemisel sellele punvt-ile.

Naiteid:

1) Funktsioon z e x + y on pidev kdikjal, s.t. 0"-ta-
sapinna kdigis punktides. Toepoolest, missugused arvud ka
oleksid x0 ja y0, ikka on

Lim x+y) =x0 + yo,
X-"Xo
Y- Yo
mis on ka funktsiooni vaartuseks punktis (0 , y0)-

2) Funktsioon z = —111-6_ on pidev)%unktis x =0,
X + y
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Naiteks punktis x * O, y = 0 aga aee funktsioon pidev
ei ole.

Funktsioonide korral, mille argumentide arv on suurem
kui kaks, mdistetakse piirvaartust ja pidevuat taiesti ana-
loogiliselt eelnevaga.

3. Osatuletiaed

Olgu antud kahe muutuja funktsioon z = f(x, y). Lahtu-
me tema argumentide suvalistest vairtustest x, y. Jatame Yy
vaartuse muutumatuks, x-le aga anname juurdekasvu x. Siis
funktsioon z saab juurdekasvu

Azx = T(x + Ox, y) - T(X, y)
(indeks x osutab aellele, et juurdekasvu pdhjuseks on ai-

nult dhe argumendi, nimelt x, muutumine).
Kui eksisteerib piirvaartus

lim = Hm fx + n - FCm ,
nx-»0 4x-r0 Nx

siis seda nimetatakse funktsiooni z esimestljal}ku 0§§£ule_—
tiseks x jargi ja tahistatakse z Fy%i LI e y; Vvoi Ea
lihtsalt 2z"x J.
Analoogiliselt defineeritakse esimest jarku osatule-

tia y jJargi:

= Lim = iim - %, y?

Ay+0 A * Ay-rO ny
["téhistatakse ka f™ (X, y), z""]-.

Kuna osatuletised on defineeritud taiesti analoogili-
selt Uhe muutuja funktsiooni tuletisega - (he argumendi
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vaartuse muutumatuna hoidmisel z ongi ju ainult iUhe muutuja
funktsioon, siis

1) osatuletist ihe argumendi jargi arvutame nagu (he

muutuja Ffunktsiooni tuletist, lugedes teise argumendi kons-
tandiks ;

2) osatuletiste arvutamisel vdime Kkasutada ko&iki ihe
muutuja funktsiooni tuletiste jaoks tdestatud reegleid, va-
lemeid ja lauseid.

Naited.

n
1) Leida funktsiooni z *x y - 2lny + 4x + 5 osatuleti-
eed.

Osatuletise arvutamisel x jargi loeme y konstandiks;
saame

- Xy + 4 .

Defineerimisel y jargi loeme aga x konstandiks; seega

2) Leida funktsiooni z = X

osatuletiste vaartused punktis (2, 3).
Kdigepealt leiame osatuletiste Uldavaldised:

bn » te.tJLh-s— SL__

3X & +y
9* X +y)Xx -XY
dJ X +y)2

Seejarel asetame saadud valemitesse antud punkti koordinaa-
did; nii leiame, et

Leides oeatuletieed osatuletistest, saame teist  jarku
oeatuletised. Neid tdhistatakse jargmiselt:
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Wz (IX") “I"2 (A kaz,xx f,ixxx>*)}y

h (1?) ~Nr87 (si zMxy* vsi f,.xy(x” y)) 9ne-

Naide. Leida funktsiooni

z=x" - bx2y2 + bxy + 7

teiat jarku osatuletised.
Esimest jarku oeatuletiaed on

= 4x3 - 10xy2 + 6y
= -10x2y + 6x .

Diferentseerides neid veel kord, saame teist jarku osatuleti-
sed:

22z = 16,2 _ w2 -
dx

32

XSy = -20xy + 6 (enne diferentseeritud z,
siis y jargi);
N2
= -20xy + 6 (enne y, siis x jargi);
N x o= bwE
0J
Osatuletiai
ar, 32z

3iccy *&y3 x
nimetatakse funktsiooni z » f(X,y) teist jarku segatuletie-
teks. Nad on vOrdsed pideva funktsiooni z korral, s.t.

32 - 328
Ixby Oye>x *
Eelnevas naites nagimegi, et see on nii.
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Teist jarku osatuletisi diferentseeridee eaame kolman-
dat jarku osatuletised jne., jne.
X & 1 d e. Leida funktsiooni z » x4 - 5x2y9 + 2xy  kolman-
dat jarku oaatuletis

IX23%y
NN = 4x3 - 10xy2 + 3y5;
|"8- = 12x2 - 10y2 ;
0 x
S 8f = 20y .
I X%

Diferentseerimise jarjekord ei ole ka siin oluline (voib nai-
teks alguses diferentseerida y jargi, siis kaks korda x jar-
g«

Rohkem kui kahe muutuja funktsioonide korral defineeri-
takse osatuletised analoogiliselt. Segatuletiste vOrdus keh-
tib ka siin.

S ai de. Leida funktsiooni f(X1f x2» x3™ = ~
- x|x2 esimest jarku osatuletised.

Leiame, lugedes x1 jargi diferentseerimisel x2 ja xN

konstantseteks,
LI WA N

analoogiliselt

- =2li - 21A "

4. Taisdiferentsiaal

Olgu antud kahe muutuja funktsioon z = f(x, y). Eelda-
me, et aee funktsioon on pidev; samuti olgu pidevad tema
esimest jarku osatuletised.

Lahtume argumentide suvalistest vaartustest X, y. Kui
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neile anda juurdekasvud /N1x, Wy, siis funktsioon saab juur-
dekasvu
Az = f(x + Ox, Y + Nly) - fX, y)

Seal juures pideva funktsiooni korral argumentide juurdekasvu-
de tdkestamatul lahenemisel nullile Jir on tékestamatult ka-
hanev,

kui Ax-»-0 jaAy-*0, siis Ar—- O.
Teisendame funktsiooni juurdekasvu [r avaldist:

Az =[f(x + Ix, y+ Ny) - f(x, y+ Ay)J +

+ [FC, y + Ay) - (X, Y)J-

Niid on mdlemates nurksulgudes sisuliselt Uhe muutuja funkt-
sioonid. Rakendame neile Uhe muutuja funktsioonide teooriast
tuntud Lagrange*i keskvaartuse lauset; selle kohaselt

fx+ A x,y+ Ly) -fx, y+ Ny =

“ frxx + OLNx*y + X *
0L Y YY) S Py = e ooy +elay) Ay

orelr1l , o<B241
Et eelduse kohaselt esimest jarku osatuletised on pide-
vad, siis
lim & x+0lix, y+Ay) » F &, V)
O X ' X

A x-
Oy-roO

A)I(_imo * X y+Ay) = f“7(x, ¥)
4 y-"0

ning jarelikult

fV x + elAx*y +Ay) = Fx<x’ +

ja
fyx, y +020y) - x X, y) + S2 »
kus 11-*0 ja kui Ja iy =*0.
Seega funktsiooni juurdekasv
ar > Y)Ix + +E£10x +£20y.
IImselt on siin kaks viimast liidetavat argumentide ja juur-
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dekasvude l&henemisel nullile kdrgemat jérku vaikesed suuru-
sed vOrreldes kahe esimese liidetavaga. Seega kujutab avaldis

XX, y)Ax + Fiy, y)iy
endast funktsiooni juurdekasvu A z peaosa argumentide juur-
dekasvude tdkestamatul kahanemisel.

Defineerime. Kahe muutu.la funktsiooni .juurdekaswu pea-
osa argumentide _juurdekasvude tokestamatul kahanemisel nime-
tatakse selle funktsiooni tadisdiferentsiaaliks.

Taisdiferentsiaali tahistatakse sumboliga dz, Eelne-
vast jareldub, et

dz = fx(x*y) 4 x + F'y(x, y) Ay.
Argumentide juurdekasve nimetatakse enamikul  juhtudel
argumentide diferentsiaalideks ning tahistatakse dx, dy:

Az » dx, 4y = dy.
Seega
da* = dx + dy -
Nadide . Leida funktsiooni z =\ x +y2 taisdiferentsi-
aal. Leiame

Bz X

3 m 7 T7 -

Gz 7

rr ~~7T7
Seega

dz =—x% — = dx+ mp% = dy .
X +y X +y

Kahe muutuja funktsiooni taisdiferentsiaali voib kasutada

funktsiooni juurdekasvu ligikaudseks arvutamiseks; sellejuu-
res loetakse funktsiooni juurdekasv & z ligikaudu  VvOBrdseks
taiediferentsiaaliga dz. Niisugune talitusviis on lubatav
loomulikult ainult siis, kui argumentide juurdekasvud on vai-
kesed.

Naide. Olgu koonuse kérgua h = 30 an, pdhja raadius r=
10 cn. Kui palju suureneb koonuse ruumala, kui tema kdrgust
suurendada 3 mm vOrra, pfhja raadiust aga vahendada 1 mm vor-



Koonuse ruumala

V= -y- r2h

on kahe muutuja r ja h Funktsioon.
Leiame osatuletised:

2V 2ICrh  , 9V v 2
a7 " “I'" » 3 =T ~ 1 ;
vottee AT « dv, leiame, et koonuse ruumala muut
STrn = 2 +~3 rdn »
= -

=j @rhdr + rdn) = 3 (2.10.30(-0,1) + 100.0,3) =

=JH « -31,4 o
Mark "miinus'” viitab sellele, et vdrreldes esialgsega ruum-
ala vaheneb.

5. Kahe muutu.ia funktsiooni ekstreemumid

Vaatleme mingit ringi keskpunktiga P0(x0,vy,) ja raa-
diusega $ > 0. Selle ringi sisepunktide hulka nimetatakse
punkti PO Umbruseks raadiusega 6 ehk S -Umbruseks.

Punkt P(x0 + h, y0 + k) kuulub punkti PO(X0, yc) 5 -imbru-

sesse siis ja ainult siis, kui h2 + k2 &2 (joon.3).
Oeldakse, et funktsioonil z«Ff(X,y)
on maksimum punktis P0(x0, y0),
kui leidub selle punkti (kullalt
vaike) Umbrus, mille punktides

fx,y) ~ f(xQ, Yo)

(vt. joon.4).
Analoogiliselt 6eldakse, et
funktsioonil z 1 f(x, y) on mii-
nimum punktis P0(x0* Yo)» kui
leidub selle punkti (kullalt vai-
ke) Umbrus, mille punktides
fox Y) > f(x0, Yo)
(vt. joon. 5).
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Joon. 4. Joon. b5.

Kuidas leida funktsiooni ekstreemumeid? Osutub, et kui
funktsioonil f(x, y) on punktis (X0, yc) ekstreemum, siis

f*xX(x0, Yo) = O» f*y(x0, Yo) = 0.

Toepoolest, kui kahe muutuja funktsioonil f(x, y) on punktis
(lo* Yo) ekstreemum, siis ka Uhe muutuja funktsioonil F(x,Ye)
on punktis X = xe ekstreemum ja jarelikult tema tuletis ar-
gumendi X jargi on vordne nulliga. Samuti peab  eketreemum-
punktis olema null ka osatuletis argumendi y jargi.

Osutub aga, et tingimused fxX(, y) =0 ja f (&, y)=0
ei ole piisavad ekstreemumi olemasoluks. Naiteks funktsiooni
z a1 Xy osatuletised punktis X 9 O, y 4 o on vordsed nulliga,
kuid antud punktis ei ole sellel funktsioonil eketreemumit.

VOib tdestada jargmise teoreemi.

Kui funktsioonil z a f(x, y) on olemas punkti (X0, y0)
Umbruses esimest ja teist jarku osatuletised, siis punktis
(xO , Yo), kus f*x a4 0, ¥ » 0, on ekstreemum juhul, kui sel-
les punktis on tdidetud tingimus

W(x, y) = - (xy)2> 0 ;

sealjuures on punktis (X0, yQ) maksimum, kui selles punktis
f xx< 0, ja miinimum, kui fMxx > 0.

Kui W(x. y) €0, siis funktsioon f(x, y) selles punk-
tis ekstreemumit ei oma. Kui aga W = 0, siis tuleb funktsi-
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ooni kaitumist lahemalt uurida. Suurust &/ (X, y) nimetatak-
se funktsiooni f(x, y) diskriminandiks.

N & i d e. Leida funktsiooni z « 3x + 24y - x - 2" ekstree-
mumpunktid.
Leiame f,x = 3 - 3x2, F* = 24 - Oy2.

Tarvilik tingimus ekstreemumi olemasoluks punktis (X0, yO) on
3 ¢0, Yo) ~o, fy(x0, Yo) = 0.
ehk antud juhul
3-32»0, 24 - 6y2 = 0.
Lahendades selle slUsteemi, saame neli punkti, kus vOiks olla

ekstreemum: (1,2), (-1, -2), (@, -2) ja (-1, 2). Arvutame val-
Jja diskriminandi

,-6x . Fryy - -12* . f Ir=e,

W» t'zz Fyy "R (61 (12y) * 72
Leiame diskriminandi saadud punktides:

WO ») =144 W (-1. -2) * 144,
w(l, -2) =.-144, W (1> 2) = -144.
Osutub, et punktides (1, -2), (-1, 2) ekstreemumit pole,
sest nende punktide korral W < 0.
Antud juhul on ekstreemumpunktideks punktid (1,2) ja
(-1, -2), kusjuures punktis (, 2) on maksimum, sest
f,oxx(@, 2) s-6 < 0 ja punktis (-1, -2) miinimum, kuna

f xxC'1”-2) = 6> 0.

6. Homogeensed funlctnioonid

Funktsiooni F(xX™. x™. ... xu) nimetatakse k-.larku ho-
mogeenseks funktsiooniks,kui keh_tib vOrdus

3-
Fx”, tXg, -e-, ) *t F(X1, "2, ee-, )
koikide x1. ..... XU vaartuste la iga t vaartuse korral.

Naiteid. 1) Vaatleme funktsiooni
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f(x, y) = ax + by
Kui t on meelevaldne arv, siis
f(x, ty) » atx + bty = t(ax + by) = tf(x, y).

Jéarelikult antud funktsioon on esimest jarku homogeenne funkt-
sioon.
2) Vaatleme funktsiooni

fx, v, 2 = x2 +y +z
Kui t on meelevaldne arv, siis
f(x, ty, 2) » (X2 + (ty)2 + (2)2 * t2x2 + t2y2 +
+ 8222 = 02 +y2 + z2 ) = €2F(x, vy, 2).

Jarelikult see funktsioon on teist jarku homogeenne funkt-
sioon.
3) Vaatleme funktsiooni
Y) s I+
X =Y
Meelevaldse arvu t puhul kehtib

(i, ty) = fqb n %~;' - tg%*i % yii =
LE TR SERVAREERGC I Rl o

Jarelikult antud funktsiooni homogeensuse jérk on -3. Kehtib
Jjargmine teoreem (Euleri teoreem).

Kui funktsioon f(x1, x2, ..., xn) on k-jarku homogeenne
funktsioon, siis

XX, +)A'x, +¢7 +V . =KL *2......V-

2 2

Naitteid. 4) Funktsioon f(x, y, 2) = x~ + y2 + z on

teist jarku homogeenne funktsioon. Siin
ox = 2x, Fy =2y, 2z =2z,
millest
XF*x + yFy + ZFf"z = 272 + 2¥2 + 2z2 = 2(X2 + y2+.z2)=
= 2f(x, y, 2)-
-18 -



5 Funktsiooni f(x, y) = ~ on 0. jarku homogeenne
funktsioon.

f« = — Lisd
* r

y’'ry

jarelikult
xfo +yfry = § - f 0=0. f, y).
6) Funktsioon
fx, y) =— j X on (-3). jarku homogeenne funkt-
* Yy

sioon. Jarelikult
rfr +yfv -3 - jtff

7. Empiiriliste valemite leidmine vahimruutude meetodil

Loodusteaduses, tehnikas, ©Okonoomikae kohtame tihti em-
piirilisi valemeid, s.o. valemeid, mis on koostatud katsetu-
lemuste pohjal. Uheks kdige enam kasutatavaks votteks sel-
liste valemite leidmiseks on vahimruutude meetod. Esitame
selle meetodi idee.

Olgu tarvis leida seos suuruste x ja y vahel. Katse vOi
vaatluse tulemusena oleme saanud suuruse x véartustele vas-
tavad suuruse y vaartused, mis on esitatud tabeli kujul

X X1 x2 =t x h

Yy *1 *2 °T *n
Tahame nende suuruste vahelist seost Kkirjutada ligikaudse
(empiirilise) valemi kujul y = f(X). Vahimruutude meetodi
idee seisneb selles, et parimaks valemiks, mis esitab katse-
liselt saadud sdltuvust, peetakse seda, mille puhul katsel
saadud vaartuste ja valemi jargi arvutatud vaartuste vahede
ruutude summa on vdhim. Antud meetodi puhul tuleb kdige enne
anda ette funktsiooni y = f(X) kuju, milles esinevate para-
meetrite leidmniseks kasutame vahimruutude meetodit. Kui teo-
reetiliste kaalutluste pdhjal ei ole vdimalik teha mitte ndn-
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giauguaeid oletusi, milline selle funktsiooni kuju olema
peaks, silia on otstarbekohane kanda saadud katseandmed joo-
nisele. Selleks kanname Oxy-tasandile punktid (&, y™), i,
yg) --.(xn, yn) Kui graafikult on ndha, et need punktid on
grupeerunud teatud sirge lahedale, siis vOib eeldada, et suu-
ruste X ja y vahel on lineaarne s6ltuvus, mis on esitatav va-
lemiga

y=ax+b ,
kus kordajad a ja b on otsitavad parameetrid. Kui graafikul
on naha, et punktid on grupeerunud mingi kévera Umbruses,
siis vOib suuruste y ja x vahel olla nditeks ruutséltuvus
y a ax2 + bX + C,

kus parameetrid a, b, c leiame vadhimruutude meetodil. VOib
esineda ka juht, kus suuruste y ja x vaheline sOltuvus on
esitatav eksponentfunktsioonina

Yy - abx ,

kus a ja b on otsitavad parameetrid.

D Olgu empiiriline valem kujul y m ax + b. Leiame a ja

b (parameetrid) tingimusest, et see sirge tuleb témmata nii,
et empiiriliselt saadud punktide ordinaatide ja samadele
abstsissidele vastavate sirge punktide ordinaatide vahede
ruutude sunma oleks minimaalne, s»t. suurus

oleks minimaalne. Saadud summat vOib vaadelda kui kahe muu-
tuja a ja b funktsiooni, sest xk ja yk on antud  suurused.
Nuad tuleb leida selle funktsiooni u = u(a, b) miinimum. Ka-
he muutuja funktsiooni miinimumi tarvilik tingimus on m&lema
esimest jarku osatuletise vOrdumine nulliga, s.t.

an n bn = n

a 0 Bb 3 °*

Leiame need osatuletised:
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-
QD
1l

"2[yl " (ax1 + b)]* (“xI> + 2fy2 ” (aX2 + b)JI* (“X2u
+ ... + 2[yn - (@ain + b)] = (-xn),
2[yl - (&x1 + b)d - 2[y2 - (ax2 + b]- ... -

Qi
oms
I

-2pn " (@n + b)J-

Vorrutades saadud tulemused O-ga ja jagades kahega, saa-
me a ja b leidmiseks kaks lineaarset vorrandit kahe tundma-
tuga:

(@l +b-yDxl+ ... + (@n +b -Yrar *0,

(axl+b-yl)+ ... + (@n+ b -yn) «O0.
Parast lihtsustamist voib selle virrandsisteemi Kkirjutada ku-
Jul:
0O O o]
a(xl” +x2 + ... +xn)y+ bl +x2 + ... +XQ) »

e x1lyl + y2y2 + eee + xnyn”
axl+x2+ ... +xR)+nb =yl +y2+ ... +yn;

ehk ry (o »
b 21 =2~
2 £1 * i®{)§_ I\

a2L xi +bn-2Zi Y .
[=<

Saadud susteemi nimetatakse ka normaalvOrrandite siUsteemiks.
Siit leiame a ja b vaartused ning asetame need empiirilisse
valemisse y « ax + b.
2 Olgu x ja y vaheline seos niisugune, mille Kkirjelda-
miseks ndib sobivat ruutséltuvus
y = ax2 +bx + c.

Kordajad a, b, ¢ méarame siis vahimruutude meetodil jJargmi-
selt. Suurus u on praegusel juhul jargmine:

n = li»l* LYfli— (axg2 + bX3< +0)] 2 ;
tema osatuletised
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b A 1
Fa * %-IZ 2 [yi “ (@xi2 + bxi + CJ<xi2) .

ou r 2 [ji - (@2 + bxi + ©)](-xi) ,
ifB 2 [yi - (i2+bxi+c)I-1) .

Funktsiooni u miinimumi tarrilikud tingimused

If mO.
N -
fc e O

annavad parast lihtsustamist a, b ja c jaoks lineaarse vor-
rand suflteemi

£ xf oD Z *iJech y2mfg 471

v K *
XA +b 3} _Xj2 +CI__ Xz =/~___Xryn

1=4 i*4 35

H K -2,

22 xt2 +b2- xi +en=4- 7i-

>4

3 Kui on alust eeldada x ja y vahel eksponentsiaalset

soltuvust, otsime seda kujul

y = abx
Logaritmime seda funktsiooni:
logy = x logb + log a -

Siit on ndha, et log y sdltub argumendist x lineaarselt, kus-
Juures log b ja log a vBime vaadelda parameetritena, mis tu-
leb sobivalt mdarata. Nende parameetrite leidmiseks kasutame
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jalle vahlmruutwde meetodit. Antud juhul on
ilogb + log a- log JM)2 5
tema miinimumi tarvilikud tingimused

n U

3(log a) "0 - c)(log M - 0
(diferentseerimine toimub log a ja log b jéargi).
Need tingimused annavad log a ja log b jaoks v@rrandsistee-
mi , mis oma ehituselt on analoogiline juhul 1 saadud siistee-
miga:

»/
log b M2 + log a - - x«lay.
=] I i 1
J

*

logb 282 xi +n loga*/ logy.
**\—<

Selle susteemi lahendamisel saadud parameetrite log a ja
log b jargi leiame logaritmide tabelitest a ja b.
Naiteid: 1) Nelja aasta jooksul on suurused X ja Yy
omandanud jargmised véartused:

Aasta 1 2 4
Xi 3 -1 1 3
*1 1 2 2 3

Leida sirge vorrand, mis valjendaks voimalikult h&sti suuru-
se y sOltuvust suurusest Xx.
Lahendamisel on otstarbekohane kasutada jargnevat tabe-

hit:
Aasta <i *j *j2
1 -3 1 -3 9
2 -1 2 -2 1
3 1 2 2 1
4 3 9
Summa 8 20

Tabelist on naha, et



n N n n
i ox 21 * 1 * * * — % e
- XA | %:4 1 e 8. %)41 4 6 %&<Xi2 20«
Jarelikult saame a ja b madaramiseks slsteemi

a<20+b 0 a 6,
a-0+b 4 m 8,

millest a * 0,3 ja b = 2. Otsitava sirge virrand on
y =0,3x + 2 .

2 Kasutades vahimruutude meetodit, maarata funktsiooni
y m ax + bx + ¢ kordajate vaartused nii, et ta voimalikult
haati kirjeldaks jargmise tabeliga esitatud sdltuvust;

xi 0.5 1 1,5 2 2,5
~j 0.8 1,9 4,9 8,8 13,9

Voutavate summade leidmiseks koostame tabeli

=

Xi yi Xi3 4+ Xyl  Xizyi
1 0,5 0,8 0,25 0,125 0,0625 0,4 0,2
2 1,0 1,9 1,0 1,0 1,0 1,9 1,9
3 1,5 4,9 2,25 3,375 5,0625 7,35 11,025
4 2,0 8,8 4,0 8,0 16,0 17,6 35,2
5 2,5 13,9 6,25 15,625 39,0625 34,75 86,875

7,5 30,3 13,75 28,125 61,1875 62,0 135,2
Saame jargmise siUsteemi kordajate a, b, c maaramiseks:

61,1875a + 28,125b + 13,75c = 135,2 |,
28,125a + 13.750b + 7,5¢ - 62,0 ,
13,75a + 7,5b + b5¢ * 30,3

Selle susteemi lahendamisel leiame, et a = 2,54, b=-1 ja
c * 0,575»
3) Leida eksponentsiaalne s6ltuvus y » ab , mis valjen-
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daks voimalikult hasti jargmise tabeliga esitatud s6ltuvust:

i 0 1 2 3 4 5 6
yi 45,5 48,5 55,8 65,7 8 96,3 105

Koostame tabeli

vi logyi xilogyi Xi
0 45,5 1,6580 0,0000 0
1 48,5 1,6857 1,6857 1
2 55,8 1,7466 3,4932 4
3 65,7 1,8176 5,4528 9
4 86,0 1,9345 7,7380 16
5 96,3 1,9836 9,9180 25
6 106,0 2,0212 12,1272 36

ZXi-21 £ logyj-12,8472 Xx. ilogyi=40,4149 , 4« =

Vastavalt eeltoodule saame a ning b jaoks vdrrandisis-
teemi

91 logb + 21 loga = 40,4149 ,

21 logbh + 7 loga = 12,8472 .

Sellest
loga = 1,6346 , logb= 0,0669

ning jarelikult
a»43,1 ja b=1,167 .
Otsitav seos on seega
y « 43,1 . 1,167x .
Kontrollkiusimused
1. Defineerige kahe muutuja funktsioon. Mis on selles analoo-
gilist ja uut Uhe muutuja funktsiooni definitsiooniga vOr-

reldes?
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2. Mis on kahe muutuja funktsiooni graafikuks?

3. Defineerige kahe muutuja funktsiooni piirvaartus.

4. Esitage pidevuse definitsioon funktsiooni juurdekasvu
abil. Kuidas pidevust geomeetriliselt tdlgendada?

5« Defineerige osatuletis Uhe argumendi jargi. Mitme muutu-
ja funktsioon on kahe muutuja funktsiooni osatuletis the
argumendi jargi?

6. Kuidas defineeritakse kdrgemat jarku osatuletised?

7 Mis on taisdiferentsiaal? Kirjutage uUles kolme muutuja
funktsiooni f(X,y,z) taisdiferentsiaal.

8. Defineerige tasandi punkti Umbrus.

9. Tolgendage kahe muutuja ekstreemumeid geomeetriliselt.

10. Millised on ekstreemumi tarvilikud tingimused?

11. Kuidas méadratakse kahe muutuja Tfunktsiooni ekstreemumi
olemasolu ja iseloomu funktsiooni diskriminandi abil?

12. Andke homogeense funktsiooni definitsioon. Tooge naiteid.

13. Veenduge funktsiooni f(x,y) = x3 - 5 x2y + 2 y3 korral
Euleri teoreemi taidetuses.

14. Mida mbistetakse empiirilise valemi all? Milles seisneb
vahimruutude meetodi idee empiirilise valemi konstruee-
rimisel?

15. Tuletage normaalvdrrandite susteem funktsiooni abX pa-
rameetrite leidmiseks.

§ 2. MAATRIKSID JA DETERMHAIDID

1. Vektorid n-mO0tmelises ruumis

Varemast teame, et igale ruumipunktile vastab kohavek-
tor ning punkti koordinaadid uUhtivad kohavektori koordinaa-
tidega. Kohavektori koordinaatide arv on vordne vektorbaasi
moodustavate baasivektorite arvuga. Sirgel asuval vektoril on
ks, tasandil asuval vektoril kaks ja ruumis asuval vektoril
kolm koordinaati - niisama palju kui baasivektoreid. Oel-
dakse, et vektorbaas maarab sirgel Uhem&dtmelise, tasandil
kahem&otmelise ja ruumis kolmem&dtmelise vektorruumi. Koha-
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vektorite 16pp-punktidel on ka vastavalt Uks, kaks v8i kolm
koordinaati, s. t. igaiks neist kuulub vastavamO0tmelisse
ruumi. Seega on igal vektorbaasil vabavektorite hulk lks-
Uheses vastavuses vektorruumi punktidega Ja seega arvujar-
jenditega.

Jarjestatud arvukolmikud ei pea tingimata tahistama
punkti geomeetrilist asukohta. Naiteks ettevotteid vdib ise-
loomustada jargmiste naitajatega: toodangu mahu, omahinna ja
tooviljakuse plaani taitmise protsendid. Siin on etteviotte
iseloomustamiseks vbetud 3 parameetrit ehk arvukolmik. Ar-
wvukolmikut tdlgendame vektorina kolmemddtmelises ruumis. Op-
periihmade Oppeedukust (ilikoolis vdib iseloomustada jargmis-
te parameetritega: eksamisessiooni sooritanute protsent ning
ainult hinnetele Mhea" ja "vaga hea" Oppijate protsent. Ar-
vupaarid maaravad vektori kahemddtmelises ruumis (tasandil).

Kui lisada eespool ettevotteid iseloomustavatele para-
meetritele toodangu realiseerimi.splaani taitmise protsent,
saame juba arvude neliku. Mdnede objektide kirjeldamisel on
parameetrite hulk veelgi -suurem. Seeparast osutub otstar-
bekaks laiendada vektorruumi mdistet. Jar.iestatud n arvu
C-J, Xg, ---, Xji) nimetatakse punkti koordinaatideks n-mdot-

melises ruumis. Punkti koordinaatidega (0, O, - O ) nime-
tatakse n-mO0tmelise ruumi nullpunktiks. lgale ruumipunktile
Px.j, x2, XQ) seatakse vastavusse n-mO0tmeline kohavek-
tor, mis "viib®¥ nullpunktist 00, 0, .-., 0) punkti P ja mi-
da téhistatakse
X = (X1, "2» eeen ) = .1)

Vektor ~T n-mdotmellses ruumis teisendab selle ruumi punk-
tid sama ruumi punktideks. Reaalarve x» (i =1, 2, ..., n)
nimetatakse n-mO0Otmelise vektori koordinaatideks. Kui Uhe-,
kahe- ja kolmemdotmelisi vektoreid saab geomeetriliselt esi-
tada, siis nelja- jne. mOOtmeliste vektorite korral see vdi-
malus puudub.

Lineaartehted n-modtmeliste vektoritega defineeritakse
analoogiliselt tehetega kolmemdotmeliste vektoritega.

Vektorite X= ,, X2, ..., XY ja T = (ylt ...,yn)
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Buoggaka (vaheks) nimetatakse “vektorit X ~ Y koordinaati-

- 1-7. (X% Y,y i (22

vektori X korrutiseks Bkalaariga Kk nimetatakse vektorit

Jdr= (kx™, ..., kxn) . 2.3)
Defineeritakse veel vektorite X ja Y skalaarkorrutis:
n
X .Y =xlyl + x2y2 + ... Xgyn = 21 xi*i *
i=1

Kehtima j&avad koik kolmemdotmeliste vektorite tehete oma-
dused .

Vektori 3 pikkuseks (mooduliks) nimetatakse mlttene-
gatiivset arvu

T=Y"T .T=YX" +X|+ ... +XxX° . @.5)

Naide . Leida viienO0tmeliste vektorite 3r= (0,1,
-2,3,2) ja "7* (1,4,1,0,-3) summa ning skalaarkorrutis.

Vektorite liitmisel liidetakse vastavad koordinaadid ja
seega

7 +7» (1,5,-1,3,-D

Skalaarkorrutis 7 .7 =01+ 14+ (2 -1+ 30+
+2(-3) =-4 .

Nul Ivektoriks nimetatakse vektorit, mille kdik koordi-
naadid on nullid. Nullvektori pikkus on O . Naiteks null-
vektor viiemO0tmelises ruumis on (0,0,0,0,0).

Vektorite 714 R 4 I ineaarkombinatsiooniks ni-
metatakse avaldist K.X1 + "2*2 + eee + "m™m * \flctoreid ni"

metatakse lineaarselt soltumatuteks, kui null on ainult nen-
de vektorite triviaalne lineaarkombinatsioon, ning lineaar-
selt sBltuvateks, kui nulliga vOrdub mittetriviaalne line-
aarkombinatsioon.

Osutub, et n-mO0tmelise ruumi maksimaalne lineaarselt
séltumatute vektorite arv on parajasti n . Valime n-mO0t-
melise ruumi baasiks vektorid
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el = (1,0,0,. 0) ,
®@ a (0,1,0,0 -,0)

e = (0,0,1,0 .,0)
2.9

el = (0,0 0,1)

Vektorid 'e* on uhikvektorid, s. t. |eN = 1 (11,2, ...,&)
(kontrollige valemi (2.5) abil!). Iga vektor (2.1) eeitub
Uhikvektorite (2.6) lineaarkombinatsioonina kujul

1 — X1S1 + X2/2 + eee + ®n QN

Baasivektorid e~ on pealegi omavahel paarikaupa ‘'risti",
sest nende skalaarkorrutised vSrduvad nulliga. Naiteks

=10+01+0.0+ ... +0.0* 0 .

Kui valida n * 3 , saame kdesoleva punkti valemitest vare-
mast tuttavad tulemused kolmemddotmelises ruumis.

2. Hupertasand

Analoogiliselt tasandile tavalises m&ttes raagitakse t»-
sandist” ka n-m85tmelieee ruumis. Harilikult nimetatakse se-
da "tasandit" hipertasandiks.

Lahtume tasandi vektorv8rrandist N . (r—— ) = 0 ning
peame seal esinevaid vektoreid n-mSStmellsteks:

hipertasandi normaalvektor N = (A®, Ag, ...» AgQ) ,

hipertasandi antud punkti kohavektor ~ = ”x01,x02* ****xor**
hiipertasandi jooksva punkti kohavektor r'= (", Xg, ---» xn).

HUpertasandi vektorvorrandist F*- ) = 0 saame skalaar-
korrutise valemi kohaselt

esitub hipertasandi uldvSrrand kujul
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Gs)

- n muutujaga lineaarvérrand madrab hipertasandi n-mOOtmell-
aas ruumi a.

HUpertasandiks kahemddtmelises ruumis on sirge uldvor-
randiga ax + by + ¢ = 0 ; Uhemddtmelises ruumis (sirgel) -
punkt. Hupertasandit nelja- jne. mo6tmelises ruumis ei saa
enam geomeetriliselt naitlikult esitada.

3. Maatriksi mdiste

Maatriksiks nimetatakse ristkilikukujulist arvude tabe-
lit
all al2 *e alj * = aln

A21  a22 *e a2j * = a2n

m rida .9

*al am2 ** amj * = amn
n veergu

Naide e Tabelis on antud kulunormid viie toote
valmistamiseks kahest erinevast materjalist:

Materjal Tooted
1 2 3 4 5
| 10 8 12 20
11 5 6 2 4 6

Kui eelnevalt on kokku lepitud tabeli ridade ja veergu-
de tdhenduses, vBime kulunormide maatriksi esitada jargmisel
kujul:

™10 8 12 20 6
5 6 2 4 6

Tabelis olevaid arve nimetatakse maatriksi elementideks.
Elemendid on paigutatud ridade (horisontaalselt) ja veergude
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(vertikaalselt) kaupa. Maatriksi elemente téhistatakse tava-
liselt vaikeste tdhtedega, mis on varustatud kahe indeksiga:
esimene indeks naitab rea, teine veeru jarjekorranumbrit, kus-
Juures indeksite vahele koma ei panda. Element asub
i-nda rea ja j-nda veeru l0ikekohas. Maatrikseid tdhistatak-
se kas suurte tahtedega (maatriks A) voi naidatakse tema Uid-
element kahekordsete pustkriipsude vahel (sageli ka
Umarsulgudes (&Jj) » s*

A= laijli - (2.10)
Kui maatriksis on m vrida ja n veergu, siis nimetatakse
teda m e n-maatriksiks (naites kulunormide kohta on 2*5-
maatriks). Erineva ridade ja veergude arvuga maatriksit ni-
metatakse ristkilikmaatriksiks, vSrdse ridade ja veergude ar-
vu korral réagitakse n»n-ruutmaatriksist ehk n-jarku  ruut-
maatriksist. Maatriksi A ridade ja veergude arv naidatakse
vajaduse korral jargmiselt: e Ruutmaatriksi peadiago-
naaliks nimetatakse diagonaali, mis Uhendab vasakul Ulemises
nurgas asuvat elementi a” paremal alumises nurgas asuva
elemendiga ann . Alumisest vasakust nurgast Ulemisse pare-
masse nurka léheb kSrvaldiagonaal.

Maatriksist A ridade .Ja veergude imbervahetami saT asg-
dud maatriksit nimetatakse transponeeritud maatn Vai ira
A I m.n-maatriksi A transponeeritud maatriksiks on n*m-
maatriks. Ruutmaatriksi A transponeeritud maatriks A" saa-
dakse maatriksi A podramisel Umber peadiagonaali 180° vor-
ra.

Naide . Allpool_on esitatud maatriks A koos tran&
poneeritud maatriksiga A':

36 0 1
-15 7 S
7

Ruutmaatriksit, millel on valjaspool peadiagonaali ai-
nult nullelemendid, nimetatakse diagonaalmaatriksiks:
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all o... O
|0 0 «“ Sm

Ruutm&atrilkeit, mille peadiagonaali elementideks on ai-
nult thed ja ulejaanud elemendid on nullid, nimetatakse Uhik-

aaatrikeiks 1 . Nullmaatriksil on koik elemendid nullid,
Naiteks
1 0 0 0 0
0 ... 0 0 0O ... 0
- 0= (2.12)
0 o ... 1 0 0O ... 0

l«n-maatriks on n-m86tmeline vektor:
A= fal? a2,...,an", .13)

mida nimetatakse ka reavektorlks.
Analoogiliselt n»J-maatriksit

11

(2.14)

*n
nimetatakse veeruvektoriks. Veeruvektor saadakse reavektori
transponeerimisel . Maatriksi Am#n iga rida voi veergu \0ib
tdlgendada n-m80tmelise reavektorina véi m-mO0tmelise vee-
ruvektorina.

Maatriksi jagamisel osadeks horisontaalsete ja verti-
kaalsete sirgetega jaotub ta ristkilikuteks, mis on omakor-
da maatriksid. Neid nimetatakse plokkideks.

Naiteks maatriks



on jagatud neljaks plokiks. Mdnikord téhistatakse Uksikuid
plokke (maatrikseid) suurte tahtedega, mille indeksid nai-
tavad ploki asukohta lahtemaatrlksis. Vaadeldavas naites

A om A 3 8 6 1

121 p2 1 -1 0 4f 12 i-2 5

2 7 1 3 a
a2i = g 0 1 » A2*“ 4 6]

4. Tehted maatriksitega

Esmalt defineerime maatriksite vordsuse. Kaht sama jar-
ku maatriksit nimetatakse vOrdseteks, kui vastavatel kohta-
del seisvad elemendid on vOrdsed, s. t.

m»n aij J Bm*n 3 Ibijjl daolcs kehtib vordus A = B,

kui iga 1 ning j korral.

aij = bij
Maatriksite jaoks defineeritakse jargmised tehted: liit-
mine (lahutamine), korrutamine skalaariga ja maatriksite kor-

rutamine.
Kahe m»n-maatriksi A = ||ai. ja B* summaks §ob-
heks) nimetatakse maatriksit C= AdB = mille ele-

1
mendid saadakse maatriksite A ja B vast?:\vate elementide
liitmisel (lahutamisel), s. t.

=1 aij " Bij 215

Maatriksi A = &jj! korrutiseks skalaariga K nimeta-

takse maatriksit kA , mille elementideks on arvuga Kk kor-
rutatud maatriksi A elemendid

kA ka (2.16)
Naide 1 Leida maatriks 2 A - 3B, kui
1 0 2 3 -2 1
A= B =
3 5-1 0 4 6
Arvutama
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1 0 2 3 -2 11
2A - 3B - 2 . -

3 5-1 o 4 6l
2 0 4 9 6 3 7 6 1
6 10 -2 0 12 18 6 -2 -20

Kaht maatriksit saab omavahel korrutada ainult siis,
kui esimese teguri veergude arv n on virdne teise teguri
ridade arvuga m , s. t. korrutada saab maatrikseid Aw.n
ja Bn.p = Kahe maatriksi korrutiseks C = AB nimetatakse
m»p-maatriksit C = Jc~| , mille elemendid leitakse jarg-
miselt :

cij = ailblj + aizb2j + < + aijbnj » Q.17

(i “e 1’ 2, m) m; j = 1, 2, eoee)) p) o
Naiteks maatriksi C element

Cl1l = allbll + alzb2l + al3b3l + * alnbnl *

Rea- ja veeruvektori mdistet kasutades vOime oOelda, et maat-
riksi C = AB element on vdrdne esimese teguri i-nda
reavektori ja teise teguri j-nda veeruvektori skalaarkorru-
tisega.

Naide 2 . Leida C1=AB ja C2=BA , kui

1 O 2 3 0
A= B = -2 4
3 5-1 1 6
Arvutame koigepealt elemendi . Selleks Kkirjutame

selguse mbéttes valja 1. rea- ja 1. veeruvektori ning korru-
tame neid skalaarselt:

3

0 2 =1 . 0 .
Cll = yn o * ) 3+
C12:1-0+0-\+2-6:12’
Ogrim 3.3+5.(D -1.1 =-2,
Ogg = 3.045_\-1.6 =14,

5 121
c1 12 141 =
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Samuti leiame, et

3 0 6
10 20 -8
19 30 4

Kahe maatriksi korrutis ei ole uldjuhul kommutatiivne, s. t.
AB 4 BA . Selles veendusime juba lahendatud naites 2.
Ruutmaatriksi A korrutamisel Uhikmaatriksiga 1 saa-

Al « IAsA T

s. t. korrutamisel on Uhikmaatriksi osa sama mis reaalarvu-

de puhul arvul 1 (kontrollige eeskirja (2.17) abill).
Analoogiliselt 0 ,A>A _0Oao0,

Tehete puhul maatriksitega kehtivad jargmised omadused:

A +B= B+ A,

(A+B) #C-A+B+0 t
@ .C=A.E) ,
(A+B) ,CeAC +BC ,

Nende omaduste Oigsuses on kerge veenduda valemite (2.15) ja
(2.17) abil.

Naide Leida maatriksi A korrutis Uhikmaat-
riksiga 1 :
0 1 2 f o o
A= -13 5 1 = 0 1 0
4 0 3 o o
Arvutame
o 1 2 1 0 O 0 1 2
Al = 1 3 5 . 0 i1 0 = 4 3 5 =A
4 0 -3 0O O 1 4 0 -3

Sama tulemuse annab IA

5. Determlnandi mliste

Ruutmaatriksile kindla eeskirja jargi vastavusse seatud
arvu nimetatakse determinandiks. Selle eeskirja anname all-
pool. Ruutmaatriksile jarguga n vastavat determinant! ta-
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hlstame edaspidi jargmiselt:

a0 19 == &4y

" ee. ®2n
21 22 .19

anl an2 nn

Determinandil on n vrida ja n veergu. Arv n kannab de-
terminandi jargu nime. Sageli radgitakse n-jarku determinan-
di asemel n-realisest determinandist. Arvud a” on deter-
minandi elemendid.

Keskkoolis kasutatakse teist jarku determinante kahe
tundmatuga vOrrandisusteemi lahendamisel. V@rrandisusteemi

allx + al2y = bf
az2lx + a,,y
kordajate determinant esitud kujul
n 12
21 22

ja tema arvutuseeskiri on jargmine:

D " alla22 " al2a2l (2.20)

Kérgemat jérku determinantide arvutuseeskiri on keerukam.Esi-
tame siin kolmandat jarku determinandi arvutuseeskirja:

all al2 ai3
D- a2l a2 axm -
a3l a32 a33

+ a2l

"11 22 33 a31a13 t & 23233315

- @@3ia22al3 + a32a23all + a2lal?a33~ * Q.21

Skemaatiliselt vOib eeskirja anda kujul, kus [18ikudega on
Uhendatud elemendid, mis tulevad omavahel korrutada. Peadia-
gonaali elementide korrutis ja temaga paralleelsete mitte-
taielike diagonaalide elementide korrutised Ule peadiagonaa-
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11 asuva elemendiga liidetakse ning nende summast lahutatak-
se analoogilised korrutised korvaldiagonaali sihis.

Joon. 6.

Naeme, et teist ja kolmandat jarku ruutmaatriksile vas-
tab teatud eeskirja jargi leitav arv - vastavalt teist ja
kolmandat jarku determinant.

Naide 1 Leida detenoinandi

1 -1
-3 0 vaartus.
5 7

Bemalt leiame korrutiste summa peadiagonaali sihis:
1.0.3+ (3 .7.2+ (1 .4.5= -62.
KSrvaldiagonaali sihis saame

5.0.2+7.4.1+ (3) . (1) .3- 3.

Determinandi vaartus D » -62 - 37 = -99.

Kdrgemat jarku determinantide arvutamine taandatakse ma-
dalamat jarku determinantide arvutamisele. Sellest raagime
Jargmises punktis.

6. Miinor la algebraline taiend.
Determinandi leidmise eeskiri

Anname mdned téiendavad mdisted.
Vaatleme n-jarku determinant! (19). Kustutame determi-
nandi st Uhe rea jarjekorranumbriga 1 Jja Uhe veeru jarje-
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korranumbriga j (, j =1, 2, ..., n) . Jarelejdanud ele-
mendid moodustavad (n-D-jarku determinandi

all al2 = alj-1 *13 aljH = aln
e a2 < al2j-l alj a2jH e an
ai-l """ <7 ai-l j-1  ai-l j ai-l jH <" ai-l n (2.22)
ail == = ai j-1 aij ai jHi e ain
anl % an j-1 anj an j*1  * amn

Kustutatud rea ja veeru ISikekohas asub element a”
Determinandi elemendi a” miinoriks nimetatakse
(n-1)-jarku determinant!, mis tekib l&htedeterminandist i-ch
rea ja j-nda veeru kustutamisel.
Xa&aide 1 . Leida determinandi

3 6 -1
0 2 5
7 -3 4

elementl_de ‘1 23 43 miinorid. ) B )
Esimese rea ja esimese veeru kustutamisel saame miinori

2 5 3 6 3 1
= 23; M23 = -51; M32= =15
-3 4 7 -3 0 s

Determinandiks (2.19) jarguga n nimetatakse jargmise
eeskirja jargi leitavat arvu:

D = allmMll - al2ml2 + al3wl3 + ... (D + o+
+ (H1+Man @.23)
kus G =1, 2, ===» n) on determinandi esimese rea ele-

mentidele vastavad miinorid.

Valemiga (2.23) antud eeskirja nimetatakse ka determi-
nandi arendamiseks esimese rea jargi-
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Kaherealise determinandi elemendi a“§ miinoriks on
a22 elemendi al?2 miinoriks a2l = Eeskirja (2.23) ko-

haselt D = al1a22 ~ C“1) al2a2l * alla22 al2aZ¥ "~ (h-
tib valemiga (2.20).

Kolmerealine determinant (2.21) esitub kujul

a2 az _ pad axm , 413 a2l a2
a32 a3x3 a3l a33 a3l a32

111 . 2.28)

mis omakorda parast teist jarku determinantide leidmist Uh-
tib vérduse (2.21) paremal pool oleva avaldisega.

Defineeritud determinandi arvutuseeskirja saab kasutada
kdrgemat jarku determinantide arvutamiseks madalamat  jarku
determinantide kaudu. Naiteks 5. jarku determinandi arvuta-
misel tuleb leida 4. jarku miinorid» igailht neist saab aga
avaldada miinorite kaudu, mis on juba 3. jarku determinan-
did. Viimast oskame juba leida. Praktikas toimub determinan-
di arvutamine pohimdtteliselt kirjeldatud viisil koos taien-
davate lihtsustavate votete kasutamisega.

Naide 2 . Leida 4-realise determinandi D vaar-
tus:
1 3 0 0
2 0 2 1
- D=5 4 0
0 -2 3 6
Definitsiooni (2.23) kohaselt D=1 . |11 - (-3)
+0 . . -0. ~ . Minorite , 5 ja Mi4 Ileidnine pole
praegu vajalik, sest nende kordajateks on null.
Arvutame:
0 1 2 2 1
My 4 -7 =-8 ; P) 0 7 =-3
-2 6 3 6

Niitid saame D=1 . (8) +3 . (3 =-17.
Nagime, et nullelementide esinemine determinandis kergendab
arvutustood.

Elemendi a,ﬁlj’\ algebraliseks taiendiks Aid nimetatakse
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arvuga (-1)*+* korrutatud miinorit:
AR a (-1)i+5 Mgj = (2.25)
Kui rea ja veeru jarjekorranumbrite summa on paarisarv, sSiis

Aij " *u , kui vastav summa on paarituarv, siis Aij B “Mij-

H&ide 3 e Leida ndites 1 antud determinandi jaoks
elementide a”, a31, a23 algebralised taiendid.

Vastavalt definitsioonile (2.25) saame

1 Moy x5 Az «p3 5l
6 -1
BL"Y% 2 5 ¥
Valemi (2.23) voib nuid esitada ka kujul
D a allall + al2a12 + ... + alnAln (2.26)

7. Determinantide omadusi

Loetleme determinantide téhtsamaid omadusi, mis leiavad
kasutamist determinantide arvutamisel.

1. Determinandi kahe rea uUmbervahetamisel muutub deter-

minandi mark vastupidiseks, absoluutvdirtus jadb muutumatuks.
Illustratsiooniks leiame kolmerealise determinandi o
valemi (2.24) abil, kui ldhtedeterminandis D on* vahetatud
1. ja 3. rida:
a3l a32 ass a22 a23 a2l a23

DL" a2l %22 a23 283l 419 a13 - @2 oy a3 *

all al2 ai3
*21 22

+ a
3 12
Leides kaherealiste determinantide vadrtused ja korrutades vas-

tavate kordajatega, saame parast liidetavate grupeerimist méar-
kide jargi

Dl * (a31a22a13 + a32alla23 + a33a2lal2l “ (a3lal2a23 +
+ a32a2lal3 + a~a~an)
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Tulemuee vdrdlemisel avaldisega (2,21) ndeme, et =-D .
Seega 1. rea vahetamisel mingi reaga muutub determinandi
mark. Determinandi 2. ja 3. rea vahetamine on realiseeritav
kolme vahetamisega 1. rea abil: algul tdstame 3. rea esi-
meseks ja 1. rea kolmandaks, seejarel 2. rea esimeseks ja 1.
rea kohal seisva esialgse 3. rea teiseks ning I8puks vahe-
tame 3. rea kohal seisva esialgse 1. rea praeguse 1. reako-
hal seilsva esialgse 2. reaga. lga vahetamise kaigus muutub
determinandi mark ning kokkuvottes kolmekordse vahetamise
tulemusena

all al2 ai3 all al? a13
a2l a2 a3 T~ a3l a32 a33
a3l a32 a33 a2l a22 a23

2. Determinant! saab arendada mis tahes rea jargi, s.t.
kehtib vOrdus

D = (-Di+la.Mil + (-Di+2aiMi2 + ... + (-Oi+nainMIn =

= + ai2Ni2 + e +ain?in * (i =1, 2, ..., n)
.27
Viimane vOrdus on Kirjutatud seost (2.26) arvestades.
Vahetades i-nda rea esimesega ja kasutades valemit
(2.23), saame 1. omaduse pohjal tulemuseks -D . Seega, kui
i-s rida asub oma Oigel kohal, saame valemi (2.27) péhjal de-
terminandi vaartuse D .

3. Determinandi vaartus ei muutu, kui tema i-ndale rea-
le liita mingi arvuga Kk korrutatud muu rida, s. t.

all = aln all eee aln
all e aln all eee aln
(2.28)
ail e ain frtejtee<i
anl e ann Oy nn
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4. Determinandi mingi rea elementide Uhise teguri VvOib
tuua determinandi margi ette, s. t.

all ee= aln a11 --- aln
_ B _ i

cee Aln K ail =" am

anl eee ann anl ann

5. Kui determinandis on kaks rida vOrdsete elementide-
ga v8i mingi rea elemendid on kdik nullid, siis on determi-
nant vordne nulliga.

6. Determinandi Uhe rea elementide korrutised mingi tei-
se rea algebraliste taienditega annavad summas nulli, s. t.

aklAn » @k27Ni2 N eee s kui itk . (2.30)

VOrduse (2.30) vasak pool on vaadeldav vérduse (2.27)
kohaselt sellise determinandi arendisena i-nda rea Jargi,
mille i-nda rea elemendid on vOrdsed k-nda rea elementide-
ga. See on aga determinant kahe vOrdse reaga ning 5. omadu-
sest tulenebki (2.30) kehtivus.

7. Determinandi read ja veerud on vOrdvaarsed. See ta-
hendab, et eespool sBnastatud omadused kehtivad tipselt sa-
muti ka veergude puhul. Naiteks vOib determinant! arendada
ka j-nda veeru jargi voi determinandi vaartus ei muutu lhe-
le veerule mingi arvu kordse muu veeru liitmisel jne.

8 . Determinandi arvutamine

Determinandi praktiline arvutamine tugineb eelmises
punktis loetletud omadustele.

Kolmanda omaduse p&hjal pllame teisendada determinandi
elemente nii, et mingisse ritta (veergu) tekiks voimalikult
palju nullelemente. VBimaluse korral kasutame ka rea uhise
teguri ettetoomist (4. omadus). Seejarel arendame teisenda-
tud determinandi vOrduse (2.27) kohaselt selle rea (veeru)
jargi, milles on rohkem nullelemente. Niiviisi taandame n-
jJarku determinandi arvutamise (n-0O-jarku determinantide ar-
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vutamisele. Viimaste arvutamise saame vajaduse korral taan-
dada (n-2)-jarku determinantide arvutamisele jne., kunL j8ua-
me 3. v8i 2. jarku determinantideni.

Illustreerime esitatud mSttekdiku naidetega.

Haitde 1 . Leida determinandi vaartus:

2 -4 0 6

4 5 6 7

3 0 1 2
-3 3 12

Toome esimesest ning viimasest reast determinandi mérgi et-
te vaetavalt Uhised tegurid 2 ja 3* Siis

1 -2 0
4 -5

23. 5 o
41

Kuna 1. reas on juba Uks nullelement, siis teisendame deter-
minant! nii, et 1. ritta jaib ainult ks nullist erinev ele-
ment. Selleks liidame 2. veerule kahekordse 1. veeru ning la-
hutame 4. veerust kolmekordse 1. veeru. Saame

1 0 0 O
4 3 6 -5
6*3 6 1 -7 °

11 4 3

1. rea jargi. Kuna
did on nullid peede elemendi |1 siis valemi (2.26) koha-
selt

3 6 5
6.1 6 1 -7
-1 4 3

Kolmerealises determinandis liidame 1. ja 2. reale vas-
tavalt kuue- ning kolmekordse viimase rea; seejarel arendame
determinandi 1. veeru jargi. Saame
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D=6*0 25 11 =6* (-1).¢-1)3+1 . 181f = -6 .98 = -588.

-1 4 03 S
Naide 2 Leida determinandi vaartus:
1 2 -3
-5 1 2
D = -4 5 3
4 3 -2
2 -1 3

Liidame 2. reale 1. ja 4. rea, 3. reale 4. rea ning lahutame
4. ja 5. reast vastavalt 4- ja 2-kordse esimese rea.Siis saa-
me determinandi, kus 2. veerus on nullelemendid peale esime-
se:

0 1 2 3 a4
8 0 6 3 1
pb=6 0 8 1 3
5 0 5 10 -15
7 0 5 9 4

Arendame determinandi 2. veeru jéargi, tuues samaaegselt mii-
nori 3. reast teguri 5 determinandi ette:

8 6 3 11
142 6 8 1 3
(-1) 1 -1 2 3

7 -5 9 4

Siin lahutame 1. reast 3. ja 4. rea summa, 4. reast 2. ja 3.
rea summa, seejarel 2. reast 6-kordse 3. rea:

0 12 -14 18 0 6 7 o9
0 14 -1 2 0 14-11 21
D=-5.1 1 2 3 =52.CD 1 1 2 3
0 -12 6 -4 0 6 3 2

Arendame esimese veeru jargi (3-realises determinandis lahu-
tame veel 3. reast 1. rea ja toome 1. veerust ette Uhise te-

guri 2): 5, g 6 7 o9 3 7 9
D=20.1. 14 -11 2 =2, 14-11 24 - °, 7 -11 2
6 -3 2 0 4 7 0 4 7
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Kuna osa elemente on vordlemisi suured, siis on otstarbekas
kolmerealise determinandi vahetu arvutamise asemel eelnevalt
teha teisendusi. Lahutame 3. veerust 3-kordse 1. veeru:

-7 _7
40 -11 40 . (-1)33 7 .
4 -11

= 40 16 4480

9. Koordinaatku.lul antud vektorite
s6ltuvuse uurimisest

Olgu antud n-mO0tmelises ruumis m vektorit

\ ~ 32i* ecoe™ *ni/\ N 2* eoe)) Y
Naitame, kuidas madarata lineaarset soltuvust antud vektori-

te vahel ning lineaarselt sdltumatute vektorite maksimaal-
set arvu nende hulgas.

VOrrutame nulliga antud vektorite lineaarkombinatsioomi

kydj + k2X2 + ... + =0 » (.31)

kus ~ (i=1,2, ..., m) on esialgu mdaramata kordajad.
Vastavalt lineaartehetele vektoritega kirjutame vélja (2.31)
tulpi vOrdused antud vektorite vastavate koordinaatide jaoks:

kixll + k2x12 + 7SiMm
k2X21 + k2x22 + kmx2m (2.32)
klxnl + k2Xn2 nm

VOrdusi (2.32) vaatleme vdrrandisiisteemina otsitavate kM(i =
= 1f2, ..., m) suhtes. Kui sisteemi (2.32) lahendamisel md-
ni ki vaartus on nullist erinev, siis on vektorid lineaar-
selt sbltuvad. Kui sisteem on rahuldatud ainult siis,kui kdik

=0 , on vektorid lineaarselt sdltumatud. Juhime tahele-
panu asjaolule, et siUsteemi (2.32) Uheks lahendiks on alati
ka k=0 @G=1,2, ..., m) . See on siisteemi ainsaks la-
hendiks ainult siis, kui koik vaadeldavad vektorid on line-
aarselt sdltumatud.
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Kui antud vektorite hulk m on suurem vektorite jar-
gust n , siis kindlasti on nende vektorite vahel lineaar-
ne soltuvus, sest soltumatute vektorite maksimaalne arv saab
olla n (vt. p. 1 8 2), kuid voib olla ka vaiksem. Kui m4n
ja vektorite vahel on lineaarne s6ltuvus, siis saab  mingi
the vektori avaldada ulejaanud m-1 vektori lineaarkombinat-
sioonina. Nende m-1 vektori hiilgas vOib omakorda olla li-
neaarselt s6ltuvaid ja saame jalle mingi Uhe vektori avalda-
da Ulejédédnud m-2 vektori lineaarkombinatsioonina. lgal Uk-
sikjuhul tuleks lahendada (2.32) tiUpi slUsteem vastavalt
m-1, m-2 jne. tundmatuga. Nil jarjestikuselt jatkates jouak-
sime I8puks olukorrani, kus vektor jarjekorranumbriga r+
avaldub r s6ltumatu vektori lineaarkombinatsioonina. Siis
saame koik Ulejaédnud m-r vektorit avaldada r  sdltumatu
vektori kaudu.

Naide . Selgitada, kas vektorite 4 = (1; -3; 0),
~ = A; 2 2, = (1; 4; 5; 3 vahel on lineaarne sbl-
tuvus.

Moodustame nende vektorite lineaarkombinatsiooni javor-
rutame nulliga:

kg + k2X2 + ke = 0
ehk koordinaatkujul
kl+ k2 + kv =0,
-3kl + 2k2 + 4,5k3 = 0 ,
2k2 + 3k3 =0

Susteemi lahendame jargmiselt: avaldame kolmandast vdrran-
dist otsitava k2 otsitava k* kaudu ning asendame ile-
Jaanud vlrrandeisse. Saame
kt -2 k3=0,
-3kl +\ k3 *0 .

Need vdrrandid on kokkulangevad, sest teise vorrandi jaga-
misel arvuga -3 saame esimese vOrrandi. Sellel sisteemil
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on Idpmata palju lahendeid. Valime ks - ~ Siis Kfl 1da
lahteelsteemist saame, et kg = -3 Seega kehtib seoa

T - 3[12+2~ =0
ehk antud vektorid on lineaarselt sdltuvad. Uks vektor aval-
dub kahe tlejaanu lineaarkombinatsioonina. Naiteks X.jadxg-22"
voi T2=3X, +1 T3 Wi Xx*a-4T, +1 T2 .
Kontrollime veel, kas vektorite Xg jJa vahel on
lineaarne s6ltuvus. Analoogiliselt eelneva lahenduskéaiguga
sasine

1. + 1, =0 .
0
211+31g ao
Esimesest vorrandist avaldame 1* B - 1, ; asendame teise

ja saame 2,5 Ig=0 , kust Igao . Siis ka 1 B O. See-
ga saab null olla ainult triviaalne lineaarkombinatsioon 0. X
+0.Xr"=0 ehk T, ja X on lineaarselt sdltumatud. Kol-
mest vaadeldavast vektorist voime kaks valida baasivektoreike
ja Uks avaldub nende lineaarkombinatsioonina.

Eespool kirjeldatud moodus on praktiliseks realiseeri-
miseks tilikas. Lihtsama mooduse esitame jargmises punktis.

10. Maatriksi astak

Maatriksis Aw#n = JaN| on iga rida tolgendatav n-
mO0tmelise vektorina (reavektorina)

il ai2 ** ain| G=1,2, ..., m

ja analoogiliselt iga veerg m-mO0tmelise vektorina freeruvek-
torina)

i
Lj
V (G a ly 27 eeefd) =
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Reavektoritest (vastavalt veeruvektoritest Yj) vOib osa
olla lineaarselt sdltumatuid ja ldlejdanud avalduvad juba nen-
de lineaarkombinatsioonina. Oluline on teada lineaarselt sOl-
tumatute reavektorite (veeruvektorite) maksimaalset arvu.
Maatriksi puhul raagitakse tavaliselt maatriksi ridade (vser-
gude) lineaarsest s6ltumatusest ja soltuvusest.

Oletame, et maatriksis on r esimest rida lineaarselt
soltumatud ja jargmised read neist lineaarselt sdltuvad. Siis
on iga rida (reavektor) alates reast r + 1 avaldatav r esi-
mese rea kaudu:

X

r

kj X, + kg ~2 e Kkr'Ar *

MM + Igh2 + eee » 2.33)

jne._,

kus koik kordajad k~ (samuti 17 ei ole samaaegselt nul-
lid. lga vektorvorduse (2.33) asemel saab kirjutada n ska-
laarset vordust vektorite vastavate koordinaatide jaoks ku-
jul Q.32).

Maatriksi lineaarselt sOltumatute ridade
arvu nimetatakse maatriksi astakuks. Maatriksi astakut  ta-
histame téhega r .

Naide 1. Leida maatriksi A astak, kui

1 -3 0
A= 1 2 2
1 4,5 3

Kaesoleva maatriksi reavektoriteks on parajasti eelmise punk-
ti ndites esitatud vektorid. Seal selgus, et kolmest vaadel-
dud vektorist olid kaks lineaarselt soltumatud ja Uks oli nen-
de kahe lineaarkombinatsioon. Seega on vaadeldava maatriksi A
astak r =2 .

Valime maatriksist A valja suvalised r rida 1, ..»ir
ja r veergu j», ,.., jr ning moodustame neist determinan-
di
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mida nimetatakse maatriksi r-larku alamdeterminandiks.

Naide 2 . Koostada 1. naite maatriksi jaoka kdik
alamdeterminandid.

Esimest jarku alamdeterminante on 9* iga maatriksi ele-
ment omaette vietuna.

Teist jarku alamdeterminandid on

3 19 s
31 75 13 = -9 ;
45 700 u.5 9
2 _ e | 2 - -
451~ 25 a5 3

Kolmandat jarku alamdeterminante on vaid iksi Mmaatriksi A de-
terminant

1 -3
1 2 =0
1 4,5
Kui maatriksi astak on : , siis on temas r sOltuma-

tut rida ja iga Ulejdanud rida on r soltumatu rea lineaar-
kombinatsioon. Kui sOGltumatud on naiteks r esimest rida,
siis
Il - *iri kT

Moodustame niiid alamdeterminandi jarguga r + 1 ja lahutame
jarjestikuliselt (r+O-ndast reast k"kordse 1 rea jne. ku-
ni Kr—kordse r-nda rea. lga sellise tehte korral determinan-
di vaartus ei muutu. Teisendatud alamdeterminandis osutub ri-
da (r+l) nullreaks ja siis on (r+l)-jarku detenninandi véair-
tus null. Analoogiliselt arutledes selgub, et nullid on ka
kdik teised (r+l)-jarku alamdeterminandid ring samuti koik
veelgi kérgemat jérku alamdeterminandid. Selle péhjal vdime-
gi Utelda, et kui maatriksis leidub vahemalt Uks nulHat eri-
nev r-jarku alamdetermlnant la kdik korgemat .jarku alftmrie-
terminandid on nullid, siis maatriksi astak on r .

Maatriksil Jarguga w*n on kdrgeimat jarku alamdeter-
minandiks determinant jarguga min(m,n) (vaikseim arvudest
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B ja n ) ning aetak r ei aaa Uuletada seda arwu, s. t.
r 2 min(m.n).

Saab naidata, et maatriksi lineaarselt soltumatute ri-
dade maksimaalne arv vordub lineaarselt sdltumatute veergu-
de maksimaalse arvuga.

Kokkuvdte. Maatriksi astakuks r nimetatak-
se maatriksi lineaarselt sOltumatute ridade (veergude) mak-
simaalset arvu ehk maatriksi nullist erinevate alamdetermi-
nantide korgeimat jarku (mdlemad definitsioonid on samavaar-
sed) .

Maatriksi astaku leidmine kdigi alamdeterminantide jar-
jestikuse arvutamise teel on tilikas, veelgi tulikam on li-
neaarselt sdltumatute ridade vOrrandisiusteemide lahendamise
kaudu. Astaku maaramiseks kasutatakse tavaliselt nn. maat-
riksi elementaarteisendusi, millest radgime jargmises punk-
tis. Seal toome ka naiteid astaku praktilise leidmise kohta.

11. Maatriksi astaku leidmine
elementaarteisenduste abil

Maatriksi elementaarteisendusteks nimetatakse 1) maat-
riksi rea (veeru) korrutamist nullist erineva teguriga K
2) ihele reale (veerule) K -kordse teise rea (veeru) liit-
mist.

Elementaarteisenduste kaigus muutuvad maatriksi elemen-
did, kuid saab naidata, et maatriksi astak j&ab muutumatuks.
Kahe nimetatud elementaarteisenduse lubatavusest tuleneb, et
maatriksi astak el muutu kahe rea (veeru) vahetamisel VOi
nullelementidest koosneva rea (veeru) arajatmisel.

Maatriksi astaku maaramiseks kasutataksegi elementaar-
teisendusi. Praktiliselt toimub maatriksi astaku maaramine
jJargmiselt. Elementaarteisenduste abil teisendatakse maat-
riksi ridu (veerge) selliselt, et Uhel pool maatriksi diago-
naali elementidega a”, 822» a33» === saaksid maatriksi
elemendid nullideks. Sellisele kujule viidud maatriksist saab
kergesti valja lugeda astaku r . Selgitame 6eldut naidete-

ga.
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Haide 1 . Leida maatriksi A astak

3 -5 1 0 10

1 -1 0 1 2

a1 4 1 3 9

1 3 -4 9o -2
Teisendame maatriksit nii, et Ulevalt vasakust nurgast
algavast diagonaalist ulalpool oleksid nullelemendide Sel-
leks liidame 5. veerule kahekordse 2. veeru, seejarel 2*ree-
ruga viiekordse 3. veeru ja siis lahutame kolmekordsest 3«

veerust 1. veeru. Saame

3 0 0 0 0
1 -1 -1 1 0
1 1 2 23 1

1 -17 -13 9 4

Edasi liidame 4. veeruga 2. veeru ja 3« veerust lahutame 2«
veeru:

3 0 0 0 0
1 -1 0 0 0
1 1 1 -2 1

1 -7 4 -8 4

Niud Iiidame 4. veeruga kahekordse 3. veeru ja 5. veerust la-
hutame 3. veeru:

B 0 0 0 0 3 0 04

1 -1 0 0 0 1 -1 01

1 1 1 0 0 1 1 1

1 -7 4 0 0 1 17 al
Kustutasime 4. ja 5. veeru - jarele jadb 4»3-maatriks (ele-
mentaarteisendustega teisendatud maatriksite vahele pannakse
sageli mark Arvutame Uhe 3. jarku alamdeterminandi: v5-

tame kolm esimest rida ja kolm veergu. Alamdeterminandi vaar-
tuseks saame -3. KOrgeima nullist erineva alamdeterminandi
jark on 3 ja seega r(A) = 3 .

Nadide 2 . Leida maatriksi astak

1 3 5
2 -1 3
8 3 19
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Tekitame nullelemendid peadiagonaalist allapoole. Lahutame
2. ja 3. reast vastavalt kahe— ja kaheksakordse esimese rea,
seejarel jagame 2. rida -7-ga ja 3. rida -21-ga ning lahu-
tame I6puks 3. reast 2. rea. Saame

1 3 5 24 1 3 5 4 1 3 5
0 7z 7 72 0 1 1 1 011
0-21 -21 -21 0 1 1 1 0000

Siit ndhtub, et astak ei saa Uletada kahte ja kuna 2. jarku

alaadetermlnantidest vahemalt Uks erineb nullist, siis as-
tak r(d) = 2.

4
1

O -
— W
— O

Kontrollkisimused

1. Mitu koordinaati on vektoril kuue-, kolme-, Uhemd&tmeli-
ses ruumis?

2. Kuidas leitakse n-m&dtmeliste vektorite skalaarkorrutis?

3. Kuidas leitakse n-mO0tmelise vektori pikkus?

4. Millal on vektorid lineaarselt s6ltuvad? s6ltumatud?

5. Kirjutage uldvlrrand hupertaeandile neljamdotmelises ruu-
mis.

6. Mis on maatriks? Kuidas toimub maatriksi transponeerimi-
ne?

7. Kuidas tdlgendada n-mddtmelist vektorit maatriksina?

8. Millal on kaks maatriksit vordsed?

9. Kuidas toimub maatriksite liitmine? skalaariga korruta-
mine?

10. Milliseid maatrikseld saab korrutada? Kuidas leitakse ka-
he maatriksi korrutis? Kas AB = BA ?

11. Kuidas arvutatakse kahe- ja kolmerealist determinanti?

12. Mis on determinandi elemendi miinor? algebraline taiend?

13. Kirjeldage determinandi arvutusvotteid.

14. Naidake, et maatriksi astaku kaks definitsiooni on sama-
vaarsed .

15. Mis on maatriksi elementaarteisendused?
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9 3. LINEAARSETE VORRANDISUSTEEMIDE LAHENDAMINE

1. Lineaarsed vorrandisisteemid

Olgu antud m vlrrandist koosnev vdrrandisisteem n
tundmatu x~, XV, ..., X suhtes, kus kdik tundmatud esi-
nevad esimeses astmes ja puuduvad nende korrutised. Sellist
sUsteemi nimetatakse lineaarseks vOrrandisisteemiks. Sar-
naste liikmete koondamisel ja tundmatute rihmitamisel saab
sellise siisteemi alati esitada nn. normaalku.lul

an xi + al2x2 + eee + ainxn " bl »

a2lXl + a22x + + aZnxn = b2 *
G-D

VIXL + am2X2 + ' * *ma*n - Pm
Vorrandisisteemi (3.1) lahendiks nimetatakse tundmatute neid
vaartusi, mis vorranditesse paigutamisel muudavad nad sama-
susteks ehk teiste sbnadega: rahuldavad k&iki antud vOrran-

deid.

Kui kdik vabaliikmed b~r=0 @G =1,2, ..., m) , ni-
metatakse slUsteemi homogeenseks, vastasel korral - mitte-
homogeenseks .

Tundmatute kordajatest moodustatud maatriksit nimeta-
takse slUsteemi maatriksiks A , lisades maatriksile A va-
baliikmete veeru, saame susteemi laiendatud maatriksi L.
Tundmatuid vBib vaadelda Uheveerulise maatriksi X ja va-
baliikmeid maatriksi B elementidena. Vastavad maatriksid
on valja kirjutatud valemitena (3*2)

all al2 = aln all al2 -- aln bl
a2l a2 = a’n ] a2l a2 -- 22

~a mn saml am2 -3 bm| (3.2)
X- (b1
X = )22 » B - k}z .
*n bra
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SUsteemi (3.1) on mdnikord otstarbekas esitada nn. maatriks-
kujul. Téhistusi (3.2) arvestades ning maatriksite «korruta-
mise reeglile tuginedes vdib siisteemi (3.1) esitada kujul

A.1=B.
Seame Ulesandeks selgitada, millal susteem (3*1) on la~
henduv, kui palju tal on lahendeid ja kuidas lahendeid lei-
da.

2. Cramerl yaYan[

Vaatleme vOrrandisisteemi, kus nii tundmatute kui VvOr-
randite arv on n . Siis on silsteemi maatriks ruutmaatriks
ja tema elementidest moodustatud determinanti nimetatakse
eUHteami determinandiks

DB Ia_IjI *

Olgu susteemi determinant nullist erinev D 4 0 . Leia-
me slsteemi determinandi j-nda veeru elementide algebralised
taiendid A, AN, ... A~ @G=1,2, ..., ) ning korru-
tame nendega jarjestikuselt slUsteemi vdrrandeid ja seejarel
liidame need. Grupeerides liikmed tundmatute jargi, saame

(allalj + a2lA2j + + anlanj)Xl + <> +(@ljAlj + a2jA2j +
+ .. +»nJA”XJ + ... + @IUAL] + aZ2nA2j + eee + annAnj)zn=

= blAlj + b2A2J + eee + bnAnj * G.9

Determinantide 6. omaduse kohaselt (§ 2, valem”.30)) on tund-
matute kordajateks olevad sulgavaldised vordsed nulliga pea-
le Xj kordaja. Viimane kujutab aga endast sisteemi deter-
minandi arendist j-nda veeru jargi, s. t.

aljalj + a2jA2j + *<* + anjAnj = D *
VOrduse (3.4) paremal pool on siisteemi determinandi arendis
J-nda veeru jargi, kui determinandi veerg jarjekorranumbriga
J on asendatud vabaliikmete veeruga. Tahistame seda deter-
minanti D:] , S. t



b1A1lj + + bnAnj

all... alj-1 bl alj+l**= aln
all*ee a2j—%+ b2 a2j+1*** aln

(-5
anl** anj-1 bn anj+l,*e ann
JSuame voOrdusteni
IJ Dj (j = 1; 21 ERR ] n) -
Siit saame slsteemi (3.1) lahendi leidmiseks valemid
X3 = n G=172, ..«, M, 3.6)
mida tuntakse Crameri valemita nime all.
Kokkuvdte . Crameri valemitega saab lineaarse

vorrandisiisteemi lahendi leida siis, kui 1) vbérrandite ja
tundmatute arv on vdrdne; 2) sisteemi determinant on nullist
erinev.

Naide Lahendada vOrrandisusteem
+x~+x =0
2x1 - x2 +x3» 3
xi -x2 23=75
Leiame suUsteemi determinandi

Asendame sUsteemi determinandi veerud jarjestikuselt vaba-
liikmete veeruga ja leiame

6 1 1 16 1 11 6
b 3 -1 1 =-5 D2= 2 3 1 ®m~o =om 2_13 =15
5-12 15 2 1-1 5

Ststeemi lahend on



Xl=r]=1* x2~ =2 » 23 = B 3 .

Suurema tundmatute arvuga siUsteemi lahendamisel arvuta-
me ndutavad determinandid, arendades neid mingi rea (veeru)
jJargi.

3. Kroneckeri - Capelli teoreem

Tekib kiusimus, kas ja millal on siUsteem (3.1) lahenduv.
Siisteemi lahenduvuse tingimuse annab Kroneckeri - Capelli teo-
reem; lineaarne vdrrandisusteem on lahenduv parajasti siis,
kui siisteemi maatriksi la laiendatud maatriksi astakud on
vlrdsed, s. t. r(A) = r(L) . See on nn. aetakutingimus.

Toestame astakutingimuse tarvilikkuse. Selleks oletame,
at siusteemil (3.1) on mingi lahend x1 = ulf x2 = u2, ... ,
XQ s u™ . Sooritame jargmised elementaarteisendused laienda-
tud maatriksiga L . Lahutame sisteemi laiendatud maatriksi
viimasest (vabaliikmete) veerust jarjestikuselt u™-kordse esi-
mese veeru, u2-kordse teise veeru jne., 10puks un~kordsen-nda
veeru. Viimseks veeruks saame siis

bl ~ allul ™ al2l? ' & * alnun *

bm ** amlul " am2u2 > ***  amnun *

Saadud avaldised kujutavad endast susteemi (3.1) vOrrandite
paremaid pooli, kui kdik liikmed on viidud paremale poole
vOrdusmarki ja otsitavad Xx* on asendatud sisteemi lahendi-
ga U =1, 2, ..., n). Seega vorduvad need avaldised
nulliga. Siusteemi laiendatud maatriks asendub parast soorita-
tud elementaarteisendusi jargmisega

all  al? aln 0

anl am2 * amn 0

Selle maatriksi astak (seega ka L astak) vlrdub  slisteemi

maatriksi A astakuga, sest nullveeru arajatmisel jaab ja-

rele maatriks A
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TSestame nild astangutingimuse piisavuse. Selleks eel-
dame, et r(A) B r(l) ja veendume, et siis on sisteenil
(3-1) lahend olemas. Kui maatriksi A astak on r , siis
on vahemalt Uks tema r-jarku alamdeterminant Dr nullist
erinev. Muudame maatriksite A Jja L ridade ning veergude
numeratsiooni nii, et nullist erinev determinant D', asub
maatriksi vasakus Ulemises nurgas

all al2 --- alr
B a2l a2 - azr

arl ar2 --- @rr

Siis on maatriksi L ridadest esimesed r tikki lineaar-
selt s6ltumatud ja Ulejdanud m-r rida avalduvad r esime-
se rea lineaarkombinatsioonidena. Samuti avalduvad sisteemi
@B.1) m-r Vvorrandit r esimese vorrandi kaudu. Seepa-
rast on vaja selgitada, kas r esimest vdrrandit on lahen-
duvad, sest nende lahend rahuldab ka ulejdanud vdrrandeid.
Uurime slsteemi

all Xl +al2 x2 + ** + aln *n = bl *
a2l X +a22 X + ** + a2n xn = h2 *

arl Xl + ar2X + ** + arn *n ~ br *

Kui r=n , siis on vlrrandite ja tundmatute arv sa-
ma, kusjuures siUsteemi determinant Dr 4 O . Sellisel sus-
teemil on olemas Uks lahend vastavalt Crameri valemitele (3.6).

Kui r«dn , siis on tundmatuid rohkem kui vOrrandeid.
Suurused X.j, ..., Xr jatame otsitavateks ja lUlejaanud tund-
matud xr+1, ..., xQ (nn. vabad tundmatud) viime vOrduste
paremale poole ning anname neile vabadele tundmatutele mis
tahes vadrtused. Tundmatud x1, ..., xr leiame juba Crameii
valemite jargi.

Veendusime, et astakutingimuse taidetuse korral on sis-
teemil lahend kindlasti olemas. Teoreem on tdestatud.
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Kokkuvdte < Kui aetakutingimuse kontrollimise
kaigue selgub, et r(® =r) =r , siis on slsteem la-
henduv. Lahendite arv sdltub tundmatute arvu n , vdrrandi-
te arvu m ja astaku r vahekorrast.

D Kui n*mBr , on sisteemil Uks lahend, mida saab lei-
da Grameri valemitega.

2) Kui mB r<a on n -m tundmatut vabad. Susteemil on
I6pmata palju lahendeid, mis sdltuvad vabade tundmatute
valikust ja neile omistatud vaartustest.

3D Kui ner<m, s. t. virrandeid on rohkem kui tundma-
tuid, on slUsteemil Uks lahend. Selle leidmiseks valime
sUsteemi maatriksist mingi r-jarku nullist erineva mii-
nori ja sellele vaetavad vérrandid. Ulejaanud vdrrandid
avalduvad nende kaudu ja need vdime ara jatta.

4D Kui r< m$ n , on sisteemis n - r vaba tundmatut ja
susteemil 16pmata palju lahendeid. Lahendame r vdrran-
dist koosneva siisteemi, mille determinant pole null, viies
vabad tundmatud v&rduste paremale poole. Ulejaanud m -r
vOorrandit vdime ara jatta.

Illustreerime esitatut ndidetega.

4. Naiteid

Eelmise punkti kokkuvotte esimese juhu kohta on naide
esitatud punktis 2.

Naide 1 . Lahendada slsteem

o* + x2 - X3 - 1,
- 32+ 4% = 2,
1 - 12x2 + 17x3 = 3 .

Kontrollime aetakutingimuse tadidetust. Susteemi maat-
riksit A teisendame jargmiselt: liidame 2. veeruga 3.vee-
ru ja 1. veeruga kahekordse 3. veeru.

2 1 -1 0 0 -1 0 0 -11 C -1
4- 1 -3 4 9 1 4 1 1 41 1 4

n -12 17 45 5 17 5 5 171 5 17
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Eelviimases maatriksis on 1. veeru elemente jagatud Uheksaga
ja kuna 1. ning 2. veerg osutusid Uhesugusteks, on iks neietj
adra jéetud. Nullist erinev on teist jarku alamdeterminant ja
seega r(A) = 2 . Nuud leiame laiendatud maatriksi L as-
taku. Kahe esimese veeruga teeme samad teisendused nagu maat-
riksi A puhul. Liidame veel 3. veeru 4. veerule ja jatame
ara 1. veeru.

12 1-11 0 0 -1 0 10 -0 o
L- 1 -3 4 2 9 1 4 6 1 4 6
1 -12 17 3 4 5 17 20 15 17 201

Leiame saadud maatriksile vastava determinandi:

1 6
D= (-1)U2 . (- --10 40 .

Jarelikult on r(L) =3 . Kuna r() 4 rL), siis
teem vastuoluline (lahend puudub).

Naide 2 . Lahendada slsteem

)q+ X2 + X3—6,
- Xt x8=35»
Xl - x2 + 2X3»5,
3 - 6x2 + bx~ =6

Alustame astakutingimuse kontrollimist. Teisendame maat-
rikseid A Ja L samaaegselt, eraldades vabaliikmete veeru
katkendliku joonega.

1 1 16 0 0 116 0 0 1 4
24 1 3 1 -2 1,3 05 3 -10
11 25 1 3 2417 -1 3 2
36 5 6 -2 -11 5 |2 0 5 1 -10

0 0 1 ro0 0 0 1 10

00 240 000 210

1 3 2 w1 0 0 10

0 = 1 1-10 0 5 1 1-10

Siin on tehtud jargmised elementaarteisendused. Teine maatriks
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on saadud lahtemaatriksist, lahutades 1. ja 2. veerust 3.
Teeru ning 4* veeruet kuuekordse 3> veeru. Jargmisel etapil
on 2. reale liidetud 3. rida ning 4. reast lahutatud kahe-
kordne 3. rida. Uue maatriksi 2. reast on lahutatud 4. rida.
Viimasel etapil on 2. ja 4. veerust lahutatud vastavalt kol-
me- ja seitsmekordne 1. veerg ning 3. veerule liidetud ka-
hekordne 1. veerg.

Susteemi teisendatud maatriksis on nullist erinev kol-
mandat jarku alamdeterminant.

0 0 2
4 0 0 =10
0 -5 1

Laiendatud maatriksi neljandat jarku determinant on null.
Selgus, et r(A) = r(L) =3, s.t. sisteem on lahenduv.
Praegu on tegemist eelmise punkti kokkuvotte 3. juhuga. VO-
tame sUsteemist kolm esimest vorrandit (kontrollige, et nel-
jas avaldub nende kaudu). See slsteem on lahendatud 2.punk-
ti nadites, Kkus saime

Naide 3 . Lahendada siisteem
x1 + 2x2 + 3x» + dxr = 5

X1 x2+ x3" X4=15=
Kerge on ndha, et r(A) = r(L) = 2. Siin on tegemist
kokkuvotte 2. juhuga, sest m=r =2<4=n . Votame XM
ja x» vabadeks tundmatuteks (VOib votta ka nditeks x* ja
Xg voi xj ja x* vii ... ) ning tdhistame nende meele-
valdseid vaartusi sumbolitega ja . Saame susteemi
t- j. 9T = U - 4n _ Al

LiitmisvOttega leiame
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Meelevaldseid vabu tundmatuid sisaldavat lahendit nimetatak-
se ml@lftbfind jka. Omistades vabadele tundmatutele kindlad vaar-
tused, saame erilahendid. Meie siisteemi uUldlahendiks on

*m ——V 3" ~T °4 -
PO R T °3—i“cd -
*3 -¢c3,
X4 = c4 -
Meelevaldsete konstantide vaartustele =0 ,cA=0 vas-

tav erilahend on x1=-7 |, x2=—§ , xn=xr={ .

Analoogiliselt naitega 3 toimub Ulesannete lahendamine,
kus r<m <n (eespool kirjeldatud 4. juht).

5. Homogeensed vorrandisisteemid

Homogeense susteemi laiendatud maatriks B erineb sis-
teemi maatriksist A ainult taiendava nullveeru poolest, mis
astakut ei mfjusta. Seega on astakutingimus r(B) = r(A) ala-
ti taidetud ja homogeensel siisteemil on alati lahend olemn.
Toepoolest, homogeenset siisteemi rahuldab alati null-lahend
xl1=x2= ... =xy =0, mida nimetatakse triviaalseks la-
hendiks.

Kui homogeenses sisteemis on tundmatute ja vOrrandite
arv sama n =m ning slsteemi determinant D 4 O , siis on
siisteemil Uhene lahend (vt. punkti 3 I8pus 1. juht) ja sel-
leks ongi triviaalne lahend. Kui susteemi determinant D = O,
siis on susteemi astak r< n . Sel juhul on susteemil 18p-
mata palju lahendeid (vt. punkti 3 kokkuvétte 4. juht), vabu
tundmatuid on n - r .

Naide 1 . Lahendada siisteem

X1l +4x2 =0 .
2x1 - 5x2 =0 .

Slisteemi determinant D = -23 4 0 . Seega on susteemil
ainult triviaalne lahend x1=x2 =0

- 61 -



Uide 2 Lahendada stisteem
2x1 - 3x2 + x3
5% x2 - x3
12x X2 “ x3
mSarame slsteemi maatriksi astaku. Liidame 2. ja 3» rea-
le 1. rea. Jatame siis ara 3. rea, mis vordub kahekordse tei-
se reaga:
12 -3 11 2 3 1 3 1 5 n
5 1 aml 7-2 0¥ 2 O~||; -E&h
2 -1 -11 14 -4 o0 -2 0
Susteemi maatriksi astak r m 2 = Sisteemil on I8pmata pal-
ja lahendeid. Votame kaks esimest vérrandit ning valime xl1
vabaks tundmatuks Xp < G - Saame susteemi

NN o
I

38Xy 4 y3 - 2c
A2 = x- — - 5¢] »

mille lahendame liltmisvottega. Uldlahend omab kuju
x1 B cl , x2 - 7/2 ¢l , x3 a 17/2 cl .

6. Lineaarsiisteemi determinandivaba lahendamine

Lineaarsiisteemide lahendamiseks on sageli otstarbekas ka-
sutada votteid, mis esinevad maatriksi astaku leidmisel ja ba-
seeruvad sisteemi laiendatud maatriksi elementaarteisendustel.
Siin kasutame elementaarteisendusi ainult (1) ridadega.

Teisendame suUsteemi laiendatud maatriksi elemendid all-
pool diagonaali a”~ , a22 , a33 , ... , arr nullideks. Va-
jaduse korral vahetame omavahel maatriksi ridu. LOpuks jOuame
maatriksini

dil d12 --e --- dIr gy dln Pl
0 822 ees wmx g2r  d2rH e d2n P2

433 == B ggr o 9N p3 G.D
0 0 0 - drrfl ... dm Pr
0 0o 0 ...0 0 .0 0
0 0o 0 ...0 0 .0 0
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Kordajad aiatee veerust r + 1 on vabade tundmatutekar-
dajad. Kui astak r mm , siis ei teki maatriksi teisendami-
se kaigus alla nullridasid. Maatriksi r-ndale reale vastab vOr-
rand

drrxr = pr " drr+lxrtl - eee “ drmin »

kust leiame tundmatu xr . Eelviimasele reale vastavasse
randisse paneme xr asemele leitud vaartuse ja leiame xy 1.
Nii liigume rida realt Ulespoole ja leiame jarjeet kdik tund-
matud. Sellist lineaarsusteemi lahendusvotet nimetatakse tond-
matute jarkjargulise elimineerimise ehk Gaussi meetodiks. Ar-
vutuskalku realiseeritakse praktikas Upris mitmeti.

Otstarbekas on maatriksi (3*7) teisendamist isegi jatka-
ta selliselt, et Ulespoole peadiagonaali kastiga eraldatud
osas tekiksid samuti nullid ja ainult peadiagonaalil oleksid
nullist erinevad elemendid. Siis saab kohe igast reast valja
kirjutada Uhe tundmatu vaéartuse. Seda votet nimetatakse ka
tundmatute taieliku elimineerimtsaa meetodiks.

Illustreerime naidetega kumbagi meetodit.

Naide 1 . Lahendada siisteem

- 3x2 - bx » -9 )
ox] + x2 - 5x3 . 8 ,
+ ZXj = 5

N
¥+ 4&% - 7xA +6x4= 0

Lahendame slsteemi Gaussi meetodil. Paigutame tundmatute
kordajad ja vabaliikmed tabelisse ning lisame nn. kontroll-
veeru, kuhu kanname iga rea elementide summa. Parempoolses
lahtris on nadidatud sooritatavate elementaarteisenduste ise-
loom. Arvutuste Oigsust kontrollime kontrollveeru abil. Ri-
dade elementidega sooritatavad teisendused teeme ka kontroll-
veeru elementidega. Saadud tulemus peab Uhtima teisenduse tu-
lemusena saadud rea elementide summaga.
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x2 x3 X4 b 21 Teisendus

Xl

1 -3 0 -6 -9 17

2 1 -5 1 8 7

0 2 -1 2 -5 -2

1 4 -7 6 0 4

1 -3 0 -6 -9 -17

0 JL 5 13 26 a4  an -2
0 2 -1 2 -5 -2

0 7 -7 12 9 21 avy -
1 -3 0 -6 -9 -17

0 7 -5 13 26 4

0 0 3/7  -12/7 -81/7 -96/7 (1) - 2/7 (1)
0 0 -2 -1 -17 -20 avy) - an
1 -3 0 -6 -9 -17

0 7 5 13 26 4

0 0 1 -4 -29 -32 7/3 (11D

0 0 -2 -1 -17 -20

1 -3 0 -6 -9 -17

0 7 -5 13 26 Vi

0 0 1 -4 -29 -32

0 0 0 =1 -75 -84  (IV)+ 2(111)

Kordajate maatriks on teisendatud diagonaalkujule. Vii-
masele reale vastab vorrand “9* = -75 , kust leiame x* =
= 25/3 = Eelviimasele reale vastab vorrand x» - 4x~ = -29 ,
kust leiame X" = -29 + 4x™ = -29 + 4.25/3 = 13/3 . Nuud asen-
dame leitud x» ja x» vaartused rida kdrgemale vastavasse
vorrandisse

Tx2 - 5%x3 + 13x» = 26
ja arvutame x2 = /7 (26 + 5 . 13/3 - 13 . 25/3) = - 26/3
Analoogiliselt saame esimesele reale vastavast vorrandist

x1=-9 +3x2 +6x4d =-9-3_.26/3+6.25/3=15 .
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Vastuse esitame kujul
xl=15 , Xx2<«~» » x3s 13/3 » x4 = 25/3

vOi vektorsiumboolikas
T= @5, - 263, 1373, 25/3)

Elementaarteisenduste abil teisendasime esimesel etapil
1. veerus nulliks elemendid alates 2. reast, 2. veerus ala-
tes 3. reast, 3. veerus alates 4. reast. Liikumine  tabelis
toimus Ulalt vasakult alla paremale. Teisel etapil alustasi-
me liikumist tabeli alumisest paremast nurgast Ules vasaku-
le, leides igast reast Uhe tundmatu. Tabeli igas veerus al-
lakriipsutatud elemente nimetatakse .iuhtelementideks ja nei-
le vastavaid veerge Jlvihtveergudeks.

Naide 2 . Lahendada slsteem

2*1 + 7X2 + 3X3 + X4 = 6 y
3xi + 5x2 + 2xM + 2 = 4 |
oxi 4x2 + X3 + Tx4= 2
Kasutame taas Gaussi meetodit.
X ) X3 x4 b 21 Teisendus
2 7 3 1 6 19
3 5 2 2 4 16
9 4 1 7 2 23
2 7 3 1 6 19
.3 5 2 4 16
0 -11 -5 1 -10 -25 am - 31y
2 7 3 1 6 19
0 -11 -5 1 -10 -25 2.(1D-3.(D
0 -11 -5 1 -10 -25
2 7 3 1 6 19
0 -11 -5 1 -10 -25
0 0 0 0 0 0 am - an

Kolmanda vorrandi kdik kordajad teisendusid nulliks, st
et seda vOrrandit rahuldavad tundmatute mistahes vaartused
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jJja seega ke need vaartused, mis rahuldavad kaht esimest vor-
randit. Teisiti 6eldes on kolmas vOrrand kahe esimese jarel-
dus. Nullrea vBime tabelist kustutada. Jarelejdanud kaks ri-
da vastavad vorranditele

2x1 + 7x2 + 3x3 + x~ = 6
-11x2 + 5x3 + x4 =-10
Vabu tundmatuid on kaks, valime nendeks x* ja x" ja ta-
histame x*=cl , x*=¢c2 .
Teisest vOrrandist leiame, et

x2 = 10/11 - 5/11 x3 + 1/11 x4 .

Asendame x2 avaldise esimesse vérrandisse ning avalda-
me sealt x* :

X1\ 6 " 3x3” X4« 7(10/11 - 5/11 x3 + /11 x4) =
=-2/11 + /11 cl - 911 2

Susteemi uldlahend on jérgmine:
x, = - 2/11 + 111 ¢l - 9/11 2 ,
x2 = 10/11 - 5/11 c1 + 1/11 c2 ,

X3 e Cl~* x4 “ c2 *

Vottes naiteks =c2=0, saame erilahendi
= (- 2711, 10711, 0, O) ,

kui =1, c2=0, saame

T2= ( 1711, 5711, 1,0) .
Naide 3 . Lahendada susteem

1+ = +8r + X4+3X5=5 ,
oxr X2 - X3+ L, -7Txd =3,
i1+ x, t X3+ 24 s 4,
3x1 - x2 X3+2X4"4X5_8'

Lahendame Ulesande tundmatute taieliku elimineerimise
vottega. Juhime téhelepanu asjaolule, et nullist erinevad kor-
dajad el pea tingimata seisma peadiagonaalil. Oluline on, et
igast reast oleks valitud Uks juhtelement.
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Xl X2 %3 x4 <5 b 5 Teisendus
1 2 2 1 3 5 14

2 -3 -3 1 -7 3 -7

1 1 1 2 0 4 9

3 -1 -1 2 -4 8 7

1 2 2 1 3 5 14

0 -7 -7 -1 -13 -7 =35 (D-2(D)

0 -1 -1 1 -3 -1 EERUDEO)

0 -7 -7 -1 -13 -7 35  (IV-3(D

1 3 3 0 6 6 19  (D-AI1D

0 -1 -1 0 -2 -1 -5 1 [G)+Ciid
0 -1 -1 1 -3 -1 -5

0 -1 -1 0 -2 -1 -5 3 [ciV+@ii)J
1 0 0 0 0 3 4 O
0 1 1 0 2 1 5 -

0 0 0 1 -1 0 0 am-an
0 0 0 0 0 0 0 av-An

Kustutame 4. rea kui nullrea. Seda oleks v8inud teha ka juba
eelmisel teisenduste sammul, sest 4. rida ihtis 2. reaga.Ja-
rele jai kolm vlrrandit viie tundmatu leidmiseks, neist va-
lime kaks vabadeks tundmatuteks, Uheks vabaks tundmatuks vo-
tame Xx» , sest temale vastav veerg sisaldab rohkem kui he
nullist erineva elemendi. Teiseks vabaks tundmatuks vdime Ta*
lida kas Xg wvdi x» . Kéesolevas naites tekkis kaks ai-
nult the nullist erineva elemendiga veergu ja need asuvad
aamas reas. Olgu vaba tundmatu x» . Vabad tundmatud on mee-
levaldselt valitavad, tahistame neid x* =cl , x* = Cg. Ar-
vutusskeemi viimasest osaat (3 viimast rida) saame valja kir-
Jutada sisteemi tldlahendi



MBnikord jaetakse markimata isegi vektori

Leiame kaks erilahendit, kui 1) cl =
Cg = 1. Tehes vajalikud arvutused, saame
1, 0, 0, 0); 2) (3, -3, 2, 1, 1) .

Naide 4 e Lahendada slsteem

X277 x3 =t ag

Xl - 3x2 * 3x3 - 63

sumbol X =
c2m0, 2 = 2,
erilahendid 1) (3,

N o~ o W

KaButame lahendani,seks tundmatute taieliku elimineeri-
mise meetodit. Kuna vorrandeid on 4 viie tundmatu leidmiseks,
lahenduvuse korral

siis voime kohe jareldada, et slsteemi
saame vahemalt Uhe vaba tundmatu.

Xl X2 x3 x4 X5 b
1 0 0 1 -1 3
1 2 2 1 3 5
0 1 1 1 1 1
1 -3 -3 0 -6 2
1 0 0 1 -1 3
0 2 2 0 4 2
0 1 1 1 1 1
0 -3 -3 -1 5 -1
1 0 0 1 -1 3
0 0 0 -1 1 0
0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 -1 1
1 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 1
0 1 1 0 2 0
0 0 0 1 -1 1

0 O

D P w

Teisendus

an-m

av-m

N\ LAD - 2]
\ [(IV)+3(IH)j
(M-av

an+av)
am-av



Teises reas teisendusid kdigi tundmatute kordajad nullideks,
kuid vabaliige erineb nullist. Jdudsime seega vorrandini

0xl +0.x2+0xr+0.x4 +0xr=2

mida ei saa rahuldada tundmatute mistahes vaartuste korral.
Téhendab, et lahend puudub ehk siisteem on vastuoluline.

Seega, kui teisenduste tabelis kdik tundmatute korda-
jad on nullid ja vabaliige nullist erinev, Kkatkestame tei-
sendused lahendi puudumise t&ttu (\NB! nullrea tekkimisel kus-
tutame selle ja jatkame teisendusi).

Kontrollkisimused

1. Mis on vOrrandislisteemi maatriks? laiendatud maatriks?

2. Millal saab kasutada Crameri valemeid vdrrandisusteemi
lahendami seks?

3. SSnastage astakutingimus,

4. Olgu siUsteemi astakutingimus taidetud. Maadrata slsteemi
lahendite arv, kui 1) vérrandite arv m = 5 ja otsita-
vate arv n =5 ning sisteemi astak r=5 ;2)m=5,
n=5, r=3; An=r=4, m=3;4)Ym=n=4,
r=3.

5. Mis on sisteemi Uldlahend? erilahendid?

6. Kas homogeenne siisteem saab olla vastuoluline?

7. Millal homogeenne suUsteem omab mittetriviaalse lahendi?

8 . Kuidas toimub siisteemi determinandivaba lahendamine?

9. Kuidas saab Gaussi meetodil slUsteemi lahendades avasta-
da, et sisteem on vastuoluline?

10. Miks el vOi slUsteemi lahendamisel teha elementaarteisen-
dusi sUsteemi maatriksi veergudega?
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