
TARTU RIIKLIKU ÜLIKOOLI 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ 
ТАРТУСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

ACTA ET COMMENTATIONES UNIVERSITATIS TARTUENSIS 

633 

ARVUTUSMEETODID RAJAULESANNETE 

JA OPERAATORVÕRRANDITE 

LAHENDAMISEKS 

МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ ДЛЯ КРАЕВЫХ 

ЗАДАЧ И ОПЕРАТОРНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

Matemaatika- ja mehhaanikaalaseid töid 

Труды по математике и механике 



T A R T U  R I I K L I K U  Ü L I K O O L I  T O I M E T I S E D  

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ 
ТАРТУСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

ACTA ET COMMENTATIONES UNIVERSITATIS TARTUENSIS 

ALUSTATUD 1893.a. VIHIK 633 ВЫПУСК ОСНОВАНЫ В 1893 г. 

ARVUTUSMEETODID RAJAÜLESANNETE 
JA OPERAATORVÕRRANDITE 

LAHENDAMISEKS 

МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ ДЛЯ КРАЕВЫХ 

ЗАДАЧ И ОПЕРАТОРНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

Matemaatika- ja mehhaanikaalaseid töid 

Труды по математике и механике 

ТАРТУ 19 8 3 



Toimetuskolleegium: 

teaduslik toimetaja G.Vainikko, teadusi, toimetaja aset. 

3.Tamme, sekretär I.-I.Saarniit 

Редакционная коллегия: 

научный редактор Г.Зайникко, зам. научн. редактора 
Э.Тамме, секретарь И.-И.Саарнийт 

Учение запаек* Тартуского государственного университета. 

Ют8дЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ ДЛЯ КРАЕВЫХ ЗШЧ И ОПЕРАТОРНЫХ УПРАВНВЮЙ. 
Трута по математике ж механике. 
На русском наше. 
Peame ea англ«*скоп * немецком нанках. 
Тартуски* государственный ужжверситет. 
ЭССР, 202400. г.Тарту, тж.Вжикоожж, 18. 
Ответотвежный редактор 3. Тамме. 
Корректоры Б. Мири, Э. Яйгма, С. Райтар. 
Водпшоано к печати 15.12.1982. 
ИВ 12930. 
Формат 60x90/16. 
Бумага писчая. 
Кажннопись. Ротапринт. 
Учетно-жэдательскжх истов 4,69. 
Печатных листов 6;0. 
Тира* 350. 
Заказ 6 1331. 
Цежа 70 коп. 
Типография ТГУ, ЭССР, 201400, г.Тарту, ул.Пяжсона, 14. 

2 - 2  

© Тартуский государственный университет, 1983 



Уч.зал.Тартуск.ун-та,1982,633,3-10 

ОБ ИНВАРИАНТНОСТИ ВРАЩЕНИЯ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ 
ПРИ АППРОКСИМАЦИИ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 

Г. Вайникко 

Указываются условия, в которых аппроксимирующие и ап­
проксимируемое многозначные отображения порождают векторные 4  

поля одинакового вращения. Основной результат (теорема 2) 
касается случая, когда одновременно с отображением аппрокси­
мируется и пространство, в котором оно действует. 

§ I. Элементарная теорема 

Пусть £" - банахово пространство, CL с,Е - непустое от­
крытое множество; границу и замыкание будем обозначать через 
ЭЯ и ein. Рассмотрим многозначное отображение T;cÜ£l —* 

~>2{(Е),гле !Х(Е) - множество всех непустых выпуклых ком­
пактных подмножеств пространства F..Допустим, что отображе­
ние Т замкнуто (замкнут его график) и компактно (т.е.Т(с&) 
относительно компактно в £"). Если Т на границе 5Л не имеет 
неподвижных точек, т.е. иё 7~и,для иед.fl, то определено 
вращение ^(Г-Г;ЭЯ) векторного поля и,-Tu. на границе 
"дД; за подробным определением и свойствами ссылаемся на 
[1,5]. Отметим здесь только, что вращение - это целочислен­
ная характеристика отображения Т, характеризирующая наличие 
у него неподвижных точек в П и Инвариантная относительно 
гомотопий. Ниже будут использованы только линейные гомотопии. 
Напомним соответствующее определение: замкнутые компактные 
отображения "Г, Т : линейно гомотопны на ЭЛ, 
если 

и, € л Tj uu г ('<-*)Tu. Vu-бЭИ, VA6 1 Oy 

Теорема I. Пусть отображения Т: сЛя -* ̂ i(E) и Т к:с1я-* 
(h-e W = ... j) замкнуты и компактны, причем 

Т к  компактно аппроксимируют Т в том смысле, что 

ИП (KHN)^P (v* n) относительно компактна; (I) 

u^ecX-Q, v HeT nu n, u.„-,u, (ne/v'c/v)^ v-eTu.. (2) 

Пусть T не имеет на ЭХ! неподвижных точек. Тогда при до­
статочно больших п, таким же свойством обладают 7^ , и 
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r(I-7; •, 3л)= r(T - Г; 9.Q) (3) 

Если при этом то при достаточно больших п. 
отображение Т п  имеет в Л хотя бы одну неподвижную точку 
ц- п; любая последовательность » составленная из 

неподвижных точек отображений Т П }относительно компактна, и 
ее предельные точки являются неподвижными для Т. 

Доказательство. Из условий теоремы следует, что отобра­
жения Т и Тп, при достаточно больших п линейно гомотопны 
на Ъ$1. Действительно, рассуждая от противного, допустим,что 
для некоторых A nefo,dJ и имеем 

Т п  и п  -г (-1-^)Тил OeA/'c/V). 

Выберем ^ еТ л и п  и е  Ти п  таким образом, что 

"-n= + . 

Последовательность (v^) относительно компактна в силу усло­
вия (I); последовательность (v^) относительно компактна в си­
лу компактности Т. Итак, последовательность (u n) относитель­
но компактна. Пусть 

C » e  / V " c / V ' )  .  
Тогда te-LO^], w-ed-Я. и 

а - л v -*• Си - х) v' 

Из (2) следует, что ve Tu.; из замкнутости Т следует, что 

v'eTu,. Значит, u.eTu, и мы пришли к противоречию с до­
пущением, что Т не имеет на с>12 неподвижных то чек. Тем са­

мым (3) доказано. • 
Пусть <Г(7-Т; 2>Д)^:0. Тогда в силу (3) при п.^п.,, ото­

бражение 7^ имеет в £1 неподвижную точку a ne71 . По­
следовательность относительно компактна в силу (I), 
а для ее предельных точек и в силу (2) имеем ue Ги,. 

Теорема I доказана. 

§ 2. Случай аппроксимации пространства 

Пусть Е и ine N) - банаховы пространства, а (Р= 
= (р п) _ система отображений E-*E^ ^te/V), обладающих 

тем свойством, что для любых Uju'eE и любых скаляров ex.,а 

11р ли(1 Е-* Ы1 е, Цр л(аи+а'ц.')-(ар пи + ар пи')Ц е-+0 (п*ы), 

Под ^-сходимостью и п  -^u., чеЕ, подразумевается, 
что /) пu.IIЕ  -»О при соответствующий смысл при­

дается и СР-компактности последовательности (^Дгел/' £ГА, 
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а именно, указанная последовательность <Р-компактна, если 
для любого (бесконечного) А/'сД/ существует (бесконечное) 

/V"c/V' y  такое что подпоследовательность Ып)п^ы' 5^-схо-
дится. Подробнее об этих понятиях см., например, [t,6j. 

В дальнейшем через I будем обозначать единичный опера­
тор как в Е, так и в £Л. Пусть О. с F и (ке/V) 
- непустые открытые множества. Следующая теорема является 
аналогом теоремы I в случае ^-сходимости и обобщает соот­
ветствующие результаты из (2,3,6] об однозначных отображе­
ниях. 

Теорема 2. Пусть: I) подмножества Q С F и с Е^ 
(и-e/V ) согласованы в том смысле, что 

3 ( 0 » , ^  и- н бС^Л П )  u . K 2 , u  ( i t e / v ) ;  ( 4 )  

и. к2,u- (tve/V'c/v) а е <у^Г1; (5) 

й-^-^u. (и. e/V'с-Л/)^5> uze Э.П; (6) 

2) отображения Т-. с1Л-?3^£") и (Е п) 

(ПЕ N ) замкнуты и компактны, причем 7^ компактно аппрокси­
мируют 7" в том смысле, что 

u^eciQ^, (h.eN)=p (лг л) <Р-компактна;(7) 

u-^e ci£lK j  v-n eTnu.ni 2, u. ^ v (n e (V с N)-^. ve Tu; (8) 

3) отображение T не имеет на границе c)-Q неподвижных 
точек. 

Тогда при достаточно больших п, отображение Т н  не имеет 
на Ъ51 п  неподвижных точек, и 

Т(г-Т л  • DSlh)= Г(Г-Т,Ъп) О?* 0). (9) 

Если при этом Т; ЭЛ)#0, то при достаточно больших и. 
отображение имеет в хотя бы одну неподвижную точку 
«у,; любая последовательность («- п) п ? П о  , составленная из 
неподвижных точек отображений 7̂  , -̂компактна, и ее до­
предельные точки являются неподвижными для Т . 

Доказательство. 0. Идея доказательства заключается в 
следующем: строим линейно-гомотопический переход от Т и Т п  

к некоторым отображениям S и S n  , образы которых лежат в 
некоторых конечномерных подпростраествах E°qE и Е°С. Е П  

одинаковой размерности; затем линейным преобразованием сво­
дим эти отображения в отображения в одном общем пространстве 
(в пространстве £"с) и устанавливаем линейную гомотопию меж-
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