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Liihikokkuvéote. Magistritoos toestatakse, et Lipschitzi-vaba ruum F(M)
on lokaalse peaaegu ruudu omadusega parajasti siis, kui meetriline ruum M
on liinkaugusega ruum. Lisaks nédidatakse, et mittetriviaalne Lipschitzi-vaba
ruum ei ole peaaegu ruudu omadusega.
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Abstract. In this master’s thesis, we prove that M is a length space if and
only if the Lipschitz-free space F (M) is locally almost square. We also show
that nontrivial Lipschitz-free spaces are never almost square.
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Sissejuhatus

Magistritoé on funktsionaalanaliiiisi valdkonda kuuluv teaduslik uurimus
Lipschitzi-vabade ruumide kirjeldamisega tegelevast aktiivsest ja populaar-
sest harust.

Lipschitzi-vaba ruum F(M) on Banachi ruum, mille aluseks on
meetriline ruum M, kusjuures M on loomulikul viisil vaadeldav ruumi
F (M) osahulgana. Meetriliste ruumide vahel tegutsev Lipschitzi funktsioon
on jatkatav pidevaks lineaarseks operaatoriks vastavate Lipschitzi-vabade
ruumide vahel, kusjuures nii, et jiatku norm on tépselt algse kujutuse
Lipschitzi konstant. See voimaldab (mittelineaarse) Lipschitzi funktsiooni
asemel vaadelda (tavaliselt lihtsamat) lineaarset funktsiooni, mis tegutseb
(tavaliselt keerukamate) Lipschitzi-vabade ruumide vahel.

Magistrit6o lahtekohaks on jargmine teoreem.

Teoreem 1 ([AM, teoreem 1.5]). Olgu M taielik meetriline ruum. Jargnevad
vdited on samavddrsed:

1) ruum M on liinkaugusega ruum;

2

ruumil Lipy(M) on Daugaveti omadus;

3) ruumil F(M) on Daugaveti omadus;

5) ruumil F(M) on diameeter 2 omadus;

(1)

(2)

(3) )

(4) ruumil F(M) on tugev diameeter 2 omadus;
(5) )

(6) )

(7)

(
(

ruumil F (M) on lokaalne diameeter 2 omadus;
(

7) ruumil F(M) pole ihtegi tugevalt eksponeeritud punkti.

On teada, et lokaalse peaaegu ruudu omadusega Banachi ruumil on
lokaalne diameeter 2 omadus. Sellest tekib loomulik kiisimus: kas eelnevate
véidetega on samavéérne ka véide, et ruum F (M) on lokaalse peaaegu ruudu
omadusega. Teisalt on lahtine, kas Lipschitzi-vaba ruum saab olla peaaegu
ruudu omadusega, mis on iildiselt tugevam omadus kui tugev diameeter
2 omadus (néiteks ruum F([0, 1]) ei ole peaaegu ruudu omadusega [ALLL
jareldus 3.11]).

Bakalaureusetoos [Ka] ndidati, et meetrilise ruumi R™ téieliku alamruumi
M korral on Lipschitzi-vaba ruum F(M) lokaalse peaaegu ruudu omadu-
sega parajasti siis, kui M on liinkaugusega ruum. Magistritoé esimese
pohiteoreemiga parendame eelnevat tulemust ning néitame, et Lipschitzi-
vaba ruum F (M) on lokaalse peaaegu ruudu omadusega parajasti siis, kui
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M on liinkaugusega ruum. Magistritoo teine pohiteoreem iitleb, et Lipschitzi-
vaba ruum ei ole peaaegu ruudu omadusega.

Magistritoo koosneb kolmest peatiikist. Esimeses peatiikis tutvume vaja-
like pohimoistetega: Lipschitzi funktsioonide ruumid, Lipschitzi-vabad ruu-
mid, peaaegu ruudu omadustega Banachi ruumid ja liinkaugusega ruumid.
Teises ja kolmandas peatiikis esitame ja toestame t66 pohitulemused (teo-
reem ja jareldus .

Magistritoos vaatleme ainult reaalseid mittetriviaalseid normeeritud ruu-
me. T6os kasutatud tédhistused on standardsed. Kui X on mingi hulk ja A
on tema osahulk, siis osahulga A karakteristlik funktsioon on y4: X — R,

(2) 1, z€A,
xT) =
x4 0, z¢A.

Meetrilises ruumis téhistame siimboliga B(p,r) lahtist kera keskpunktiga
p ja raadiusega r. Olgu X normeeritud ruum. Ruumi X kinnist iihikkera,
ithiksféaari ja kaasruumi tdhistame vastavalt By, Sy ja X*. Kui x* € Sx+ ja
a > 0, siis tahistame iihikkera By viilu {x € Bx: z*(z) > 1 — o} tdhisega
S(z*, ).



1 Vajalikud eelteadmised

Peatiiki esimeses kahes alapunktis toome sisse Lipschitzi funktsioonide ruu-
mi ja Lipschitzi-vaba ruumi moisted. On teada, et Lipschitzi funktsioonide
ruum on vastava Lipschitzi-vaba ruumi kaasruum. Nende Banachi ruumide
kohta voib taiendavalt lugeda allikatest [N], [O] ja [We]. Magistritoos uurime
Lipschitzi-vaba ruumi peaaegu ruudu omadusi, need omadused toome sis-
se kolmandas alapunktis. Lipschitzi-vaba ruum saab olla (mingi meie poolt
vaadeldava) peaaegu ruudu omadusega ainult siis, kui selle Lipschitzi-vaba
ruumi aluseks olev meetriline ruum on liinkaugusega ruum. Liinkaugusega
ruumi moiste toome sisse neljandas alapunktis.

1.1 Lipschitzi funktsioonide ruum

Definitsioon 1.1. Olgu (X, dx) ja (Y, dy) meetrilised ruumid ning f: X —
Y. Oeldakse, et kujutus f rahuldab Lipschitzi tingimust, kui leidub L > 0
nii, et iga p,q € X korral

dy (f(p), f(q)) < Ldx(p,q).

Vihimat sellist arvu L nimetatakse kujutuse f Lipschitzi konstandiks ja
tahistatakse Lip(f).

Definitsioon 1.2. Meetrilist ruumi koos selles fikseeritud elemendiga nime-
tatakse nullpunktiga meetriliseks ruumiks. Fikseeritud elementi nimetatakse
nullpunktiks ja tédhistatakse stimboliga 0.

Olgu M nullpunktiga meetriline ruum. Téhistame stimboliga Lip,(M)
koigi selliste Lipschitzi tingimust rahuldavate kujutuste f: M — R hulka,
mille korral f(0) = 0. On teada, et Lipy(M) on Banachi ruum punktiviisi de-
fineeritud vektorruumi tehete ja normi || f||1i, = Lip(f) suhtes. Seda Banachi
ruumi nimetatakse Lipschitzi funktsioonide ruumiks.

Lause 1.3 (vt nt [Ol laused 1.3 ja 1.4]). Hulk Lipy(M) on vektorruum dile
reaalarvude korpuse punktiviisi defineeritud tehete suhtes ja Banachi ruum
normiga

[ fllip = Lip(f)-

On teada (vt nt [Ol Ik 8]), et ruum Lip, (M) ei soltu tegelikult meetrilises
ruumis M nullpunkti valikust. Tédpsemalt, kui esialgse nullpunkti 0 asemel
lugeda meetrilise ruumi M uueks nullpunktiks element 0’ ja Lip,, (M) on vas-
tav Lipschitzi funktsioonide ruum, siis Lip, (M) ja Lip,y (M) on isomeetriliselt
isomorfsed. Vastav isomeetriline isomorfism on 7': Lip, (M) — Lipy (M),

(Tf)(p)=f(p) = f(0'),  f€Lipy(M), pe M.



1.2 Lipschitzi-vaba ruum
Olgu M meetriline ruum.
Definitsioon 1.4. Oeldakse, et funktsioon m: M — R on molekul, kui tema

kandja {p € M: m(p) # 0} on loplik ja >  m(p) = 0.

peEM
Téahistame koikide selliste molekulide hulka M (M).

Lause 1.5 (vt nt [O] lause 1.6]). Hulk M(M) on vektorruum dle reaalarvude
korpuse punktiviisi defineeritud tehete suhtes.

Té&histame p, ¢ € M korral

_ Xp} ~ X{a}
d(p,q)

kui p # ¢, ja m,, = 0, kui p = ¢, ning nimetame elementi m, , elementaar-
molekuliks. On teada (vt nt O, 1k 9-10]), et iga molekuli m € M (M) saab

esitada kujul
n
m= E :O‘impi,qz'v
i=1

kus n € N ning iga ¢ € {1,...,n} korral p;,¢; € M ja a; € R.
Lause 1.6 (vt nt [Ol laused 1.7 ja 1.8]). Kujutus || - |: M(M) — R,

n n
mll = inf { 37 Jail: m = 3" aimy g},
=1

=1

Mp,q

kus infiimum on voetud tile molekult m koikide esituste, on norm vektorruumsil

Lause 1.7 (vt nt [Ol lause 1.12]). Iga p,q € M, p # q, korral
Xy — Xqa3 || = d(p; 9),
seega ||my, || = 1.

Definitsioon 1.8. Normeeritud ruumi M (M) téieldit F(M) nimetatakse
Lipschitzi-vabaks ruumiks.

Lause 1.9. Iga © € By ja € > 0 korral leidub molekul )7 | cimy, 4 €
By nit, et igai € {1,...,n} korral a; >0 jap; # q;, Y gt <1 ja

n
oS
=1

7

<e.




Toestus. Piisab mérgata, et B on koikjal tihe keras Br(y. O]

Lemma 1.10 (vt nt [P} 1k 16]). Olgu = = > 1 | a;x; kumer kombinat-
sioon elementidest xy,...,x, € Sy ning € > 0. Siis leiduvad m € N

Ja Y1y Ym € {21, ..., 0} nid, et ||z — yl| <8jay:z;11%yi.

Lause (1.9 ja lemma [1.10| vahetu jéreldusena saame jargmise tulemuse.

m 1

Jareldus 1.11. Iga x € By ja € > 0 korral leidub y = Y-, —my, 4 €
By nii, et ||z —yll <e.

Teoreem 1.12 (vt nt [We, teoreem 3.3]). Olgu M nullpunktiga meetrili-
ne ruum. Banachi ruumid F(M)* ja Lipy(M) on isomeetriliselt isomorfsed.
Vastav isomeetriline isomorfism on T: Lipy(M) — F(M)*,

(TH(xpr — xqa3) = f(p) = f(@), [ €Lipy(M), p,q € M.

Teoreem 1.13 (vt nt [GPRI 1k 3]). Olgu M meetriline ruum ja A tema
koikjal tihe alamruum. Banachi ruumid F(M) ja F(A) on isomeetriliselt
1somorfsed.

Jareldus 1.14. Kui M on meetriline ruum ja M tema tiield, siits Banachi

—

ruumid F (M) ja F(M) on isomeetriliselt isomorfsed.

Teoreem 1.15 (McShane’i jatkamisteoreem, vt nt [We, teoreem 1.33]). Olgu
M meetriline ruum, M’ tema alamruum ja rahuldagu f': M’ — R Lipschitzi
tingimust. Leidub funktsiooni f' jitk f: M — R nii, et Lip(f) = Lip(f’).



1.3 Peaaegu ruudu omadustega Banachi ruumid

To6 eesmérgiks on kirjeldada peaaegu ruudu omadusi Lipschitzi-vabades
ruumides. Kéesolevas alapunktis toomegi sisse meid huvitavad peaaegu
ruudu omadused.

Definitsioon 1.16. Oeldakse, et Banachi ruum X on

1) lokaalse peaaegu ruudu omadusega (LASQ, ingl. k. locally almost
square), kui iga z € Sy ja ¢ > 0 korral leidub y € Sx nii, et
lz £yl <1+e

2) norgalt peaaegu ruudu omadusega (WASQ, ingl. k. weakly almost
square), kui iga z € Sx ja € > 0 korral leidub iihikkera Bx elementide
jada (y;) nii, et |z £ yl| = 1, [lgsll = 1jay; = 0;

3) peaaegu Tuudu omadusega (ASQ, ingl. k. almost square), kui iga
T1,..., T, € Sx jae > 0 korral leidub y € Sx nii, et igai € {1,...,n}
korral ||z; £ y|| < 1+¢;

4) s-peaaegu ruudu omadusega (s-ASQ, ingl. k. s-almost square), kui s €
(0,1] jaiga x1,...,x, € Sx ning € > 0 korral leidub y € Sx nii, et iga
ie{l,...,n} korral ||z; £ sy|| <1+e.

Peaaegu ruudu omadused LASQ, WASQ ja ASQ toodi sisse artiklis [ALL],
omaduse ASQ iildistus s-ASQ toodi sisse artiklis [OSZ]. On selge, et Banachi
ruum on ASQ parajasti siis, kui ta on 1-ASQ. Osutub, et iga ASQ Banachi
ruum on ka WASQ (vt nt J[ALLL teoreem 3.10], ). Vastupidine implikatsioon
tildiselt ei kehti, néiteks F([0, 1]) = L1 ([0, 1]) on WASQ), kuid ei ole ASQ (vt
nt [ALLL jéreldus 3.11]). Kui Banachi ruum on WASQ), siis ilmselt on ta ka
LASQ. Vastupidise implikatsiooni kehtivus ei ole teada (vt nt [ALLL kiisimus
3.12]).

Lemma 1.17. Olgu X Banachi ruum ja s € (0,1]. Kui ruum X on ASQ,
sits X on ka s-ASQ.

Téestus. Olgu x1,...,x, € Sx ja e > 0. Kui ruum X on ASQ, siis leidub
y € Sx nii, et igai € {1,...,n} korral ||z; + y|| < 1+ ¢, mistottu

s + syll = lls(z: £ y) + (1 = )z < slls £yl + (1 = s)[laf] <1+

]



1.4 Liinkaugusega ruum

Olgu M meetriline ruum. Olgu z,y € M ja o, € R sellised, et a < .
Pidevat funktsiooni 7: [o, 5] — M nimetame liiniks (ingl. k. path) punktist
x punkti y, kui y(«) = x ja v(8) = y. Tavaliselt tdhistame liini punktist x
punkti y siimboliga v, , ja iitleme, et punktid = ja y on selle liini otspunktid.
Liini ¢: [a, f] — M nimetame liini v pddrdliiniks, kui iga t € [a, (] korral
o(t) =v(a+ B —1). .

Olgu ¥: [(,n] — M veel iiks liin. Utleme, et liinid 7 ja 9 on léikumatud,
kui nende liinide kujutishulgad on 1ikumatud, st Im~y N Im ¥ = @. Utleme,
et liinid v ja ¥ vdivad loikuda ainult otspunktides, kui ~y(s) = 9(t) korral

s €{a,p}jate{¢n}.

Kuna mis tahes kaks mittekidunud reaalarvude 16iku on homéomorfsed,
siis eeldame edasises vaikimisi, et liini lahtehulgaks on 16ik [0, 1].

Definitsioon 1.18. Punktide z,y € M korral defineerime liini v, , pikkuse
L(/yx,y) = sup { Zd<’7x,y(ti—1)a7x,y(ti)): n c Na 0 S tO S e S tn S 1}
i=1

Definitsioon 1.19. Meetriline ruum M on litnkaugusega ruum, kui iga x,y €
M korral

d(z,y) = inf{L(yy): Va, on liin punktist « punkti y}.

Jargnev tulemus voimaldab meil edasises liinkaugusega ruumis vaadelda
erinevate otspunktide vahel ainult injektiivseid liine.

Lause 1.20. Olgu xz,y € M sellised, et x # y ja olgu vy, lin. Leidub
injektiivne liin o punktist x punktiy nii, et Im@ C Im~y, , ja L() < L(7a,y)-

Selle lause toestame jargmise ,,folkloorse” tulemuse abil.

Lemma 1.21 (vt nt [B]). Olgu x,y € M sellised, et = # y ja olgu 7y, liin.
Leidub kinnine hulk A C [0, 1], pidev monotoonne funktsioon q: [0,1] — [0, 1]
ja injektisvne liin @ punktist x punkti y nii, et

(1) ¢ogla=ayla,
(2) qla on siirjektiione.

Lause toestus. Lemmast leiame vastava ¢ ja ¢ nii, et tingimused (1)
ja (2) kehtiksid. J&&b néidata, et L(¢) < L(7sy). Olgu 0 <ty <t; <--- <
t; < 1. Piisab néidata, et leiduvad sg, s1,...,5 € Anii, et 50 < 51 < --- < g
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ja o(t;) = Yuy(si) iga i € {0,...,1} korral. Kuna g|4 on siirjektiivne, siis iga
i € {0,...,1l} korral leidub s; € (q|A)71(t,-). Need sq, ..., s on sobivad, sest
¢ on monotoonne ja iga i € {0,...,[} korral

p(ti) = 0(q(si) = Vay(si)-
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2 Lokaalse peaaegu ruudu omadusega
Lipschitzi-vaba ruum

Kéesolevas peatiikis esitame ja toestame magistritéo esimese pohitulemuse.

Teoreem 2.1. Olgu M meetriline ruum. Lipschitzi-vaba ruum F(M) on
LASQ parajasti siis, kui M on litnkaugusega ruum.

Selle teoreemi toestamisel kasutame jargnevat abitulemust.

Lemma 2.2. Olgu M liinkaugusega ruum, n € N ja C, = (4" — 1)/3.
Iga ¢ > 0 jax = >0 Amy,q € M(M) korral, kus \i,...,\, > 0 ja
Yorh <1, leidub m € N nii, et m < C,, ja leiduvad o, ..., a, > 0,
Ay, ..., Qm,b1,...,0n € M ja injektitvsed liinid Yo, by, - - -, Yam.bm T, €1

(a) [lz = 2250 agma, |l <&

(b) Z] L <D N+e;

(¢) liinid Yo, bys- - - s Yambm VOad paarikaupa loikuda ainult otspunktides;
(d) iga j € {1,...,m} korral

L(Ya;0,) < d(aj, bj) + 05,

kus §; = min{1, Ca]oi)}

Toestus. Toestame lemma induktsiooniga n jargi. [lmselt lemma véide keh-
tib, kui n = 1. Eeldame, et lemma vaide kehtib kindla n korral. Olgu € > 0
jax =" Nmy, o € M(M), kus Ap, ..., Apyr > 0 ja S < 1. Vaime
eeldada, et p,11 # ¢ue1. Olgu

o — ed(Prt1, Gn+1)
Cry1(1 + d(Prs1; Gns))

ja
n
/ E—
T = E :)‘impi,qz"
i=1

Induktsiooni eelduse pohjal leidub m € N nii, et m < (), ja leiduvad
o, a0, >0, @y, by, by € M jainjektiivsed liinid g, by - -
Vam by 111, €6

(@) 2" = 3225 afmagpll < €
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(b) D5 af < 2y i+ €
(¢') liinid Ya, by - - - s Yam.bm VOivad paarikaupa ldikuda ainult otspunktides;
(d') iga j € {1,...,m} korral

L(Va,p,) < d(aj, b;) + €95,

kus 9; = min{1 M}

’ C’,La;-
Olgu
m
Yy = Z O‘;‘maj,bj + >‘n+1mpn+1,qn+1'
j=1
Siis ||z — yl| = [|2" = 220, ma, || < €' <e.

Kuna M on liinkaugusega ruum, siis leidub injektiivne liin v: [0,1] — M
punktist p,.1 punkti ¢, nii, et

L(V) < d<pn+17 anrl) + 557

3 d n dn
kus § = min{1, st}

On voimalik, et mingi j € {1,...,m} korral

Im7 N Im /yaj7bj ¢ {pn+1, Qn+1} M {aj7 b]}

ehk liin vy 16ikub méne liiniga ¥, 5,5 - - - » Yam b, Mmujal kui otspunktides. Lahen-
dame selle probleemi. Alustuseks leiame 16igule [0, 1] spetsiifilise alajaotuse
0=ty < -+ <t =1 ja muudame v definitsiooni alajaotuse osaldoikudes
[to, t1], [t1,ta], - .., [ti_1, t], kui vaja. Teeme seda induktiivselt. Olgu to = 0 ja
uy = ¥(tp) ning oletame, et meil on leitud t;_; < 1, kus k € N. Me leiame ¢,
ning seejérel tahistame uy, = y(4y) ja
d(ug_1, ug)
Br = Ay kL U0)

d<pn+17 QnJrl)
Iga j € {1,...,m} korral tdhistame

T, = {t € [0,1]: 7(t) € Im 7,1, .

Kui {t € Uj_, Tj: t >t 1} = &, siis téhistame t; = 1 ja [ = k. Paneme
téhele, et Im |, , ¢, el 16iku hulgaga Im~y,, , mitte ithegi j € {1,...,m}
korral. Punktist uj_; punkti u; defineerime liini vu, | w, = V|{e_y.4- Liini v
valiku tottu

d(ug—1,ug) }

LYy y ) < d(ug—1,ur) + €6 = d(ug_1, u) + € min {1, C B
n+

13



Vaatleme niiiid juhtu, kus {t € J;_, Tj: t > t41} # @. Olgu
J = {j S {1,...,m}: te_1 ET‘]}

Kui {t € Uje; Tj: t > tp—1} = &, siis votame

t :min{t e Jy:t> tk,l}.
j=1
Jg¢J
Néeme, et Im |, _, +,) ei 16iku hulgaga Im ~,, 5, mitte iihegi j € {1,...,m}
korral. Punktist u,_; punkti uy defineerime liini v, , ., = ’Y|[tk_1,tk]- Liini ~
valiku tottu

d(ug_1,ug) }

L(Vuy_y ) < d(ug—1,ux) + €6 = d(ug_1, ug) + € min {1, C 5
n+1

Aga kui {t € U;c;Tj: t > tp—1} # 9, siis votame

ty =max{t €  JTy:t >ti}.
jeJ

Sellisel juhul leidub j € J nii, et up € Im~,,;,. Fikseerime sellise j. Olgu
r o= va_]%bj (ugp—1) ja s = %—J}bj (ug). Kui v < s, siis olgu vy, ., lini va,s,
ahend 16igul [r, s]. Vastasel juhul olgu 7y, , ., liini 74,5, poordliini ahend
loigul [1 — 7,1 — s].

Jargnevalt tiikeldame liine vq, 4, - - - s Va0, vastavalt. Iga j € {1,...,m}
korral tdhistame

Si =A{t € [0,1]: 7a,,(t) € {7(t0), ..., 7(t1)}}

ja paneme téhele, et |S;| < 2. Kui S; = @, siis tdhistame ¢; = a; ja d; =
aj. Kui S; # @, siis olgu ¢; = 74,,(min S;) ja d; = 74,4, (max.S;) ning
olgu Ya.c;r Vejd; J& Va; b, vastavalt liini v,;,, ahendid 16ikudele [0, min Sj],
[min S;, max S| ja [max.S;, 1].

Iga j € {1,...,m} korral tédhistame

d(a;,c; d(c;,d; d(d;, b
o IR e
Paneme téhele, et
m !
Y= Z(ajmaj,cj + Qi jMe; d; + QomjMd; p;) + Z By, -
j=1 k=1

14



Eeldame, et a; # c¢j, ¢; # d; ja d; # b; iga j € {1,...,m} korral, sest
vastasel juhul on vastav elementaarmolekul my; .., mc, 4, VO mq,p, vordne
nullelemendiga ja me jidtame temaga litkme (tema kordse) elemendi y esitu-
sest ara.

Saadud  liinid Yarers -+ Vamems  Verdis s Yemdms  Vdibrs -+ Ve bms
Yugours - - - » Yur_yuy, VOivad paarikaupa loikuda ainult otspunktides, vilja arva-
tud juhul kui vy, _, , Ja Ve, .q; on samad liinid voi teineteise poordliinid mingi
k ja j korral. Kui vy, a, J& Ve;,q; on samad liinid, siis My, w, = Me; q; ja
me votame need elementaarmolekulid elemendi y esituses kokku, arvestades,
et

(Omtj + Be)Meya; = CmegjMie;d; + BrMiu_y

Kui Vo, J& Yej,d; On liksteise poordliinid, siis my,_, u, = —Me; 4, ja me
votame need elementaarmolekulid elemendi y esituses kokku, arvestades, et

(am+] - /Bk)mcj',dj - am+jm0j,dj + ﬁkmuk_l,uka

kui apyj > S, Ja

(/Bk - am+j)mdj,6j - am+jm0j,dj + ﬁkmuk_l,uka

kui oy < B

Molekuli y saadud esitusest tuleneb hinnang 4m + 1 < (), 1. Jargnevalt
néditame, et saadud elemendi y esitus koos saadud liinidega rahuldab lemma
tingimusi (a)-(d). Eelnevast teame, et ||z — y|| < € ja seda, et kaks erinevat
liini voivad loikuda ainult otspunktides.

Hinnangust L(vq,p,) < d(aj,b;) + €65, kus 6; = min{1, %}, saame,
et

L(’Y(z]-,cj) < d(aj, Cj) + 6/53'7
L(Vey.a;) < d(cj,dy) + €'9,
L(’ydj,bj) < d(dj, bj) + 5/6j'

Tahame néidata, et
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kus

Chi10;
d(c;, d;) }
Crs1(Qmyj + ) )

Cn+1@2m+j

Paneme tihele, et &€ > Cpp1e’, Chy10) > 65 ja Cpp16? > §;. Seega piisab
niidata, et €'d; < 07 ehk

ed(Pn+1; Gnt1) . d(aj, b;) i d(c;, d;)
ming 1, ——= ¢ < eminq1, .
Crr1(1 4+ d(prt1, Gny1)) { Cna; } { Cri1 (i + Br) }

Kui viimane miinimum on 1, siis ilmselt vorratus kehtib. J&ib toestada, et

d(pn+17 QTL+1> mln{ 1’ d<aj7 b]) } < d(Cj, d]) _ 1

1+ d n+1y 4Yn Cna/‘ C Qg t N % &
(p +1,4 +1) J +J ﬁk d(aj{bj) d(pn+1-j_q1n+1)

d(aj,b;)

aj,
Cra,
ey

Kuil> , siis

a )‘n—i-l (
+ <1+
d<a’j7 b_]) d<pn+17 QTL+1) d<pn+17 Qn+1)

1 ) C'na;
d(a;,b;)
d(ajvb]')

Kui 1 S TQ;, S11S

/

o) At 1 1 1

]
+ <t <l
d(a;,b;)  dPnt1:qn1) ~ Cn d(Png1, Gni) d(Pnt1s qnt1)

Viimaseks tuleb naidata, et

n+1

3m l
Zaj—FZﬁk < Z)\H—e.
=1 =1 i—1
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Maérkame, et

o~ dlag,e) | d(eg,dy) | d(dy, b))
Za‘j a Zaj<d(ajabj) - d(aj, b)) " d(%bj))

:ia/ d(aj7cj>+d<cjvd> d(dj7bj)
’ d(aj, b;)

N L(Yayn) =, d(aj,by) +€6;
S O/- 593 < Oél~ 70 7] J
2. ) 2 d(aj, b;)

<> i +eEm <> N+ (Co+ 1)

j=1 =1

- c,+1 = €
< Ai + €< Ai + =
i=1 Cota ; 2

ja

Zl: — 12 Y(te=1), 7 (tr)) < A1 L(7)
k=1 n+ pn+1>qn+1) N d(pn+17Qn+1)
)\n+1€6

<A + o
— < 41 —.
d(pn-‘rh Qn-‘rl) !

< >‘n+1 + 9

Jarelikult

n+1

Zaj+25k<z/\ +e.

]

Teoreemi toestus. Jirelduse pohjal voime eeldada, et M on téielik.
On teada (vt nt [Ku, lause 2.5]), et kui ruum F(M) on LASQ, siis ruumil
F(M) on lokaalne diameeter 2 omadus, jarelikult teoreemi || pohjal on M
liinkaugusega ruum.

Oletame niilid, et M on liinkaugusega ruum. Fikseerime = € Sz
ja € > 0. Lemmade ja tottu leiduvad m € N, aq,...,q, > 0,
ay,...,0m,01,..., by € M ja injektiivsed liinid 74, b, - - -5 Yap b, Dil, €t

(a) ||33 - Z;nzl ajmajyij < 5/5;
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(b) ity <1+¢g/5

c) liinid 74, 4, - - -, Ya, 5. vOivad paarikaupa loikuda ainult otspunktides;
’y 1,01 7 m,Om

(d) iga j € {1,...,m} korral L(vq,s;) < d(aj,b;) +¢6;/5, kus §; = d(sjo’” Aagby),
Teoreemi toestuseks piisab leida i, ..., y, € F(M) ja Lipschitzi funktsioon
g € Stipy(m) (elemendi 0 € M fikseerime hiljem) nii, et iga j € {1,...,m}
korral g(y;) =1 ja

M0, £y5ll <1+

5m04]

Toepoolest, eeldame, et sellised y1, . . ., ¥ ja g leiduvad. Olgu y = ZTZI Y,

siis
m m m 8
lyll = 9(2 %’%’) = Zajg<yj) = Zozj >1-— =
J=1 j=1 j=1
ja
lyll <D asllysll = o 1m0, + 45 = a0, + 4
Jj=1 j=1
"o
< > 5 (s, + 5l + llmaa, = wil)
j=1
- 2e
< i1 ) <1+ =,
< Zaj< + o +3
7j=1
seega

mas, %y + [yl = 1]

o= gl = e = X

Iyl

< 5—1—;0@Hm%b iyj||+— <1l+e.

Iga j € {1,...,m} korral defineerime K € N ja lopliku osahulga

{ug, ..., usx} C Im Va, b;» Se€jérel defineerime y; kui lineaarse kombinatsiooni
251 AkMay, ., Spetsiifiliste kordajatega Ai, ..., Mg € R ja viimaks definee-
rime g hulgal {uo, ..., usx}.
Olgu

A:{a17...,am,b1,...,bm}.

Valime R > 0 nii, et
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(1) iga p,q € A, p # q, korral d(p, q) > 2R;
(2) igaje{1,...,m}jape A\ {a;,b;} korral

B(p, R) NIm~,, 5, = @.

Téahistame B = {J,c, B(p, R).
Hulgad Im~,, 5, \B, . ..,Im~,, 4, \B on paarikaupa loikumatud ja kom-
paktsed, seega leidub r € (0, R) nii, et iga 7,5 € {1,...,m}, i # j, korral

d(Im g, 3, \ B, Im g, »,\B) > 2r.

Esiteks leiame hulga Im v, 5, teatud 16pliku osahulga. Olgu K € N selline,

et
2(K — 2)7“ > d(al, bl) — 2R
ja olgu
_ d(al,bl) — 2R
2K —2)

Siis 0 < s < 7.
Leiame 16igu [0, 1] spetsiifilise alajaotuse ja sellele vastavad punktid hulgas
Im 7y, p,. Tahistame ¢y = 0 ja tox = 1 ning uy = a1 ja usx = by. Olgu

t, = max{t: d(Yay ., (t),a1) = R}
ja
lok—1 = min{t: A(Yar b, (8), b1) = R}
ning olgu uy = Va4, 5, (1) ja Uak—1 = Yay b, (f2rc—1). Eeldame, et oleme leidnud
mingid t; ja ug, kus 1 < k < 2K — 4. Votame
ley1 = max{t: d(7a1,b1 (t)v uk) = S}

ja Ukt1 = Yay by (bkt1)-
Maérkame, et tox_ 3 < tog 1. Olgu tox_o selline reaalarv, et to 3 <

tor—2 < log—1 Ja
d(UQK—:;, Vay,b1 <t2K—2)) = d(U2K—1, Yay,by (t2K—2)) ;
ja tahistame UoaK—2 — /}/ahbl(tQK_Q). Siis 0 = t() S S tQK =1 ja

{ug, ..., us2} on hulga Im~,, , 10plik osahulk, kusjuures u; = v,, 5, (tx) iga
k€ {0,...,2K} korral. Ruumi M nullpunktiks votame u;.
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Defineerime

K

o d(uap—2, Uzp—1) d(uap—1, uay) >
%_%;< dlar, by) e T T gy by) )

Niaitame, et

€
Mg <1 .
[0+ 0] 14 2

Iga Lipschitzi funktsiooni f € Sy, (ar) korral

d(al? b1)|f<ma1,bl + yl)‘

= ‘f(uo) — fluar) + Z(f(uqu) — flugg—1) — flugk—1) + f(UQk))‘

k=1
K
= Q‘Z(f(u%fz) — f(u%fl))’ <2 Z d(ugk—2, Uzk—1)
k=1 k=1
2K
651
= d(up_1,up) < L(Yarp,) < d(a1,b1) + =
k=1
seega,
5
Hmal,bl +y1” <1+ 5 :
maog
Analoogiliselt saab néidata, et
v —ll <1 .
Hm 1,01 yl” < 1+ 5may
Defineerime funktsiooni g hulgal {uq, ..., usx} jargmiselt

R, kuip=wuy voi p = usk;

g(p) =<0, kuip=u, kus k on paaritu voi p = Usx_o;
5 mujal.
Mérkame, et funktsiooni g Lipschitzi konstant hulgal {ug,...,u2x} on 1 ja
1 K
g(y) = dar b ;(Q(U%z) — g(ugk—1) — g(uop—1) + g(uar))
1

:aaEBQR+%K—m$:L

Iga i € {2,...,m} korral defineerime analoogiliselt hulga Im~,, ;, teatud
16pliku osahulga, elemendi y; € F(M) ja laiendame ¢ definitsiooni sellele
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loplikule osahulgale. Olgu C koéikide punktide hulk, millel g on pérast se-
da protsessi defineeritud. Funktsioon g on hulgal C' korrektselt defineeritud,
sest lilnid Y4, 4,5 - - s Yam,b, VOivad paarikaupa loikuda ainult otspunktides,
kus g on vadrtusega R. McShane’i teoreemiga laiendame funktsiooni g
definitsiooni tervele ruumile M nii, et g séilitab oma Lipschitzi konstanti.

Toestuse 16petuseks jaib veenduda, et funktsiooni g|c Lipschitzi konstant
on 1. Olgu p,q € C erinevad. Kui p € BNC voi ¢ € BN C, siis d(p, q) > R,
sest BNC = A, jaseega 0 < g(p) < R ja0 < g(q) < R ning jarelikult

l9(p) — g(q)] < R < d(p,q).

Eeldame niitid, et p,q € C\B. Siis leiduvad iiheselt maaratud 7,5 €
{1,...,m} nii, et p € Im~,,,\B ja ¢ € Im~,,,,\B. Piisab vaadelda juh-
tu i # j. Sellisel juhul kehtib arvu r valiku tottu d(p,q) > 2r ning kuna
0<g(p) <rja0<g(q) <r,siis

l9(p) — g(q)] <7 < d(p,q).
0

Jéatkuvalt on teadmata, kas WASQ ja LASQ on erinevad omadused, seega
tekib jargmine loomulik kiisimus.

Kiisimus 2.3. Kas meetriline ruum M on liinkaugusega ruum parajasti siis,

kui F(M) on WASQ?
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3 Peaaegu ruudu omadusega Lipschitzi-vaba
ruum

Selles peatiikis esitame ja toestame magistritoo teise pohitulemuse. Selle
jaoks vajame jargnevaid abitulemusi.

Lemma 3.1. Olgu M tdielik meetriline ruum ja s € (0,1]. Kui Lipschitzi-
vaba ruum F (M) on s-ASQ, siis on M liinkaugusega ruum.

Toestus. Olgu s € (0,1] ja eeldame, et Lipschitzi-vaba ruum F(M) on s-
ASQ. Sellisel juhul on iga ruumi F (M) tihikkera viil vihemalt diameetriga
2s (vt nt [OSZ, laused 1.6 ja 1.7]). Jérelikult ei ole iithikkeras Bz iihtegi
tugevalt eksponeeritud punkti (meenutame, et iithikkera punkt on tugevalt
eksponeeritud, kui ta sisaldub iihikkera kuitahes viikse diameetriga viilus).
Teoreemi |1 pohjal on M liinkaugusega ruum. O

Lemma 3.2. Olgu M liinkaugusega ruum. Iga € > 0 korral leiduvad n € N
Ja P1,q1, .., Pn, qn € M nii, et iga y € Bry) korral kehtib
i > 1 — €. 1
max mp g +yll > 14+ lyll —e (1)
Toestus. Olgu e > 0. Valime n € N nii, et 8/n < ¢ ja olgu 6 > 0 selline, et
80 < e. Olgu p,q € M erinevad, r = d(p,q)/(2n) ja ~ lopliku pikkusega liin
punktist p punkti q. Defineerime punktid py,...,p, € M induktiivselt. Olgu
p1 = p. Kui oleme fikseerinud p; mingi ¢ € {1,...,n — 1} korral, siis olgu
pir1 = y(max 4;), kus

A ={t €[0,1]: d(v(t),p:) = d(p, q)/n}.

Olgu q1,...,q, € M sellised, et ¢; € B(p;,0r)\{p:} igai € {1,...,n} korral.
Olgu y € Br). Viite toestamiseks piisab jérelduse pohjal kontrol-
lida vorratuse 1} kehtivust juhul, kui y = Z;n:l %mui’vj. Olgu f € Strip, ()
selline, et f(y) = |ly||. Iga i € {1,...,n} korral tdhistame B; = B(p;, 7).
Paneme téhele, et hulgad By, ..., B, paarikaupa l6ikumatud.
Fikseerime sellise ¢ € {1,...,n}, mille korral hulgas

J={je{l,...,m}:u; € B; vdi v; € B;}

on iillimalt 2m/n elementi. Defineerime g € Lip,(M) jargmiselt: g|an5, =

flans,, 9(a) = f@), 9(pi) = f(@) + d(ps, ;) ja McShane’i teoreemiga [L.15]
laiendame funktsiooni g definitsiooni kogu ruumile M Lipschitzi konstanti

sailitavalt. Siis ||g]| < 1+ 260, sest iga a ¢ B; korral

lg(a) — g(pi)| = |f(a) = f(@) + d(pi, a:)| < d(a,q) + d(pi, q:)
< d(a,p;) + 2d(pi, ¢;) < d(a,pi) + 20r < (1 + 20)d(a, p;).
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Maérkame, et

(F =) = (= 9) (3 ) < (714 lgl) Sl |

JGJ ]EJ
<@+ 29> 4(1 + 9)
mn n
Seega
4146
o) = 1)~ (f ~ ) > ] - 2L
ja jarelikult
g 1 rg(p) — 9(a:)
o > o >
Hmpulh + y” - ||g|| (mpn(h + y) - 1 + 20 ( d(p“ qz) + g(y)>
1 4(1+0)
_1+29<1+|| H n )

4
> 1+ [yl = 26— = 2 1+ |yl — =

]

Teoreem 3.3. Olgu M meetriline ruum. Siis F(M) ei ole s-ASQ mitte iihegi
€ (0,1] korral.

Téestus. Olgu s € (0,1]. Jarelduse jalemma3.1pohjal voime eeldada, et
M on liinkaugusega ruum. Lemma pohjal leiduvad n € N ja yq,...,y, €
Sruy nii, et iga y € Sy korral

nax lys +yll >2— 5 (2)

seega mingi ¢ € {1,...,n} korral

S S
e+ syl > g +yll = (1= 9)gll > 25— (1—5) =1+ 3.

Jareldus 3.4. Lipschitzi-vaba ruum ei ole ASQ.
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