TARTU RIIKLIK ULIKOOL

ANALUUTILISE GEOMEETRIA
PRAKTIKUM

TARTU 19 80



TARTU RIIKLIK ULIKOOL

ANALUUTILISE GEOMEETRIA
PRAKTIKUM

Teisi jarku jooned

TARTU 1980



Koostanud L. Tuulmets

Kinnitatud matemaatikateaduskonna
noukogua 26. septembril 1979. a.

MPAKTVKYM 10 AHATITUUECKOV MEOMETPVA L. CocTaBuTent
Nleina Tyyn MeTcC. Ha SCTOHCKOM FI3bIKe TapTycraii

HblIA YH/BEPCUTET . TaﬁTy i Wn-
Kg&/ Vastutav toimetaja B Kil orrektor V.
Lang. undamsele antud 26.03.1980. Rotaatoripa-
ber 30x4 1/4. Trukipoo dgnald 12, 0 Tingtrukipoomaid
:L’L 16. Arvestue;lg naid_10,13. Trukiarv_bou.ISutrit-
kikoda , Pala3gn||q§ 14. Teil. nr. 372.



Eessodna

Kaasolev analuutilise geomeetria praktikum on koostatud
eeskatt TRU matemaatikateaduskonna vajadusi arvestades ning
on méeldud kasutamiseks koos U. Lumiste ja K. Ariva &pikuga
"Analudtiline geomeetria', kuid suurt osa sellest saab kasu-
tada ka teistes teaduskondades, kus Opitakse analtitilist
geomeetriat iseseisva ainena voi kdrgema matemaatika osana«
Lihtsamad Ulesanded on kasutatavad taiendava materjalina kesk-
kooli matemaatika tundides, eriti aga matemaatika ringis.

Varem ilmunud analuttilise geomeetria pi-aktikumi 1 osa
sisaldab valiku Ulesandeid vektoralgebrast, 11 osa valiku
Ulesandeid sirgete ja tarandite kohta. Kaesolev, IIl osa si-

saldab valiku Ulesandeid teist jarku kdverate kohta.

Ulesannete kogu kasutamist lihtsustavad vajaliku teo-
reetilise materjali luhiesitused Uksikute aineldikude ees ja
Ulesannete vastuste jJuures esitatud napundited.



8. peatikk

ailGJOOH JA ELLIPS
§ 1. Hingjoon

Definitsioon. Ringjooneks nimetatakse selliste punkti-
de hulka tasandil, mis asetsevad vordsel kaugusel samal ta-
sandil asetsevast kindlast punktist, nn. keskpunktist (tsent-
rist). Seda vordset kaugust nimetatakse ringjoone raadiuseks.
Olgu ringjoone keskpunkt C(a,b), raadius r ja M(X,y)ring-
joone suvaline punkt, siis |CM |=r,

CM

ehk valjakirjutatuna koordinaatides M
mingi ristreeperi suhtes, saame ring-
joone normaalvérrandi

(x-a)2 + (y-b)2 =r2 . (@B.1)

Ruutvdrrand kahest muutujast afiinse Joon. 8.1.
reeperi suhtes

maarab ringjoone parajasti siis, kui ruutliikmete kordajad
on vordsed (a” = a22) ja vorrandist puudub muutujate korru-
tisega liige (al2 = 0), s. t. ringjoone uldvdrrand omab kuju

0 (8.2)

Ringjoone (8.1) parameetrillsed vorrandid omavad kuju

kus ~ on x-telje j£ >



nurk. Kui ringjoone keskpunkt asetaeb ristreeperi alguspunk-
tis, saame vOrrandist (8.1) ringjoone kanoonilise vdrrandi

X2 +y2 =r2 . (3.4

Ringjoone puutuja vorrandi saame kergesti leida nn.
pooliti asendusvittega. s. t. asetame ringjoone voérrandis
(8 .1) pooled tundmatud puutepunkti MO(X0»Y0) koordinaatide-
ga

x-axQ-a + ¢y -byQ-b =r2 . @.5)
Kui ringjoon on mdaratud vorrandiga (8.2), aiia puutepunkti
MQ [labiva ringjoone puutuja vorrandi vOime esitada kujul

allxox + al iV + al3(x + V + a23(y + Y0} + a33 = °*

Poolus ja polaar ringjoone suhtes

Punkti PQ polaariks p ringjoone suhtes nimetatakse
punktist PQ ringjoonele témmatud puutujate puutepunkte Uhen-
davat sirget p = P~2 (punkt PQ asetseb valjaspool ring-
joont) (vt. joon. 8.2a). Kui punkt PQ asetseb ringjoonel,
siis punkti PQ polaariks antud ringjoone suhtes on punkti
PQ [labiv ringjoone puutuja (Joon. 8.2"). Kui punkt PQ aset-
seb ringjoone sees, siis punkti polaari leidmiseks antud ring-
joone suhtes tommatakse l&bi antud punkti PQ vabalt kaks
ringjoone ko&6lu. Kodlude otspunktidest ringjoonele tdmmatud
puutujate 1dikepunktid ja Q2 maaravad otsitava polaa-
ri p = Q1Q2 (Joon. 8.2C).
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Punkti pO nimetatakse sirge p pooluseks antud ring
joone suhtes.

Punkti PO(xg,yO) polaar p ringjoone X +Y - T
suhtes vaaratakse voOrrandiga

8.7
xoX + yoy = I @.D

Jaakti potents ring.ioone suhtes

Kui punktist Po tdmmatud
suvaline sirge ldikab ringjoont
punktides 1l* ja M2 (oon. 8.3)»
siis punkti Po kauguste kor-
rutis punktidest W ja on
konstantne suurus (ei sOltu sir-
ge valikust), mida nimetatakse
punkti PQ potentsiks (ehk ast-
meks) antud ringjoone suhtes.
Kui ringjoon on maaratud voOr-
randiga (8.1) ja di = Pgl™, 3r=
= POM2 , siis punkti PQ(x0,y0)
potents ringjoone (8.1) suhtes
maaratakse seosega

6=4¢722=(Q-a)2+ (Yo -b)2 - r£ (8.8)

Punkti PQ potents ringjoone suhtes on positiivne, kui punkt
asetseb valjaspool ringjoont; punkti potents on null, kui
punkt PQ on ringjoone punkt, ja punkti potents on nega-
tiivne, kui punkt PQ on ringjoone sisemine punkt. Kui
dl = d2 siis punkti PQ [labiv sirge on ringjoone puu-
tuja d-d2? d = |pll],,F kus b on puutepunkt (joon. 8.3).
Seega punkti P potents ringjoone suhtes on vordne punk-
tist PO ringjoonele tdmmatud puutuja koolu pikkuse ruudu-
ga punktist PQ kuni puutepunktini.

Radikaal teljeks (ehk potentssirgeks ehk kordasliks) ka-
he antud ringjoone suhtes nimetatakse sirget, mille mista-
hes punkti potentsid mblema ringjoone suhtes on vdrdsed.
Ringjoonte redikaaltelg on risti ringjoonte keskpunkte uthen-
dava sirgega (keskjoonega).
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Kui ringjooned puutuvad, siis on radikaaltelg nende Uhi-
seks puutujaks ringjoonte puutepunktis (joon. 8.49. Kai
ringjooned lIdikuvad, siis radikaaltelg on ringjoonte I1dike-
punkte Uhendavaks sirgeks.(joon. 8.4").

Radikaaltsenter (ehk potentspunkt). Kolme ringjoone kor™-
ral tekib kolm radikaaltelge. Nende radikaaltelgede 10ike-
epunkti bl nimetatakse antud
ringjoonte radikaaltsentriks
ehk potentspunktiks (joon. 8 5}
Markus. Tuletame meelde
Jjuba Ulesannete kogu eelmistes
osades tehtud kokkulepet: kui
Ulesande tingimustes ei ole ni-
metatud reeperit, siis eelda-
takse, et antud reeper on rist-
reeper .
Joon. 8.5.
8.1. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon l&bib ree-
peri alguspunkti ja ringjoone keskpunkt asetseb punktis K
1) K(10,4);
2) K(-3,4). 4
8 .2. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone kesk-

punkt asetseb punktis C ja ringjoon labib punkti Q :
D C6,-2), Q(7,-5); 2) C(0,4), Q(5,-8).



8 Koostada ringjoone vdrrand, kui ringjoone Uhe dia-
meetri otspunktid on
D P=(32 ja Q= @.4a;
2 A= (1,4 ja B = (-3,2).
8.4. Leida antud ringjoone keskpunkt ja raadius:
1) X + J2 -8x +6y + 21 =0;
2) X2 +vy2 - 4x = 0;
3 X2 +y2+6i-7=0;
4) X2 +y2+2x - 10y +1 =0;
5 3x2 + 3y2 - 4x - 6y - 15 = 0.
8.5. Milliseks teiseneb ringjoone vorrand x2 + y2 +
+ 2x - 6y + 1 = 0, kui reeperi alguspunkt kanda  punkti
1) A(-1,3), 2) B(-4,3)? Kuidas asetsevad punktid A ja

B antud ringjoone suhtes?

8.6. Milliseks teiseneb ringjoone vorrand x? + y2 +

+ 4x - 12y - 9 = 0, kui reeperi alguspunkt kanda ringjoone
keskpunkti?

8.7. Kirjeldada ringjoone eriasendeid reeperi suhtes,
kui osa kordajatest ringjoone uldvdrrandis

A(X2 + y2) +Dx+Ey+P=0
on vordsed nulliga.

8.8. Leida antud ringjoonte Idikepunktid reeperi tel-
gedega.
1) (x-4)2 + (y + 3)2 = 25;
2) X2 +y2 - 6x - 10y + 9 =03
3D X2 +y2 - 4x +4y + 4 =0;
H (X-52+ (Y-3)2 =1.
Uil- Koostada ringjoone vérrand, kui ringjoon 1abib
kolme punkti.
1) AQ,2), B(1,1), c(2,-2);
2) P(,2), Q(-5»2), R(4,2).

8.10. Koostada kolmnurga Umber joonestatud ringjoone

vorrand, kui kolmnurga tipud on
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1) A(3, O0), B(1, 2), C(3, -2);
2 P@, 7N, QO, 8), R(-2, %;
3 M, 3, W2, 1), L1, -3);
4 s@©, H, T, 2, UG, -2).

8.11 . On antud kolmnurga ABC tipud: A(-3,6), B(9,-10),
C(-5,4). Leida kolmnurga Umber joonestatud ringjoone kesk-
punkt ja raadius.

8.12. Leida kolmnurga Umber joonestatud ringjoone vOr-
rand, kui kolmnurga kiljed on x + 3y - 11 =0, 4x - 3y+16=
=0 jJa x-2y-1-=0.

8.13. Ringjoone keskpunkt asetseb x-teljel ja ringjoon
labib punkte A(2,3) pa B(5,2). Leida ringjoone keskpunkt
Ja koostada ringjoone vorrand.*

8.14. Ringjoone keskpunkt asetseb sirgel x -y + 2 =0
ja ringjoon labib punkte A(3,0), B(-1,2). Koostada ring-
joone vorrand.

8.15. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon labib
punkte Pj = (3,-2) ja P2 = (-9,4) ning tea* keskpunkt
asetseb sirgel x + 2y - 10 = 0.

8.16. Leida ringjoonel x> + y2 =1 punkt, mille kau-
gused punktidest P(1,3) ja Q(-2,2) on vordsed.

812 . Leida ringjoonel 5x2 + 5y2 + 2x - 12=0 punkt,
mille kaugused reeperi telgedest on vordsed.

8.18. Leida punkt, mille kaugused punktidest Pj=(0,5r3),
P2 = (0,2) ja P = (1,-1) on vordsed.

8.19« Leida ringjoone (x—l)2 + (y—2)2 =25 puutuja,
mis l1abib punkti P(5.,5).

8.20. Koostada ringjoone x? + y2 =10 puutujate vor-
randid, kui puutepunktideks on ringjoone ja sirge x - 3y =0
16ikepunktid.

8.21. Koostada ringjoone vOrrand, kui ringjoon puutub
x-telge punktis A(5»0) ja I0ikab y-teljest valja 10 Uhiku
pikkusega 10igu.



8.22. Koostada ringjoone vdrrand, kui ringjoon puutub
x-telge reeperi alguspunktis ja 18ikab y-telge punktis B (O.4).

8.23. Ringjoon labib punkti A(-4,2) ning puutub x-tel-
ge punktis B(2,0). Leida ringjoone keskpunkt.

8.24. Koostada ringjoone vorrand, kuil ringjoon puutub
y-telge punktis B(0,-3) ja ringjoone raadius on 2.

8.25. Koostada ringjoone vorrand, Kkui ringjoon labib
punkti P = (-12,-11) ja puutub y-telge punktis- y = -9.

8.26. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon labib
punkte A = (3,6) ja B = (-3,4) ning puutub x-telge.

8.27. Koostada ringjoone vdrrand, kui ringjoon puutub
sirget Ax + By + C = 0 ja ringjoone keskpunktiks on reepe-
ri alguspunkt.

8.28. Koostada ringjoone vdrrand, Kkui ringjoon puutub
sirget x - y = 0 ja ringjoone keskpunktiks on punkt K(1,3).

8.29. Koostada reeperi telgi puutuvate ringjoonte vor-
randid.

8.30. Ringjoon puutub mélemat reeperi telge ja 1abib
punkti A . Leida ringjoone keskpunkt ja raadius, kui punk-
ti A koordinaadid on: 1) A, -1); 2 A, 2); 3) A29.

8.31. Leida ringjoone x2 + y2 -10x-4y+25=0 puu-
tujate vorrandid, kui puutujad labivad reeperi alguspunkti.

8.32. Koostada ringjoone x2 + y2 =13 puutuja Vv&r-

rand, kui puutuja labib punkti P(-1, 5).
8"3. Ringjoone keskpunkt on punktis C(6, 7) ning

raadius r = 5. Punktist A(7, 14) on joonestatud ringjoo-
nele puutujad. Leida punkti A Kkaugus ringjoonest.

8 .34. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon 1abib
punkti P (1,2) ja puutub reeperi telgi.

8.35. Koostada ringjoone vdrrand, kui ringjoon 1abib
punkti P (1,1), puutub sirgeid x + 7y =3 ja 7x + y=3.

- 10 -



8.36. Labi punkti 17n(1,-2) on joonestatud ringjoon,
mille raadius on 5 ning ta puutub z-telge. Leida ringjoone
keskpunkt.

8.37. Koostada ringjoone 2+ y2 = 5 puutuja vorrand,
kui puutuja on paralleelne sirgega
1) 2z -y+1=0;
2) z-y-1 =0.

8.38. Mingi jou toipel punkt M pddrleb moédda ring-
joont_(z -5 + y+3 =25 Jou toime lakkab sel mo-
mendil, kui punkt M on punktis A(2,1). Maarata punkti
edasine trajektoor.

8.39. Punkt M [liikus mddda ringjoont (z-4)2 + (y-B)™
= 2 ; teatud momendil punkt kiskus end ringjoonest lahti ja
jatkates vaba liikumist, labis z-telje punktis Q(-2,1). Lei-
da ringjoone punkt, milles punkt kiskus end lahti ringjoo-
nest.

8.40. Millise nurga all ndeme ringjoont 22 + y2 =16
vaadatuna punktist P(8,0) ?

8.41. Leida sirgel z + 2y - 1 =0 punkt, millest vaa-
datuna ringjoon z +y - 2z + 4y =0 on nahtav 600 nurga
all.

8.42. Leida punktide hulk, millest ringjoon 22+y2 = r2

on ndhtav taisnurga all.

8™ 2- On antud ringjoon 22+ y2 -4z - 5 =0 ja punkt
C(5,4). Koostada ringjoone vdrrand, kui ringjoone keskpunkt
asetseb punktis C ja ringjoon puutub véaliselt antud ring-
joont.

Markus. Kui kaks ringjoont puutuvad valiselt, siis ring-
joonte raadiuste summa on vdrdne keskpunktidevahelise kaugu-
sega.-

8*41- Ringjoone punktist M on tdmmatud koik vdimali-
kud ringjoone kddlud. Leida punktide hulk, mis jagavad vaa-
deldud k66lud antud suhtes /1. . Ringjoone raadius r = a .



aiiz* Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon labib
punkti P = (2,1), puutub ringjoont x2 + y2 - 8x - 4y +19 =
= 0 ja tema raadius on 1!

8.46. Koostada ringjoonte (X - 2)2 + (Y - 1)2 =1 3a
X+ 2) + (y+ 1)2 =9 dhiste puutujate vdrrandid.

Siil. Leida antud ringjoonte vaheline nurk:
D (x-3)2+yr=8, X2+ (y+ 1)2 » 10
2) x2 +y2 =1 , x-52 +y2=9 .

8*18. Leida tingimus, mille korral ringjooned
x-al)2+ (y-bl)2 =r2,
X -a2)2 + (y - b2)2 =r2
on ortogonaalsed, s. t. I8ikuvad taisnurga all.

8.49. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone raadi-
us r = 3, ringjoon gabib punkti M(2,3) ja ldikab ortogo-
naalselt ringjoont x +vy =1

8.50. Leida ringjoonte
3x2 + 3y2 -6y +2 =0 ,
X2 +y2 -x+8y+ 13 =0
keskpunktide vaheline kaugus.

8.51. Leida ringjoonte
1) X +y2-8x-12y+43=0,
XT +y + 2x + 20y +1 =0 ;
2) X2 +y2 - 6x +8y =0,
X2 +y2 + 2x - 12y + 1 =0
kesksirge vorrand ja keskjoone kaugus reeperi alguspunktist.
Markus. Kahe ringjoone kesksirgeks nimetatakse ring-
joonte keskpunkte Uhendavat sirget.

8j 52. Leida punkti PQ = (5,-3) polaar ringjoone x2 +
+ y2 = 16 suhtes. Teha joonis.

8.53. Leida punkti PQ = (-2,5) polaar ringjoone x2 +

+y2 - 4Xx + 6y - 3 = 0 suhtes.
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N 8,54. Leida sirge 2x - 3y - 6 = 0 poolus
X +y =9 suhtes.

8.55. Ringjoone (X - 2)2 + (y - 3)2 = 14 puutuja I&-
punktist

bib punkti P = (7,8). Leida puutepunkti kaugus
P .

8.56. Leida antud punkti potents antud ringjoone suh-

tes :

1) Po(.,7) , x-1)2+ (y +2)2 25 ;

2) Po(-1,0), x-1)2+ (y-2)2=25; =
3 P0(-2,-3) , X2 +y2 - 10x + 4y - 57 =0 ;
4 P0(,6) , X+ 3)2+ (Y- 2)2=25 ;

5 P.(1,-D) , X2 +y2 - 10x + 2y + 10 = 0 *

8.57» Leida selliste tasandi punktide M hulk,

punktist bl ringjoonele (X - 5)2 + (y + 2)2 =

puutujate koolude pikkused punktist P puutepunktini

konstantse pikkusega e =4 .

8.58. Leida tasandi punktide hulk, mille punktide po-

tentside suhe kahe antud ringjoone
x2+y2—8x+6y:O ja

x2 + y2 - 10y =

suhtes on konstant X ;

DN =2 ; 2)X=\; 3DA =1

8.59. Leida kahe antud ringjoone radikaaltelg;

D x +¢-1)2 =4, x-7)2+ (y-1)2 =2 ;
) x+2)2+Y+22=9, xX-52++2)2=36;
3 X2 +y2 -6Xx -4y +9=0, X2 +y2 - 2x + 10y + 25 = 0
4 2 + - 1)2 =5, + 2)2 + + 1)2 = 4;
) x2+ (- 1) p & ,}, (y )
5) +y - 2ax - 2by +ta +b - =

X +y2—2a"x—2b"y+.a%+b?—r%

8.60. Toestada, et kahe ringjoone radikaaltelg labib

ringjoonte I8ikepunkte, on risti ringjoonte kesksirgega ja
on antud ringjooni ortogonaalselt ldikavate ringjoonte kesk-

punktide hulgaks.
8.61. Leida ringjoon, mis labib punkti A(,
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I13ikab ortogonaalaelt kahte antud ringjoont (x- 352+ y2 -P
jax2 + (y+1)2 =16.
8.62. Leida kolme antud ringjoone radikaaltsenter:
1) X +y2 -2x -8 »
X2 +y2 + 6y +8 =
X2 +y2 - 6Xx + 8y
2) X2 +y2 +Xx + 2y = ,
X2 +y2 +2x+2y+3=0,
X2 +y2 +3x+y-1=0.

I © o

0 ;

o

6.63. Leida ringjoon, mis on ortogonaalne kolme antud
ringjoonega:
X2+7§+x— y- 2=0,
X2 +J +2x -3 =0,

X2 + 72 + ¢ — m ©

X2 + 75 + X+ 2y =0,
X2+ y2 v 2x + 2y +3 =0,
X2 +y2+3x+y-1 =0

8, w Toestada, et vdrrand
x-a2+ Y-Db)2-r2+nNJjx-aly+y->bvr2-r23=0

maarab ringjoonte parve, mille ringjooned labivad kahe an-
tud parve pearingjoonte

xx-a2+(y-b2-r2=0

x-a)2+ (y-b.)2-r2=0

10ikepunkte, parve kdikide-ringjoonte keskpunktid asetsevad
Uhel ja samal sirgel ning parameetri 3/ v&artus on vordne
suhtega, milles vastava ringjoone keskpunkt jagab parve
pearingjoonte keskpunktide vahelise loigu.

8.65. Leida ringjoon, mis labib punkti QE;S,%? ja
onab sama radikaaltelge kahe antud ringjoone (x-5)"+y =5 ,
x2 + (y - 10)2 = 13 suhtes.

Markus. Otsitav ringjoon kuulub kahe antud ringjoonega
madaratud ringjoonte kimpu (vt. eelnev ulesanne).

8.66. Leida kahe antud ringjoone
X2 +y*-6x+2y +6 =0,



2 2
X+y+4x+3 =0
sarnasuskeskpunktid.

Markus. Kahe antud ringjoone sarnasuskeskpunktiks ni-
metatakse punkti Q, mida labiva suvalise sirge 18igud punk-
tist Q kuni mdlema ringjoone I&6ikepunktideni on vordeli-
sed ringjoonte raadiustega. lga kahe ringjoone korral ek-
sisteerib kaks sarnasuskeskpunkti: nad jagavad keskpunkti-
devahelise 10igu siseselt ja véaliselt suhteks, mis on vord-
ne antud ringjoonte raadiuste suhtega.

8.67. Varras libiseb mbdda tasandit nii, et varda Uks
ots Q joonestab ringjoone raadiusega a , aga varras ise
kogu aeg labib ringjoonel mitteasetsevat fikseeritud punkti
P . Koostada I0ikude PQ keskpunktide hulga vOrrand.

8.68. Kaldpind moodustab horisontaaltasandiga nurga
mli. Sellel kaldpinnal asub keha kaaluga P ning selle ke-
ha tasakaalus hoidmiseks on vaja joéudu Q = PsinoC. joud Q
sema koormuse P puhul s6ltub kaldenurgast o4 . Madrata see
soltuvus graafiliselt, kasutades polaarkoordinaate.

§ 2. Ellips

Definitsioon. Ellipsiks nimetatakse tasandi koigi sel-
liste punktide hulka, mille kauguste summa tasandi mingist
kahest fikseeritud punktist ja ?2 on konstantne ning
suurem punktide ja F2 vahelisest kaugusest.

Punkte P1 ja P2 nimetatakse ellipsi fookusteks.

Vottes sirge P-~2 x-teljeks (fokaalteljeks) ja 138igu
P~AP2 keakristsirge y-teljeks, saame P~C-0,0), P2(c,0), c™O.
Tasandi punkt M(x,y) asetseb ellipsil parajasti siis, kui

(P |+ JPWM] =2a, a>c .

Minnes Ule koordinaatidele ja lihtsustades antud vdrrandit,

saame antud vorrandiga ekvivalentse ellipsi kanoonilise vOr-
randi

=1, 8 )
kus
(8.8)
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Ellipsi parameetrilised vorrandid omavad kuju

x

acos ,
bsin & , 6.9

las ~ on x-telje ja raadiusvektori OM vaheline nurk (joon*
8.6). Ellipsi parameetrilised vorrandid (8.9) on ekvivalenu-
sed ellipsi vektorvlrrandiga

=7 (s.10)

ehk -
s1 = (acos , bsin ) .,

kus £ on ellipsi punkti kohavektor.

Kdvera siimmeetriatelgi nimetatakse kdvera peatelgedeks
ehk telgedeks ning kdvera summeetriakeskpunkti nimetatakse
kdvera keskpunktiks ehk tsentriks. Kui kdveral eksisteerib
Uheselt méaratud tsenter, siis kdverat nimetatakse tsent-
raalseks koveraks. Koévera l0ikepunkte kbvera telgedega ni-
metatakse kdvera tippudeks.

Ellips on kinnine tsentraalne kbver. Vaadeldud kanoo-
nilise reeperi telgedeks on valitud ellipsi teljed. Ellip-
sil on neli tippu (Joon, 8.6 A2, B1, B2). Fokaalteljel
asuvaid tippe A" ja A2 nimetatakse fokaaltippudeks. Suurusi
a ja b (@> b) ellipsi kanoonilises vOrrandis nimeta-
takse ellipsi pooltelgedeks: a - fokaalpooltelg ehk pikem
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poolteig ja b - Itihem poolteig. Fokaalpooltelg a on vord-
ne poolega fokaaltippude vahelisest kaugusest a = Jja
b = Ellipsi fookuste vaheline kaugus on 2c . Kui
c = 0, siis ellipsi fookused Uhtivad ja ellips osutub ring-
jooneks. Seega ellipsite hulka kuuluvad erijuhul ka ring-
Jooned.
Suurust
e=8 , 0<ex< 1 @G.11)

nimetatakse ellipsi ekstsentrilisuseks. Kui M(x,y)on el-
lipsi suvaline punkt ning r = | J Ja r2 =(F2M[ el-
lipsi fokaalraadiused. s. t. fokaalraadiusvektorite pikku-
sed (punkti kaugused fookustest), siis

—a+ex , r~-=a- ex . @8.12)
Sirgeid
x =t f (8.13)
nimetatakse ellipsi juhtsirgeteks ehk direktrissideks. Iga

ellipsi punkti M(X,y) korral kehtib seos

ril r2
3{“= 33 =e»
kus di ja d2 - M3-,* d2 “ 10 2~ on M kaugused vee-
tavast juhtsirgeet jl ja j2 ((Joon. 8.6). Fookust ja juhteir-
get loetakse vastavaiks, kui nad asetsevad samal pool ellip-

si tsentrit.
Ellipsi parameetriks nimetatakse suurust

p=eq=9g- , (8.14)
kus q on ellipsi fookuse kaugus vastavast juhtsirgest
b2
* = c" -

Ellipsi fokaallaiuseks nimetatakse ellipsi fookust labiva
ja fokaalteljega ristuva ellipsi kddlu pikkust. Ellipsi fo-
kaallaiua on 2p .
Ellipsi () poolt piiratud tasandilise kujundi pind-
ala on
S=7F ab . (8.15)
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Ellipsi (£) puutuja ellipsi punktis MQ(x0,yo)
takse vorrandiga

v; +vVv o i (6.16)

s. t. saadakse ellipsi vérrandist (£ ) pooliti asendnsvot-
tega (pooled tundmatud asendatakse puutepunkti koordinaati-
dega) -

Ellipsi puutuja ellipsi punktis MQ moodustab voérdsed
nurgad sirgetega FIVMD Ja P70 (J°on» 8»7)»

Ellipsi normaaliks ellipsi punktis MQ nimetatakse sir-
get, mis labib ellipsi punkti MQ ja on risti puutujaga.

Ellipsi kaht punkti Uhendavat sirgldiku nimetatakse el-
lipsi k66luks. Sirge sihti, millel asetsevad ellipsi paral-
leelsete kddlude keskpunktid, nimetatakse kodlu sihi (kédlu-
de Uhise sihi) kaassihiks ehk konjugeeritud sihiks antud el-
lipsi suhtes. Ristuvaid kaassihte nimetatakse ellipsi pea-
sihtideks. Sirget, millel asetsevad ellipsi paralleelsete
kdodlude keskpunktid, nimetatakse ellipsi diameetriks (joon.
8.8), tapsemalt kddlude sihi kaasdiameetriks. Ellipsi kaht
diameetrit, milledest kumbki poolitab teisega paralleelsed
kddlud, nimetatakse kaasdiameetriteks. Ellipsi kaasdiameet-
rite sihid on kaassihid. Ellipsi diameeter lébib alati el-
lipsi tsentrit. Peasihilisi kaasdiameetreid nimetatakse pea-
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diameetriteks ja nad uUhtivad ellipsi
() koolu tous on

Kui ellipsi
diameetri vorrand omab kuju

Ellipsi polaarvdrrand.
lipsi fokaaltelg suunaga juhtsirgest fookuse poole ja poo-

luseks ellipsi vasakpoolne fookus,
laarreeperi suhtes omab kuju

(0]

Kui polaarteljeks valida

J3 = l-ecos\p *

kus > ja
ellipsi parameeter,

e

8.69» Leida ellipsi vorrand,
1) a=3, b=2;
2) a=6, b=4;
3) a=26 , b=1,5
H a=*f, b=27%
5 a=05"" b=02 ;
6) a=VT, b = U3-;
N a=7, b = \q;,
8) a=1, b = Vott ;

on ellipsi punkti polaarkoordinaadid:
ekstsentrilisus.

simmeetriatelgedega.
k, siis tema kaas-

(8.17)

Kui kK ja k2 onel-
lipsi kaasdiameetrite tou-
sud, siis

(8.18)

Kui ellipsi keskpunkt
asetseb punktis MO(X0»Y0)
ja ellipsi peateljed on pa-
ralleelsed reeperi telge-
dega, siis ellipsi vorrand
omab kuju

(8.19)
el-

siis ellipsi vorrand po-

(8 .20)
p

kui ta poolteljed on



Leida ellipsi pooltelgede pikkused, fookuste
koordinaadid ja ekstsentrilisus, kui ellips on antud VvOr-
randiga

a) 16x2 + 25y2 = 400 ;

b) 9x2 + y2 = 36 .

8.71. Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui ellip-
si
1) fookuste vaheline kaugus on 8 ja suur telg on 10;
2) fookuste vaheline kaugus on 6 ja vaiksem pooltelg on 2 ;
3) fookuste vaheline kaugus on 8 ja pooltelgede summa on 8 ;
4) fookuste vaheline kaugus on 6 ja suurem pooltelg on 5;
5) fookuste vaheline kaugus on 4KUT” ja pooltelgede summa on

10;

6) fookuste vaheline kaugus on 10 ja vaiksem telg on 24.

8.72. Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui el-
lipsi
1) suurem pooltelg on 10 ja ekstsentrilisus on 0,8 ;
2) suurem telg on 10 ja ekstsentrilisus on 0,6 ;
3) vaiksem pooltelg on 3 ja ekstsentrilisus on £ >
4) fookuste vaheline kaugus on 8 ja ekstsentrilisus on_0,8;
5) fookuste vaheline kaugus on 6 ja ekstsentrilisus on 4

6) vaiksem telg on 10 ja ekstsentrilisus on
2

2
8*72» 0l antud ellips g+~ =1 . Koostada antud

ellipsi juhtsirgete vdrrandid.

8.74. Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui
lipsi
1) juhtsirgete vaheline kaugus on 5 ja fookuste vaheline kau-
gus on 4;

2) juhtsirgete vaheline kaugus on 16 ja suur telg on 8;

3) juhtsirgete vaheline kaugus on 13 ja vaike telg on 6 ;

4) juhtsirgete vaheline kaugus on 32 ja ekstsentrilisus
e =£ ;

5) juhtsirgete vaheline kaugus on 1o] ja ekstsentrilisus
onl ;

el-



6) juhtsirgete vaheline kaugus on 16j ja fookuste vaheline
kaugus on 6.

8.75» Koostada ellipsi vOrrand, kui on antud ellipsi
vaiksem pooltelg ja juhtsirgete vdrrandid:
1) b=4, X =8 ;
2 b =217 x = #10 .

8N 6. Ellipsi juhtsirgete vaheline kaugus on 36. Lei-
da selle ellipsi Vvlrrand, teades, et tema mingi punkti fo-
kaalraadiused on 9 ja 15.

8.77. Koostada ellipsi juhtsirgete vorrandid, teades,
et juhtsirged on risti fokaalteljega ja ldikavad teda punk-
tides, mis osutuvad fookuste neljandateks harmoonilisteks
punktideks tippude suhtes.

8.78. On antud ellipsi ekstsentrilisus e. Leida tema
pooltelgede suhe. Kuidas ekstsentrilisus iseloomustab el-
lipsit?

8/1 2. Maarata ellipsi ekstsentrilisus, teades, et
a) tema vaikseip telg on ndha fookusest taisnurga all;
b) fookustevaheline kaugus on vordne erinevate telgede ots-
punktide vaheliae kaugusega™
c) juhtsirgetevaheline kaugus on neli korda suurem fookus-
tevahelisest kaugusest. *

8.80. Maarata ellipsi ekstsentrilisus, kui

1) fookustevaheline 10ik on vaadatuna vaikese telje tipust
néahtav 60° nurga all;

2) kaugus ellipsi erinevatel telgedel asetsevate ellipsi ka-
he tipu vahel on kaks korda suurem kui fookustevaheline
kaugus;

3) fookustevaheline kaugus on telgede pikkuste aritmeetili-
ne keskmine.

8.81. Ellipsi ekstsentrilisus e = , mtema keskpunkt
Uhtib reeperi alguspunktiga ja iUks juhtsirge on antud vOr-
randiga x = 16 . Arvutada ellipsi sellise punkti M~, mil-
le abstsiss on -4, kaugus fookusest, mis on antud juhtsir-
gega samal pool tsentrit.
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8.82. Ellips labib punkte M(/jT,-2) ja N(-2fT,+1).
Koostada ellipsi vOrrand, viOttes tema peatelgedeks reeperi
teljed.

8.83. wmsaa meridiaan on ellipsikujuline. Arvutada tema
ekstsentrilisus, kui tema telgede suhe on 29

8.84. Maa meridiaan on ellipsikujuline. Arvutada tema
ekstsentrilisus, teades, et tapsusega 0,5 km on Maa telje
pikkus 12 714 km ja ekvaatori diameeter 12 756 km.

8.85» Arvutada Maa meridiaanldike pindala, vOttes Maa
telje pikkuseks 12 714 km ja ekvaatori diameetriks 12 756 km.

8.86. Maa ja Kuu Uhine raskuskese (asub 4635 km kaugu-
sel Maa tsentrist) tiirleb Umber Paikese modda ellipsit, mil-
le pikem pooltelg on ligikaudu 149,6 milj. km. (astronoomi-
line Uhik) ja ekstsentrilisus on 0,0167. Arvutada poorlemis-
ellipsi fookustevaheline kaugus, lihem pooltelg ja perimee-
ter (Umbermddt) .

Markus. Ellipsi perimeeter

8.87« Maa tiirleb Umber Paikese ellipsit mdodda, mille
thes fookuses asub Paike. Selle ellipsi suur telg on
300 000 000 km ja Paikese kaugus ellipsi keskpunktis 2600 000
km. Kui suur on nimetatud ellipsi luhem telg ja parameeter?

Erinevad punktid
2 2
8.88. Toestada, et iga ellipsi = 1 sees aset—

a b 2 2
seva punkti P(zl,yl) korral kehtib vbrratus ~ + Zj. ~1,aga
a
iga valjaspool oleva punkti Q(x2, y2) korral kehtib vorra-



8.89« Maérata antud punktide AN(-2, 3), A2Q@2, -2),
A3 @, -4), A4(-1, 3), A5(-4, -3), A6@@, -1), A?@G, -2),
AgC2,v), Ag(0, 15 ja A10(, -16) asend ellipsi 8x2+5j"=
= 77 suhtes.

8.90» Maarata punktide A(6:;-3), B(-2, 5), C(3, -6),
D(J/5U, 0), E(-4, 2¥5 ) ja G, o ) asend ellipsi
2 2
fs + " 1 suhtes*
8.91. Leida ellipsil X X =1 punkt, mis asetseb
viie Uhiku kaugusel ellipsi Iugemasg teljest.

8.92. Leida ellipsil =1 punkt, mille kau-
gus paremast fookusest on neli korda suurem kui tema kaugus
vasakust fookusest.

8.93. Ellipsi ekstsentrilisus e = 0,4 ja ellipsi punk-
ti M kaugus juhtsirgest on 20. Leida punkti M kaugus foo-
kusest, mis on selle juhtsirgega samal pool keskpunkti.

8.94. Leida ellipsil 2f + i‘)ﬁ = 1 punkt, mille fokaal-
a

raadiusvektorite skalaarkorrutis on vOrdne vaiksema pooltelje

ruuduga.
2 2
8.95. Leida ellipsil ~ ~ =1 punkt, mille fokaal-

raadiusvektorid on risti.

8.96. Ellipsil, mille Uks fookus asetseb punktis F(3,0),
on voetud punkt M(4",2,4). Leida selle punkti kaugus vasta-
vast juhtsirgest, teades, et ellipsi keskpunkt Uhtib reeperi

alguspunktiga.
2 2
8.97. Leida ellipsi = 1 sellise punkti, mil-

le abstsiss ja ordinaat onavﬁrdged, kaugus ellipsi tsentrist.
2 2

8.98. Leida punktide hulk, millest ellips * 1
on ndha taisnurga all. a n
2 2
8.99. Leida ellipsi N =1 jJa sirge 2x-y- 9 =0
16ikepunktid.

8 4. Ringjoone keskpunkt thtib ellipsi x2+ 4y2 =4 fo-
kaaltelje kaasteljel asetseva tipuga ja ringjoon labib antud

- 23 -



ellipsi fookusi. Leida antud ellipsi ja ringjoone loikepunkt-
tid.

8.101. Joonestada ellips, lahtudes tema jargnevast de-
finitsioonist. Ellipsi punktideks on uhisele alusele, mille
pikkuseks on ellipsi fookuste vaheline kaugus (2c), joones-
tatud kolonurkade tipud, kui Ulejdénud kahe kilje summa on

konstant (a).
2 2
8.102. On antud ellips "- =1 . Leida graafili-

selt ellipsi fookused nende koordinaate arvutamata.

bW - On antud elliptiline kontuur. Konstrueerida te-
as keskpunkt ja fookused.

Ellipsi puutujad

BaM- Madrata antud sirge asend antud ellipsi suhtes.
1) 2x -y -3 =0, 2) 3x +2y -20 =0 ,
2 2 2 2
2 2
B.105. Leida sirge, mis puutub ellipsit =1
punktis (2,-3).
2 2
6«106. Mitu ellipsi = 1 puutujat labib antud

punkti: 1) A(1,1); 2) B(3,1); 3) C(0,2) ?
B.10]. On teada, et sirge 4x - 5y - 40 = 0 puutub d-
= 1 . Leida puutepunkt.

Q-108. Sirge y =3x -7 puutub ellipsit punktis
A(2,-1). Koostada ellipsi vdrrand.

8«09 » Koostada sellise ellipsi vorrand, mille fooku-
sed asetsevad abstsissteljel summeetriliselt reeperi algus-
punkti suhtes, kui on teada ellipsi puutuja 3x + 10y — 25 =
= 0 ja tema vaiksem pooltelg b = 2

8»§10. Ellips puutub abstsisstelge punktis A(7,0) ja
ordinaattelge punktis B(0,4). Ellipsi teljed on paralleel-
sed reeperi telgedega. Koostada ellipsi vorrand.
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8.111. Ellips puutub ordinaattelge punktis (0,5, 10i-
kab abstsisstelge punktides .(5,0) ja (11,0). Koostada el-
lipsi vdrrand, kui on teada, et tema teljed on paralleelsed
reeperi telgedega.

B.112. Ellips loikab x-telge punktides A(3,0) jaB(7,0)
ja puutub y-telge punktis C(0,3). Ellipsi teljed on paral-
leelsed reeperi telgedega. Koostada ellipsi vorrand.

B.113. Ellips labib punkti P(3, }g) ja puutub sirget
4x + by = 25. Koostada ellipsi vorrand ja leida punkt, mil-
les ta puutub antud sirget. Reeperi teljed uhtivad ellipsi
summeetriatelgedega.

8.114. Leida ellipsi *? + ¥2 = 1 puutujad, mis labi-
vad punkti A(-6,3)

8.115. Leida sirge ja ellipsi puutumise tarvilik ja
piisav tingimus.
8.116. Leida ellipsi X2 A2 = 1 puutujad, mis on pa-
ralleelsed sirgega 2x-y+17=0.
2 2
8.117. Leida ellipsi = 1 puutujad, mis on pa-
ralleelsed sirgega 6x - 2y - 5 =0 .

8.118. Leida antud ellipsi normaal, mis on paralleel-
ne antud sirgega.

1} U7S + fo =1 » 24x - 5y = 0 ;

’

2 2
2) 4- + T~ =1 » 3x—y+5:20-
8.119. Leida ellipsi N~ =1 sirgega 4x - 2y +
+ 23 = 0 paralleelsete puutujate vaheline kaugus.
2 2
8.120. Leida ellipsi AN =1 puutujad, mis on

risti sirgega 13x + 12y - 115 = 0 .

8.121. Leida ellipsi 3x° + 8y’ = 45 puutujad, mille

kaugus ellipsi tsentrist on 3.
2 2
8.122. Leida ellipsi n = 1 puutuja, mille kal-

guste aune ellipsi fookusteni on 9.
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8.123. Ellips puutub ordinaattelge reeperi alguspunk-
tis ja tema keskpunkt asetseb punktis Q(5,0). Koostada el®
lipsi vorrand, teades, et ellipsi ekstsentrilisus on
1) e=0,8 ;

2) e=0,6

8.124_. Ellips puutub kahte sirget x+y=5 ja x -
- 4y = 10. Reeperi telgedeks on valitud ellipsi siimmeet-
riateljed. Koostada ellipsi vOrrand.

8.125. Leida kahe antud ellipsi Uhised puutujad:
2 2

) + oa + ;
2) f-+y2=1 ja |-+~ =1 ;
2 2 2 2
3) + =1 7+ =1=*

8.126. Toestada, et ellipsi 52r+ )érzé’ = 1 puutuja loik,
a
mis jaadb ellipsi fokaaltelje tippudest tdmmatud puutujate va-

hele, on nahtav fookustest taisnurga all.

8.127. Toestada, et ellipsi iga puutuja moodustab “ord-
sed nurgad puutepunktist tdmmatud fokaalraadiusvektoritega.

8.128. Ellipsi X2 X2 - 1 vasakust fookusest on x-
telje suhtes nirinurga bl. all suunatud valguskiir.  joudes
ellipsini, kiir peegeldub. Leida sirge, millel asetseb pee-
geldunud kiir.

2 2
8.129. TOestada, et ellipsi + «C = 1 puutujad I6i-
a
kavad fokaaltelje otspunktidesse asetatud kahel puutujal ara
16igud, millede korrutis on jaav suurus ning vordne konstant
diga b2.

8.130. Toestada, et puutujad Uhe ja sama diameetri ots-
punktides on omavahel paralleelsed ja vastupidi, kui bY.a el-
lipsi puutujat on paralleelsed, siis puutepunktid asuvad Uhel
ja samal diameetril.

8»131. Toestada, et ellipsi suvalise puutuja kauguste

korrutis tema fookusteni on jaav suurus, mis on vordne vaik-
sema pooltelje ruuduga.
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8.132. Leida punktidest M~Ax~y”)  ja M2(x2,y2) el-
- y2 yz -V - V. -
lipsile =2-+ ™y =1 i0ematud puutujate loikepunktide koor-
a b
dinaadid.
8.133. Toestada, et vdrrandit xe2£f + = 1 vdib
mistahes puhul vaadelda mingi ellipsi puutuja vorrandi-

na. Koostada selle ellipsi vorrand.

bl 1. On antud ellipsi fookused P™x-py.,), P2(x2,y2)
ja puutuja normaalvérrangiga xcos”™ + ysifB- p = 0 . Toes-
tada, et (X.|Coa™ + y-jSinp - p)(X2c o + y2sii*p - p) > O .
Koostada ellipsi vdrrand.

Ellipsi koolud ja diameetrid
T2 2
8.135. Ellipsi —j + b = 1 ko661 IKTsib ellipsi foo-
a
kust F(c,0) ja on risti ellipsi fokaa]teljega. Leida sel-
le kdolu pikkus (ellipsi fokaaléaiusg.

8.136. On antud ellips £- + =1. Leida sirge,
millel asetsev ellipsi k&6l poolitub punktis A, kui
D ALY ;
2) A(1,2) .
2 2
8.137. On antud ellips = 1. Leida sirge, mil-

lel asetsev ellipsi kddl poolitub punktis E(1,1).

5 82138. Sirge s labib punkti A(1,-3) ja on ellipsi
+ ®2 =1 diameetri 2x + 5y = 0 kaassihiline. Koostada

sirge s vorrand.

8.139. Leida ellipsi K2 X2 - diameetril asetse-
va kodlu pikkus, kui diameetri siht Uhtib reeperi telgede
poolt moodustatud teise veerandi nurga poolitaja sihiga.

2 2

8l 0. Leida ellipsi -g + =
vaheliste nurkade nurgapoolitajate sih
sed.

1 sUmmeetriatelgede
iliste kodlude pikku-

8.141. Leida ellipsi x2 + 2y2 =1 diameetril aset-
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seva koolu pikkus, kui diameeter on kaasdiameetriks reeperi
telgede vahelise nurga poolitajale.

2
8.142. Leida ellipsi f~ + f- =1 kaasdiameetrite va-
heline nurk, kui Uks neist moodustab ellipsi fokaalteljega

nurga 30°.
2 2
8.143. Leida ellipsi =1 kaasdiameetritel

asetsevate koo6lude pikkused, kui kaasdiameetritevaheline
nurk on

Markus. Antud Ulesande korral on otstarbekas kasutada
Apollouiuse teoreemi: a2 + b2 = a'2+b 2 ja ab=a b sin ,
kus a ja b on ellipsi poolteljed, 2a ja 2b kaasdia-
meetritel asetsevate kddlude pikkused ja *F kaasdiameetrite-
vaheline nurk.

8Ji4. Koostada ellipsi z° + ¥2 = 1 selliste dia-
meetrite vorrandid, millel asetsevate kddlude pikkuseks on
2 W om.

- 8,145. On antud ellipsi kahel kaasdiameetril asetse-
vate ko66lude pikkused 2a'= 18 ja 2b"= 14 ning nendeva-
heline nurk = arcsin . Leida ellipsi pooltelgede pik-

kused.
2 2
8»146. Leida ellipsi - = 1 kaasdiameetrid, mil-

a
ledel asetsevad vOrdse pikkusega kddlud.
2 2
8*147» Ellipsi g— + jjp = ! diameeter labib punkti

A(4,2). Leida antud diameetri ja tema kaasdiameetri tdusud
ja neil asetsevate kddlude pikkused.

8»148 . Leida ellipsi ﬁ% + 2 - 1 kahe kaasdiameetri

tdusud ja nendel asetsevate kddlude pikkused, kui uUks dia-
meetritest labib punkti B(2,3).
8M12. OA Ja OB on ellipsi 4 +4=1 kaks kaas.

diameetritel asetsevat poolkddlu, b on kédolu AB keskJ
punkt, C on kiire OM [1dikepunkt ellipsiga. Maarata suhe

B0 *
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8.150« Ellipsi -£ + 32 = 1 kaasdiameetritel asetse-

a
vate kddlude otspunktid on Uhendatud kd6ludega. Koostada
vaadeldud k&6lude keskpunktide hulga vorrand.

6_3.15%. V%egduda2 St kaks ellipsit *nzxz + m2y2—m2n =
u - -

=0, mx +ny -mn =0 (m~n) Idikuvad neljas punk-
tis, mis asetsevad ringjoonel, mille keskpunkt on reeperi

alguspunktis. Leida selle ringjoone raadius R
2 2

8»152. Koostada ellipsi 25 + /flH = 1 vasakut fookust

labivate kddlude keskpunktide hulga vorrand.
2 2
8.153. Koostada ellipsi - + g = 1 fokaalteljel it
ay
teasetsevast tipust lahtuvate kdolude keskpunktide hulga vor-

rand.

8.154. Ellipsi kddlud 1dikavad ellipsist valja antud
pindalaga segmendid. Koostada selliste kd6lude keskpunktide
hulga vorrand.

8.155. ToOestada, et kolmnurga pindala, kui kolmnurga
tippudeks on ellipsi tsenter ja kaasdiameetrite I0ikepunktid
ellipsiga, ei soltu kaasdiameetrite paari valikust.

Ellipsisse ja tema Umber joonestatud kujundid
8.156 . vAntud ellipsisse joonestada ruut.

8.157. Arvutada ellipsisse joonestatud ruudu kilje pik-
kus.

8.158. Umber antud ellipsi joonestada ruut.
2 2
8.159. Koostada ellipsi X VT2 1 Umber joonesta-
tud ruudu killgede vorrandid.

8.160. Toestada, et ellipsi uUmber joonestatud rombi ti-

pud on ellipsi summeetriatelgedel.
2 2
8.161. Ellipsisse =1 on joonestatud Kkorra-

parane kolmnurk, mille Uks tipp Uhtib parempoolse fokaalti-
puga. Leida kolmnurga kaheZUIejganud tipu koordinaadid.

8.162. Ellipsisse = 1 on joonestatud ristki-



lik, mille kaks vastaskilge labivad fookusi. Arvutada selle
ristkiliku pindala.

8.163« Rombi kiulje pikkus on 5 cm ja kdrgus on 4,8 an.
Kahte rombi vastastippu labib ellips, mille fookused Uhtivad
rombi kahe uUlej&anud tipuga. Koostada ellipsi vorrand, vot-
tes rombi diagonaalid reeperi telgedeks.

8.164 . Madrata antud roopkulikusse joonestatud suurima
pindalaga ellips.

8.165» Toestada, et suvalisest kolmnurgast, kolmnurga
sisse joonestatud ellipsist ja viimasega sarnasest, sama kesk-
punktiga lahtekolmnurga Umber joonestatud ellipsist koosneva
konfiguratsiooni raskuskese on ellipsite keskpunktis.

Reeper on nihutatud

8.166. Ellipsit pooltelgedega a ja b on nihutatud
nii, et tema keskpunkt Uhtib punktiga C(xQ, yQ), aga teljed
on paralleelsed reeperi telgedega. Missugune vdrrand maarab
ellipsi uues asendis?

8.167. Kirjeldada voimalikult tépselt antud voOrrandi-
tega maaratud koveraid, teisendades eelnevalt nende, voOrran-
did lihtsamale kujule:

1) x2 +y2™~ 2x + 6y - 5=0 ;
2) x2+ 4yc + 4z - 16y -8=0 ;
3D x2+2y2+8x-4=0 .

8.168. Ellipsi fokaalteljeks on sirge y+6 =0 jJa
ellipsi Uheks tipuks punkt B.jO,-"1). Koostada ellipsi vOr-
rand, teades, et tema ekstsentrilisus e =

2 Z2- Leida ellips, mis on summeetriline ellipsiga

22 + 32 ~ 1 Punkti SQ(xo, yQ) suhtes. Koostada ellipsi &}
gede vorrand.

Liikomiaed

8.170. Maarata punkti M trajektoor, kui ta oma liiku-

misel jaab punktile F(-1,0) kaka korda lahemale kui sirgele
X * 4.

- 30 -



8.171. Konstantse pikkusega 16ik AB libiseb oma ots-
tega moodda taisnurga haarasid. Votta loigul suvaline punkt M
ja leida punkti M trajektoor 16igu kirjeldatud liikumisel.

8.172. Leida punkti M trajektoor eelmises Uulesandes
kirjeldatud liikumisel, kui punkt M asetseb 18igu AB pi-
kendusel .

8.173» Joonisel (8.9) on kujutatud elliptiline sirkel,
millel on véimalik kruvide abil
muuta joonlaua AB pikkust ja
pliiatsi kinnituskohta M . Kui-
das seada sirkel, et jdonestada
ellipsid:

X2 2
2 TF+7 =1 ;
% »

8.174. Liikumatu alusega kolmnurga tipp muutub nii, et
kolmnurga Umbermddt sailib. Leida tipu trajektoor tingimusel,
et alus on 24 cm ja Umbermddt 50 cm.

Joon. 8.9. 3 x2+yP

8.175« Liikuv punkt P joonestab ringjoone. Milline
on teise liikuva punkti M trajektoor, kui punktide M ja

P abstsissid on vdrdsed ja grdinaatide suhe = const?
Yy
8.176. Ellipsi M b = 1 sisse on joonestatud kolm-
a

nurk ABM, mille Uks killg AB Uuhtib ellipsi fokaalkddluga.
Tipp bl liigub médda ellipsit. Leida trajektoor, mille joo-
nestab kolmnurga ABM raskuskese.

8.177. Kolmnurga ABC tipud on A(0,0), B(2,2) ja
C(-2,2). Punkt M [liigub nii, et punkti M kauguste ruu-
tude summa kolmnurga ABC kolmest kiljest jaab konstantseks
ja vordub 16 Uhikuga. Leida punkti M trajektoor.

8.178. Koostada punkti A(3,0) labivate ja ringjoont
2

X"+ yz =25 puutuvate ringjoonte keskpunktide hulga vOr-
rand. Teha joonis.
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8»179» Reeperi alguspunkti Umber pddrleb varras OP = P
nurkkiirusega LO , umber punkti P poorleb teine varras
PQ = g nurkkiirusega CJ . Leida punkti Q trajektoor, tea-
des, et algmomendil mdlemad vardad Uhtivad x-teljega ja punkt
P asub 0 ja Q vahel. Vaadelda eraldi juhte, kui p > q,
P<g ja p=g9g. "

8.180. Ruudu kiljed on maaratud vgrranditega X = ll ,
y = #1 . Ruudu tippe labivatele ellipsitele on tdmmatud puu-
tujad punktist MQ(xo, yQ)- Koostada puutepunktide hulga
vBrrand.

8.181. Antud ellipsi Uks fookus liigub médda taisnurga
Uht kilge ja ellips puutub selle taisnurga teist kulge. Maa-
ratakse ellipsi keskpunkti trajektoor.

8.182. Ellips, mille vaiksem pooltelg on b, osutub

ringjoone (raadiusega R = 12) projektsiooniks. Maarata nurk

i, mis on nende tasandite vahel, kus asuvad ellips jaring-
joon.

8.183. Pustpoordsilinder, mille alusel diameeter on 12
cn, on labi Id8igatud tasandiga, mis moodustab nurga 30°. Lei-
da I0ike-ellipsi teljed ja ekstsentrilisus.

8.184. Haidata, et poordkoonuse 1dige tasandiga, mis ei
ole paralleelne alusega, on ellips juhul, kui ta on Kkinnine
joon.



9. peatikk

HUPERBOOL

D»fInltaloon» Hiperbooliks nimetatakse tasandi koigi
selliste punktide hulka, mille kauguste vahe tasandi min-
gist kahest fikseeritud punktist P1 ja P2 on absoluut-
vaartuse poolest konstantne nullist erinev suurus, mis on
vaiksem punktide ja F2 vahelisest kaugusest.

Punkte P ja FO nimetatakse hiperbooli fookusteks.

Valime ristreeperi tasandil nii, et x-teljeks on vali-
tud sirge |2 3a 16igu F|FR2 keskristsirge. Sel
korral fookuste koordinaadid on P”-0,0), F2(c,0), FjF2 =
=2c, c> 0.

Tasandi punkt X(x,y) asetseb hiiperboolil parajasti
siis, kui i j

jJiyc| - |Pcl j =2a , .1
kus 2a on definitsioonis esinev konstant ning on taidetud
tingimus

a< c . .2
Valitud reeperis vorrand (9.1) omab kuju
INx-c)2+y2 -- + C)2 + y2[= *2a
Viies teise liidetava paremale poole ja vottes ruutu, saame
a? + cx=ia/fx+c) +y2 .
Vottes veel kord ruutu, saame
(%—a)2\>(2 —a%/z = az(c2 —a%’-

Kuna c¢c> a, siis leidub reaalarv

b2 =c2 - a2 , (9.3)
mille asendamisel eelmisesse vOrrandisse saame
U - £ =1. @)
a bn
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Vorrandit (H) nimetatakse hiperbooli kanooniliseks vorrai>-
diks. sest vorrandid () ja (9#1) on ekvivalentsed, s. t.
() ©-H.

Hiperboolil on kaks simmeetriatelge, nn. hiperbooli oel-
ge, mis valitud reeperi korral on vbetud selle telgedeks.
Telge, millel asetsevad fookused, nimetatakse fokaalteljeka
ehk reaalteljeks. Teise teljega (y-teljega) huperboolil ei
ole reaalseid Idikepunkte ja seda telge nimetatakse imagi-
naarteljeks. Reaalseid tippe (fokaaltippe) on kaks: A™(-a,0)

ja A2(@,0). Arve a ja b hiperbooli kanoonilises vOr-
randis (H) nimetatakse vastavalt reaal- (ehk fokaal-) ja
imaginaarpooltelgedeks. Sirgeid

+ b
y =-4ax ©-9
nimetatakse hiuperbooli asimptootideks.
Suurust
e=1* e>1 (9.5)

nimetatakse hiUperbooli ekstsentrilisuseks. Sirgeid



nimetatakse hiUperbooli juhtsirgeteks ehk direktrissideks (it
joon. 9.1 sirged jl ja j2).
Kui M on hiperbooli suvaline punkt, siis
1 bk
Ty -
kus ry ja rg on punigti M fokaalraadiused, s. t. fo-
kaalraadius vektorite F2NV Ja ?2M pikkused

(CH))

1= IP@e = e&+a,r2=jFMI= ex-a 0.9
ja d1 ja d2 on punkti M kaugused vastavatest juhtsir-
getest Jja jo2 = 5 - Ax

Huperbooli parameetriks nimetatakse suurust
P=eq-= b2 , ©.9
kus on hiperbooli fookuse kaugus vastavast juhtsirgest
V.2
q=J- . (9.10)

Kui haperbool on médaratud kanoonilise vorrandiga (H), siis
hiperbooli puutuja vorrandi saame pooliti asendusvottega

gt w2 = 1» 9.11)

kus Mo o> On puutepunkt. Huperbooli punkti M. l1abi-

vat sirget nimetatakse hiperbooli normaaliks, kui ta on ris-
ti punkti MQ [labiva hi-
perbooli puutujaga. Hu-
perbooli (H) normaali
vlrrand on

ZF\X-i——(?l'yz
b a ©.12)

=algeve

Sirge sihti, millel aset-
sevad hiperbooli paralleel-
sete k6o6lude keskpunktid,

nimetatakse kddlu sihi kaassihiks ehk konjugeeritud sihiks
antud hiperbooli suhtes. Ristuvaid kaassihte nimetatakse htt-
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perbooli peasihtideks. Enese kaassihti nimetatakse hiperboo-
1i asumptootiliseks sihiks. Iga hiuperbooli korral eksistee-
rib parajasti Uks paar peasihte ja Uks paar asumptootilisi
sihte.

Sirget, millel asetsevad huperbooli paralleelsete KkS8-
lude keskpunktid, nimetatakse hiuperbooli diameetriks, tépse-
malt - kSOlude sihi kaasdiameetriks ehk k6Slude sihiga
konjugeeritud kaasdiameetriks. Kui hiperbooli paralleelsete
kOSlude t3us on k, siis kSSlude sihiga konjugeeritud dia-

meetri vSrrand omab kuju
b2

Y == 4 Xx . (9-13)
a K
Kaht diameetrit, milledest kumbki poolitab teisega pa-
ralleelsed k53lud (vt. joon. 9.3), nimetatakse kaasdiameet-
riteks ehk konjugeeritud diameetriteks. Kaasdiameetrite tdu-
sud kM ja on seotud vSrdusega

KIk2 = — ;2 i 9.14)

Joon. 9.3.

Peasihilisi diameetreid nimetatakse hiperbooli peadia-
meetriteks ja nad Uhtivad hiperbooli simmeetriatelgedega (tel-
gedega). Huperbooli fokaalteljega uUhtivat peadiameetrit ni-
metatakse ka fokaaldiameetriks. Fokaaldiameetril asetsevat
hiiperbooli kOOlu nimetatakse fokaalkdoluka. Fokaalkoolu pik-
kus on 2p.
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Huperbooli fokaallaiuaeks nimetatakse hiperbooli foo-
kust labiva ja fokaalteljega ristuva koolu pikkust.

Vorrandid
r'x = acht, Ix = &
(y = bsht ly = btant

on ekvivalentsed huperbooli kanooniliste vdrranditega (@)
jJa neid nimetatakse huperbooli parameetrilisteks vdrrandi-
teks. Parameetrilised vorrandid on ekvivalentsed vastavate
vektorvorranditega

X
1

(acht, bsht)
ja @.16)
(éogf_’ btant) ,

kus t on parameeter.

2 2
Huperbool i : Y= = 1 kaashiiperbooliks nimetatakse
a
2 2
hiuperbooli —n - = -1
a b~

Punkti PQ(xo, yQ) polaariks hiperbooli (H) suhtes ni-
metatakse punktist PQ hiuperboolile témmatud puutujate puu-
tepunkte PN ja P2 Uhendavat sirget P~P2 (punkt P,, aset-
seb valjaspool hiperbooli). Punkt PQ on sirge poo-
lus antud hiperbooli suhtes.

Huperbooli 1iga punkti PQ polaariks on hiuperpooli puu-
tuja selles punktis ja hiperbooli iga puutuja pooluseks on
puutepunkt. Kui punkt PQ on hiperbooli sees, siis sellest
punktist ei saa tdmmata hiperboolile Uhtegi puutujat. Sel

korral voérrand
X X Yy
=1 (9.17)

a b
madrab punkti PQ polaari, mis asetseb véljaspool hiper-
booli.

9.1. Leida hiperbooli vdrrand, kui ta reaal- ja
ginaarpoolteljed on

ima-



) a=5, b =3 ;

2 a=14, b=6 ;

3 a=3,2 , b=2,3;

4 a=2%5, b=23Y;

5 a=KT , b=\TT

6) a=1, b = V0,1

2 v2
9.2. Joonestada hiiperbooli ~ - 7 = fookused ja

astumptoodid.

9.3. Leida vordhaarse huperbooli teljed, teades, et hi-
perbool x - y2= a? 1abib punkti
1) (0,6);
2) @G.,1).
Koostada huperbooli kanooniline vdrrand, teades,
et ta labib punkte
) A@,.,-6) , B(6,-3) ;
2) K(,-1) , L(-8,2/2) ;
3) P (-5,2) , Q2 /57 K2*) .
Leida huperbooli Aﬁg ~ mz — —1 m fookuste koordi-
naadid ja koostada asUmptootidezvﬁrr%ndid.

9.6. Leida hiperbooli N = 1 poolteljed, foo-
kuste koordinaadid, ekstsentrilisus ja asUmptootide volrran-
did.

2al* Koostada huperbooli kanooniline vdrrand, kui hi-
perbooli fookusteks on punktid F~-10,0), F2(10,0) ja hi-
perbool l&abib punkti M(12,3 V5~),

9.8. Leida antud huperbooli poolteljed, fookused, eks-
tsentrilisus ja parameeter:

) #-4-i* j
2) 4x2 - 9y2 = 36
? 2
3 X -y =12
4) 3x2 - 8y2 =6

5) - fg + = 1 ;



D
2
3
4)
S)
6)

bl — Leida hUperbooli asimptoodid:
X2 - 2y2 =1 ;

X2 -y2 =3 ;

2x2 - 3y2 = 8 ;

52 - y2 =1 ;

3y2 - 5x2 = 12 ;

4y2 - x2 = 18 .

9.10« Hiperbooli teljed Uhtivad reeperi telgedega. Koos-

tada huperbooli voérrand, kui

D
2

3
D

D
2)
3
4
5)

D
2
3
4

fookustevaheline kaugus on 10 ja tippudevaheline  kaugus
on 8;

fokaalpooltelg on 5 ning tipud poolitavad keskpunkti Jja
fookustevahelised 10igud;

fokaalpooltelg on 6 ja huperbool l&bib punkti A(9,-4);
ekstsentrilisus on | j a B(-5,3) on huperbooli punkt.

9.11. Leida huperbooli kanooniline vorrand, kui

a+b=50, c=10 VI3 i
a-b=1, c=Y?T ;
c2 =70 , P=3;
c=5, P=24 ;
a=2,5, P =4,5.
2 2
9.12. On antud hiperbool =1 . Leida

fookuste koordinaadid;

ekstsentrilisus;

astumptootide ja juhtsirgete vdrrandid;
kaashuperbooli vdrrand ja selle ekstsentrilisus.



9*13. Koostada hiperbooli voérrand, kui on teada tema
ekstsentrilisus e =7 , (ks fookus F(5,0) ja vastav "iht-
sirge 5x - 16 =0 .

9.14. Koostada huperbooli vdrrand, vottes reaaltel-
jeks x-telje, imaginaarteljeks y-telje ning teades kaht pa-
rameetrit:

a a=8, e =1,25 ;

b) b=5, e = r;
©) ¢c=3V5, e =0,5Yoi
d a= Y5, e =06 Y5 ;
e) c=2, e =2 .

Leida hiperbooli poolteljed, kui
1) Tfookustevaheline kaugus on 8 ja juhtsirgetevaheline kau-

gus on 6;

2) fookustevaheline kaugus on 6 ja juhtsirgetevaheline kau-
gus on 10;

3) fookused asetsevad 5 uhiku kaugusel tsentrist ja asump-
tootide vorrandid on y = - 2x;

4) fookustevaheline kaugus on 10 ja asumptootide voérrandid
on X =-2y =0 =

9.16. Koostada hiperbooli kanooniline vdrrand, kui on
antud huperbooli asumptootide vdrrandid ja hiperbool 1abib
punkti MQ

) 5y=-3x, MQ(10,-3 V?) ;
2 2y=ix=0, MO(2,3\ND ;
) y=-3 x, Mo(6,9) ;

4) 5x - 12y =0 , MO(24,5);

5 y=-§x, Mo(] , -1) .

9.17. Koostada hiiperbooli kanooniline vdrrand, teades
et huperbooli fookused asetsevad x-teljel ja
1) huperbool on vérdhaame ning juhtsirgete vorrandid on x =
=12 ;
2) juhtsirged on maaratud vérrandiga x =1 3 VT ja asUmDtoo-
did on risti;
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3) asumptootide vdrrandid on 3x - 4y = 0 ning juhtsirgete
vorrandid on 5x - 16 = 0 ;

4) juhtsirgete vorrandid on 3x = €t 4 ning MWUC-3, on
hiperbooli punkt.

9.18. Koostada hiperbooli kanooniline vorrand, kui
1) jugtsirgetevaheline kaugus on ja ekstsentrilisus e =

2) asZmptootidevaheline nurk on 60 Jja c = 2KT”.

Koostada hiiperbooli kanooniline vdrrand, kui
tema fookused asetsevad ordinaatteljel summeetriliselt ree-
peri alguspunkti suhtes ning
1) fookustevaheline kaugus on 2c = 10 ja ekstsentrilisus
e =4 ;

2) asumptootide v8rrandid on y =
ne kaugus on 48;

3) juhtsirgetevaheline kaugus on 7y ja ekstsentrilisus

12

X ja tippudevaheli-

e=r ;
4) asumptootide v8rrandid on y = A ja juhtsirgetevaheli-
ne kaugus on 6%,

2 2
9.20. Arvutada hiperbooli ~—= 1 asUmptootide
ja sirge 9x + 2y - 24 = 0 poolt moodustatud kolmnurga pind-

ala.

9.21. Kirjutada hiperbooli asUmptootide vorrandid ja
arvutada asUmptootidevaheline nurk, mille sees on hiperbool:
2 2

a) 1=
b) I- y2=15
2 2

[¢] f ? -« 1

d -jE+¥=1.

9.22. 1) Leida so6ltuvus hiperbooli ekstsentrilisuse ja
tema asUmptootide vahelise nurga vahel;

2) valjendada hiperbooli pooltelgede suhe ekstsentrili-
suse abil. Kuidas ekstsentrilisuse suurus avaldab mju hi-
perbooli kujule?
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9.23. Leida hiuperbooli aeumptootide vaheline nurk, km

1) ekstsentrilisuse e = 2 ;
2) fookustevaheline kaugus on kaks korda suurem juhtsirgete-

vahelisest kaugusest.

9.24_. Leida hiuperbooli ekstsentrilisus, kui
1) asumptootidevaheline nurk on 60°;
2) asumptoodid on risti;
3) reaaltelg on ndha antud huperbooli fookusest 60° nurga
all.
9.25. Leida sirged, mis labivad punkti A(2,-5) ja o
paralleelsed huperbooli x2 - 4y =4 asUmptootidega.
9.26. Reeperi teljed Uhtivad hiperbooli telgedega. Koos-
tada hiperbooli vorrand, kui on antud hiperbooli the asimp-
toodi ja Uhe juhtsirge I0ikepunkt P(3,2; 2,4).

9.27. On antud vgrdhaarne hiperbool x2 - y2 =8. Lei-
da punkti M(*5,3) labiv konfokaalne hiperbool.

Markus. Teist jarku kdveraid nimetatakse konfokaalae-
teks ehk kaasfokaalseteks, kui nende fookused uUhtivad.

9.28. Koostada kahe kaashiiperbooli vOrrand, teades, e
esimese hiperbooli juhtsirgete vaheline kaugus on 7,2 ja te-
ma kaashiperbooli juhtjoonte vaheline kaugus on 12,8.

9.29. Koostada hiperbooli vorrand, kui hiperbool lI&bib
ellipsi fookusi ja hiperbooli fookused Uhtivad ellipsi tip-
pudega: 1) §-+Cb*1 ; 2) +zL =

9.30. Huperbooli fookused Uhtivad ellipsi fookustega.
Koostada huperbooli kanooniline vSrrand, kui on antud ellip-
si kanooniline virrand ja hiperbooli ekstsentrilisus:

1) e =2 ; 2) e=1,25*

2 Veenduda” et ellipsi =4 hiperbool i

f? “ 5 = 1 [10ikepunktid on ristkiliku tippudeks. Koostada
selle ristkuliku kilgede vdrrandid.
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9.32. Toestada, et hiperbooli suvalise punkti M Ira
gus fookusest F on vOrdne seda punkti l&biva asimptootili”
se sihiga sirgel asetseva 18igu pikkusega, mis on piiratud
punktiga M ja fookusele F vastava juhtsirgega.

Antud tingimusi rahuldavad hiperbooli punktid

9.33« Leida hiuperbooli ja sirge 18ikepunktid:
2 2
H f—8-=1, y-X+1

2D 22-3y32=1, y=x-1;

d x2-3y2=1, X+2y-1=0 ;-
D y2 - 4x2 =9 , y =2xX-4 ;

5 x2-y2=6, y=3;

6) y2-x2=17, y =2 .

9«34. Leida hiuperbooli X2 2 _ 1 ja jargmiste sir-
gete l16ikepunktid:
D x-5/=0;
2 2X+y-18=0 ;
d x-y+5=0;
H YW -5+15=0.

9.35. Toestada, et huperbooli astumptootidega ja puutu-
jJaga piiratud kolmnurga pindala ei s6ltu puutepunkti asen-
dist hiperboolil.

9.36. Joonestada huperbool, lahtudes jargmisest defi-
nitsioonist.

Hiperbooliks nimetatakse tasandil asetseva kolmnurkade
parve kolmnurkade F~F2M tippude M hulka, kui kolmnurkadel
on uhine alus = 2c ja uUlejaanud kilgede vahe absoluut-
vaartus on konstantne (2a).

9.37. Toestada, et hiperbooli suvalise punkti kauguste
korrutis huperbooli asiUmptootideni on konstantne suurus.

2*28. Punkti nimetame hiperbooli suhtes sisemiseks,kui
iga sirge, mis l&bib seda punkti ja ei ole paralleelne kum-
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magagi asuUmptootidest, I0ikab hiperbooli kahes (erinevas)
punktis. Missuguse tarviliku pga piisava tingimuse korrai

2 2

punkt MQ(xQ, y ) on hiperbooli -jr - = 1 suhtes sise-
punkt? a

9.39. Missuguse tarviliku ja piisava tingimuse korral
on kdik 138igu M.,0M*Y1) ja ) Pun3ctid  bi-

2 2
perbooli b = 1 sisepunktid?
a

9.40. Leida punktide A(4,1), B(1,-2), C(/2,1) asend
huperbooli X2 - y2 =1 suhtes.

9.41e Missuguses punktis on huperbooli 25X2 - 9y2 =

= 225 abstsiss ja ordinaat vordsed?

9.42. Huperbooli fg “ X? = 1 punkti MQ abstsiss on
10 ja ordinaat on positiivne. Arvutada punktist MQ lahtuva-

te raadiusvektorite pikkused ja nendevaheline nurk.
2 2
9.43. Maarata hiperbooli N = 1 punktid, mille

kaugused vasaku fookuseni on 7.

9.44. Huperboolil X2 _Y2 =1 Jleida punkt, mille kar-
ral

1) fokaalraadiusvektorid on risti;

2) punkti kaugus vasaku fookuseni on kaks korda suurem punk-
ti kaugusest parema fookuseni.

9.45. Arvutada htperbooli - £ =1 punkti, mille
abstsiss on
1) 10;
2) 1;
fokaalraadiusvektorite pikkused.
9*46. Huperboolil x2 y2 _ 1 on antud punkt MO,

-VT). Koostada vérrandid sirgetele, milledel asetsevad

punkti K1 fokaalraadiused.
2 2
2/il- beida hiperboolil ~» N =1 punkt, aia

Uhest asiUmptoodist kolm korda kaugemal kui teisest.
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9.48. Millist tingimust peab rahuldama hiperbooli

—jt--N =1 ekstsentrilisus selleks, et tema paremal harul
a

eksisteeriks punkt, mis asetseb vordsel kaugusel paremast
fookusest ja vasakust juhtsirgest.

3
9.49. Huperbooli ekstsentrilisus e = , keskpunkt
asub koordinaatide alguspunktis, (ks juhtsirge on antud vor-
randiga x = -8 . Arvutada antud juhtsirgele vaetava foo-

kuse kaugus punktist MW, mille abstsiss on 10.

9.50. Toestada, et hiuperbooli juhtsirge ldbib vasta-
vast fookusest asumptoodile tdmmatud ristslrge ja astmptoo-
di I0ikepunkti. Leida fookuse kaugus asimptoodist.

9.51. Leida valem, mis seob kahe kaashiperbooli eks-
tsentrilisus!. Selle valemi pdhjal md&rata vordhaarse hi-
perbooli ekstsentrilisus.

9.52. Toestada, et huperbooli juhtsirgete poolt val-
jaldigatud asumptootide 1digud on vdrdsed hiiperbooli fokaal-
tippude vahelise kaugusega 2a. Kasutades toodud omadust,
konstrueerida hiperbooli juhtsirged.

Puutu.lad
9.53." Koostada hiiperbooli Xg _ V2 _ 4 puutuja ja
a b

normaali vorrandid huperbooli punktis MqCXo, ye) .

9.54. Koostada hiiperbooli = 1 punkti AG,-4)
labiva puutuja vorrand.
9.55. Leida hiuperbooli X2 _ 52 = 1 puutujad tema I0I-

kepunktides Sirgega 3x - 5y = O.

9.56. Millist tingimust peab rahuldama”ordaja m, et
sirge y =2 x + m oleks hiuperboolile » =1

1) I18ikajaks:

2) puutuks teda;
3) ei omaks hiperbooliga Uhiseid punkte.
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9»57. Milliate tingimuste korral on vdimalik pxuakt-ist
Mo(xo, y ) tdémmata huperboolile X& _ Ei'z 1
a

1) kaks puutujat;
2) ainult Uks puutuja.
Koostada mdlemal juhul puutujate voOrrandid.
2 2
9.58. Huperbooli £ - = 1 juhtsirgete ja reaal-
a b

telje lI0ikepunktidest on tdmmatud puutujad antud hiperboo-
lile. Koostada puutujate vOrrandid ja leida puutepunktid.

9.59. Koostada punkti M(1,4) Il&bivate huperbooli
y2 - XZ = 1 puutujate vorrandid.

2*60. Leida hiperbooli Xg—-=v§ puutujad, mis &
bivad antud punkti: 1) A(2,0); 2) B(-4,3); 3) G(5-1).

9.61. Koostada antud hiperbooli puutuja ja normaali
vorrandid, kui puutuja labib antud punkti P

1) x2-2y2 =8, P(1,1) ;
2) 4y2 - x2 =20 , P(-8,-1) .
O#62, Leida antud sirge poolus antud huperbooli suh-
tes« 2 2
D x =4, - f~=1i;
2) 2x-y-6=0, X2 - y2 =9 .

9.63. Leida punkti A(2,0) polaar hiperbooli 9x2 -
- 8y2 = 72 suhtes.

Leida antud punkti polaar hiperbooli suhtes:

1) P(,0) 9%x2 - 8y2 = 72 ;
2) P(-8,-8) , 4y2 - x* = 20 ;
3) P(@,-10) , 2_R=-p.

TOestada, et iga sirge, mille poolus asetseb hi-
perbooli astimptoodil, on paralleelne asumptoodiga ja uhtib
asumptoodiga, kui asumptoodil asetsev poolus on Idpmata kau-=
gel.
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9.65« Toestada, et hiperbooli puutuja hiperbooli punk-
tis X* moodustab vordsed nurgad sirgetega Jja PX» “%us
P1 ja FO on hiperbooli fookused.

9.66. Leida punktist (xQ,y ) hiperboolile X2 V2 =

= 1 tOmmatud puutujate vaheline nurk. a ~

9.67. Toestada, et kui ellips ja hiuperbool on kaasfo-
kaalsed, siis on nad ortogonaalsed.

Markus. Kahte teist jarku kdverat nimetatakse kaasfo-
kaalseteks, kui nende fookused Uhtivad. Burgaks kahe kdvera
vahel nimetatakse nende kdverate puutujate vahelist nurka
nende kdverate I8ikepunktis. Kui kahe kdvera vaheline nirk on

iy- , siis koneldakse, et kdverad on ortogonaalsed.

9.68. Toestada, et kaks vdrdhaarset huperbooli on or-
togonaalsed, kui nende keskpunktid Uhtivad ja Uhe hiperbooli
asumptoodid on teise hiuperbooli simmeetriatelgedeks.

9.69. Leida hiuperboolil 62 - ﬁg = 1 punkt, mida l&-
biv puutuja moodustab abstsissteljega nurga

9.70. Leida tarvilik ja piisav tingimus hiperbooli 52y—
- %C = 1 ja sirge

1) Ax +By +C=0 ;
2D y=kx+m
puutumiseks.

9.71» Missuguse tarviliku ja piisava tingimuse korral

punktist MQ(x , y ) huperboolile Z&— ;;2 1 témmatud puu-
a
tujad puutuvad erinevaid huperbooli harusid?
9.72. 1ijeida hiuperbooli X2 _ XZ = 1 puutujad, mis on
1) paralleelsed sirgega x +y -7 =0 ;
2) paralleelsed sirgega x - 2y = 0
3) risti sirgega x - 2y =0 .

9.73. Koostada hiperbooli 5x2 - 4y2 * 20 puutuja ja
nonnaali vorrandid, kui puutuja on paralleelne sirgega 3x -
-2y =0 .
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9.74. Leida huperbooli x2 - 4y2 = 12 puutuga ja nor-
maali vdrrandid, leui puutuja on risti sirgega x + Y ““1- 0«

9.75. Leida sirgega 2x + 4y = 5 paralleelsed huper-

2 2
booli yg- - = 1 puutujad ja arvutada puutujatevahel?_ne

kaugus d

9.76. Leida normaal huperboolile

2 2
) £- = 1 paralleelselt sirgega 18x - 10y + 7 = 0;

2) x2 - y2 =1 risti sirgega 13x - 2y =0

9.77. On antud huperbooli fookused P1(4,2), FgC-1t-10)
ja puutuja 3x + 4y - 5 =0 . Leida hiperbooli poolteljed.

9.78. Huperbool puutub sirget s punktis MQ . Koos-
tada huperbooli vdrrand:
1 (s) X -y-2=0, MO(4,2) ;
2) (s) X-y-3=0, M0 (5,2)

9.79. Koostada hiperbooli vdrrand, kui hiperbooli foo-
kused asuvad abstsissteljel simmeetriliselt reeperi algus-
punkti suhtes, sirge 15x + 16y - 36 = 0 on hiperbooli puu-
tuja ja fokaaltippudevaheline kaugus 2a = 8

9.80. Koostada hlperboolil kanooniline vdrrand, kui on
antud huperbooli asumptootide vorrandid Yy= *+0,5x ja hi-
perbooli Uhe puutuja vorrand 5x - 6y - 8 = 0

9.81. Leida huperbooli §;——Ay2: 1 selline puutuja,
mis asetseb vordsel kaugusel keskpunktist ja paremast fooku-
sest.

9.82. Toestada, et hiuperbooli suvalise puutuja 18ik,mis
on piiratud asumptootidega, poolitub puutepunktis.

9.83. Toestada, et hiuperbooli suvalise punkti fokaal-
raadiuste korrutis on jaav suurus.
2 2
9.34. Toestada, et hiperbooli =9 fookuste

a b
kauguste korrutis puutujast on b
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9.85.
2 2

1) Leida hiperbooli 5- - *~ =1 fookuste kaugus asfimptoo-
dist. n n

2) Toestada, et hiuperbooli suvalise punkti kauguste korru-
tis a”umptpotideni on Jtfiv suurus.

9.86. Koostada téisnurkade tippude hulga vérrand, kui
taisnurkade kiljed puutuvad antud hiperbooli.

9.87. Leida hiperbooli fookuse projektsioonide hulk hi-

perbooli puutujatele.
2 2
9.88. Kas antud huperboolil “E * b = 1 eksisteeri-
a
vad puutujad koikides sihtides? Eitava vastuse korral leida

tingimused, mida peab rahuldama hiperbooli puutuja tdus.
9.89. On antud hiperbool ja puutepunkt:

D xy =m , MQ(x0, yQ);
2) xy =8, M0(2,4);
3) xy = 12, Mo(3,4).
Koostada puutuja vdrrand.

Diameetrid

Leida hiiperbooli fokaallaius.
Markus. Hiperbooli fokaallaiuseks nimetatakse hiiperboo-
li fookust labiva ja fokaalteljega ristuva kddlu pikkust.
2

9.91. Tgestada, et huperbooli -* y

kd6lude keskpunktide hulk on sirge. a
VI\
9.92. Huperbooli 3“- ¥ =1 k&dl, mis labib punkti
A(3,-1); poolitub selles punktis. Koostada vaadeldavat koo-

lu kandva sirge vdrrand.

paralleelsete

9.93. Leida sirgega 3x - 4y + 6 =0 paralleelsete

2 2
hiiperbooli ~---= 1 k&6lude sihiga konjugeeritud dia-

meetri vdrrand.
2

2
9.94. Kontrollida, et hiperbooli ~ " qg =1 teljed
osutuvad ainsateks diameetriteks, mis on risti nende kodlu..
dega, mida nad poolitavad.
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9.95. Naidata, et huperbooli koolu otspunktidest tdm-
matud puutujad labivad Uhte ja sama punkti diameetril, nmie
poolitab k&6lu.

9.96. On antud hiperbooli asimptoodid ja iks tema dia-
meetritest CD e Joonestada selle diameetri kaasdiameeter,

2 2
9.97. Leida hiperbooli ~ N = 1 kaks kaasciiameet-
a b

rit, mis moodustavad omavahel n%rga ;C

9.98. Leida hilperbooli =1 kaasdiameetrite
vaheline nurk, kui on teada, et reaalsel diameetril asetse?
kool on kaks korda suurem fokaalk66lu pikkusest (fokaalkdo-
lu pikkus on 2a).

9»99. Leida hiperbooli
1) x2-y2=1; -
.2 .2

kaasdiameetrid,millede vaheline nurk on 45<.

?
9.100. Leida hiperbooli 9x2 - 16y = 576 diameeter,

millel asetseva koolu pikkus on 20 cm.
>2 2
9.101. Leida hiperbooli = 1 diameeter, nil-

lel asetseva koolu pikkus on 2

9.10~. Toestada, et hiperbooli puutuja on puutepunkti
labiva diameetri kaassihiline sirge.

9«103« Huperbooli tasandil on fikseeritud kaks punkti

A ja B . Koostada sirgete AM ja BM Idikepunktide X
hulga vOrrand, kui sirged AM ja BM on hiperbooli kaas-
sihilised.

97104. Toestada, et iga kolmnurk, mille tipud asetse-

2 2
vad hiperboolil g = 1 , on taisnurkne,
a
2
9.105. Ruudu tipud asetsevad hiperboolil £» _ Zi =1.

e b-
Leida ruudu tipud, Uurida, millistesse hiiperboolidesse on
voimalik joonestada ruutu.
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9. l06. Antud diameetril asetseva koolu AB ja diameet-
rile vastava kaassihilise koolu DE jargi joonestada hiiper-
bool .

9.107. Koostada punkti A(a,0) labivate hiperboolide

X2 2
~2 - = 1 koikvdimalike kd6lude keskpunktide hulga  vor-

a b
rand.

9.108. Toestada, et kui roopkuliku kiljed puutuvad hi-
perbooli, siis tema diagonaalid on hiperbooli kaasdiameetri-
teks.

9.109. Koostada hiiperbooli Xﬁ - ZZ - 1 paremast foo-
B
kusest lahtuvate fokaalraadiuste keskpunktide hulga vdrrand.

9.110. Labi hiperbooli kahe suvaliselt fikseeritud
punkti A ja B on tdmmatud asimptootidega paralleelsed
sirged. Toestada, et nii tekkinud roéopkiliku
1) Uks diagonaalidest labib huperbooli keskpunkt;

2) keskpunkti labival diagonaalil asetseva kddlu pool pik-
kust on keskmine vordeline rodpkiliku keskpunkti kauguse-
ga punktist, kus vaadeldud diagonaal Id6ikab punkti A l&-
bivat huperbooli puutujat, ja rodpkiliku keskpunkti kau-
gusega hiuperbooli tsentrist;

3) keskpunkti l&bival diagonaalil asetseva kd6lu pool pik-
kust on keskmine vordeline roédpkiliku keskpunkti kaugus-
tega punktidest, kus rodpkiuliku teine diagonaal Lf_)ildl) hi-
perbooli.

9.111. Labi tasandi punkti A on pandud sirge, nii et
I6ikab hiperbooli punktides P ja Q . Toestada, et *

a const, kusjuures r on vaadeldava Idikajaga paralleelne
hiperbooli fokaalraadiusvektori pikkus.
Teljed on teisendatud

9.112. Koostada huperbooli vorrand, kui on teada tema
poolteljed a jJja b , keskpunkt fookused asu-
vad sirgel,
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1) mis on paralleelne x-teljega;
2) mis on paralleelne y-teljega.

9.M3. Teisendada antud hiperbooli vérrandid kanoolili-

sele kujule:
1) 92 _ 25y2 - 18x - 100y - 316 = 0 ;
2) 5x2 - 6y2 + 16x - 12y - 31 =0 ;

3) X2 - 4y2 +6x+5=0

4) 3x2 - y2 + 12x - 4y - 4 = 0 ;
5 x2 - 4y2 + 2x + 1©&/- 7 =0 ;
6) x2 -V - 4x + 6y - 5=0

Maarata hiperboolide keskpunktib ja poolteljed.
9.114. Veenduda, et igalks jargnevaist vdrré&ndeist maa-

rab hiperbooli, ja leida tema keskpunkti C koordinaadid,pooi-
teljed, ekstsentrilisus, asimptootide vorrandid ja juhtsirge
vlrrandid:

1) 16x2 - 9y2 - 64x - 54y - 161 =0 ;

2) 9x2 - 1642 + 90x + 32y - 367 = 0 ;

3) 16x2 - 9y2 - 64x - 18y + 199 = 0

9.115. Huperbooli tsenter asetseb punktis Q(-15,0) ja
ks fookustest iUhtib reeperi alguspunktiga. Koostada hiper-
booli vorrand, kui on teada, et ta ldikab ordinaatteljelt 16i-

gu pikkusega 32 uhikut.

N N O O
9.116. On antud vdrdhaarse hiperbooli vorrand x - y =

= a. Leida tema vorrand uues reeperis, v@ttes reeperi tel-
gedeks tema asimptoodid.

Litkumine
9.117. Maarata punkti M(x,y) trajektoor, kui ta jaab

oma liikumisel sirgele x = 1 kaks korda lahemale kui punk-
tile F(4,0)

9.118. On antud punktid A(-1,0) ja B(2,0). Punkt bl
liigub nii, et kolmnurgas AMB nurk B jaab kaks korda suu-
remaks nurgast A . Maarata trajektoor.

9.119« Sirge liigub nii, et sirge jJa reeperi telgede
poolt moodustatud kolmnurga pindala jaab kogu liikumise iook-
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sul konstantseks. Punkt M asub sirgel ning jagab sirge ja
reeperi telgede vahelise 10igu suhtes 71 . Koostada punkti
M hulga vérrand.

9.120. Taisnurk liigub nii, et tema kiljed kogu aeg
2 2

puutuvad hiperbooli = 1 . Leida tdisnurga tippude
hulga vdrrand. a b

9.121. Koostada ringjoonte keskpunktide hulga vdrrand,
kui ringjooned ldikavad kahelt ristuvalt sirgelt valja an-
tud pikkusega I6igud (2a ja 2b).

9.122. Toestada, et ringjoonte keskpunktide hulk on
hiperbool, kui ringjooned puutuvad valiselt antud ringjoont
ja labivad fikseeritud punkti.

9.123. Vordetegur tasandi Uhtlasel kokkusurumisel y-
—— * .
telje srthis on ﬁ: Teha kindlaks, milliseks koveraks teise-
0

neb sellel kokkusurumisel huperbool X ¥- =1

9.124. Maarata vordetegur q tasandi Uhtlasel kokku-
2 2
surumisel x-telje sihis, kui hiperbool ~ Nz 1 teise-

neb hiperbooliks X2 y2 - 1.

9.125. Hiperbooli xR zz = 1 peutuja s puutub hi-

a
perbooli punktis MQ . Koostada huperbooli fookusest puu-
tujale s tOmmatud ristsirge ja huperbooli tsentrist puu-
tepunktiga MQ uUhendava sirge ldikepunktide hulga vorrand.

9.126. Kaks sirget podorlevad kahe liikumatu punkti Gm-
ber vastassuundades ja lhesuguse nurkkiirusega. Liikumise
algul (ks sirgetest iUhtib punkte lhendava sirgega ning tei-
ne on sellega risti. Koostada nende sirgete Idikepunktide
hulga vorrand.

9.127. Kaks varrast, mis pdédrlevad vastassuundades ka-
he liikumatu punkti A ja B {mber, moodustavad kogu aeg
sirgega AB nurgad, mis tdiendavad teineteist tadisnurgani.

Leida varraste ldikepunktide hulk.
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q-128. Toestada, et sirged AU ja BM, mis uhendavad
hiperbooli kahte fikseeritud punkti A ja B sama hiper-
booli suvalise punktiga M, [Idikavad hiperbooli aslimptoo-
dist vilja konstantse pikkusega I6igud, mis on vOrdsed samaj
asinaptoodil asetsevate ldikudega, mis on valja ldigatud tei-
se asumptoodiga paralleelsete ja antud punkte A ja B la-
bivate sirgete poolt.

9.129. Leida roopkuliku pindala, kui iUks roopkiliku

tipp on hiperbooli é%/— \t:2 = 1 punkt ja kaks kilge asuvad
a
hiperbooli asumptootidel.*
9.130. Leida hiuperboolide teiste fookuste hulkf kui hi-
perboolidel on sama fookus F ja hiuperboolid ldbivad kahte
antud punkti A ja B.

9.131. Ellipsitel (hiperboolidel) on Uhised ks foo-
kus kaks puutujat. Koostada nende teiste fookuste hulga
vlorrand. Lahendada analoogiline Ulesanne juhul, kui on antud
fookus, (ks punkt ja puutuja.

9.132. Sirged UMM ja IOr, on hiperbooli puutujad ja
M1 ja M puutepunktid. Toestada, et

“I @

1> vil-~2 "7 *

kue fi- nelja sirget M1?1, M.,F2, M2?1 ja M~ puutura

ringjoone raadius, b - hiperbooli imaginaarne pooltelg>;
MF2 MFg

2) Tprru=vr-"TY-jq *
3) I6igud M., ja MM2 suhtuvad nagu nende sirgetega pa-
ralleelsed hiiperbooli fokaalraadiusvektorite pikkused.

9.133. On antud kaks ristuvat sirget AB ja CD. Koos-
tada hiperboolide fookuste hulga vorrand, kui hiiperboolide
asimptootideks on sirge AB ja nad puutuvad sirget CD punk-
tis P.

ABC on huperbooli sisse joonestatud kolmnurk,
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mille kaks tippu on Iiikumatud. Leida kolmanda kilje kesk-
punktide hulga vdrrand.

9 135. Joonestada graafik, mis kujutab 1 tonni, hapniku
ruumala ja rdhu vahelist s6ltuvust 15 <C juures.

10. peatikk

PARABOOL

& 1. Parabool

1. Definitsioon. Parabooliks nimetatakse tasandi sel-
liste punktide hulka, mille kaugused (hest kindlast punk-
tist F - fookusest - ja Uhest kindlast sirgest j -

juhtsirgest « on vdrdsed (joon. 10.1).

Seome parabooliga or-
tonoimeeritud kanoonilise
reeperi jargmiselt: x-tel-
jeks valime juhtsirgega ris-
tuva sirge, mis labib foo-
kust F, y-teljeks valime
Idigu FD Kkeskristsirge,
kus D on x-telje ja juht-

X joone ld0ikepunkt. Telgede
suunad valime joonisel (0.1
ndidatud viisil. Tahista-
des fookuse kauguae juht-

sirgest tdhega p - par-
booli parameeter (p > 0)
Joon. 10.1. on valitud reeperis para-
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booli fookuaeks punkt F(£ , 0) ja juhtsirge (e. direktris-

ai) vorrand omab kuju x = - £ . Olgu X(x,y) parabooli Su-
valine punkt, r = XF punkti X kaugus fookusest ja d = XP
punkti kaugus juhtsirgest, lahtudes definitsioonist saaae
silis

r=d . (lO-D

Kuna r = Kx - £)2 +y2 , d= jx + "]
aila, aaendades seosesse (10.1) ja lihtsustades, saadakse pa-

rabooli kanooniline vérrandl
y2 = 2px . ®

2. Parabooli kuju auriaine. Parabool on mittetsent-
raalne kover (pinnal keskpunkti ei eksisteeri). Paraboolil
on ainult Uks simmeetriatelg, mis valitud kanoonilise reepe-
ri korral on vdetud x-teljeks. Paraboolil on ainult (ks tipp
(kdvera l6ikepunkt simmeetriatejega ) 0(0,0).

Poolintervallis 0< x <+ 00 on Yy kasvav funktsi-

oon, kusjuures limy = +o0o0. Parabool Yy = 2px p >0 ei
X - +

oma x-telje negatiivsel osal (htegi punkti. Parabool (P) on

summeetriline parabooliga y = -2px ja molemaid paraboole

vOib esitada Uhtse vdrrandiga

V= ax, alo . (10.2)

3. Parabool on kumer kdver, sest ta asetseb tervikuna
thel pool 1iga oma puutuja suhtes. Parabooli (P) puuturia vor-
rand parabooli punktis XQ(x0, yQ) omab kuju

yoy = p(x + xQ) . (10.3)
Parabooli puutuja parabooli punktis XQ moodustab vordsed
fcurgad parabooli teljega ja sirgega FXQ, kus F on para-

booli fookus. Viimast omadust nimetatakse sageli p«-rabooli
optiliseks omaduseks: kui valgusallikas on parabooli fooku-

Vorrandid (10.1) ja (P) on ekvivalentaed, kuna

1
randist (10.1) jareldub vdrrand (P) ja viimasest vdrrand (lai).
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ses, siis paraboolilt peegeldanud kiired on kdik paralleel-
sed parabooli teljega.

4. Sirget, millel asetsevad parabooli paralleelsete
kddlude keskpunktid, nimetatakse parabooli diameetri fr« ehk
tapsemalt kdneldes paralleelsete kd6lude sihi kaasdiameet-
riks. Kd8lu sihti ja kaasdiameetri sihti nimetatakse kaas-
sihtideks ehk konjugeeritud sihtideks antud parabooli suh-
tes.

Parabooli koik diameetrid moodustavad teljega paral-
leelsete sirgete ebakimbu.

Parabooli diameetri vérrandi vdib dldjuhul esitada ku-

jul
my - ple0 , (10.4)
kus I = (I,m) on paralleelsete kddlude sihivektor ehk
Y=1 , (10.5)
KB K= JF on paralleelsete ko0lude tdus.

Suhet e =~ nimetatakse koonuseldike ekstsentrilisu-
seks, kui r on punkti kaugus fookusest ja d on punkti
kaugus vastavast juhtsirgest. Parabooli kui koonuseldike
ekstsentrilisus e =1

Tasandi punkti M nimetatakse antud parabooli suhtes
sisepunktiks, kui punkti U labiv suvaline sirge, mille
suund erineb  parbooli telje sihist, [1dikab parabooli ka-
hes erinevas punktis.

Kuna punkt PQ asetseb valjaspool parabooli, siis punk-
ti PQ polaariks antud parabooli suhtes on antud punktist
paraboolile tdmmatud puutujate puutepunkte (hendav sirge
P1P2 j<on* 10.2). Punkti PO(*0, yQ) polaar méératak-
vorrandiga

MY = P(x + xQ) . (10.6)

Sirge P]P2 poolus on punkt PQ . Kui poolus PQ on para-
boolil, siis on polaar parabooli puutuje selles punktis PQ.
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Kui punkt Pg on
parabooli sees, siis
vérrand (10.6) esitab
punkti PQ polaari,
mis asetseb valjaspool
parabooli.

Polaari on lihtne
konstrueerida kahe va-
balt vdetud Idikaja
abil (analoogiliselt
ringjoone juhuga, Vvt.
joon. 8.2).

] Joon. 10.2.
2
10.1< M&&rata parabooli x = 4y fookuse koordinaadid.

10.2. Koostada parabooli kanooniline vdrrand, kui on
antud parabooli parameeter:

D P=4; 2) p=3; 3 p=203; p=3,2
10.3. Koostada parabooli ); = 6x juhtsirge virrand.

10.4. Leida fookuse koordinaadid ja juhtsirge vdérrand
paraboolidel:

1) y2 = 5x ; ) y=x2 ;
2) M = -2x ; 4) X2 = -3y

10.5. Koostada parabooli voérrand, kui on antud fookuse
koordinaadid F(3,0) ja juhtsirge vdrrand x = -1

10.6. Koostada parabooli vérrand, kui parabooli tipp
asetseb reeperi alguspunktis, parabool on simmeetriline X-
telje suhtes ja
1) labib punkti A(9,6);

2) labib punkti B(-1,3);
3) labib punkti C(2,-4);
4) labib punkti D(-2,4);
5) fookuse ja tipu vaheline kaugus on 4 pikkusihikut;

6) fookuse ja tipu vaheline kaugus on 3 pikkusihikut;
7) fookus asetseb punktis F(5,0).
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10«7. Koostada parabooli vdrrand, kui parabool on sum-
meetriline y-telje suhtes, parabooli tipp asetseb reeperi al-
guspunktis ja parabool
1) labib punkti A(1,1) ;

2) labib punkti B(4,-8) ;

3) labib punkti C(4,2) ;

4) labib punkti D(-4,-2) ;

5) fookus asetseb punktis F(0,3) ;
6) fookus asetseb punktis F(0,2)

10.8. Maarata paraboofi Y = 2px parameeter, teades,
et fookusest kuni punktini, kus x =3 , tommatud fokaal -
raadius on 5«

Reeper on nihutatud

10.9« Koostada parabooli vdrrand, kui on antud tema
fookus F(4,3) ja juhtsirge y+ 1 =0

10.10. Koostada parabooli vdrrand, kui parabooli juht-
sirge on vdetud ordinaatteljeks ja fookus asetseb punktis F:
1) F(,0) ; 2) F(3,0)

10.11. Koostada parabooli vdrrand, kui parabooli juht-
sirge on valitud abstsissteljeks ja fookus asetseb punktis
F(0,3)

10.12. Parabool on simmeet-
riline x-telje suhtes, Idikab x-
teljest valja 16igu a ja y-tel-
jest ldigud b (Joon. 10.3). Koos-
tada parabooli vdrrand.

10.13. Koostada parabooli
vOérrand, teades, et tema tipp
asetseb punktis A(a,b) , para-
meeter on p t telg on paralleel-
ne x-teljega ja parabool ulatub
Idpmatusse
1) x-telje positiivses suunas;

2) x-telje negatiivses suunas.

- 59 -



10»14» Koostada parabooli vodrrand, kui parabooli telg
on paralleelne y-teljega, telje suund Uhtib y-telje suuna-
ga, tipp asetseb punktis A(a,b) ja parameeter on p . La-
hendada ulesanne ka erijuhul, kui A(1,-2) ja p =3

10»15. Parabool on summeetriline y-telje suhtes, 10i-
kab abstsissteljest valja loigud ia ja ordinaatteljest
loigu b . Koostada parabooli voérrand.

10.16. Parabool on simmeetriline x-telje suhtes, tema
tipp asetseb punktis A(-5,0) ja parabool Idikab ordinaat-
teljest valja koolu pikkusega 1 = 12 . Koostada parabooli
vorrand),

10.17. Koostada parabooli vdrrand, teades, et tema
tipp on punktis C(-2,1) , simmeetriatelje suund Uhtib y-tel-
je negatiivse suunaga ning parameeter p on vdrdne ellipsi
3x? + 4y2 - 48 = 0 juhtsirgete vahelise kaugusega,

10.18. Antud on parabooli tipp A(6,-3) jJa juhtsirge
vorrand 3* - 5y + 1 = 0 . Leida selle parabooli fookus F.

1 0.19. Veenduda, et igalks jargnevatest vdrrandites
médérab parabooli ning leida tema tipu A Kkoordinaadid, pa-
rameeter p ja juhtsirge vdrrand:

1) Y2 =4x - 8 ; 2) y2 =4 - 6x ;
3) x2 =6y + 2 ; 4) x2=2-vy.
10.20. Maarata tipp, A, l10ikepunktid x-teljega ja ha

rade suund jéargmistel paraboolidel:
1) y=x2- 7x + 10 ;

2) y=5+4x-x2 ;

3) ¥=2x2 - 3x - 8 ;

4) y=3x2 + 5x + 4 ;

5 wy=5 - 3 - 2x2

Kindlaid tingimusi rahuldavad gunktid

1<*21* Paraboolil Yy = 8x leida punkt, mille fokaal-
kaugus on 20.

107r22. Arvutada parabooli y2 = 20x punkti bl fokaal-
kaugus, kui punkti bl abstsiss on 7.

- 60 -



10.23« Paraboolil y2 = 4x leida punktid, mille ab-
stsiss ja ordinaat on vdrdsed.

2
10.24. Parabooli Yy = 4,5x punkti M(x,y) kaugus
juhtsirgest on d = 9,125 . Arvutada punkti W kaugus pa-
rabooli tipust.

10.25. Leida tunnus, millg jargi vdib m&Arata punkti
MO(x0, yQ) asendi parabooli Y = 2px suhtes.

10.26. Maarata punktide A(3,1), B(4,2), C(2,2) asend
parabooli x = 8y suhtes.

10.27. Missuguse tarviliku ja piisava tingimuse puhul
sirge Ax + By + C= O
1) 13ikab parabooli >; = 2px ?
2) ei Igika parabooli ); = 2px?

10.28. Leida parabooli 3; = 18x ja antud sirgete 15i-

kepunktid:

1) 6x + y-6=0;
) X -2y+2=0;
3) 4x - Y+ 5=0;
4) y-3=0

10.29. Leida parabooli ,

1) yw = %%, Y= 2X- 2 ;
) ¥ =A<, 12y - 16<= 1
3) ); = —6X%, y= -3+ 0,1
4) > = 25y, Y- X+ 4 =
5) ); = 6x , 3 -m2y + 6 : X
10. 7?0, Maarata hiperboo! -1 ja parabooli

y2 = 3« ldikepunktid.
) o, ] 2 y2
10.31. Leida parabooli / = 12x ja ellipsi + %5 =

= 1 loikepunktid.
10.32. On antud parabool ja tema teljega ristuv sirge
1 . Leida paraboolil niisugune punkt P , et parabooli suva-

line punkti M Kkauguste ruutude vahe sellest punktist ja
sirgest 1 ei sOltuks punkti M valikust.
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2
10*33« Ringjoone keskpunkt asetseb parabooli y = 4x +2
fookuses ja ringjoon puutub parabooli juhtsirget. Leida ron®
joone ja parabooli l1dikepunktid.

Parabooli id66nestamine

10.34. Joonestada parabool, lahtudes tema definitsioo-
nist.

10.35. On antud téisnurkne kolmnurk ABC kaatetitega
a ja b . Mélemad kaatetid on jagatud n vdrdseks osaks.
Jaotuspunktid kaatetitel on nummerdatud, kaatetil a alates
teravnurga tipust ja kaatetil b alates tdaisnurga tipust
(vt. joon. 10.4). Labi kaateti a jaotuspunktide on tomma-
tud kaatetiga b paral-
leelsed sirged; kaateti b
jaotuspunktid on ({henda-
tud kaateti a sama numb-
riga jaotuspunktiga. Koos-
tada sama numbrit kandva-
te jaotuspunktidega maa-
ratud sirgete I8ikepunktid
de hulga vdrrand.
Joon. 10.4.
10.36. Milliseid kolmnurki peaks kasutama, et koosko-
las eelneva ilesandega konstrueerida parabooli y2= 5x. Kui-

das taiendada konstruktsiooni, et saada punkte valjaspool
kolmnurka.

10.37. Joonestada paraboolgfe: 2px normaal val-
jaspool kdverat asuvast punktist M

Parabooli puutu.ia
10728. Leida parabooli y2 = iQx puutujad, mis labi-
vad antud parabooli ja sirge 4x - y- 5 =0 |Idikepunkte.

10.39. Koostada antud punkti labivate pa-
rabooli yc = 2px puutujate vdrrandid, kui ~ J) Mo on para_
booli punkti M<on parabooli suntes valine punkt.
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2
10«40. Tgestada, et parabooli Yy = 2 puutuja, mis
puutub parabooli punktis X (x .y ) , l0ikab abstsisstelge
punktis A(-xQ, 0) ja ordinaattelge punktis B(O0, Ef)) .

10»41. Tgestada, et parabooli x2 = 2px puutuja pa-
rabooli punktis XQ moodustab vdrdsed nurgad parabooli tel-
jega ja sirgega XQP , kus F on parabooli fookus.

2
10.42. Sirge x + 3y + 9 = 0 on parabooli Yy = 4x pui-
tuja. Leida puutepunkt.

2
10.43. Leida parabooli Yy = 2px parameeter, kui pa-
rabool puutub antud sirget
1) x-3y+9 =20; 2. x-2y+5 =0.

10.44. Leida antud parabooli puutujad, mis labivad
antud punkti P

1) y2 =8x , P, -7) ; 4) y2 = 6x , P2, -2K3);
2) y2 =36x , p(2, 9 ; 5) y2 =6x , P(5, 5)
3) y2 = 6x , P(0, 3) ;

10.45. Punktist PC-3, 12) on asetatud paraboolile
Y = 16x puutujad. Arvutada puutepunkte thendava koolu kau-
gus punktist P

2
10.46. Leida parabooli Yy = 2px suvalist punkti
Xo(xo, y ) léabiva normaali ja parabooli telje [I18ikepunkt.

2
10.47. Leida parabooli y = 9x puutuja ja normaali
vorrandid, kui puutuja l&bib punkti PQ(-8,3)

2
10.48. Leida parabooli x = 6y puutuja ja normaali
vOorrandid, kui puutuja labib punkti PQ = (5,-4)

10.49. On antud parabool ); = 12> . Leida tema puu-
tujad, mis
1) labivad punkti, mille abstsiss x
2) on paralleelsed sirgega 3x- y+
3) on risti sirgega 2x + y- 7 >0 ;
4) moodustavad sirgega 4x - 2y + 9 = 0 nurga Yy .

33

5 0 ;

2
10.50. Leida parabooli y = 12x sirgega 3x - 2y +

+ 30 = 0 paralleelne puutuja ning arvutada antud sirge ja
leitud puutuja vaheline kaugus.
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10.51. Leida parabooli y2 = 16&x puutuja ja normaali
vOorrandid, kui puutuja on risti sirgega X - y-7 =0 «

10.52. Leida parabooli y2 = 2x puutuja ja normaali
vorrandid, kui puutuja on paralleelne sirgega 2x-y-2 = 0.

10.53. Leida parabooli

1) ¥ = 3x puutuja, mis on paralleelne vektoriga s =(1,-6);

2) )p = 16 puutuja, mis on paralleelne sirgega 2x-y +5=
:20 ;

3) Yy = 2x puutuja, mis on risti sirgega 2x+y- T =0.

10.54. Leida %ingimus, mille korral sirge y= kx + b
puutub parabooli Yy = 2px

. _ 2 -
10.55. Leida paraboolil 1y = 12x niisugune punkt, kus
puutuja moodustaks parabooli simmeetriateljega nurga

_ 2 N " A
10.56. Parabooli 3y = 8x puutuja tous on 1 Leida
puutepunkt, puutuja ja normaal.

10.57. Leida parabooli 3; = 12x puutuja vdrrand, kui-
puutuja tdusunurk on ~ ,

10.58. Leida antud ellipsi ja antud parabooli thised

puutujad:

2) + fc = 1» y2 =T “% =
10.59. Kirjeldada antud sirge ja parabooli vastastikust
asendit:
D x-wy+2=0, MV = 8X ;
2) 8 + 3y - 15 =0, x2 = -3y ;
3) 5x -y 15 =0, y =-5x

H s+ =1* Y

4x

o
10.60. Leida parabooli y~ = 64x ja sirge 4x + 3y +36=
= 0 vaheline lihim kaugus.

KU6_W Toestame, et parabooli suvalise puutuja 10ik
puutepunktist kuni puutuja ja juhtsirge lIdikepunktini on néh-
tav fookusest tdéisnurga all.
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10762. Toestada, et juhtsirge punktiet paraboolile tdm-
matud puutujate vaheline nurk on ~

10.63» Toestada, et parabooli y2 = 2px fookusest puu»
tujale tdmmatud ristsirge I8ikab puutujat y-teljel.

10*64. Leida punkti PQ = (1.1) polaar parabooli y2 *=
= 2x suhtes.

10.65. Leida sirge 2x - y- 2 = 0 poolus parabooli
y2 = 9x suhtes.

10.66. Toestada, et parabooli diameetril asetsevate
punktide polaarid on paralleelsed ja diameetri poolus aset-
seb seega ldpmatuses.

10.67. Leida sirgete, millel asetsevate parabooli kG-
lude otspunktidest vdetud normaalid Idikuvad paraboolil, poo-
luste hulk.

10.68. Toestada, et parabooli fookus ja juhtsirge su-
valisest punktist paraboolile tdmmatud puutujate puutepunk-
tid on kollineaarsed.

10.69. Taisnurk liigub nii, et tema kaatetid kogu Iii-
kumise jooksul puutuvad parabooli. Maarata taisnurga tipu
trajektoor.

10.70. Paraboolil ); = 12x on v%etud 3 punkti A B,
C, mille ordinaadid on vastavalt y* =6, y2 = 2, M3 = -3.
Arvutada kolmnurga ABC ja antud punkte labivate puutujate
poolt moodustatud kolmnurga pindalade suhe.

10.71. Toestada, et parabooli suvaline puutuja l16ikab
juhtsirget ja teljega ristuvat fokaalkddlu punktides, mis on
vOordsel kaugusel fookusest.

10.72. ToOestada, et parabooli fookusest puutujale tdm-
matud ristsirgete ja puutujate Idikepunktide hulk on parar-
booli tippu labiv parabooli puutuja.

10.73. Toestada, et paraboolid, mille fookused (htivad,
teljed on samasihilised, kuid vastassuunalised, ldikuvad ris-
ti.



TO74. Leida téisnurga tippude geomeetriline koh*, Kkul
selle kiljed puutuvad vastavalt kahte konfokaalset paraboo-
li.

Markus. Kahte parabooli nimetatakse konfokaalset eks, kui
nende fookused Uhtivad ja teljed on samasihilised, kuid vas-
tassuunalised.

Parabooli koolud .ja diameetrid

10.75. Leida sirge, millel asetseb parabooli )} = 18x
ja ringjoone (x + 6)2 + ); =100 dhine kool.

10.76. Toestada, et parabooli kdik diameetrid moodus-
tavad parabooli teljega paralleelsete sirgete ebakimbu.

10.77. Toestada, et parabooli ja diameetri I8ikepunk-
tist tdmmatud puutuja on paralleelne ko66ludega, mida diamee-
ter poolitab.

10.78. Toestada, et parabooli k66lu otspunktidest tom-
matud puutujad Idikuvad kddlu poolitaval diameetril.

10.79. Parabooli )} = 2px kool moodustab parabooli
teljega nurga 45<. Leida vaadeldud kddlu kaasdiameeter.

10.80. Leida parabooli ); = 8x diameetri vorrand, kii
diameeter moodustab kddludega, mida ta poolitab, nurga 45°.

10.81. Leida sirgega 4x - y- 5 =0 konjugeeritud pa-
rabooli x = 6y diameeter.

10.82. Leida sirge, millel asetsev parabooli kd&dl poo-
litub punktis
1) A(2,1) ; 2) B(3,1)

10.83. Leida sirge, millel asetseva parabooli y2 = 6x
kddlu keskpunkt on
1) K(4,1) ; 2) L(5,5)

10.84. Leida parabooli y2 «= 8x koolu kandva sirge

vorrand, kui kddl l&bib punkti PQ(5,2) ja teda poolitab dia-
meeter y= -3

J0i85. Paralleelsete sirgete kimbu sirgetel asetsevaid
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parabooli >; = 3,5x koole poolitab diameeter 1y =2,5.Koos-

tada sirgete kimbu vdrrand.

10.86. Koostada parabooli Yy = 3x diameetri vdrrand,
kui diameeter poolitab sirgel 3x - 7y + 2 = 0 asetseva pa-
rabooli k&o6lu.

10.87. Leida parabooli )} = 2px joonestatud vordkilg-
se kolmnurga kilje pikkus.

10.88. Parabooli ); = 8x on joonestatud kolmnurk,
mille Uks tipp Uhtib parabooli tipuga ja kolmnurga kd&rgused
Idikuvad parabooli fookuses. Koostada kolmnurga kiilgede voOr-
randid.

10.89. Leida parabooli parameetrilised vorrandid, kui
muutuvaks parameetriks vdtta parabooli diameetri kaugus t
x-teljest.

10.90. Koostada parabooli fookust labivate kdoJude kesk-
punktide hulga vdrrand.

2
10.91. Leida parabooli Yy = 2px ordinaatide keskpunk-
tide hulk.

10.92. Toestada, et parabooli suvalise fokaalk6dlu ots-
punktidest parabooli teljele langetatud ristldikude pikkuste
korrutis on konstantne suurus.

10.93. Toestada, et parabooli ja tema kddlu vahelise
segmendi pindala on vordne k66lu otspunktidest tdmmatud puu-
- - V. - -
tujate ja selle kodlu vahelise kolmnurga pindalaga.

Mitmesuguseid ulesandeid

10.94. Leida punktide hulk, kus iga punkti kauguste sum-
ma vO0i vahe antud punktist ja antud sirgest on kindel suurus.

10.95. Silla kaarel on parabooli kuju. M&&rata paraboo-
li parameeter, kui silla kaare alus on 24 m ja korgus 6 m.

10.96. Autolambi paraboolse peegli diameeter on 20 cm
ja siligavus 15 cm. Leida peegli labildikes saadava parabooli
vorrand.
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10«97« Parabooli punkti M fokaalraadius on r eAval-
dada parabooli punktis H voetud normaalil asetseva para-
booli koolu pikkus parameetri p ja fokaalraadiuse r Kkau-
du.

10.98. Kivi visatakse horisontaaltasandi suhtes terav-
nurga all. Kivi trajektoor on parabool. Kivi kukub 16 m kau-
gusele lahtepunktist ja Kivi lemm maksimaalne kdrgus on
12 cm. M&&rata parabooli trajektoori parameeter.

10.99. Purskkaevust véaljuval veejoal on parabooli ku-
ju, mille parameeter p = 0,1 m. Maarata veejoa korgus, kui
ta langeb basseini 2 m kaugusel lahtepunktist.

10.100. Taisnurga tipp uhtib parabooli tipuga. Taie-
nurk poéorleb Umber oma tipu parabooli tasandil. Toestada, et
sellise podrlemise korral sirge, mis Uhendab parabooli ja
taisnurga haarade ldikepunkte, pédrleb samuti Umber paraboo-
li teljel asuva punkti.

10.101. Leida ringjoonte keskpunktide hulk, kui ring-
jooned labivad antud punkti ja puutuvad antud sirget.

10.102. Leida ringjoonte keskpunktide hulk, kui ring-
jooned puutuvad ordinaattelge ja ringjoont x2 + ); = 1.

10.103. Parabooli ); =12 fookusest on suunatud val-
guskiir, mis moodustab parabooli teljega nurgad (eC - terav-
nurk). joudnud paraboolini, kiir peegeldub sellelt. Leida
sirge vdrrand, kus asub peegeldunud kiir.

10.104. Rippsilla tross on paraboolikujuline. Kirjuta-
da tema vdrrand joonisel 10.5 naidatud telgede suhtes, kui
0OA = a ja kaare
pikJcui BC mm2b.

Joon. 10.5.



10.105» Terastross on riputatud kahest otsast eBa&kdr-
gusega sammaste kilge, mille kaugus teineteisest on 20 n. (vt.
joon. 10.5). Samba alusest 2 m kaugusel, mdOtes mddda hori-
sontaali, on trossi labipaine 14,4 cm. Ma&&arata trossi maksi-
maalne labipaine, arvestades, et tross on ligikaudu parabooli
kaare kujuline.

10.106. Toestada, et parabooli diameetriga paralleelse-
te valguskiirte kimbu kiired peale peegeldumist paraboolilt
koonduvad parabooli fookusesse.

10.107. Prozektori peegelpind on moodustatud parabooli
podrlemisega Umber tema slUmmeetriatelje. Peegli diameeter on
80 cm ja tema siigavus on 10 cm. Kui kaugele parabooli tipust
tuleb asetada valgusallikas, et paraboolilt peegeldunud Kkii-
red moodustaksid paralleelsete Kkiirte kimbu.

82. Koonuseldike polaarvdérrand

Ellipsi, huperbooli ja parabooli vérrandid omavad po-
laarkoordinaatides (hesugust kuju

J>- 1 -elos-f -
mida nimetatakse koonuseldike polaarvérrandiks. Siin J> ja
on kdvera suvalise punkti X polaarkoordjnaadid, p - kd&vera

fokaalparameeter, mis on vdrdne poolega kdvera fokaallaiusest
(s. t. teljega ristuva fokaalkddlu pikkus on 2p) ehk

p=eq, <10.8)

kus g on fookuse kaugus vastavast juhtsirgest ja e on koo-
nuseldike ekstsentrilisus

kus r on punkti kaugus vastavast juhtsirgest.

Polaarreeper on valitud nii, et pooluseks on vbetud (ks
fookustest: ellipsi korral vasakpoolne (vt. joon, 10.6), hi-
perbooli korral parempoolne (vt. joon. 10.7). Polaarteljeks
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on voetud vaadeldud koonuseldike fokaaltelg. Valime polaar-

Joon. 10.6.

kuse poole (vt. joon. 10.8). Kui

koonuseldike fokaalvdrrandis

(10.7) e =0 , siis saadud

vérrand maarab ringjoone kesk-
punktiga F ja raadiusega P .
Ringjoon on seejuures vaadel-

dav ellipsi piirjuhuna, kui

ellipsi fookused thtivad el-

lipsi keskpunktiga.

10.108. Koostada ellipsi polaarvdérrand, vdttes fokaal-
telje polaarteljeks ja paigutades pooluse ellipsi

1) vasakusse fookusesse;

2) paremasse fookusesse.

10.109. Koostada ellipsi polaarvorrand,

kui ellipsi keskpunkt asetseb pooluses ja ellipsi fokaaltelg

thtib polaarteljega (polaartelje suund ellipsi keskpunktist
parema fookuse poole).

10.110. Koostada ringjoone vorrand polaarreeperi suh-
tes, kui ringjoone raadius on a ja keskpunkt asetseb
1) pooluses;

2) punktis A(a,0) ;
3) punktis B(p .,p ) -
2 2

10.111. On antud ellipsi vérrand ~ A~ =1 . Koos-

tada tema polaarvorrand, kui polaartelje suund Uhtib abstsiss-

70 -



telje suunaga ning poolus asub
1) ellipsi vasakus fookuses;
2) paremas fookuses.
X2 xZ2 v
10.112. Leida ellipsi ¢ + ~ =1 polaarvorrand.
10.113. Leida ellipsi jp= "7008™ poolteljed ja foo-
kuste vaheline kaugus. B

10.114» Veenduda, et vdrrand j? = '5coVy) maarad el-
lipsi ja leida tema poolteljed.

10.115. Ellipsil i 12 m leida punktid, mille-
del polaarraadius on 6. N V2cos M

10.116. Millise nurga moodustab fokaalteljega ellipsi

L 288 o &1, mille pikkus on 10 dhikut.

J 16 - 7cos

10.117. Koostada hiperbooli polaarvorrand, vottes po-
laarteljeks hiperbooli fokaaltelje ja paigutades pooluse hi-
perbooli parempoolsesse fookusesse (polaartelg suunata parem-
poolsest fookusest vastava juhtsirge poole).

10.118. Koostada ellipsi ja hiiperbooli polaartippvdrran-
did.

Markus. Koonuseldike polaartippvorrandiks nimetatakse
koonuseldike polaarvdrrandit juhul, kui poolus asetseb koo-
nuseldike tipus.

10.119. Leida hiperbooli polaarvorrand, kui pooluseks
votta Uks fookustest ja polaartelg suunata fookusest hiper-

booli keskpunkti poole.
2 2
10.120. Koostada hlperbooli -£ B ~ = 1 polaarvorrand,
a

kui ta keskpunkt thtib poolusega ja reaaltelg - polaartelje-
ga, valides polaartelje suunaks suuna hiperbooli keskpunktist
parempoolse fookuse poole (vt. joon. 10.9).



Joon* 10.9«

10.121. Koostada huperbooli N~ =1 polaarvdr-
rand.

1C.122. Koostada antud ellipsite ja hiperboolide tipp-
vorrandid:

10.123. Koostada hiiperbooli kangoniline vodrrand, kui

on antud tema polaarvorrand p

10.124. Koostada hiperbooli p aslimptoo-

10.125. Koostada parabooli polaarvorrand, vottes poo-
luseks parabooli fookuse, polaarteljeks parabooli telje ning
valides polaartelje suunaks suuna

1) juhtsirge poolt fookuse poole;

2) fookuse poolt tipu poole.

10.126. Koostada parabooli polaarvorrand, vOttes hi-
perbooli fokaaltelje polaarteljeks ja paigutades pooluse hi-
perbooli tippu.

10.127. Leida parabooli polaarvdrrand, Kkui pooluseke
vitta juhtsirge ja summeetriatelje I8ikepunkt ning polaar-
t«l£ suunata sellest punktist parabooli tipu poole.
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10.128. Koostada vérrandiga f =" ma aratud
parabooli kanooniline vdrrand. -
10.129. Paraboolil P = - leida Dunkt. mille
J sin™f
fokaalraadius on vdrdne selle punkti kaugusega juhtsirgest.

10.130. Leida jargmiste kdverate kanoonilised vdrran-
did kanoonilise ortonormeeritud reeperi suhtes:

1) e & -momeeeee . 2) f e [ ;
J 13 - 12cosf 3 - 3cos™>

3) P = - 2--———- ; 4 L= - - Feeeo
J 4 - 5cos*p /5™ - cos»f

11. peatikk

TEIST JARKU JOONE
ULDINE TEOORTIA

81. Teist jarku joone keskpunkt. Teist jarku joone
vorrandi lihtsustamine reeperili*I™* teel

Teist jarku joone (koonuseldike) uldvdrrand uldise afirn-
se reeperi suhtes omab kuju

anx2 + 2an2Xy + 2al3™  2a23” a33 = ® (11.1)
ehk lihidalt

E(x,y) =0 . (11.1)

Kuna vdrrandi poolt mdaratud kdver ei muutu, Kkui vor-
randit korrutada mistahes nullist erineva arvuga ja a”= a”,
i,k = 1,2,3, siis vdrrand (11.1) sisaldab 5 sdltumatut kor-
dajat a.,. . Teist jarku joon mdadratakse viie tingimusega
(nditeks viie kdveral asetseva erineva punkti abil).
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Vérrandi (11.1) kordajatest moodustatud simmeetriline
maatriks omab kuju

all al2 a1l
al2 a22 a23
al3 a23 a33

Maatriksit P nimetatakse vdrrandiga (11.1) m&aratud
teist jarku kdvera maatriksiks antud reeperi korral.
Determinanti

all al2 =3
A= A2 a2 an

al3 a23 a=3
nimetatakse teist j&rku joone diskriminandiks ehk teist jar-
ku joone determinandiks.
Determinanti

all al2
12 22
nimetatakse ruutliikmete diskrinnriRndiks ehk ruutliikmete de-
terminandiks.
Kandes reeperi alguspunkti reeperi liukke (rodplikke)
teel punkti O0"(i-]1 ] reeperi telgede suundi muutmata,

s. t. teostades teisenduse x = z*¥ + Xx Y= ¥ + ¥yt
seneb teist jarku joone vOrrand (11.1) jargmiseks:

anz*"2 + 2al2>ym + a22y "2 + 2Pz ,x" + 2*y*Y" + 2P" = 0 »

11.2
kus ( )
2F = anz” +2a"2x.j¥j+ a22"1 + 2al3X 1+ 2a23* M+ a33

21xM = A allxl + al2nl + a3\ (11.3)

2Pyi

2(al2z1 + a22yl +

s. t. vdrrandi (11.1) ruutliikmete osa (a”x2 + 2al2zy+~")
kordajad ei mMutu, lineaarsete liikmete kordajateks on vor-
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randi (11.1) parema poole osatuletised vastava muutuja jar-
gi, kus suvalise punkti koordinaadid on asendatud reeperi
uue alguspunkti koordinaatidega; vérrandi (11.2) vabaliige
on vdrdne vorrandi (11.1) vasaku poolega, kus suvalise punk-
ti koordinaadid on asendatud reeperi uue alguspunkti koor-
dinaatidega.

Kui teist jarku joonel (11.1) eksisteerib slimmeetria
keskpunkt - joone tsenter - ja reeperi alguspunkt on vii-
dud kovera tsentrisse MQ(xQ, yQ), siis teisendatud vor-
rand ei vO0i sisaldada lineaarseid liikmeid ja omab kuju

>e + 2al2x*y"™ + a22y* + 2PQ = 0 (11.4)

Kuna keskpunkti koordinaadid muudavad nulliks avaldised 2F

o

ja 2F , siis keskpunkti koordinaadid rahuldavad vorrandi-
slusteemi
fallxo + a ta =0
12yo (11.5)
2Xo a22yo * & = O

Markasime, et teist jarku joone keskpunkti maarava sisteemi
kordajateks on joone maatriksi kahe esimese rea elemendid. La-
hendades silisteemi (11.5), saadakse

al2&3 “<a22al3 1 al2 a13
e 2@ 1o a22 a23

(11.6)
al3al?2 ~ alla23 1 al3 all
alla22 <<4 . 6 a2? al?

Yo =

cno

Teist jarku joont nimetatakse tsentraalseks jooneks, kui
tal on Uheselt md&ratud keskpunkt. Seega joon on tsentraalne
joon, kui vérrandisisteem (11.5) omab Uhese lahendi, s. t.

6 *0 .
Teist jarku joont, mille korral ei eksisteeri theselt

maaratud keskpunkti, nimetatakse mittetsentraalseks jooneks.
Mittetsentraalse joone korral
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Mittetsentraalseid teist jarku jooni on kahte tilupi:
a) 6 =0 ja ststeem (11.5) pole kooskdlas. Sel kor-

ral joonel ei eksisteeri keskpunkti ja kdver on parabool.
b) = 0 ja slsteem (11.5) on kooskolas:

all _ M2 _ f43
al2 a22 a23

Sel korral sisteemi vorrandid on lineaarselt sdltuvad ja
joonel on l6pmata palju keskpunkte, mis asuvad Uhel sirgel.
Keskpunktidest koosnevat sirget

a1 + al2y+ al3 =0

nimetatakse joone kesksirgeks, sest iga antud sirge punkt on
antud joone summeetriakeskpunktiks. Vaadeldud teist jarku
joon on kollineaarsete sirgete paar.

Kui reeperi alguspunkt asetseb teist jarku tsentraalse
joone keskpunktis, siis

2Po = "
ja joone vérrand (11.1) omab kuju
anx» ? + 2al2x"y" + a22yl? + ~E~ =0 » (11*8)
kus ruutliikmete osa vdrdub lahtevdrrandi (11.1) ruutliikme-
te osaga ja ka vabaliikme vOib otseselt arvutada lahtevdr-
randist diskriminantide kaudu.
Teist jarku jooned e. koonuseldiked jagatakse kahte riih-
ma.
I. Teist .jarku kdverad (e. kidumata teist jarku jooned):
ellips, hiperbool ja parabool.
Il. Sirsete paarid (e. kidumid teist jarku jooned):
a) ldikuvate sirgete paar (reaalsed vdi imaginaarsed);
b) kollineaarsete sirgete paar (paralleelsed v0i ih-
tivad).
I1.1. Leida kdvera

X2‘+ Xy + 2y2 - 7x - 12y + 10 = 0
ja reeperi telgede Idikepunktid.-
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1™M2. Leida kovera
X2 - 2xy - 3 - 4x -6y + 3 =0

Idikepunktid sirgetega:

1) 5x - y- 5=

2) X + 2y + 2 =

3) x +4y - 1=

4) x - 3y=0.

11.3. Millise nurga moodustavad abstsissteljega sir-
ged, mis ldikavad koverat

00O

X2 - 2xy + y2 - 4x - 6y + 3 = O
ainult dhes punktis?
11.4. Millisel parameeter J1 vaartusel 1dikab kover
X2+ 2Jy - M + 5x - 9 =0
sirget 2x - y+ 7 = O ainult Uhes punktis?
11.5. Milline on teist jarku joone vdrrand, kui teda
Idikavad ihes punktis
1) sirged, mis on paralleelsed x-teljega;

2) sirged, mis on paralleelsed y-teljega;
3) sirged, mis on paralleelsed Uhe reeperi teljega?

11.6. Leida sirged, mis labivad reeperi alguspunkti ja
I6ikavad koverat
6X - Xy - y2 + 5x - 3y + 2 = O
ainult Uhes punktis.
11.7. Leida sirged, mis labivad punkti A(2,0) ja I6i-
kavad kdverat
D - Ixy + 2jc + 6x - 4y - 5 = O
ainult Uhes punktis. Leida nende sirgete vaheline nurk.
11.8. Leida viit antud punkti l&biva teist jarku kove-
ra vdrrand
1) 0(0,0), A(0,1), B(1,0), C(2,-5), D(-5,2) ;
2) 0(0,0), K(0,2), L(-1,0), M(-2,1), N(-1,3) ;
3) 0¢0,0), P(0,3), Q(6,0), R(2,2), S(-2,1).
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11.9» Leida punkte (0, 0), (0, 3), (6, 0), (2, 2) ja
(4, 1) labiva teist jarku joone vdrrand.

11.10. Leida teist jarku kdvera vorrand, kui kdver la-
bib punkte Pl = (0, 0), P2 » (0, 1) ja P3 = (1, 0) ning
kui keskpunktiks on K= (2, 3).

11.11. On antud neli punkti (0, 15). (3, 0), (5, 0) jn
(2, 3). Leida antud punkte labiv paraboolset tiipi kover.

11.12. Teist jarku joon labib punkte (0, 0), (0, 2),
(2, 4) ning ldikab sirgeid 3x - 2y + 1 =0 ja 2x+y-5=0
thes punktis. Koostada selle kévera vdrrand.

11.13. Koostada teist jarku kdvera vorrand, kui kover
labib punkti A(2,-1), B(-2,2) ja I6ikab reeperi telgi ainult
reeperi alguspunktis.

11.14. Milliseks teiseneb antucl teist Jarku kdvera vor-
rand, kui reeperi alguspunkt kanda punkti O0°

1) i2 - 4xy + 3y2 - 2x + 1 =0 , 0» (1,0) J
2) Xy-6x+2y-3=0, 0* (2,6) ;
3) x2+6x -8y +1=0, 0» (-3,-1)

11.15. Kontrollida, kas antud kbverad on tsentraalsed
kdverad ja leida iga kdvera keskpunkt;

1) 3x2 + 5xy +y2 -8x- 1lly -7 =0 ;

2) 5x2 + 4xy + 2y2 + 26x + 20y - 18 = 0 ;

3) 9x2 - 4xy - 7y2 - 12 =0 ;

4) 2x2 - 6xy + 5y2 + 22x - 36y +11 =0

11.16. Kontrollida, kas jargmised vérrandid on tsent-
raalsete teist jarku kdverate vdrrandid. Milliseks teisene-
vad antud kdverate vdrrandid, kui reeperi alguspunkt kanda
kdvera keskpunkti:

1) 2x - 6xy + 5y2 - 2x + 2y - 10=0 ;

2) 3x2 - 6xy + 2y2 - 4x + 2y + 1 =0 :

3) 6x2+4xy+y2+4x—2y+2=0;
4) 4x%2 + 6xy + v - 10x - 10 = 0 ;
4) 4x2+2xy+6y2+6x— 10y+9=0.

11*17. Leida antud teist jarku kdverate keskpunktid:



) 5x2-3xy + ¥+ 4=0
2) 3x2 - 2xy +4 =0
3) 7Xy - 3 =0 ;

4) 9x2 - 12xy + 4y2 - 1 =0 .

11, 18.  Leida antud teist jarku kdverate keskpunktid:
1) X2 - 2Xy + 2y2 - 4X - 6y + 3 = O

2) 3X2 - 2xy + 3y2 + 4x + 4y - 4 = 0 ;

3) 2x2 - 3xy - y2+ 3x + 2y =0 5
4) x2 - 2xy + y2 - 4X - 6y + 3 = O;
5) x2 €£2xy +  +2x + 2y - 4 =0
6) 2X2 - 4xy + 5y2 - 8x + 6 =
7) x2-2xy+3y2_4x—6y+ 0 ;
8) x2-6xy—9y2+4x+-12y—5=0;
9) 9x2 - 6Xxy + ); + 2X - 7 =0;

10) x2 - 4xy + 4y2 + 10x - 20y + 25 = 0 ;
11) 5x2 + 8xy + 5y2 - 182:- 18y + 11=0;
12) 2xy - 4x + 2y + 11 = 0 ;

13) 4§2 + 4xy + y2 - 10x - 5y + 6 » 0 ;
14) x” m2xy + yp - 3x + 2y - 11 =0

0,
3 =

11.19. Selgitada, millised antud teist jarku joontest
on tsentraalsed jooned (s. t. omavad lheselt mdaratud kesk-
punkti), millised joontest ei oma keskpunkti ja millised
joontest omavad ldpmatu palju keskpunkte;

1) 3x2 - 4xy - 2y2 +3x-12y-7=0;
2) 4x2 + 5xy + 3y2 - x + 9y - 12=0

3) 4x2 - 4xy + y2 - 6x + 8y + 13 = 0 ;

4) 4x2 - 4xy + 32 - 12x + 6y - 11 = 0 ;

5) x2 - 2xy + 4y2 + 5x - 7y + 12 = 0 ;

6) X2 - 2xy + y2 - 6x + 6y - 3 =0 ;

7) 4x2 - 20xy + 25y2 - 14x + 2y - 15 = 0 ;

8) 4x2 - 6xy - 9y2 + 3x - 7y+ 12 =0

11.20. Kontrollida, kas kdik antud teist jarku jooned
omavad ldpmata palju keskpunkte. Koostada keskpunktide hul-
ga vorrand:

1) x2 - 6xy + 9y2 - 12x + 36y + 20 = 0 ;
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2) 4x2 + 4xy + y2 -8x - 4y - 21 =0 ;
3) 25x2 - 10xy + y2 + 40x - 8y + 7 =0
11.21. Milliste a ja b vaartuste korral vdrrand
1) x2 + 6xy + ay2 + 3x + by - 4 = 0 ;
2) ax2 + 12xy + 9y2 + 4x + by - 13 = 0
méarab
a) tsentraalse teist jarku joone;
b) tsentrita teist jarku joone (parabooli);
c) ldpmata palju keskpunkte omava teist jarku joone (ol-
lineaarsete sirgete paari).

11.22. Kasutades reeperi nihet, lihtsustada antud kd&-
verate vlrrandeid:
1) 7x2 + 4xy + 4y2 - 40x - 32y +5 =0 ;
2) X2 - 2xy + 2x + 2y + 1 =0 ;
3) 6x2 - 4xy + 9y2 - 4x - 32y -6 =0 .

11.23. Leida koigi teist jarku joonte, mille keskpunkt
on (xQ, M)» uldvdrrand.

11.24. Teist jarku kdver labib reeperi alguspunkti ning
punkte A(0, 1) ja B(1, 0) <« Kdvera keskpunkt on C(2, 3).
Leida selle kdvera vdrrand.

11.25. Teist jarku kdvera keskpunkt asetseb punktis
(0,-1), kover labib punkti (3, 0) ning Idikab sirgeid

2x - By + 1 =0 ja X +y-5=0
ainult Uhes punktis. Leida selle kdvera vdrrand.

11.26. Koostada antud kolmnurga Umber joonestatud vord-
haarsete hiperboolide keskpunktide hulga vorrand.

11.27. Koostada hiperboolide keskpunktide hulga  vodr-
rand, kui hiperboolid labivad kaht fikseeritud punkti ja neid
on samad asumptoodid.

11.28. Koostada teist jarku joone
22 + 2xy - ); - 2ax + 4ay +1=0

keskpunktide hulga vérrand, kui a on muutuv parameeter.
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1JL*29. Leida koigi tsentraalsete teist jarku joonte
keskpunktide hulga vorrand, kui need kbverad labivad nelja
punkti (0, 0), (2, 0), (0, 1), (@, 2).

11.30» On antud kover

5x2 + 12xy - 22x - 12y - 19 =0
Leida selle kdvera tippvdrrand.

Markus. Kovera kanoonilist reeperit nimetatakse tipp-
k&nooniliseks reeperiks, kui kdvera telgedest iks on voetud
abstsissteljeks, reeperi alguspunkt asetseb ihes abstsiss-
teljel asetsevas tipus ning ordinaatteljeks on vdetud tip-
pu labiv kOvera puutuja. Teist jarku kdvera vdrrandit tipp-
kanoonilise reeperi suhtes nimetatakse kdvera tippvorran-
diks

11.31. Leida antud teist jarku koverate tippvorrandid:

1) 2xy + 3X-y-2 =0 ;

2) x2+ 2y2-16 =0 ;

11«32. Koostada ellipsi vOrrand, kui x-teljeks valida
ellipsi fokaaltelg ja reeperi alguspunkt asetseb, ellipsi pa-
rempoolses fokaaltipus.

11.33. Koostada ellipsi vOrrand, Kkui abstsissteljeks
valida ellipsi fokaaltelg ja reeperi alguspunkt asetseb el-
lipsi vasaku juhtsirge ja fokaaltelje Idikepunktis. (Abstsiss-
telje positiivseks suunaks valida suund vasakust juhtsirgest
vastava fookuse poole.)

82. Teist jarku kdvera puutuja

Teist jéarku kover

2 2
a"x + 2al2xY+ a22y + 2al3X + 2a23y + a33 = 0 (11.9v
ja sirge
Ax + By + C= O
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tUldiselt kdneldes omavad kaka l06ikepunkti, mis voivad olla
reaalsed, 1imaginaarsed vdi Uhtivad. Kui teist jarku kovera
ja sirge I0ikepunktid Uhtivad, siis sirget nimetatakse Kko-
vera puutu.iaks antud punktis ja dhtivaid l8ikepunkte nime-
tatakse pmatoptolrtike* Teist jarku kdvera (11.9) puutuja
kdvera punktis MQ(x0, yQ) méératakse vdrrandiga

(allxo + al2*o + al3)x + (al2xo + a22*0 + al3,y +

+ ai3xo0 + a23yo + a33 = @ ~ (11.10)
mille me saame antud teist jarku kovera vdrrandist (11.9)
kergesti pooliti asendusvotte abil. A Pooliti asendusvitte
korral tuleb asendada pooled tundmatud k8vera v8rrandis pur
tepunkti koordinaatidega, s. t. teostada asendused xg»x.xo;
j2-*y.yo; 2xyxoy +xy0 ; 2x-* x +XQ ; 2y-* y+yQ .

11.34. Koostada antud koonuseldigete

1) b2x2 + a2y2 - ab = 0 ;
2) b2x2 - a2y2 - ab = 0 ;

3) 3 - 2px =0 ;
4) xy =mnm
puutujate vdrrandid.

11.35. Leida kdvera
X2 - 2y2 - 5x + 4y + 6 =0
puutujad selle kdvera ja reeperi telgede Idikepunktides.
11.36. Leida kovera
X2 - 2y2 - 5x + 4y + 6 = 0

puutujad, mis labivad kdvera ja abstsisstelje l6ikepunkte.

113 1. Millist tingimust peavad rahuldama teist jarlcu
kdvera vOrrandi kordajad, et kdver puutuks

1) x-telge;

2) y-telge;

3) x- ja y-telge.
11.38. On antud teist jarku kdver
4x% - 4xy + ¥ + Bx +1=0.
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Kontrollida, millise kordaja k vaartuse korral sirge y =kx
1) 18ikab antud kdverat uhes punktis;
2) puutub antud kdverat;
3) I10ikab antud kdverat kahes erinevas punktis;
4) ei ldika antud koéverat.

11.39. Uurida antud kdverate asendit reeperi telgede
suhtes

1 xp +4xy - 4x-y+4=0 ;

2) x2-4x-y+3=0;

3) x2 + 6xy + 9y2 - 18y = 0 .

nao. Leida kovera
3R+ 2xy + 2y2 + 3x- 4y =0
puutujad kdvera punktides, mille abstsiss on -2.
11.41. Koostada kdvera
2x2 + y2 - 4xy - 2x + 6y - 3 =0
puutuja vodrrand, kui puutuja labib punkti P(3, 4).
11.42. Koostada antud punkti labivate kdverate puutu-
Jjate vérrandid:
1) 0¢, 0 , 3x2 + 7xy + 5y2 +4x+5y+1 =0 ;
2) A@, 4 , 2X2 - 4xy + y2 - 2x + 6y - 3 =0
11.43. Leida kovera
X2 + Xy +y2+ 2x+ 3y -3=20
puutujate hulgast abstsissteljega paralleelsed puutujad.
11.44. On antud teist jarku joon
4x2 + 4Xy + y2 - 6x + 4y + 2 =0
Leida selle joone puutujad, mis on paralleelsed y-teljega.
11.45. Leida kdvera
i2-+xy + y2+ 2x + 3y - 3 =0

puutujad, mis on paralleelsed sirgega 3x + 3y - 5 = 0.



11«46. Leida antud teist jarku joonte

1) 3+ 2xy + 2y2 + 3x - 4y = 0 ;
2) 2x2 - xy -y2 - 15x - 3y + 18 = 0

puutujad, mis labivad punkti A(-2,1) , ning selgitada, miks
me kummalgi juhul vbime saada ainult (he puutuja.

11.47. Koostada teist jarku kdvera vorrand, kui kdvera
keskpunkt asetseb reeperi alguspunktis, kover labib punkti
M(6, -2) ja puutub sirget x - 2 = 0 punktis U2, 0)

11.48. Punkt P(1, -2) on teist jarku kdvera kesk-
punkt, kdver labib punkti Q(0, -3) ja puutub x-telge ree-
peri alguspunktis. Koostada kdvera vorrand.

11.49. Leida reeperi alguspunkti labivat” sirget
4x + 3y + 2 =0
punktis (1, -2) ja sirget
X -y-1=0
punktis (0,-1) puutuva teist jarku joone voérrand.

11.50. Koostada teist jarku kdverate, mis puutuvad ab-
stsisstelge punktis (2, 0) ning ordinaattelge punktis (0, D,
keskpunktide hulga vorrand.

83. Teist jarku joone diameetrid, peateljed
ja asltmptoodid

Olgu teist jarku joon maaratud dldvdrrandiga (11.1). Kui
teist jarku joone paralleelsete kddlude tdus on Kk, siis kdo-
lude poolt mdadratud diameetri (s. t. sirge, millel asetsevad
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kddlude keskpunktid) maarab voérrand

("1 x + al2y  al3r  A@.j2x + &22°  a23n =0 (11.11)
ehk

FX + kPy = <. (11.11%)

Tsentraalse teist jarku joone kdik diameetrid labivad
kévera tsentrit. Parabooli diameetrid on paralleelsed para-
booli teljega.

Teist jarku kovera kddlude sihti ja ko66lude poolt maa-
ratud diameetri sihti nimetatakse kaas- ehk konjugeeritud
sihtideks antud teist jarku kdvera suhtes. Kaassihtide tdu-
sud rahuldavad tingimust

a® + a2« + k?) + a22kk" = 0 - (11.12)
Enese kaassihte nimetatakse aslimptootilisteks sihtideks. Kaas-
sihilisi diameetreid nimetatakse kaasdiameetriteks. Ristuvaid
kaasdiameetreid nimetatakse peadiameetriteks.

Ristreeperi korral teist jarku kdvera peasihid mdaratak-
se vOrrandist

ark2 + (a™ - a22)k - al2 = 0 (11.13)
ehk
2ai2
tan 2 D=, (11.14)

an az22

kus ~ on x-telje ja uhe peasihi vaheline nurk.
Kaldreeperi korral teist jarku kbvera peasihid mddratak-
se vOrrandist

2
(al2 - a22cos6o)k + (a™ - a22)k - (al2 - a~cosit) =0
(11.15)

lga teist jarku kdver omab kaks ristuvat peasihti. Eran-
di moodustab ainult ringjoon, mille korral peasihid on méaara-
mata.

Parabooli kdigi diameetrite tdous midratakse seosest



K*-- (11.17)
2 P 2
leus A~ = 9 &i2 = t &2 =~ #
Parabooli peatelg maaratakse vdrrandist
+ = . .
Py é% P, 0 (11.18)

Parabooli teine peasiht on risti peadiameetriga, teist
peatelge paraboolil ei ole.

Kui reeperi teljed on kaassihilised, siis teist jarku
kdvera vdrrandis ei eksisteeri tundmatute korrutisega liiget
(s. t. al2=0). Lisaks kaob parabooli korral ka (ks tund-
matu ruuduga liige (s. t. a” =0 wvoi a22 =0

Kui teist jarku tsentraalse kdvera korral reeperi tel-
gedeks on peateljed, siis kdvera vdrrand omab kuju

a"x2 + a22y2 +j =0 . (11.19)

Teist jarku joone vdrrandi leidmist, kus reeperi telge-
deks on peateljed, nimetatakse kOvera vdrrandi taandamiseks
peatelgedele.

Parabooli lihtsama vorrandi saame, kui paigutame reepe-
ri alguspunkti parabooli tippu, s. t. telje ja barabooli 10i-
kepunkti (&83 = 0)» vOtame parabooli telje abstsissteljeks
(@fjj =0 a2 =0 ja a)j» = 0) ja ordinaatteljeks paraboo-
Ii puutuja parabooli tipus. Saame

at2y2 + 2al3x = 0 . (11.20)

Kui tsentraalse kdvera korral fokaaltelg valida abstsiss-
teljeks ja ordinaatteljeks kovera puutuja tipus, siis kdvera
nn. tippvdrrand omab kuju

aj~x2 + af2y2 + 2a*~ =0 . (11.21)

Teist jarku joone asimptootiliste sihtide (enese kaas-
sihtide) tousud maaratakse seosest

all + 2al2k + a22k2 = 0 . (11.22)

Teist jarku kovera asumptoote vdib vaadelda kui aslmp-
tootilise sihiga diameetreid. AsUmptoodid vOivad eksisteeri-
da ainult tsentraalsete joonte korral. Hiperboolil on kaks
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reaalset asiimptooti, ellipsil kaks imaginaarset asumptooti,
I16ikuvad, sirged, osutuvad, ise aslimptootideks.

Kui asimptoodid valida hiperbooli korral reeperi tel-
gedeks, siis huperbooli vdrrand omab kuju

2al2xy + a£2 = 0 . (11.23)

Hiperbooli vdrrandit (11.23) nimetatakse hiperbooli aslmp-
tootiliseks vdrrandiks. Huperbooli vérrandi (11.23) leid-
mist, kus reeperi telgedeks on aslmptoodid, nimetatakse hi-
perbooli taandamiseks asimptpotidele.

11.51. On antud kodver
2X2 - 4xy + by2 - 8 + 6 =0
Leida abstsissteljel asetseva kddlu pikkus.
11.52. Millisel parameeter J} vaartusel kover
2x2 - By+ W -Tx+J1y +4 =0

1) eraldab ordinaatidel kd6lu pikkusega 3 ihikut;
2) puutub ordinaattelge.

11.53. Leida teist jarku kdvera
5x2 - 3xy + y2 - 3x + 2y - 5 =0

diameeter, mis labib selle kbévera ja sirge x - 2y - 1 =0
Idikumisel tekkinud k66lu keskpunkti.

11.54. On antud teist jarku kdver
4xy - by2 +2x+6y+1 =0.
Leida selle kdvera diameeter, mis l&abib punkti (-4, 2)

11.55. Leida antud teist jarku kdvera diameeter, mis on
paralleelne antud sirgega:

1) 5x2 - 6xy + 3y2 - 2* =0 , 2x - 3y =0 ;

2) 2x2 + 4xy + 5y2 - 8x + 6 =0 , 2x - y+5=0

11.56. Leida kOvera
6x2 - Xy - 2y2 + 4y = 0

diameeter, mis moodustab abstsissteljega nurga 45 e
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11.57. Leida kdvera
5x2 - 3y/+ 32 - B+ 2y - 5 =0
diameeter, mis labib selle kdvera poolt sirgest x - 2y -1=C
védlja l6igatud koolu keskpunkti.
11.58. Leida antud koévera
2x2 +e4xy + 32 - 3x- 3y =0
poolt sirgest x + 3y - 12 = 0 valja l6igatud kd8lu keskpunkt
11.59. Leida kbvera
X2 - 2xy + 2y2 - 4x - 6y + 3 = 0
kaks kaasdiameetrit, kui Uks tneist l&bib reeperi alguspunkti.
11.60. Kodvera
3x2 - 2xy + 3y2 + 4x - 4y - 4 =0
diameeter l&bib punkti A(l, -2) . Koostada diameetri ja tema
kaasdiameetri vérrandid.
11.61. On antud kdver
2x2 + 5xy - 32 + 3x+ 16y =0
Leida selle kOvera abstsissteljega paralleelne diameeter ning
selle kaasdiameeter.
11.62. Leida kdvera
Xy - y2 - 2x + 3y - 1 =0
kaks kaasdiameetrit, kui Uks neist on paralleelne ordinaat-
teljega.
11.63. On antud parabool
X2 - 6xy + 9y2 - 12x + 14y - 7 = 0

Koostada selle parabooli diameetri vdrrand, kui diameeter
1) labib reeperi alguspunkti;
2) on x-telje sihilise kddlu kaassihiline;
3) on y-telje sihilise kdolu kaassihiline;
4) moodustab oma kaassihiga nurga i ;
5) on risti oma kaassihiga.
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ning ta iUks diameeter
x +2y -2=0.
Leida selle diameetri kaasdiameeter.
11.65« Leida kOvera
3x2 - 6xy + 5y2 - 4x - 6y + 10 = 0
kaasdiameetrid, mis moodustavad omavahel nurga 45°.
11.66. On antud teist jarku joon
5x2 - 3xy + y2 - 3x + 2y - 5 =0
ja kaks punkti: A(2, 1) ja B(1l, 4) < Leida selle joone kodl,

mis labib punkti B ja on punkti A labiva diameetri kaas-
diameeter.

11.67. On antud rover
3R + Ixy + 5y2 + 4x + 5y + 1 =0
Leida

1) x-teljega,

2) y-teljega,

3) sirgega x + y+ 1 =0 paralleelsete ko66lude kesk-
punktide vorrandid.

11.68. Leida nelja punkti A(1, 0), B(3, 2), C(0, 2)
ja D(0, -2) labiva teist jarku joone vorrand, kui kddlude
AB ja CD sihid on teineteise kaassihid.

11.69. O0n antud parabooli vdrrand

2
(6Cx HAy~) + 2a"x + 2aRY + a~j = 0 ,

3
aj3 a23 0 .

Leida parabooli®puutuja vorrand suvalises punktis (x0, yQ)
ning vastava kaasdiameetri voOrrand.

11.70. Leida antud teist jarku joonte peateljed (sum-
meetriateljed):
89 .



1) >f+ oxy + 3y2 + 6x =2y #3520
2) 5x + 24xy - 2y2 + 4x - 1 =0 ;
3) x - 3y+ty +1=0f
4) b5x + 8xy + 5y - 18y + 9
5) - 4x + 2y -3 =0 »
6) x2 -mdxy + 4y2 - 5x + 10y + 6 =0
7) 2X2 + 3xy - 2y2 + 5y -2 = 0;

8) x2 -.4xy + 4y2 - 5x + 6 =0

1
o

11.71. Leida parabooli
X2 - 2xy + y2 + x-2y+3 =0
telg.

11.72. Toestada, et Uldvérrandiga maaratud parabool
telje vorrandi v6ib esitada kujul

a,x *+ al2y H a2ix t a22y f a23

al3
al2 al3 al3 all
a22 a23 a23 a2l

11.73. Leida parabooli simmeetriatelg ning tipp:

1) X2 + 4xy + 4y2 - 6x - 2y + 1 =0 1

2) 9x2 - 12xy + 4y2 - 8x = 0 ;

3) 3y2+2x-6y+5=0.

Mérkus. Parabooli tippu vdib vaadelda kui parabooli ja
ta telje Idikepunkti.

11.74. Leida kidunud tsentraalse teist jarku joone (Igi-
kuvate sirgete paari) peateljed.

11.75. Leida tingimus, mille korral kahel Uldvdrrandi-
ga maaratud teist jarku joonel on Uhed ja samad peasihid.

11.76. Leida kahe antud kOvera uUhine diameeter:

1) x2 - Xy - ); - X -y=0 ja x2 + 2xy +y2 - X +y=0;
2) XM -2xy -y -2x-2y = 0 .jJa X2-2xy+3y2 - 2x - 2y =0 .
11.77. On antud kaks teist jarku joont:
3x2 - 2xy + y2 + 6x - 10 = 0 ,
3x2 - 2xy - y» + 6y - 10 = 0
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Leida m6lema kbvera kaasdiameetrite paar, nii et Uhe paari
diameetrid oleksid paralleelsed teise paari diameetritega.

11«78« Leida reeperi alguspunkti labiva teist jarku
joone vorrand, kui on teada selle kaks paari kaasdiameet-—
reid:

r~- 3y-2=0 Ja f5y +3 =0
[5x - 5y - 4 =0 (Xx-y-1=o0
11.79« On antud kaks paari sirgeid

[2x - Y= 0 Ja X - y=0
x+2y =0 @x- 5y =0

mis on teist jarku joone kaasdiameetriteks. Leida selle joo-
ne vorrand, kui ta labib punkti (1, 1).

11.80. Toestada, et kui kolmnurga

1) umber joonestatud,

2) sisse joonestatud
teist jarku joone keskpunkt dhtib kolmnurga raskuskeskmega,
siis teist jarku joon on ellips.

11.81. Toestada, et teist jarku joone Umber joonesta-
tud roopkiliku diagonaalid on selle kdvera kaasdiameetrid.

11.82. Teist jarku joone
x? - 6xy + )/2+ 4=0

sisse on joonestatud roopkilik, mille Uheks kuljeks on sir-
ge x - 1=0 . Leida tlejaanud kilgede voOrrandid.

11.83. Toestada, et rodpkiliku 1) dmber, 2) sisse joo-
nestatud teist jarku joon on alati tsentraalne ning ta kesk-
punkt dhtib rédpkiliku diagonaalide I8ikepunktiga.

Huperbooli aslmptoodid
11.84. Leida jargmiste hiiperboolide asimptoodid:

0 ;
0 ;

1) 3x2 + 2xy - y2 + 8x + 10y + 14

2) 3x2 + 10xy + 7y2 + 4x + 2y + 1

3) 10xy - 2y2 + 6x + 4y - 21 =0 ;
4) 2x2 - 3xy -x+3y+4=0 ;
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5) 10x2 + 21xy + 9y2 - 41x - 39y + 4 =
6) x2 - 3xy - 10y2 + 6x - 8y = 0 ;

7) 3x2 +e2xy - y + 8x + 10y - 14 =0
8) 3x2 +mirxy + 4y + 5x + 2y -6 =03
9) 10xy - 2y2 + 6x + 4y + 11

"
o

n .85. Koostada teiat jarku joone vdrrand, kui ta osu-
tub hiperbooli

3x2 + 10xy + 7y2 + 4x + 2y + 1 =0
aslimptootide paariks ning leida need aslmptoodid.
11.86. Toestada, et

1) kdigil teist jarku koveratel, mille vorrandid erine-
vad Uksteisest ainult vabaliikme poolest, on dhised asimp-
toodid;

2) kui kahel kdveral on (hised asumptoodid, siis nende
vorrandite kdikide liikmete, valja arvatud vabaliikmed, vaa-
tavad kordajad on vdrdelised.

Leida kdvera

2x2 + 3xy - 2y2 + 3x + 1lly+J1 =0
asumptoodid erinevate A  vaartuste korral.

11.87. Kahe hiiperbooli UGldv8rrandid on
2

anXx 0,

0 .

+ 2al2xy + a22y2 + 2al”x + 2a2”y + a”®

an x2 + 2a12xy + a22y® + 2al3x + 2a23y + b~

Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et need hiperboolid
asetseksid nende Uhiste asumptootide poolt moodustatud erine-
vates tippnurkades.

11.88. Leida koverate, mille asimptootideks on
Ax+By+C=0 ja
AMX + BNy + C1 =0
iildvdrrand.
11.89. Koostada hiuperbooli vorrand, kui hiperbooli foo-
kus asetseb punktis F(-2, x) ja hiperbooli astmptootideks
on sirged
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2x - y+ 1 =0 ja
X+ 2y-7=0.
11«90» Teist jarku joon l&bib punkti (1, -1) ning ta
astmptootideks on kaks sirget:

faed 2x + 3y - 5 0 ja
5x + 3y - S =0

Leida selle joone viérrand.

11.91« Koostada hiperbooli vdrrand, kui ta asimptoo-
tideks on sirged

X -1=0 ja 2x - y+1>0
ning ta puutub sirget
4x + y +5=0.

11.92. Leida hiperbooli vdrrand, kui fookus on F(-2,2)
ning sirged

2x - y+ 1=0 ja x+2y -7=0
on asilimptootideks.

11.93. Millist tingimust peavad rahuldama hiperbooli
tldvdérrandi kordajad, et hiperbool oleks vdrdhaame?

2is2+. Toestada, et vdrrand

(A"x + Bry + 6.,)2 - (A + BRY+ Cg)2 = 1,

Al B1

h. B

toodid.

kui Ji0 , maarab huperbooli ning leida ta asiimp-

84. Teist jarku joone voOrrandi lihtsustamjne
reeperi poorde abil

Olgu teist jarku tsentraalne joon madratud mingi rist-
reeperi suhtes vdrrandiga

+ 2al2x ¥ + N22y"2 + «-=0 . (11.8)
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Kui teostada ristreeperi pddre nurga vOrra, siis punkti
koordinaadid teisenevad jargmiste valemite jargi:

pc<= X cosoC - Y sinoL, (11.24)
Ily* = X sinoC + y cosoC

Asendades seosed (11.24) joone vdrrandisse (11.8), saame etund-
matute korrutisega liikme kordajaks

aj2 = (a22 ~ all)cosoCsinoL + al2(coszoc sin2«<)
ehk
al2 =7 (a22 ““ a)sin2 < + al2cos200 .

Kui reeperi teljed on kaassihilised, siis teist Jarku
kdévera vorrandis ei eksisteeri tundmatute korrutisega liiget
(s. t* a™2 ~0)

Kuna exme podret ei ole teljed kdvera peasihilised, s.t.
al2 PO , siis on alati vdimalik valida nurka ~ nii, et
peale podret a2 = 0 , s. t. tuleb vdotta

oot 200 = 11 ZZagz (11.25)
12

Kui teist jarku tsentraalse joone korral reeperi telge-
deks on peateljed, siis joone vdrrand omab kuju

N-,12 + N2 + j- =0 . (11.26)
Saadud vOrrand on peaaegu kanooniline vdrrand, millest (le-
minek kanoonilisele vérrandile on vdga lihtne.

Ruutliikmete kordajad J11 ja T. 2 vdime leida ka va-
hetult teist jarku joone karakteristlikust vdrrandist.

-1 12 =0 (11.27)
n2 a22 “J1
ehk
42 . SA+S =0, (11.28)

kus S = all + a22

Kordajad J11 ja J1 2 on karakteristliku vdrrandi la-
hendid, nad on alati reaalsed ja neid on voimalik arvutada
vahetult lahtevdrrandist.

Markus, x kordajaks voib votta ikskdik kumma lahendi-
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test J1 ~ v8i 71 2 . Valik séltub ainult sellest, kumba
telge me nimetame x-teljeks ja kumba y-teljeks, mis on aga
ebaoluline.

Péérdenurga cC leidsime valemi (11.25) vdib teisenda-
da kujule

K= tancL = — " (11.29)
12

kus K on esimese peatelje (summeetriatelje) tdus.

Parabooli lihtsama vOrrandi saame, kui paigutame ree-
peri alguspunkti parabooli tippu, s. t. telje ja parabooli
Idikepunkti (&3 = 0) ja vOtame parabooli telje abstsiss-
teljeks (&3 =0 , a”» =0 ja al = 0) ning ordinaattel-
jeks parabooli puutuja parabooli tipus. Saame

aRy + 2a{3<=0 - (11.30)
Kui tsentraalse kdvera korral fokaaltelg valida abstsiss-
teljeks, reeperi alguspunktiks iks fokaaltipp ja ordinaat-
teljeks kdvera puutuja tipus, siis kdvera nn. tippvorrand
omab kuju
anx2 + at y2 + =0 . (11.31)

Ellipsi vdi hiperbooli asend maadratakse Ilahtereeperi
suhtes jargmiselt:
a) kodvera keskpunkt leitakse vdrrandisisteemist

a”x + a-j2¢ a3 = 0 * al2x a22y a23 =@ -
b) kdvera fokaaltelje (uue x-telje) tous leitakse seo-

sest
A.l1 “call

al2
kus N on karakteristliku vorrandi leihend (ellipsi korral

absoluutvaartuselt véiksem lahend, hiperbooli korral see la-
hend, mille mark Uhtib [, mérgiga). Kodvera peaaegu kanooni-
line vdrrand omab kuju
J1 .2 + A2>2 + =0 «
Parabooli asendi mééramiseks leiame parabooli tipu kui
parabooli telje
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12 22 all + a2
ja parabooli 10ikepunkti .

al2z a2 o . all al2 444 paralleelne

al3 a23 al3 a23 /

Vektor q =

parabooli teljega ja on suunatud tema ndgususe poole (posi-
tiivne suund). Parabooli parameeter madaratakse valemist

p -"Fji~.
Naide 1. Leida jargmise ruutvdorrandiga maaratud koo-
nuseldike tilp, asend ja kanooniline vdrrand
6xy + - 12x - 26y +11 =0 .

Lahendus. 4 = 3 8 —13l=81 40, &=\9 |]|= -9<0.
(6 -13 1 Uo

Joon. 11.1

M 2
Leiame karakteristliku vorrandi /. -89 -9 =0. Seega
selle lahendid on TL"=9 , N = -1 » Tema peaaegu kanoo-—



niliseks vorrandiks on
9X2 - Y2+~ =0

ja kanooniliseks vorrandiks
X2 - g%=1

Keskpunkti maarab vorrandisisteem

MRy -6 =0,
(Bx + 8y - 13 =0 .

Keskpunktiks on punkt C(-1, 2), fokaaltelje tous

k .AJLIIU .2 .3, s.t. tan* . 3..
12 3

Naide 2, Leida koordinaatide teisendusvalemid, mis tei-
sendavad 1. naites antud hiperbooli vorrandi kanooniliselt
kujule.

Lahendus. Huperbooli keskpunkt asetseb punktis G(-1, 2)
ja fokaaltelje tdus k = 3 (naide 1). Seega

cos ® = mm, sini0 = n? .

| y~Ww | \rw

Jarelikult koordinaatide teisendusvalemid on

x ="JX-1"F y = +2
VTu w
ning
X-*+3y -5 y=-3x +Y¥ -5
No * VTO

Naide 3. Leida koonuseldike
6xy + 8y2 - 12x - 26y +11=0
fookused ja juhtsirged.
Lahendus. K&ver on hiperbool, mille kanooniline vdrrand
on' XP - 22 1 . Koordinaatide teisendusvalemid Uleminekuks
kanooniliselt vorrandilt lahtevorrandile on



X = ) Y - +y -5
VTU nT7

Fookuste koordinaadid kanoonilises reeperis on
Xt =HR g, =0 XT =VIU, Y, -

Juhtjoonte vorrandid kanoonilise reeperi suhtes on

VTG
ning lahtereeperi suhtes

X + 3y - 5 _ 1
o m
ehk
X+3y -4=0, x+3y-6-=0.

Naide 4« Leida ruutvorrandiga
X2 - 4xXy + 4y2 + 4x - 3y - 7 =0

maaratud koonuse loike tiup, asend ja kanooniline vdrrand.

Lahendus. 6=0, o= - A5 Jarelikult kover on pa-

rabool . Parameeter p = P ning kanooniline vor-
1 —2ft

rand Y2 = X . Telje vorrand on x -2y +1=0. Para-

.. YT
booli tipu maarab sisteem
x-2y+1=0,
(Ux+3y-6=0
ja tipp on A, 2). Pa-
rabooli ndgususe poole
suunduva parabooli pea-
telje sihivektoriks on
q = (-2, -1) . Joonise te-
gemisel on kasulik arves-
tada, et kui X=Y5, siis

Joon. 11.2.
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gaide 5. Leida parabooli
2 _ o
X —4xy +4y + 4x -3y -7=0
fookus ja juhtsirge.
lehendus. Antud parabooli tipp on A(3, 2), paraaeeter
P - ja telje slhivektor g = (-2, -1) (positiivses si-
his). Siis
2_ , Sxnll 8- .
y?
kus 4 on x-telje ja X-telje vaheline nurk. Jarelikult ree-
periteisendusvalemid on

ehk
8 y = 1.,

Fookuse koordinaadid kanoonilises reeperis on

ja lahtereeperis x = 2,9; y = 1,95 . Juhtsirge vorrand ka-
noonilises reeperis on

X = =

ja lahtereeperis &c+ 4y - 33 = 0 .
Haide 6. Leida ruutvorrandiga

X2 - 5xy + 4y2 + x+2y-2=0

maaratud koonuseldike tilp ja asend. *

Lahendus. S =-] <0, [ =0 . Voérrand masgrab 138i-
kuvate sirgete paari. Easutades ruhmitamise vOtet, saame nen-
de sirgete vorrandid:

X-y-1=0, x-4y+2 =0.
11.95. Teist jarku kdvera vdrrand on

6xy + 8y2 - 12x - 26y +11 =0 .
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Toestada, et see vOrrand maarab huperbooli. Leida lahteree-
peri suhtes fookuste ja tippude koordinaadid, juhtsirgete
vorrandid ja hiperbooli tippe labivate puutujate vdrrandid.

11.96. Leida antud teist jarku kodverate kanoonilisec
vorrandid, kasutades reeperiteisendusi. Kirjeldada antud ko-
verate asendeid léhtereeperi suhtes:

X2+ 2% +4x -4y =0 :

42 -y2-8x-6y-4=0 ;

2+ 4x+2y - 1=0 ;
6x2 + 8y2+ 3x - 4+ 1 =0
22 - 3Y2-6x+99y-2=>0
22+ 6x +3y +6=0
2 +4x -2y +1a0
32 - 22+ 6X + 4y +
Xy+X+y=o0.

[
1
o

11.97. On antud teist jarku jooned:

2 +2Xy+y2-7=0 ;

52+ 3y2+x-24a0 ;

X2+ 3y2+4x -5y =0 ;

Yo% 3o

- 2y*"+ 3 =0 ;

32 -42+2y +5=0 ;

82 - 3y2+ 2x-5+ 1=0.
Selgitada kdverate asendite isedrasusi reeperi telgede suh-
tes.

11.98. Leida antud teist jarku joonte kanoonilised vor-
randid, kasutades reeperiteisendusi. Kirjeldada teist jarku
joonte asendeid vana ja uue reeperi suhtes.

1) 32x2 + 52xy - 7y2 + 180 = 0 ;
2) 5x2 - 6xy + 5y2 - 32 =0 ;
3 17x2 - 12-y + 8y2 = 0 ;
4) 5x2 + 24xy - 5y2 = 0
5) 5x2 - 6xy + 52 +8 =0 .

11.99. Joonestada antud tsentraalsed koonuseldiked. Lei-

da koordinaatide teisendusvalemid Uleminekuks antud reeperilt
teist jarku joone kanoonilisele reeperile:
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D 3x2+10xy+3y2—2x—l4y—13=0;

2) 25x2 - 14xy + 25y2 + 64X - 64y - 224 = 0 ;
3 4x™ + 3y2 + 16x + 12y - 36 = 0 ;

4 TX + 6Xxy - y2 + 28x + 12y + 28 = 0 ;
5 19x2 + 6xy + 1lly2 + 38x + 6y + 29 =

6) 5x2 - 2xy + By2 - 4x + 20y + 20 = O .

11.100. Joonestada antud mittetsentraalsed teist jarku
jooned. Leida koordinaatide teisendusvalemid uleminekuks an-

tud reeperilt teist jarku joone kanoonilisele reeperile:
1) 9x2 - 24xy + 16y2 - 20x + 110y - 50 = O
2) 92 + 12xy + 4y - 24x - 1oy + 3 =0 ;

3) 16x2 - 24xy + 9y2 - 16Qx + 120y + 425 = 0 .
11.101. On antud kbéver

2x2 - 12xy - 7y2 + 8x + 6y = 0 .

Leida kdvera vorrand, kui reeperi telgedeks on kdvera  sum-
meetriatel jed.

11.102. On antud kdverad

1) 9x2 - 4xy + 6y2 + 6x - 8y + 2 = 0 ;
2) 32x2 + 60xy + 7y2 - 16x - 2y + 1 =0
) 2xy +3x-y-2=0 ;

4 5x + 4xy + 8y2 - 32x - 56y + 80 = 0 ;
5) 5x2 + 12xy - 22x - 12y - 19 =0 .

Leida nende kbverate vorrandid, kui reeperi telgedeks on k&-
vera peateljed.

11.103. Leida iga jargmise vorrandiga maaratud tsent-
raalse teist jarku kdvera keskpunkt, fokaaltelje tous ja ka-
nooniline vorrand:

1) 5x2 + 4xy + 8y2 - 32x - 56y + 80 = O
2) 5x2 + 8xy + 5y2 - 18x - 18y +9=0 ;
3) 5x2 + 6xy + 5y2 - 16 x-16y-16 =0 ;
4) o6xy + 8y2 - 12x - + 11 =0 ;

5) 7x2 + 16xy - 23y2 - 14x - 16y - 218 = 0 ;
6) 7x2 - 24xy - 38x + 24y + 175 = 0 .
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11.104. Kasutades reeperiteisendusi, kontrollida, e
iga jargnev vorrand madarab lId0ikuvate sirgete paari. Leida sjjv
gete vorrandid lahtereeperis:

D x2— 5xy+4y2+x+2y—2 =0;
2) 4x2 - 12xy + 9y2 - 2x + 3y - 2 =0

11«105. Teisendada antud parabooli vdrrandid lihtsama-
le kujule:

1) 9x2 + 24xy + 16y2 - 40x + 30y = 0 ;
2) X2 + 2xy + y2 -8x + 4=»0.

11.106. Maarata antud kdverate tulp ja asend, lihtsus-
tades eelnevalt kdverate voOrrandeid reeperiteisenduste e.bil

1) 2x2 - 4xy + 2y2 + 3x - by + 2 = 0 ;
2) X2 -2xy +y2+ 4 -5=0 ;

11.107. Leida iga jargneva vOrrandiga maaratud para-
booli tipp Q , parameeter ja telje siht:

1) y2- 10x - 2y - 19 = 0 ;
2) y2-6x+ 14y + 49 =0 ;
3 y2+8x-16 =0 ;

4) X2 -6x -4y +29 =0 ;

Y = Ax2 +BX+C ; ANO
6) y=x2-8x+ 15 ;
y B X2 + 6X .

11.108. Lsida antud paraboolide kanooniline vérrand, ti-
pu koordinaadid ja summeetriatelje sihivektor:

1) 9x2 + 24xy + 16y2 - 230x + 110y - 475 = 0 ;
2) X2 - 2xy + y2 - 10x - 6y + 25 = 0 ;

3) 9x2 + 24xy + 16y2 - 40x + 30y = 0 ;

4 X2+ 2xy +y2 -8x+4=0;

B) 4x2 - 4xy +y2 -2x-14y+7=0.

11.109. Selgitada reeperi telgede paiknemist antud pa-
rabooli suhtes:

1) X2 -2xy +y2+ 2x - 6y =0 ;
2) 2x2+6x-y-1=0 ;
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3 3x2 -4y +5*0 ;
4H 4y2 - 2x - 3 =0 .

HiJJLO« Teades parabooli parameetrit, koostada paraboo-
11 vOrrand, kui reeperi telgedeks on parabooli fokaalkddlu
otspunkti labivad puutuja ja normaal*

11«111« Parabooli parameeter on p . Koostada parabooli
vorrand, kui reeperi telgedeks on parabooli fokaalkddlu ots-
punktides voetud puutujad.

11.112. Naidata, et kover
y = ax2 + 2bx + ¢ @0
on parabool, mille telg on paralleelne y-teljega.
11.113. Leida antud parabooli
(x cos t + y sin t)2 =2p(x sint -y cos t+q ,

(g> 0, Q<.t< ) kanooniline sdrrand. Kirjeldada para-
booli asendit antud reeperi suhtes. Koostada antud parabooli
telje vOrrand ja puutuja vorrand parabooli tipus.

11.114. Toestada, et vorrand
AJX+B,y+ C,)2+ U2x +B2y +C2)2=1,

1A1 Bl o
kus fA B 1 =1 AlA2 + B1IB2 = 0 » ellipsi.

Koostada selle ellipsi kanooniline v8rrand ning maarata ta
asend lahtereeperi suhtes.

11.115. Toestada, et vorrand

- X0)* +

kus 0 Ce < 1 , maarab ellipsi. Leida fookuste koordinaadid
ning juhtsirge vorrand.

11.116. ToOestada, et vorrand
1l N
\'}_(x-x 3<2+ o -y §21: fAx + Bv + C1
/a2 + B2
kus t > 1 , maarab hiperbooli. Leida fookuste koordinaadid ja

Juhtsirge vorrand.
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11.217. Bui palju teise astme liikmeid Jja millised
kuuluvad 1) ellipsi; 2) hiperbooli; 3) parabooli vdrrandis-
se?

11.118. Leida kdvera
5%x2 - 8xy + 5y2 - 12x + 6y = 0
fookused ja juhtsirged Vv
11.119. Leida parabooli
9%x2 - 24xy + 16y2 - 16x - 12y - 4=0
fookus ja juhtsirge.

11.120. Leida iga jargneva teist jarku joone keskpunkt,
summeetriateljed, fookused, juhtsirged, puutujad kdvera tip-
pudes, hiiperboolide asiUmptoodid ja iga kdvera kanooniline
vorrand:

1 5x2 + 5y2 + 8xy - 13x - 18y 9 = 0 ;

2 5x2 +8y2+ 4xy - 32x - 56 y + 80 = 0 ;
3 2xy - 4x - 2y + 3 =0 ;

4 8y + 6xy - 12z - 26y +11 =0 ;

5 16x2 + + 24xy - 170x + 310y - 1025
6 xX2+y2+ 2xy -8 +4=0 ;

7 X2 +y2-xy - 1,3x + 6,8y + 13,03 = 0 ;
8 b5x2+ 5y2 - 6xy + 8 + 8y + 20 =0 ;

9 -Y +xy =0 ;

10 20xy - 15y2 -3 x+16y-4=0 ;

1 4x2 - 9y2 - 12xy - 8x + 12y - 60 = 0 ;
12 5x2 + by2 + 6xy - 16x- 16y- 16=0 ;
13 13x2 + 4y2 + 12xy - 50x - 28y - 11 =0
14 x2 + 7y2 - 8y + 6Xx - 6y + 9 = 0 ;

15 4y + 4y - 1 ® 0 ;

16 9x2 + 16y2 + 24xy - 230x + 110y = 0 ;
17 4x2 + 9y2 + 12xy + 2x - 10y - 1 =0 .

11*121. Leida huperbooli

2xy - 6x + 4y - 1 =0
2x2 - 12xy - 7y2 + 8Xx
asumptootiline vdrrand.
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Markus. Kuil reeperi telgedeks on hiperbooli asimptoo-

did, siis hiperbooli viOrrandit nimetatakse asumptootiliseks
vorrandiks.

11.122. Leida reeperiteisendus ja koordinaatide tei-
aendusvalemid, mille tulemusena hiperbooli kanooniline vor-
rand teiseneb hiperbooli astmptootiliseks vorrandiks.

11.123» Kaldreeperis on koonuseldiked maddratud jarg-
miste vOrranditega:
D 32 - 4xy + 4y2 - 2x - 4y + 2 = 0 ; 6j = 120° ,
2 X2+ Xxy +y2-2x-4y- 12 =0 ; 60 = 60°
Leida antud koonuseldike vdrrandid, kui reeperi telgedeks
votta koonuseldigete peateljed.

11.124« Kui reeperi telgedeks on kc”)r\{era kaks diapeet-
rit, mis moodustavad teineteisega nurga - , siis kdvera
vlrrand on

X2 +y2 =4 .

Leida kdvera vorrand juhul, kui reeperi telgedeks on kdve-
ra peateljed.

11.125. Paraboolid on madaratud kaldreeperi suhtes jarg-
miste vOrranditega:

D X2+ 2xy +y2-6x+2y-3=0; 0J =60° .
D x2+y =0 ; 00 s 120° .

Leida antud paraboolide vdrrandite lihtsamad kujud.

11.126. Afiinaes reeperis (g™ =9, gl? = 36, g22
= 169) on teist jarku kdver maaratud ruutvorrandiga

18x2 + 189xy + 418y2 - 3* - 17y - 1 =0 .
Leida kbvera peateljed.
11.127. Leida teist jarku joone
50X2 - 2y2 - BXx + 5y - 1 =0
peateljed, kui g~ =25, gl2 =3, g22 =1 .
11.128. Koostada parabooli
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4x2 + 28xy + 49 y2 + 12x - 1 =0

telje vorrand, kui =4, gl2 =8 « &2 =25 *
11.129. Leida parabooli®
X2 - 4xy + 4y2 - 4x - 4y =0
summeetriatelg ja tipp, kui » 1, ®2 “"™7 *9g22 a 1*

8 5. Invariantide kasutamine teist jarku joone
tildises teoorias

Olgu teist jarku joon (kvadrik) maaratud uldvorrandiga
(11.1). Koik teist jarku jooned jagatakse koigepealt kahte
ruhma.

I« Teist jarku kdverad ehk kidumata teist jarku jooned*
ellips, hiperbool, parabool.

I1* Sirgete paarid ehk kidunud teist jérku jooned.

Kbévera tiipi on kdige lihtsam kindlaks teha, kasutades
teist jarku joone invariante.

Iga polinoomi, mis on koostatud teist jarku joone  vOr-
randi kordajatest ning mis jaab muutmatuks Uleminekul Uhest
ristreeperist teisele, nimetatakse teist jarku joone ortogo-
naalseks invarlandiks. Invariant! F(a”. a”™ ..... a33d> ise-
loomustab seega vordus

a33r ~ M all* ai2 ” a3 *
kui a\v on sama teist jarku joone vdrrandi kordajad uue
ristreeperi suhtes.

Teist jarku joone ortogonaalseteks invariantideks on
1) teist jarku joone diskriminant

* all al2 ai3

4 = a12 a22 a23
al3 a23 a33
diskriminant
G = all al2 9
a1z« |
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3) ruutliikmete diskriminandi jalg

s =M1 + a22 *
Teist jarku joone tulubi mdaramiseks invariantide abil vOib
kasutada jargmist tabelit:

Teist &arku kdverad Sirgete Baarid
N Q 'q =
ellips imaginaarsed sirged, mis
S>o0 (reaakne voi imagi- I16ikuvad reaalses punktis
naarne)

kol lineaarsed sirged (pa-
y parabool ralleelsed VvOi Uhtivad,
reaalsed vOi iImaginaarsed)

8<o0 huperbool reaalsed 10ikuvad sirged

Invariantide kdrval tuleb mdnikord kasutada ka na. semiinva-
riante. s. t. selliseid polinoome teist jarku joone vorrandi
kordajatest, mis jaavad muutmatuteks ristbaasi podramisel sa-
ma alguspunkti timber, kuid mis reeperi alguspunkti nihkel
uldjuhul muutuvad. Teist jarku joone puhul on selliseks se-
mi invariandiks naiteks

lall al3] + ja22 a231

& = i
Jal3 a33j *a23 a33
Kui teist jarku joon on mddratud uldvdrrandiga afiinse
reeperi R = 0, ei suhtes ning gi- ci6j siis teist
jJarku joone afiinseteks invariantideks on
ayy 219 813
n=1 al2 a22 a23
al3 a23 a33
“11 12
< M al2 a22
all g12 gl al2
g . \
al2 S22 S12 a22
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kus g _ 571822 » g12 *

Afiinsed invariandid ei muutu Uleminekul Uhelt afiin-

selt reeperilt teisele.

Afiinseks semilnvariandiks on

g1l al2 ai3
al2 a22 a23
0 423 a33

all s12 al3
alz g22 a23
a13 0 a33

Teist jarku joonte klassifikatsioon koos kanooniliste vor-

randitega:

Teist jarku kdverad

410

ellips
340<0 SA>0
reaalne imaginaarne

<?>0 ellips ellips
*2 + £
_tg -

=1
parabool

5=0 Y2 = 2pl

hiperbool
2 2

6<0
a d

Vaatame lahemalt ortogon

Sirgete paarid
A =0

kaks imaginaarset lGikuvat sir-
get, mis Idikuvad reaalses punk-
2

2
tis 5-+U =o
a b

Kollineaareed sirged:

K<O0 U= o0
kaks paral- kaks Uh-
leelset sir- tivat sir-
get get

*9 — *D_ x2 =0
2.__S 2-m

kaks I6ikuvat sirget

a b =0

aalset invariantide

XL}0
kaks

imag. pa-
rg??eel—
set sir-
get

kasutamist

teist jarku joone kanoonilise kuju leidmiseks. Invariandid ar-

vutame alati lahtevorrandist.

D) ®0, 6 00 .

Jarelikult on meil tegemist tse

raalse teist jarku kdveraga (ellipsi vOi hiperbooliga). Mole-
nilise vorrandi kirjutada kujul

mal juhul vdime peaaegu kanoo

mJ2 +

+ab =0
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Leides jnvariandid ka saadud vérrandist, saame kordajate
31, a” Ja aE™ leidmiseks virrandisisteemi

oo o an O
- at? °©= o ag2 | = s -  all + 42
° 0  gs31 -
"all &e2
ehk ab as2 1 T 47
tal1 + @2 =S
kus A ja S on antud arvud (leitud lahtevérrandist).
Lahendades sisteemi, leiame, et a”™ = j- ja a” ja af£2 on
karakteristliku vOrrandi N1 2 - S?"- + $ =0 lahendid.
2 A 0 6=0, s. t. kdver on parabool. Parabooli

peaaegu kanoonilise vorrandi vOime kirjutada kujul
aE2y - 2a"y* =0 .
Analoogiliselt juhuga 1)

0O 0 -a'3
0 a2 0 S = agy =
-a’ @ 0 °

it ro ~ o al3 =3 ning’%ano@n”isele vorrandile ule-..
nek el paku enam raskusi.

<)) Kui reeperi telgedeks votta hiperbooli asimptoodid,
siis hiuperbooli astmptootiline kanooniline vorrand ehk lihe-
malt asumptootiline vorrand omab kuju

X"y" * a (11.32)

S

i
mi

ehk 2a”™2 xy - a”~ =0 .
Kuju (11.32) leidmiseks saame vorrandisisteemi

O a2 0 S 9
o = a1z O 0 f ai2
0 0 a33
millest leiame
="S> o ; a$3 = g .
11.130. Kasutades invariante, maarata jargmisteist

jJarku joonte tuubid:
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D)
2)
3)
)
5)
6)
7
8)
9
10)
11)

S@+6xy+yp+6x+2y—l=
KT . 2xy + 3y2 + 4x + 4y - 4
X2 - 4xy + 3y2 + 2x - 2y 0O
y2+5xy—14x2=0;
X2 - - -2
X2+Y -4x - 6y a0 ;
Y¢=K ;
X2 - 4xy + 4y2 + 2x - 2y - 1 =0
+ 8 + 12y - 3 -0 ;
5%2—6xy+y—6x+2y=
4x2 - 4xy + y 4x - 2y + =0

11,131» Kasutades invariante, maarata jargmiste

jarku joonte tilbid:

X2 - 2xy + 2y2 - 4x - 6y + 3 =0 ;
3x2 - 8xy + 7y2 + 8 - 15y + 20 = O
5x2 + l1l4xy + 11y2 + 12x - 7y + 19
8x2 - 12xy + 17y2 + 16x - 12y + 3
6x2 - 6xy + 9y2 - 4x + 18y + 14=0 ;
X2 - 2xy - 2y2 - 4x - 6y + 3 =0 ;
2x2 + 10xy + 12y2 - 7X + 18y - 15 = 0 ;
3x2 - 2xy - 3y2 +12y-15=0;

X+ 2y)2 - 3y2 =1 ;

(%X-y) (Xéy)—1=0;

X"+ 2xy +y +y =0 ;

X2 - 2xy + y2 - 4Xx - 6y + 3 = 0 ;

X2 - 4xy + 4y2 + 7x - 12 = 0 ;

25x2 - 20xy + 4y2 - 12x + 20y - 17 = 0 ;
2X2 + 3xy - 2y2 + 5x + 10y = 0 ;

X2 - 2xy - 2y2 - 4x - 6y - -l =0
x2+2xy+y2+x+y=0 ;‘]

Ix2 - 12xy + 9y2 - 25 =0
9%x2 + 30xy + 25y2 = 0

4x2 - 4xy +y2 + 12X«6y+9=
X2 - 2xy + 2y2 - 4x - 6y + 29 =
5x2 - 2xy + 5y2 - 4x + 20y + 20

I
O O ..
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11»132» Kasutades invariante, teisendada antud tsent»
raalsete teist jarku kdverate vorrandid kanoonilisele kuju»
le:

1) X2+ 2xy -y2 + 8 +4y - 8=0 ;
2 7x2 - 24xy - 38x + 24y + 175 = 0 ;
3) 5x2 + 8xy + 5y2 - 18x - 18y + 9 =0 ;
4) 5x2 + 12xy - 22x - 12y - 19 = 0 .

11.133« Kasutades invariante, teisendada antud teist
jarku kdverate vorrandid kanoonilisele kujule:

1) 14x2 + 24xy + 21y2 - 4x + 18y - 139 = 0 ;
2) 1lx2 - 20xy - 4y2 - 2Qx - 8y + 1 =0 ;

3) 29x2 - 24xy + 36y2 + 82i - 9%y - 91 = 0 ;
4) 4x2 & 24xy + lly“ + 64x + 42y + 51 = 0 ;
5) 41x2 + 24xy + 9y2 + 24x + 18y - 36 =0 .

11»134. Toestada, et suvalise teist jarku elliptilise
vorrandi (S > 0) korral kumbki kordajatest all ja ag2
ei vOi muutuda nulliks ja nad on sama margiga arvud.

11.135. Toestada, et teist jarku elliptiline vorrand
(8 > 0) maarab

1) reaalse ellipsi parajasti siis, kui ja on
erimargilised arvud;

2) imaginaarse ellipsi parajasti siis, kui a” ja [
on samamargilised arvud;

3) kidunud ellipsi (punkti) parajasti siis, kui J = 0.

11.136. Kontrollida kasutamata reeperi teisendusi, et
iga jargnev vorrand maarab ellipsi, Leida ellipsite peatel-
jed:

D 41x2 + 24xy + 9y2 + 24x + 18y - 36 = 0 ;
2) 8x2 + 4xy + By2 + 16x + 4y - 28 = 0 ;
3 13x2 + 18xy + 37y2 - 26x - 18y + 3 = 0 ;
4) 13x2 + 10xy + 13y2 + 46x + 62y + 13 = 0 .
11.137» Reeperiteisendust kasutamata kontrollida, et

iga jargnev vorrand maarab ainult Uhe reaalse punkti (ima-
ginaarsete sirgete paari, mis ldikuvad reaalses punktis).



Leida punktide koordinaadid:
1) 5%x2 - 6xy + 2y2 - 2x + 2 =0 ;
2) X2 + 2xy + 2y2 + 6y + 9 =0 ;
3) X2 +4xy +y2 - 6x -2y +2 =0 ;
4) x2 - bxy + 10y2 + 1Qx - 32y +26 =0 .
11»138. ToOestada, et teist jarku hiperboolne vdrrand
(6< 0) maarab
1) huperbooli parajasti siis, kui 4 ~ 0 ;
2) Ioikuvate sirgete paari parajasti siis, kui [ =0 .
11«139. Kontrollida, et iga jargnev vorrand maarab hi-

perbooli, kasutamata reeperiteisendusi. Leida hiperboolide
poolteljed:
1) 4x2 + 24xy + 1lly2 + 64x + 42y + 51 = 0 ;
2) 12x2 + 26xy + 12y2 - 52x - 48y + 73 = 0 ;
3) 3x2 + 4xy - 12x + 16 =0 ;
4) xN - 6xy - 7y2 + 10x - 36y + 23 =0 .
11.140. ToOestada, et vdrrand
t,» + t,
y = kgX + b2

maarab hiperbooli.

11.141. Milline on hiperbooli vdrrand, kui Uks ta tel-
gedest vOi mdlemad teljed on paralleelsed asumptootidega?

11.142. Invariante kasutades leida antud hiperboolide
aslUnptootilised vOrrandid:
1) 2x2 + 3xy - 2y2 - 8 - 1lly =0 ;
2) 4x2 - 2xy - y2 + 6x + 2y + 3 =0 ;
3 y2-2xy - 4x -2y - 2 =0 ;
4) 3y2 + 6xy - 12x - 26x - 26y +11=0.

11.143. Kahe huperbooli uldvdrrandid erinevad ainult
vabaliikmete poolest. Leida sellele fTaktile geomeetriline si-
Su.

11.144 . Toestada, et kui hiperbooli Utldvérrandis asen-
dada vabaliige arvuga Q , mis on maaratud tingimusest
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all 12 al3
a2l a22 az23
a3l a32 Q

siis saame antud huperbooli asumptootide paari vorrandi.

11»145« Toestada, et suvalises teist jarku paraboolses
vorrandis ((5=0) ruutudega liikmete kordajaid all ja
ei ole voimalik teisendada samaaegselt nullideks.

11«146« Toestada, et suvaline teist jarku paraboolne
vorrand (6 = 0) maarab parabooli parajasti siis, kuiAjl O
Ja parabooli parameeter leitakse valemist

Ta ’
N (aii+ 22
11«147« Reeperiteisendusi kasutamata toestada, et iga

jJargnev vorrand maarab parabooli, ja leida parabooli para-
meeter>

1) 9x2 + 24xy + léy2 - 120x + 90y = 0 ;

2) X2 - 24xy + 16y2 - 54x - 178y + 181 = 0 ;
3 X2 -2xy +y2 +6x - 14y + 29 = 0 ;

4 X2 - 6xy + y2 - 50x + 50y - 275 » O .

11.148. Kontrollida, et iga jargnev vorrand maarab pa-
rabooli. Invariante kasutades leida nende paraboolide kanoo-
nilised vorrandid:

1) x2 - 2xy + y2 - 10x - 6y + 25
2) 4x2 - 4xy +y2 -2x- 14y + 7 =0 ;
D x2 -2xy +y2 -x -2y +3=0 ;
4 4x2 - 4xy +y2 -x-2=0.

I
o

11.149. Toestada, et suvalist teist jarku paraboolset
vorrandit ($ = 0) vdib viia kujule:
(X +JP)2 + 2al3x + 2a2?y + P =0
ja tema diskriminant avaldub valemiga [ = -(a.,3B- ag’\«})z.

Toestada samuti, et elliptilist ja hiperboolset vorrandit sel-
lisele kujule teisendada ei ole vdimalik.
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11*150* On aatud vorrand

\
EX +PI+F)2+ 2(Ax + By + C) =0, IB

)>p§

Toestada, et
1) see voérrand maarab parabooli;
2) sirge «"x+ySy + ~a 0 on parabooli diameetriks;
3) sirge Ax + By + C » 0O on parabooli puutujaks para-
booli ja diameetri 13ikepunktis.

11.151. Teisendada jargnevad teist jarku paraboolsed
vorrandid eelmises llesandes toodud kujule.

D) x2+4xy+4y2+4x+y—15=0;
2) 9%x2 - 6xy + y2 - x + 2y - 14 =0 ;
3) 25x2 - 20xy + 4y2 +3x -y +11=0;
4) 16x2 + 16xy + 4y2 - 5x + 7y = 0 ;
5) 9x2 - 42xy + 49Y2 + 3x - 2y - 24 =0 .
11.152. Toestada, et paraboolse teist jarku vdrrandi
0 0 +£y)2 + 2al3x + 2a23y + P = 0

vOib teisenduse
fl + X» cos™ - y» sin(p > QG
[y = x* sinjp+ y» aBif) , tanf

abil vila kujule

a»22y"2 + 28-\3* + 2an3y + “0 »
kus
a"2 *C2+£ , ab 3-fxfTjg <

11.153. Milliseid tingimusi peab rahuldama teist jarku
vérrand ai™xiy® = 0 » = 1*2, et ta maaraks parabooli,
mille telg on paralleelne 1) x-teljega, 2 y-teljega.

11.154. Toestada, et kui teist jarku joone uldvorrand
maarab parabooli, siis vOrrandi vabaliikme muutumisel saame
uue parabooli, kusjuures simmeetriatelje siht ja ndgususe
suund ei muutu.

11.155. Toestada, et vOorrand J/x + V? - Y& madrab pa-
rabooli.
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11.156« Toestada, et iga homogeenne teist Jarku vOr-

rand kahest muutujast
2 ?
allx + 2al2xy + b221 » O

adarab reeperi alguspunkti l&bivate sirgete paari.

11.157. Reeperiteisendusi kasutamata kontrollida, et
iga jargnev vorrand méarab l0ikuvate sirgete paari. Leida
nende sirgete vorrandid:

1) 3x2+4xy + y2 - 2x - 1 =0; 2) x2-6xy + 8y2-4y - 4*0;
D x2 + 4xy + 3y2 - 6x - 12y + 9 » 0; 4) x2 - 4xy + 3y2 -0.

11.158. Milliste parameetrite a vaartuste korral “or-
rand

D x2+2ay2 - x +yBO; 2) X2+ 2axy + y2 - 5x - 7y+6 » 0
maarab a) parabooli; b) sirgete paari.

11.159. Millised teist jarku jooned maaratakse vorran-
diga
X2 - 2xy +Nly2 - 4x - 6y + 3 » 0 ,
parameetri /1 erinevate vaartuste korral?
11.160. Milliseid kdveraid kujutab vdrrand
2x2 + 5xy - 3y2 - 3x +/ly - 200
parameetri A. erinevatel vaartustel?
11.161. Millise teist jarku joone maaravad tingimused
L~O0 ja S=027?
11.162. Toéestada, et tingimused S2 * 45 ,AS < 0 on

tarvilikud ja piisavad selleks, et teist jarku joone uldvor-
rand médaraks ringjoone.

11.163. Toestada, et kui teist jarku joone invariant
Sa0 , siis joon on tsentraalne.

11.164. Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et hi-
perbool, mille Uldvérrand on 2F = 0 , asetseks tema aslUmp-
tootide poolt moodustatud teravnurgas.

11.165» Ruutvormid, mis kuuluvad kahe hiperbooli uld-
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vorrandi vasakule poolele, erinevad konstantse kordaja poo-
lest. Kuldas tdlgendada seda geomeetriliselt?

11.166. Toestada, et ruutvorrand kahest muutujast maa-
rab sirgete paari parajasti siis, kui 1 =0 «

11.167. lasutamata reeperiteisendusi, kontrollida, et
iga jargnev vorrand maarab paralleelsete sirgete paari. Lei-
da sirgete voOrrandid:

1) 4x2 + 4xy +y2 -12x-6y+5*0 ;
2) 4x2 - 12xy + 9y2 + 200 - 30y - 11 =0 ;
3) 25x2 - 10xy +y2 +10x-2y-15=0.

11.168. Teist jarku joon, mille uldvdrrand on 2P =0,
laguneb paralleelsete sirgete paariks. Milline on tarvilik ja
piisav tingimus, et antud punkt MQ(xO0, yQ) asetseks nende
vahel?

11.169. Teist jarku joone uldvdrrand maddrab kaks pa-
ralleelset sirget. Leida nende sirgete vaheline kaugus d .

11.170. Kasutamata reeperiteisendusi, veenduda, et iga
jargnev vorrand mddrab Uhe sirge (Uhtivate sirgete paari).
Leida sirge vorrand:

1) x2 - 6xy + 3yr + 4x - 12y + 4=0 ;
2) 92 + 30xy + 25y2 + 42x + 70y + 49 = 0 ;
3) 16x2 - 16xy + 4y2 - 72x + 36y +81 =0 .

11.171. Teist jarku joon, mille dldvbrrand on 2P = 0,
laguneb ldikuvate, kuid mitte ristuvate sirgete paarike. Lei-
da tarvilik ja piisav tingimus, et antud punkt MQ(xo, yQ)
asetseks nende sirgete poolt moodustatud teravnurgas.

11.172. Teist jarku joon, mille dldvdrrand on 2P =0,
laguneb 1dikuvate sirgete paariks. Milline on tarvilik ja
piisav tingimus nende sirgete ristumiseks?

11.173. Milline konstant tuleb lisada vorrandi
2x2 + Bxy - 3y2 + 3x + 16y = 0
vasakule poolele, et saadav uus vdrrand maaraks sirgete paa-
ri.
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11.174» Milliste parameetrite a ja b vaartuste kor-
ral vorrand

x2+4xy+ay2— 3x + 2by =0
maarab paralleelsete sirgete paari.

11.175. Kasutades vorrandi vasaku poole teguriteks la-
hutamist, selgitada geomeetriline sisu:

1) xy - bx - ay +ab =0 ; 2) x2 - 2xy + 5x =0 ;
3 x2 - 4xy + 4y2 >0 4 2x2 + 3xy - 5y2 = 0 ;
5) 10x2 - 7xy + y2 =0 ; 6) 5x2 - 4dxy +y =0 .

11.176. Kasutades teise astme hulkliikme ruutude sum-
maks teisendamise Lagrange®i meetodit, madrata jargnevate
vOrranditega maaratud teist jarku kdverate tUQbid:

1) x2 -y +y2 -4 +2y -2=0 ;

2) X2 - 2xy + 4y2 + 2x-2y-4=»0 ;
3 X2 + 4xy + 4y2 - 6x - 8y = 0 ;

4 2x2 + 3xy + 4y2 - 5x + 2y - 1 =0 ;
5) 4x2 - 4xy +y2 -8x+6y-2=0 ;
6) 2xy™ 4y2 + 6x + 6y + 1 = 0 .

11.177. Kasutades Lagrange*i teise astme  hulkliikme
ruutude summaks teisendamise meetodit, naidata, et igatks
allpool toodud vorranditest maarab sirgete paari. Leida nen-
de sirgete vorrandid:

1) 2x2 - 5xy - 12y2 - x + 26y - 10=0 ;
2) X2+ xy - 2y2 - 5x + 5y - 2 =0 ;
3) 4x2 + 16xy + 15y2 - 8x - 22y -5=0 ;
4 4x2 - 4xy + y2 - 6x + 3y - 4 =0 .

11.178. Vorrand al 2 + 2al2xy + a22y2 30 naarab
I16ikuvate sirgete paari (a”a” - ai2” * Toestada, et
ristreeperi korral antud sirgete vahel asuvate nurgapooli-
tajate paari vorrand on jargmine:

lallx + al2y a2lx + a22y _ n
I x y z
afiinse reeperi korral
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lallx + al2y a2lx+a22Y) =0e
"ellX + el2y g21x + g22y

11.179. Kaldreeperis on teist jarku jooned maaratud
jargmiste vorranditega:

D) x2 -3xy +y2+1=0, 6J* 60° ;
2) 2x2 + 2y2 - 2x -6y +1 =0, 60= 60° ;
3) 4x2 - 4xy +y2 - 4x -4y +7 =0, o0 = 120°

Kasutadeo afiinseid invariante, lihtsustada antud teist jar-
ku joonte vdrrandid. Maarata joone tulp.

T

11.180. Kaldreeperis (reeperjlnurkA 60« 15) on teist
jJarku kdver médaratud vorrandiga x +y =4 . Leida antud
kdvera peakanooniline vorrand (kanda antud kéver peatelge-
dele).

11.181. Leida teist jarku joone
20x2 + 124xy + 221y2 - 36x - 126y + 9=0

kanooriline vorrand, kui g~ =4 , g-2 =25 . llarata joo-
ne asend afiinse lahtereeperi suhtes.

11.182. Teist jarku kévera vorrand afiinses reeperis
(BHel » B2 e » B22 a ©
x2 - 3xy +y2+5=0.
Leida kbévera kanooniline vorrand.

11.183. Teist jarku kdvera vOrrand afiinses reeperis
G-, ed4 , gl2 -1 on
2xy - 4dx + 2y + 1 .

Leida antud k&vera kanooniline vérrand, keskpunkt ja fokaal-
telje tous.
11.184. Leida parabooli
49%x2 + 112xy + 64y2 + 3Qx + 30y + 6=0
kanooniline vorrand, kui g1l =25 , gl2 =8 , ¢g?2 =4 .
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8§ 6. Poolus ja polaar

Punkte P ja Q nimetatakse folaarselt kon™[UEjeeritud
punktideks ehk polaarselt kaaspunktideks ehk kaaspunktideks
antud koonuseloike (teist jarku kdvera) suhtes, kuil neid punk-
te Uhendav sirge PQ I1dikab kéverat punktides M ja I, ais
Jagavad harmooniliselt antud punktipaari P ja Q (Joon. 3).

Antud punktile P antud

koonuseldike suhtes vastab

I16pmata palju kaaspunkte,

mis kdik asetsevad sirgel

p , mida nimetatakse an-

tud punkti (pooluse) P po-

laariks antud koonuseldi-

ke suhtes. Kaaspunktide

paari korral kumbki aset-

seb teise polaaril. Kaas-

sirgete paari korral kumb-

ki labib teise poolust.

Joon. 11.3. Punkti P(x*, y*) polaar

iildvorrandiga maaratud koonuseldike suhtes madaratakse vOrran-

diga

(@an x» + al2y* + al3)x + (al2x* + a22y* + a23)y +

+ (al3x* + a23y" + a33) = 0 (11.32)

Kui punkt P on kdveral, siis tema polaariks on kdvera puu-
tuja punktis P

Igal sirgel

AXx + By + C =0

on Uheselt mddratud poolus antud koonusel®ike suhtes. Poo-
luse koordinaadid madratakse tingimusest

an x» + al2y* + al3 al2x™ + a22y* + a23

1= - T

1% + a0oy" + am
@ +abol * a5y (11.33)

Kui kahest sirgest Uks labib teise poolust, siis ka teine 1a—
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bib esimese poolust. Sellist sirgepaari nimetatakse kaas-
ehk konjugeeritud sirgete paariks antud koonusel8ike suhtee.

Kolmnurka, mille iga tipp on vastaskilje pooluseks, ni-
metatakse autopolaarseks kolmnurgaks antud teist jarku ko-
vera suhtes.

11.185. Koostada punkti P(2. -1) polaari vérrand ko-
vera X + 6xy +y +6x +2y - 1=0 suhtee.

11.186. Leida antud punkti P polaar antud kévera suh-

tesj
1) P(-3, 5 4x2+2xy—y2+6x+2y+3*0;
2) PO, 1) Bx2 - Xy - 2y2 + 4Y a 0 1
3) PCI, —2) 2X2—4Xy+5y2 =8 +6 =0 :
49 P, 5) X —2Xy +2y -4x -6y + 3»0 :
5 P, 0) X2 - 2xy + 2y2 - 4x - by + 3=0 ;
6) P(,0) aj-JX + 2al2xy + a22y + 2ail3x + 2a23y+ A%
2 2 (U
7 PCxl=* 71)
a d !
2 2
8) PG, 3
9 P33, 2) Y2 » 12x ;
10) p@a. 1) X2 - 4xy + 3y2 + 2x - 2y - 0 .

11.187. Leida sirge x - 6y + 8 = 0 poolus kdvera
3x2 - 6xy + by2 - 4x - 6y + 10=0
suhtes.
11.188. Leida antud sirge poolus antud kbévera suhtes:

1) 1Sx - 17y - 41 =0 ; 2x2 - xy - 3y2 =X - 6y - 15 =0 ;

2) abstsisstelg, 2x2 - 4xy + 5y2 - 8X + S m ©

3) 15x +4 =0, Ox2 - 4xy + 6y2 + 6x - 8y + 2 a0
H x+3y+1=0rF 3x2 + Txy + By2 + 4x + 5y + 1 a o
5 x-y+3»0 4 2x2 + 5xy - 3y2 + 3x + 16y - 5 =0

x* ./
B'+T "1 ;

7) 2x+ 5/ -10a0 , Y2aex .

6) 3x -4y - 12 * 0
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11*189¢ Kovera x2 - 2xy + y2 + 2x - 6y - 0 ja sirge
3x -y + 6 =0 Idikepunktidest on toomatud selle kdvera
puutujad. Leida puutujate 16ikepunkt.

11.190. Punktist M(3f 1) on tbénmatud kaks puutujat
kéverale 3x - 2xy + 3y2 + 4x + 4y - 4 - 0 . Leida puute-
punkti Uhendava sirge vorrand.

11.191. Leida sirgel 4x + 3y — 12=0 punktt aim
oleks reeperi alguspunkti kaaspunktiks kdvera

9x2 + 24xy & 16y2 - 40x + 30y - O

suhtes.
11.192. Leida sirgel

4x -y + 30 » O

punkt, mis oleks punktiga P(5, 1) polaarselt konjugeeritud
punktiks jargmise vOrrandiga maaratud kbévera suhtes:

X2 - 6xy + 92 -12x+14y-7=0.
11.193. Leida punkti M(0,3) Ilabiva kdvera
2xy - 6x + 4y - 1 * 0
suhtes sirgega
X -3y +22 =0
polaarselt konjugeeritud sirge.
11.194. Leida tingimus, mille korral kaks sirget
AX + By + C=0 ja Asc+B.,b,y+Cl =0
on kaassirgeteks kovera
a"x2 + 2al2xy + ::122y2 + 2a,™X + 2a23Y + a33 » 0
suhtes. Milline on tingimus siist kui kdver on maératud kan-
noonilise vdrrandiga.

1 1.195. Toestada, et punkti polaar ringjoone suhtes on
risti sirgega, mis Uhendab seda punkti ringjoone keskpunkti-
ga.

11.196. Toestada, et kui kaks punkti on kaaspunktideks
ringjoone x2 + y2 « R2 suhtes ning asetsevad samal raadio-
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sel, siis nende kaugused ringjoone keskpunktist rahuldavad
tingimust

9e«31=r2*
11.197« Toestada, et diameeter, mis jagab kddolu poo-
leks, labib selle k&6lu poolust, s. t., ta on selle kooluga
polaarselt konjugeeritud sirgeks.

11.198« Kontrollida, et teist jarku kodvera juhtsirge
mistahes punkti polaar labib selle kdvera fookust.
Markus. Kovera vorrand votta kanoonilisel kujul.

11.199. Toestada, et iga kaks polaarset konjugeeritud
sirget, mis labivad fookust, on teineteisega risti.
Markus. Kovera vorrand votta kanoonilisel kujul.

11.200. Toestada, et hiperbooli asimptoodi mistahes
punkti polaar on paralleelne selle astmptoodiga.
2 2

11.201. Ellipsi = 1 [luhema telje otspunktid
on Uhendatud ellipsi fookustega. Leida saadava rombiga po-
laarne kujund antud ellipsi suhtes.

Markus. Antud hulgaga polaarne kujund koosneb kulgede
poolustest ja tippude polaaridest.

11.202. Huperbooli X2 y2 1 sisse on joonestatud

kolmnurk, mille tipud on A(4, 6) ; B4, -6) ja C(-2, 0).
Leida selle kolmnurga polaarne kaaskujund antud huiperbooli
suhtes.

11.203. Leida ringjoone x2 + y2 =9 puutujate poo-

luste hulk ellipsi $- + 2- = 1 suhtes.
2 2
11.204. Leida ellipsi = 1 puutujate poolus-
ed b
te hulk hiperbooli @ - i%/ =1 suhtes.
a

11.205. Kui Uhendada mistahes punkt P(x™, y™) ellip-
si fookusega P ning tdmmata punktist P sellele [18igule
ristsirge, siis see ristsirge, punkti P polaar p ja foo-
kusele P vastav juhtsirge ldikuvad Uhes punktis. Toestada
see teoreem analuutiliselt ja geomeetriliselt (vt, joon. 11/,
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Joon. 11.4.

11.206. Leida teist jarku kdver, mille keskpunkt aset-
seb punktis M(], 2 ning kolmnurk 0(0,0), A(-1, 1), B(- <£, ™)
on autopolaarne otsitava teist jarku kdvera suhtes.

11.207. Ordinaattelg on punkti (6, 0) ja abstsisstelje
punkti (O, 3) polaariks teist jarku kdvera suhtes. Leida
eelle kdvera vorrand, kui ta labib punkte H(l, 2) ja *0,£).

11.208. Leida sirge
xXx-y+6=0
poolus kdvera
x2 + y2 - 2xy + 2x - 6y = 0
suhtes.
11.209. Leida punkti PQ = (7, 5 polaar kdvera
X2 +2y2 - 2xy - 4x - 6y + 3 =0
suhtes.
11.210. Leida punkti P2 = (1, -2) polaar kdvera
2x2 + 5y2 - 4xy - 8 + 6 =0
suhtes.

8§ 7. Teist jarku kovera vorrandi koostamine

11.211. Koostada teist jarku kévera vorrand, kui ta
ekstsentrilisus e = — ning fookused on Pl1(@, 0) ja
v - M > -
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11»212. Ellipei fookused on P~1, 3), " 2N *R&&
Uks ta puutujatest on x -y + 4 c>o0. Koostada ellipei
vlrrand.

11.213. Kas on voimalik leida eelmise llesande p&hjal
hiperbool i?

11.214. Koostada ellipsi virrand, kui ta keskpunkt on
C(, 1) ning kaasdiameetrite otspunktid on A(t 1); B(0, J).

11.215. Roopkialiku kolm tippu asetsevad punktides
00, 0), A4, 0), B(2, 2), kusjuures A ja B on vastas,
tipud. Koostada roopkuliku sisse  joonestatud ja kulgede
keskpunkte puutuva ellipei vorrand.

11.216. Koostada ellipsi vorrand, kui ta keskpunkt
asetseb punktis C(2, 1) ning sirged
7-2 =0 ja x-y=0
on puutujateks kaasdiameetrite otspunktides.
11.217. Koostada ellipsi vdrrand, kui ta keskpunkt
asub punktis C(4, 3)» Uks tipp asetseb reeperi alguspunk-

tis ja teine, sellega mitte kdrvuti olev tipp asetseb y-tel-
jel.

11.218. Leida ellipei, mille siimmeetriatelgedeks on
sirged
X +y-1=0 (fokaaltelg) ja x-y+ 1=0
ning mille poolteljed on a =2 , b=1.

11.219. Naidata, et kui teist jarku joon puutub tema
Umber joonestatud roopkiuliku dht killge selle  keskpunktis,
siis ta puutub selle roopkiliku koiki ulejaanud kulgi nende
keskpunktides ning see kdver on siis ellips.

11.220. Teist jarku joone

2xX2 - 4xy +y2 -2x+6y-3=0
Umber on joonestatud rodopkulik, mille Uks tipp asetseb punk-
tis A(8, 4). Leida selle roopkuliku Ulejaanud tipud.

11.221. Leida huperbooli vérrand, kui on antud kaks



fookust F.,(x1t ) Jja FgCxg, y2) nin« puutuja vorrand oot
Ax+By+C=0.
11 .222. Leida vdrdhaarne hiperbool, mille juhtsirge on
x+y-1=0
ning vastava fookuse koordinaadid on x * 1 ja y =1 .

11.223. Huperbool l1abib punkti A(2, 0) ning ta foo-
kused on F~(2, 3) ja P2(, °) * Koostada hiiperbooli vor-
rand.

11724 . Leida punkte @, 1), (-1, -2) ja & .,-1
ldbiva hiperbooli vorrand tingimisel, et Uks ta asuUmptooti-
dest Uhtiks abstsissteljega.

11.225. Koostada huperbooli vorrand, kui hiperbool 1&-
bib punkti A0, 1) , hiperbooli fookus asetseb reeperi al-
guspunktis ning sirge x - 1 * 0 on hiperbooli astmptoodiks.

11.226. Leida sirget

4 +y+5=0

puutuva kdvera vorrand, kui selle kdvera astimptootideks on
sirged x -1 =0 ja 2x -y +1=0.

11.227. Leida huperbooli asumptoodid, kui ta keskpunkt
asetseb punktis C(2, 1) ja ta puutub x-telge punktis A, 0)
ning 18ikab y-telge ebapunktis.

11.226. Koostada hiuperbooli vbrrand, kui ta puutub x-
telge punktis A(3, 0) , y-telg on talle asumptoodiks ning
ta labib punkti M(1, D .

11.229. Koostada hiperbooli vorrand, kui on teada ta
sumeetriatelg 2x -y + 2 =0 , asimptoot y =0 ja ta
punkt (1, 1) .

11.230. Koostada teist jérku joone vOrrand, kuil on tea-
da ta ekstsentrilisus e =VS , fookus F(l, 1) ja vastav
Juhtsirge

X +2y—1=0.



11.231. On antud kdvera kaks fookust F..@, 1) ja
?2(-2, .2) ning juhtsirge x +y-1=0. Koostada kdve-
ra vorrand.

11.232. Koostada parabooli vorrand, kui barabooli foo-

kus asetseb punktis F ja parabooli juhtsirgeks on antud
sirge:

) F@, D , 3x - 4-1=0 ;
2) F(C-1, -2 , X-y+8=0 ;
3 F¢-3, - . 3x -3y +8=0 .

11.233. Koostada parabooli vOrrand, kui tipp asetseb
koordinaatide alguspunktis ning fookus punktis F(1, 1)

11.234. Leida parabool, mille teljeks on sirge
x+y+1=0
ning mis labib punkte (@, 0) ja (@O, 1) .

11.235. Sirge
2x -y +1=0

on parabooli juhtsirgeks. Parabool labib punkte A(2, 0)
B(12, 0) . Koostada parabooli vdrrand.

11.236. Koostada parabooli vorrand, kui ta ldbib punk-
ti AQ@, D ning tema juhtsirgeks on x - 2y - 5 =0 ning
summeetriateljeks 2x +y - 1 =0 .

11.237. Leida x-telge punktis A(3, 0) ja y-telge
punktis B(0, 5) puutuva parabooli vorrand.

11.238. Koostada parabooli vdrrand, kui sirged
x-y-1=0 ja x+2y-1=0
on parabooli puutujateks ja kui fookuseks on punkt F(1, 1).

11.239. Koostada parabooli vdrrand, kui parabool la-
bib punkti A, 1) , parabooli diameetriks on sirge x-2y=
e 0 jasirge x +y =0 on parabooli puutujaks diameetri
ja parabooli l1dikepunktis.

11.240. Koostada parabooli vorrand, vottes x-teljeka
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tema mingi diameetri, y-teljeks puutuja diameetri ja para-
booli 18ikepunktist.

»241. On antud kolmnurk ABC : A(4,2), B(, 2),
C(4, 5). Koostada selle kolmnurga Umber joonestatud para-
booli vbrrand, nii et tippu A labiv kolmnurga mediaan oleks
parabooli diameetriks.

11.242. Koostada kolme punkti 0(0, 0), A(4,0), B(0, 2)
labiva parabooli vorrand, tingimusel, et punktid A ja B
oleksid summeetrilised parabooli telje suhtes.

11.243. Leida punktide hulk, nii et nende punktide
Uhendamisel kahe antud punktiga saadud sirgete tdusud antud
sihi suhtes oleksid vdrdsed.

11.244. Teist jarku kéver labib reeperi alguspunkti, ta
keskpunkt asub punktis C(, 2) ja juhtsirgeks on sirge

X+2y- 1=0. Koostada kdvera vorrand.

11.245. Koostada teist jarku kdvera vdrrand, kui ta
fookus on P , vastav juhtjoon j ja kbver labib punkti M.
D PO, 1D, @ :x-y+3=0, M(7, 0)

2) FxxIt x2), (J) :xcos &+ysin0-p =0, M(x2, y2) .

11.246. Teist jarku joone vdrrand on
3x2 - 2xy +y2 + 6x - 9=0 .
Leida kdver, mille summeetriateljed Uhtivad antud kbvera tel-

gedega ning poolteljed on kaks korda pikemad kui antud kéve-
ral.

11.247. On antud kolmnurk AOB : 0(, 0) ; A, 0 ;
B(O, 6) . Leida selle kolmnurga tippu O labiva, kulgi OA
ja OB Idikava ning kilge AB keskpunktis puutuva teist
jarku joone.vdrrand.

11.248. Teist jarku joon, mille keskpunkt asetseb punkt-
tis (O, -1) , labib punkti (@3, 0) ja I6ikab sirgeid

- 3y +1 =0 ja x+y-5=0
ebapunktides. Leida selle sirge vorrand.
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11>249« Leida teist jarku joone vOrrand, kui ta 10i-
kab x-telge punktis (1, 0) ja ebapunktis ning y-telge
punktis (0, 1) ja ebapunktis labib punkti (1, 1)

11.250. On antud kolmmrk ABC : A(6, 0) ;B(, 4 ;
C(6, 4) < Leida selle kolmnurga timber joonestatud teist jar-
ku joone vorrand, kui keskpunkt asetseb punktis 114, 3) -

11.251. Leida teist jarku joon, mille summeetriatelge-
deks on sirged

X+y+1»0 ja x-y+1=0
ning mis labib punkte H~-2, -1) ; In(0, -2) .

11.252. Leida teist jarku joone vorrand, kui ta Uhel
peateljel asetsevad tipud on Aj@, 1) ja A200, 7) ning
ta labib punkti B(0, 7) «

Erinevaid Ulesandeid

11«253. Leida afiinne teisendus, ais jatab invariant-
seks antud ellipsi

11.254. Leida afiinne teisendus, mis jatab antud hi-
perbooli invariantseks.

11.255. Leida punktide hulk, mis vOiksid olla antud
kolmnurga umber joonestatud ellipsi keskpunktideks.

11.256. Leida tasandi punktid, mis vOiksid olla antud
kolmnurga Umber joonestatud teist jarku joone keskpunktideks
erinevat tuupi teist jarku kbverate korral.

11.257« Leida antud Uldvdrrandiga

2 2
i+ 2an N NN 2a13n n23n a33 s ®
O §F0 , d? 0 maaratud ellipsi pindala.

11.258« Labi kahe koonuseldike
Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0 ,
AN2 + 2By + Chy2 + + 2E"Y + 21 =0
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10ikepunktide asetada parabool, mis labib reeperi alguspunk-
tic Millal see on vdimalik.

11.259« Sirgete kimbu y = kx iga sirge jaoks maara-
takse kaasdiameetrid kahe erineva teist jarku joone 2F =0,
2 =0 suhtes. Koostada diameetrite 16ikepunktide hulga
vOrrand.

11.260. On antud teist jarku joone vdrrand 2F = 0 ning
punkt SC*:0, YO)* Koostada kimbu S sirgete ja nende sirgete
kaasdiameetrite 1dikepunktide hulga vorrand.

11.261. Teist jarku kdverate parve kdverad l&bivad punk-
ti So(xQ, yQ) ja parve kdverad on maaratud tUhise vorrandi-
ga 2F(X, y)=0. Koostada parve kdverate k&6lude keskpunk-
tide hulga vorrand.

11.262. On antud kaks teist jarku joone vorrandit 2F=0,
27~ = 0 ning nende joonte teineteisega ristuvate puutujate
tousud K Ja - p . Koostada nende puutujate kaasdiameetri-
te 16ikepunktide hulga vorrand.

11.263» LoOikuvate sirgete kimbu tsenter on SQ(xo, YO)»
Kimbu sirgetele kuuluvate 1dikude otspunktid asetsevad sir-
getel

AlX + +Ci=0, 1 =1, 2.
Koostada kddlude keskpunktide hulga vorrand.

11.264. Kaks konstantse suurusega nurka poorlevad vas-
tavalt oma tippude Umber nii, et esimese nurga Uks kilg 16i-
kub teise nurga iUhe kiljega antud sirge punktides. Koostada
teiste kulgede 16ikepunktide hulga vorrand.

11. 265. Panna labi antud teist jarku kdvera (ellipsi,
hiperbooli vOi parabooli) iga diameetri ja antud sirge 10i-
kepunkti sirge, mille siht oleks paralleelne kaasdiameetri
sihiga. Leida sel viisil konstrueeritud sirgete méhisjoon.

11.266. Toestada, et kui kahe kolmnurga kiljed puutu-
vad teist jarku kdverat, siis labi nende kolmnurkade kuue ti-
pu vOib panna teist jarku joone.

- 129 -
7



11 .267» Toestada, et kui teist jarku kdver labib kolm-
nurga tippe ja kdrguste I8ikepunkti, siis see kdver on vord-
haarne hiperbool.

11.268. Toestada, et kui kaks voOrdhaarset huperbooli
16ikuvad neljas punktis, siis iga punkt nendest on kolme lle-
jaanud punkti poolt moodustatud kolmnurga koérguste I10ike-
punkt.

11.269. Samasse kimpu kuuluvate sirgete ja reeperi tel-
gede Idikepunktidest on joonestatud ristsirged vastavatele
telgedele. Koostada ristsirgete ldikepunktide hulga vorrand.

11.270» Varras poorleb Umber liikumatu punkti P Jja

tdukab téaisnurkset kolmnurka ABC , mis libiseb modda  sir-
get KL (Joon. 11.5). Koostada varda RQ ja sirge AB, millel

asetseb kolmnurga hipotenuus, 10ikepunktide M hulga vorrand.
Uurida saadud vorrandiga mntad kdverat. Teha joonis. Tbi-

sendada saadud kdvera vorraed taeaooailisele kujule.

11.271« Tasand *< liigub modda liikmet»t tasandit B nii,
et tasandi oL kaks punkti liiguvad
modda kaht ristuvat liikumatu ta-
sandi sirget (vt. joon.11.6). Koos-
tada liikuva tasandi mistahes punk-
ti C trajektoori vorrand, uurida
trajektoori geomeetrilist kuju.
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11«272. Toestada, et eelmises llesandes punkti C poolt
kirjeldatud ellipei teljed Uhtivad sirgetega OA” ja OB" ,
mis Uhendavad reeperi al-

guspunkti ringjoone OAB

selle diameetri otspunk-

tidega, mis labib punkti

C (@oon. 11.7). Leida

ellipsi poolteljed. Milli-

sed litkuva tasandi punk-

tid kirjeldavad uhtivate

pooltelgedega ellipseid.

Millised punktid moodus-

tavad vastavalt voOrdsete

Joon. 11.7. pooltelgedega ellipsid,

11.273. Ringjoon veereb libisemata teise liikumatu ring-
joone sees, kusjuures viimase ringjoone raadius on kaks kor-
da suurem poodrleva ringjoone raadiusest. Milline on pooérleva
ringi suvalise punkti trajektoor?

11.274. Vaatleme kolme punkti, mis on summeetrilisod
kolmnurga kiilgede suhtes mingi punktiga M, mis aseteeb selle
kolmnurga tasandil. Olgu punkt M* neid kolme punkti labiva
ringjoone keskpunkt. Toestada, et

1) kui punkt M Kkirjeldab sirge 1 , siis punkt M" Kir-
jeldab teist jarku kévera C ; leida sirge 1 asend, ,mille
korral sirge 1 on kdvera C puutujaks, uurida kdvera C titt
pi (ellips, hiUperbool, parabool) olenevalt sirge 1 asendi-
test ;

2) kui sirge 1 liigub paralleelselt iseendaga, siis ko-
vera C teljed jaavad paralleelseteks kahe antud sirgega.

Joone C keskpunktide geomeetriliseks kohaks on sel ju-
hul samuti teist jarku kdver C, . Leida kdvera Cl keskpunk-

tide hulk sirgel 1 erinevate sihtide korral.
11.275. Kolmnurga ABC kaks kilge CB a jJja CA=b

on jaotatud punktidega M ja N suhtes ja » (arvates
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Uhisest tipust). Leida sirgete AM ja BN [I6ikepunktide
hulga vOrrand muutuva jv korral.

11.276. Leida kolmnurga Umber joonestatud ringjoone
keskpunkti trajektoor, kui Uks kolmnurga tipp jaab liikuma-
tuks ja vastaskilg, mille pikkus el muutu, libiseb mbéoda sir-
get.

11.277. Liigendmehhanism (joon. 11.8) koosneb kahest
liikuvast vardast AB ja CD ning liikumatust joonlauast
AL . Varras AB on kinnitatud liigendi B abil varda CD

Joon. 11.8.

kilge, kusjuures AB = CB ja poorleb liikumatu punkti a Um-
ber. Varda CD otspunkt C libiseb mddda liikumatut joonlauda
AL . Leida vardal CD oleva suvalise punkti M trajektoor.

11.278 Toestada, et liigendmehhaniami OABCDM (joon.
11.9) punkt B [liigub sirg-
jooneliselt.
Selgituseks joonisele:
punktid O ja M on liiku-
matud, nende Umber poorlevad
vardad OA , OC ja MD; koik
seitse varrast on omavahel
Uhendatud liigenditega. Var-
raste pikkused on OA = OC =
=1 ;AB =BC =CD =DA = a; Joon. 1J.9.
MD =OM =b .
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Vastused
8. peatikk
RINGJOOH JA ELLIPS

8.1. D) X2 +y2-20i -8y =0; 2) (x+3)2+ (y- 42 25
82. ) x2+y2 - 12 + 4y + 30 = 0; 2) x2 + (y - 4)2 = 169,
8.3.1) (x- if+ (y-3)2=5; 2) (x+ 1;2+ (y - 3)2 5.
8.4. 1) C(4,-3), r =2; 2) C(2,0), r =2; 3) C(0,-3),r »4;
4 C(-1,5) r =5; 5)C@E, 1), r=]3 /5. 8.5. 1) x2+y2=9;
2) 12 +y2 - 6x = PUnkt A on ringjoone keskpunkt. Punkt

B asetseb ringjoonel. 8.6. x° + y2 = 49. 8.7. Kui P =0,
siis rinjoon l&bib reeperi alguspunkti. Kui D = 0 (vai £»0),
siis ringjoon on summeetriline ordinaat- (vOi abstsiss-) tel-
je suhtes, s. t. keskpunkt asetseb Uhel reeperi teljel. Kui
A =0, siis antud vorrand ei kirjelda ringjoont. 8.8. 1) x-
telg 10ikab ringjoont punktides A(0,0) ja (B(8,0), y-telg
16ikab ringjoont punktides C(0,0) ja D(0,-6); 2) AC3,0)
(puutub),  C(0,1), D(Q.9); 3) A(2,0) (puutub), C(0.-2) (pyu-
tub); 4) reaalseid l0ikepunkte ei ole. 8.9. 1) (x+3) +
+ Yy + 2)2 =25; 2) ndutud omadustega ringjoont ei ole, eest
punictid asetsevad Uhel sirgel. Markus. 1) Ringjoone kesk-
punkti voib leida kui kahe k&dlu, nait. AB ja AC keskrist-
eirgete l0ikepunkti; raadiuse kui keskpunkti kauguse Uhest an-
tud punktist) 2) Otsitava ringjoone vdrrandi voib Kkirjutada
kujul (x - a)2 + (y - b)2 = r?, mis sisaldab kolm otsitavat
a, b ja r. KoOik kolm antud punkti peavad rahuldama antud vOr-
randit. Saame kolmest vOrrandist koosneva siusteemi kolme tund-
matu leidmieeks. 8.10. 1) x» + (y+ 1) =10; 2) x- 3)2+
+ (y - 4)2 =25; 3J) 7x2e+ 7y2 - 15x + By - 70 = 0; 4) punk-
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tid on uhel sirgel. 8.11. C(3,-2), R = 10. 8.12. x2 +Y2-

- 6y - 41 - 0. 8.13. C(].0) (x-8) +¥Y2=
»”N . 8.14. (Xx—-3)2 + (y - 5N = 25. 8.15. 5x + 5y +
+ 8x + 54y - 197 = 0. 8.16. R(0,1), S(0.6, -0,8).
8.17. P(1,1), Q(-1,2; -1,2). 8.18. K(2,75; 1,25). 8.19.

4x + 3y - 35» O. 8.20. 3x +y 1 10 = 0. 8.21. (x - 5)2 +

+7 - 5K?)2 *= 50. Markus. Kui ringjoon puutub x-telge, siia
keskpunkti abstsiss on vdrdne puutepunkti abstsissiga, kesk-
punkti ordinaat on absoluutvaartuselt vdrdne ringjoone raa-
diusega. Seega otsitava ringjoone vOorrand omab kuju: (X - 5-F
+ (7 Sry*r? Ringjoone ja 7-telje I\éikepunktide x =0
leidmiseks saame vorrandi 72 - 2ry + 25 m 0 . Ulesande tin-
gimuste jargi on saadud ruutvlrrandi lahendite vahe  vBrdne
10 thikuga, s. t. 71 - 72 =10 ehk 2/ - 25 = 10, kust

leiame ringjoone raadiuse. 8.22. x2 + (7 - 2)2 =4. Mar-
kus. Kuna ringjoon puutub x-telge reeperi alguspunktis, siis
7-telg labib ringjoone keskpunkti . 8.23. M(2,10). 8.24.

X-2)2+ (x-3)2=4, x+2)2+ (7T +3)2=4. a25.1a +

+ 372 + 37x + 547 + 243 = 0. 8.26. 4x2 + 472 - 4x - 28y+1»0;

4Ax2 + 4y2 + 244x + 772y + 3721 = 0 = 8.27. x2 + y2= ;rlél,y .
+

8.28. x2 + y2 - 2x - 6y + 8 a 0., 8.29. (x - a)2 +(y - sf -
wa2. 8.30. 1) CI(l, -1)>r - 1} C2(5,-5), r2 » 5; 2) ~(22),
r « 2; C2(10,10), r a 10; 3) ~(17.17), r = 17; C2(5.,5), r =
=5 8.31.20x - 2ly =0, y=0. 8.32.2x+3y-13=0 ;
3x - 2y + 13 = 0. 8.33. 5. 8.34. x2+y2- 10x - 10y +25=0;
X2 +y2 -2x-27+1=0. 8.35. (2x - 7)2 + (27 - 7)2=50;
(18x - 13)2 + (18Y - 13)2 = 50. 8.36. C~-3, -5); C2(5,-5).
8.37. 1)x -7 i 5m0; 2)x -7 i = 0. 8.38. 3x-47 -
-2 m 0. Méarkua. Jou toime lakkamisel punkt M jatkab liiku-



mist sirgjooneliselt selles sihis, mida ta omas jou lakka-
mise momendil. Punkti M liikumisel mddda kbverat punkti
liikumise suunas igal ajamomendil maarab kovera puutuja.
8.39. A(-0,4; 8,8), kui punkt liikus mooda ringjoont vastu-
kella, B(6,4), kui ?vnkt bl liikus parikella. Markus.Ules-
anne taandub ringjoone nende puutujate leidmisele, mis la-
bivad punkti Q (vt. eelnev Ulesanne). 8.40. L6 = 60° -
8.41. X(X,y), 5X « 1 m 4V2T, 5y = -2 + 2I/7T. 8.42. x2 +

y2 = 2r2. 8.43. x2 + y2 - 1Qx - 8y + 37 = 0. 8.44. Ring-
joon, mis puutub sisemiselt antud ringjoont punktis M ja
mille raadius R = X a(l +X). 8.45. (x - 22+ (y - 2)2 =

=1 ja (x-2,8)2+ (y- 0,42 = 1. 8.46. 4x - 3y - 10«
»0, y-2=0; 3x+4y-5=0, x- 149 o. 8.47. eos N =

=—F ; 2) ~ = 4 . Markus. Ringjoontevaheliseks nur-

gaks nimetatakse ringjoonte puutujate vahelist nurkg rigg—
joonte IGikepunktis. 8.48. (a2 - a*) + (b2 - b > ri +

+ rg . Markus. Kui ringjooned on ortogonaalsed, siis ring-
joonte keskjoon ja ringjoonte 18ikepunkti kulgevad raadiu-

sed moodustavad taisnurkse kolmnurga. 8.49. x+ 1) +
2 2
+(-32=9 Ja (x-Q) + (Y- =9. 8.50. d «
*5,02. 8.51.1)16x -5/ —34—-0, d=-24- ; 2) 5x+
. /25T
+2y—7=0,d=—i/— . 8.52.5x -3y - 16 » 0. 8.53.x -
"/&

-2y -4 =0. 8.54. PQ(@3, -4,5). Markus. Sirge (polaari)

pooluseks antud ringjoone suhtes on polaaril vabalt valitud

kahe erineva punkti polaaride 1dikepunkt. 8.55. d = 6.

8-56. 1) ee= 1; 2) c/= -17: 3J) Cl= 14; 4) cl= 4; 5)cT=0*

X -5"+ (y+ 2)=25 - antud ringjoonega kontsentri-

line ringjoon, mille raadius R = W2 + 42 . 8.58. D x2 F
¢ y2+ 8x - 26y =0; 2) x2 +y2+ 16x - 42y = 0 - ring-

joon, mis labib antud ringjoonte l1dikepunkte; 3) x - 2y = 0-
sirge nn. kahe antud ringjoonte potentsjoon (e- radikaal-

telg). 8.59. D X=2; 2X=-1; 3 2x fF7y +8=0;
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4H 4x + 4y + 500; 5 2(a - a)x + 2(bl - b)y + a2 - a2 +

+ b2 - b2 - F2 + 7= 0. Markus. Kui ringjoonte v8rrandid
on esitatud kujul P(x,y) =0 ja F.,x,y) =0, kus ruut-
liikmete kordajad on vOrdsed Uhega, siis potentsjoone Vvor-
rand oaab kuju F~x.y) - F(x,y) = O. 8.61. - 2)2 +
+ (y + 6)2 B 13. Markus. Otsitava ringjoone keskpunkt aset-
seb ringjoonte potentsjoonel ja ringjoone raadiuse ruut on
vOrdne otsitava ringjoone keskpunkti potentsiga Uhega antud
ringjoonte suhtes. 8.62. 1) M(-2,-2); 2) M(-3,-7). 8.63.
D X+2)I+ (Y-3)=6; 2) x+3)22+ Y+7)2 = 4.
Markas. Otsitava ringjoone keskpunkt Uhtib antud ringjoonte
potentepunktiga ja raadiuse ruut on vOrdne potentspunkti po-
tentsiga kdigi antud ringjoonte suhtes. 8.65. (X-2)2+
+ (y - 6)E = 50. 8.67. Ringjoon, mille raadius R =" ,
keskpunkt asetseb punkti F ja kirjeldatava ringjoone kesk-
punkti Uhendava 18igu keskpunktis. Punkt P on mdlema ring-
joone samasuetsenter. 8.68. Graafikuks on poolringjoon,

mille diameeter on p (Vt.

2
joon. 8.10). 8.69. 1)T-+
2 2 2

b “1; 2)Ffr+ fr=1;
3) 225x2 + 676y2 =1561 ;
4 100x2 + 729y2=36; 5) 2+
+ 25y2 = 1; 6) 2x2+ 5y2=10;
7 X2+ 7y2=49; 8 x2+
+ 1y~ =1 8.70. D a=5
b 4, P"3.0), e=0,6; 2) a=12, b =2, ~(0,4/2), e

2 2 2 2 2
a . 8.71. 1 25 + -1 2)jj+n~-=1; 3 +
¥ A -
1 1) + "tAh>= 1‘ 2) + ft = 15 3) TS5 + 27 =
2 2 2 2
-1; 4)Ffj +7"-»1; 5)25 +"*»1; 6) =1. Mar-

kas.asa 10, e=£ ,e=0,8 ,c¢) =0,8 =8, b~ = a*“ - c2=
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» 100 - 64 - 36. 8.73. x - o. sall* D ~- +y2e 1;

a4 2 2
2>TC + £5- 1;23)T | +"?- voli —?1(5"' -1 4Huwy +
2 2 2
+fe*1; 5)TC+~el* 6)75;+ft 1. 8.75. 1) 57 +
2 2 2 2 2 2 2
+fcel; 2)f&+W el r5i fff+ fxel- To +w B
1. 8.77. cx i a2 » 0. 8.78. | =un -L° 8j22»a) e m
; b)e= ; O e= - 8.80. 1) e = ;. 2)e
= * 3)e=m. 8.81. 10. 8.82. =1. 8.83.

e = 0,08. 8.84. e * 0,08. 8.85. S »TT ab ~ 127 . 10fkm2.
8.86. 2c = 5 milj. kn, b » 149,58 milj. km. L ~ 932,43 milj.
KB. 8.87. b = 149 977 465 km; p » 149 954 933 km. 8.89.
Punktid ja A” asetsevad ellipsil, A2, AM ja Ag aset-
sevad ellipsi aees ning punktid A", AM, Ay, Ag ja AN aset-
sevad valjaspool ellipsit. 8.90. Punktid A ja £ aset-
sevad ellipsil, b "ja G asetsevad ellipsi sees. punktid C
ja D asetsevad valjaspool elliosit. 8.91. (@5, *2).

892, M.,(- LW ) ja Mg(-uW ,-uw->). 8.93. 8.
8.94. Ellipsi fokaaltipud. 6.95. (#3, #4). 8.96. d = 4.

8.97. — -— . 8.98. Ringjoon x2 + y2 = a2 + b2. 8.99.
K b 2

ml =@, -3) ja M2 »jy) = 8.100. (- , M) Ja

O, -1). 8.101. Markus. Kasutame sellise kolmnurga konst-

rueerimise votet2 mille Uks kulg on 2c, nurk 4* ja kahe ule-
jaanud kilje summa on 2a (vt.

joon. 8.11). Kui nurk  muu-

tub, tipp X Kkirjeldab el-

lipsi. 8.102. c2 = a2 - b2

(oon. 8.12). 8.103. Mar-

kus. Votame vabalt kaks pa-

ralleelset ellipsi kddlu.Kod-

Joon. 8.11. lude keskpunkte Uhendav sir-
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ge on ellipsi diameeter.
teise diameetri. Diameetrite
Tombame uUmber ellipsi tsent-
ri  sellise ringjoone, mis
16ikab ellipsit neljas punk-
tis. Ellipsi ja ringjoone
18ikepunktid on summeetrili-
sed ellipsi siUmmeetriatelge-
de (ellipsi telgede) suh-
tes. Kui ellipsi teljed on
leitud, on fookuste leidmine
juba lihtne. 8.104. 1) Sir-
ge ldikab ellipsit kahes eri-

Analoogiliselt

leiame veel mingi

18ikepunkt on ellipsi tsenter.

nevas punktis; 2) sirge on Joon. 8.12.
ellipsi puutuja, puutepunkt (6,1). 8.105. x - 2y - 8 =0.
8.106. 1) Mitte uUhtegi; 2) kaks; 3) uks. 8.107. G, -9
2 2
8.108. 3x2 + 2y2  14. _ - Q u
7?
aJi-- Cl /32 + Aomoce 8rll2a

1. 8.113. ulesandel on kaks lahendit:

1) 25-+ =1; & 8);

2) 3ff" + G - -84

y =3, 12x + 7y + 51 0. Méarkus. Esimene vOimalus. Punkti

A labiva sirge kimbu vorrandi voib esitada kujul y - 3=

a k(x + 6). Kimbu sirge tousu Kk saame leida tingimusest,

et sirge I0ikab ellipsit kahes Uhtivas 1dikepunktis (ruut-

vorrandi diskriminant on vordne nulliga). Teine vdimalus.

Voib kasutada ellipsi puutuja vOrrandit “rs 4+ ~T 1 ja

madrata puutepunkt Mogxo’ yJ tingimustest, et ta 1) aBet-
i -bxo 3y 2

sel puutujal (—--- 0 2) asetseb ellipsil ( +
) 15

4 .

+ g = 1), s.i &

= 0. Markus. Esimene voimalus.
se sirge vorrandi vOib esiteda kujul

2. 8.116. 1) 2x-y+12=
Ige antud sirgega paralleel-
2x -y + C =0. Fare-



meeter tuleb valida nii,

et sirge

2Xx -y +C=0 16ikaks

antud ellipsit kahes Uhtivas 10ikepunktis (puutumise tingi-

mus). Teine vdimalus. Voib kasutada antud ellipsi

vorrandit -~ T =1

puutuja

Ja maarata puutepunktid tingimus-

test, et puutuja on paralleelne antud sirgega

ja puutepunktid asetsevad
-Y-7=0.

il =o0 8.119. d =

8.121. +3 + 4y + 15 = 0 (neli puutujat).

8.123. 1) (X +A
2 2

2) +A =1 VvBi

=1 voi =

X y
X2 y2
ellipsil (» + & 1N7. 3x -
8.118. 1) 24x - 5y - 180 = 0; 2) 17x+ 51y -

8.120. 12x - 13y * 169 = 0.
8.122. xi 5=0.
1;

s6ltuvalt

sellest, kas abstsissteljel asub ellipsi suurem vOi vaiksem
2 2

telg. 8.124. =

-y -3=0; 2 2x+yi
+2yi19=0, x-2yt9
8.130. Markus. Diameetri

lipsi tsentri suhtes. Kui

vOrrandiga,

luutvaartuselt vordsed ja
\% yl +y2 T
U+ %72 + yly2 ”
\

1,

1*

8.125. Di+yi3=0, x -
5=0, 2i-y15=0; 3 x +
= 0. 8.128. 2x + 1lly - 10 = 0.

otspunktid on simmeetrilised el-
ellips on maaratav kanoonilise

siis ellipsi tsenter Uhtib reeperi alguspunkti-
ga ja diameetri otspunktide vastavad koordinaadid on

abso-
vastupidiste markidega. 8.132.
X1 + X2
+ XIX2 + Y1y2 * 7
b

8.134.V(x - x1)2 + (y - y"2 +Kx- X2+ (y-")"=

=2K)2 + b2", kus 2c = /(R - x™ 2 + (y2 - yl)2 .8.135» 1lIM2=

2b2
= a = S.136. 1) 5x + 6y - 1l =
Markus. Otsitav sirge kuulub kimpu,
punkt A , s.t., tema vdrrand omab kuju

0; 2) 5x + 12y - 29 = 0.

mille keskpunktiks
y-1=k~"x - D

on
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Jaab leida ainolt sirge tous Kk < Otsitava ké6lu kaasdia-
meeter labib punkti A ja poolitab kddlu. Koolule vaetava
kaasdiameetri vérrand on Z = jmO tsS. t. k2 m1 . Sirge
1abib punkti A ja ellipei keskpunkti 0(0, 0). Hagu tea-
da, on kddlu kaasdiameetri tousud seotud tingimusega

kl m - _Jbllzd . Antud juhul kIl - - E . Asendades kimbu vOF-
a

randisse, saamegi antud tulemuse. 8.137. 4x + 9 - 13=0.

8.138. 2x -y - 5 - O. 8.139. - 8.140. e = WL N .

8.141. d m - 10%. M'arlgus- Kaasdiameetri tbusud on  seotud
Vv

tingimusega kg a - t - e Kuna kaasdiameetri téus k, =1
a 1

(nurga poolitaja), siis kg a4 \ ning diameetri virrand on
y a - £ X. 3dasi tuleb leida diameetri ja ellipsi 16ike-
punktid, mis on otsitava k&6lu otspunktid. 8.142. 4)m 60°.
8*143. 2a" » 4VZ; 2b" - 2K5. 6.144. y«-3x. 8.145.a-11.

b - 3. 8.146. y = - j x. Markus. MGlemad diameetrid aset-

sevad sideeetriliselt reeperi telgede suhtes. Jarelikult
2 2

kl - - k2. Kuna k-jkg m -~ Fsiis-k2»-" jak, =1,
a a

kg 31 m 8.147. 7~ a\ ,k2 - - 1;4i( ;~ . 8.148.

ki -1 ,kg - -yl , , W e 8.149. ~ . Markus, teos-

tame sellise afiinse teisenduse, mis teisendab antud ellip-
si ringjooneks. Selle teisenduse tagajarjel kaasdlameetrid
teisenevad ringjoone ristuvateks diameetriteks. Saame

u e — = -g- a , 8.150. Kaasdiameetrite otspunktide

koordinaadid on M, (acos6, bsin6), Mg(asinG, -bcos0). Kesk-
X1+~

punktide jaoks saame: X = ——-—} - = w<co80 + sino), y =
Y« 'y 2 2 N
= - — - = I<sine - coaB). Siit =W . 8.151. R =

a b
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57

2 2 2 2
4 + C23-b? el# 8.154. -, + a Ll 8.155.
a b" (at)2  (bt)2

Markus. Eksisteerib aflinne teisendus, mis viib ellipsi sa-
maks ellipsiks, aga teisendab tema kaasdlameetrid telge-

deks. 8.156. OB a AC a & + b2 , CG AB. 0G on vordne

0K
poolega otsitava ruudu kiljest. 8.157. _.-P m . 8.158.

Ellipsi keskpunktist raadiusega Va + b~ joonistada ring®
joon, mis ldikab telgi otsitava ruudu tippudes. 8.159. x -

-yi1i3-0, x+y”~3*0. 8.161. A(6,0), Bg , "2),
Cy ,— ™M), 8.162. Sa 68y . 8.163« * 1 voi

2%+ VY2 a1, soéltuvalt sellest, kas ellips labib rombi ara-

rema voi vaiksema diagonaali otspunkte. 8.165. Markus.
Ellipaite aflinael teisendamisel ringjooneks teiseneb vaa-
deldav kolmnurk vordkilgseks kolmnurgaks, Bille keskpunkt

Uhtib ringjoonte keskpunktiga. 8.166. N b A
a
2 2
- 1. 8.167. I'I) »1, |, E I Y, -3 »
a.b.m-, 2 + =1, 1, =-2, vy, -1,
2 2 )
aad ba?z? 3 al, xI=-4i y* mo, &m2%5,
b = vTU. 8.168. x2 + 2y2 - 6x + 24y + 31 = 0. 8.169.
(2x0 - x")2 Qyo -y")2
T + n =1, 2x0-x"= 0, 2y0-y"= O.
2 2 2 2
8.170. t- + = 1. 8.171. Ellips b"a 1 yoi ring-
joon x> + y2 = a? , kui punkt M on loigu AB keskpunkt

(oon. 6.13). Taisnurga haarad voetakse reeperi telgedeks
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jaAHsa BM=%b. | =
* 9Xni/, N B COSoC, oC =

2
a £ OAB. 8.172. *2 +
a

2
*2 = 1. 8.173. 1) AB =
b

*5, AMB 3; 2) AB =5,

AM » 4; 3) AB = 10, AM =

= b. 8.174. Ellips

pooltelgedega 13 cu ja Joon. 8.13.

5 cB. Kolmnurga aluse juures olevad tipud on selle tllipsi

fookusteks. 8.175. N5+ A ™ IXZA Y2=1« Markus. Ulesande
r

tingimuste jargi ~ =X . (Joon. 8.14)- QP otspunktide
koordinaadid on Q(x, vy-I), P(x, y2), kus y1l = 0 ja y2 leia-

me ringjoone vorrandist y2 = X2 . Kuna punkt M ja-
gab 16igu PQ suhtes N1 ,

8ii0 vy ,, Vi .
mase seose lihtsustami-
sest saamegi ellipsi vor-

2
randi . 8.176. —————- +

_ qx 8.177. El-

lips tsentriga punktis Q(0,1) ja pooltelgedega a = YT,

b =V7* Ellipsi teljed on paralleelsed reeperi telgedega.
2 2

8.178. (Joon. 8.15). Ellips i£*"~_2L + J- = 1. Ellipsi

fookusteks on antud ringjoone keskpunkt ja punkt A.



8.179.
¢G+d (Pal
= 1,s. t. ellips pooltel-
gedega p + q jJa p - - Kui
P,> g, siis punkt Q  joo-
nestab ellipsi, liikudes
vastukella; kui p” q, siis
punkt Q [liigub moédda el-
lipsit vastupidises suunas.
Kui p = q, siis punkt Q var-
da OP taispoorde vFiltel
labib kaks korda x-telje
Joon. 8.15. 10igu pikkusega 2(p + Q).
8.180. Ruudu tippu labivate ellipsite jaoks kehtib seos

+ —1 = 1. Puutepunkti koordinaadid (X, y) rahuldavad vorraﬁ—

b 4
deid *OX =1, = 71. M&&rates siit 7 Ja
asendades need tingimusse aT + saadakse Shv)+
X — X/ a 7 = 1 0 -0

1. 8.181. Liikugu ellipsi fookus P mooda

sirget a kusjuures ellips ise puutub sirgega b punktis M«
Konstrueerime hetkelise kesk-
punkti <lU ning Uhendame sel-
le ellipsi keskpunktiga o <«
Sirge 0S| on otsitava tra-
Jjektoori normaal. Tahistades
sirgete a ja P*M 10ike-
punkti tédhega Q , saame, et
PQ = FP, kuna MP poolitab
nurga PMQ . Edasi MH = PH

ja P"0 = PO . Jarelikult
sirge O0£2p on sirge p*Q
paralleelne sirge. Jareli-

kult trajektoori normaal
0Sl l1abib liikumatut punk-



¢A P , s. t« otsitav trajektoor on ringjoon. Et leida ring-
joone raadiust, tarvitseb poorata ellipsit nii, et tema tei-
ne feokms F' langeks sirgele a = Siis on kerge ndha, et
raadios vordub suurema pool-

teisega. 8.182. a 60°.
8.183. 2a m 8/? cm «13,9 cm;
2b e 12 cm; e » A . 8.184«

Kujundame  koonusesse kaks

-faari, nii et tiks puutub

koonuse pinda moédda ringjoont

ab ja 16ikab tasandit o

punktis F~, teine puutub

koonuse pinda médda ringjoont

a*bf ja I6ikab tasandit d

punktis f2 e Votame I0ike-

joonel suvalise punkti M ja

Uhendame selle punktidega F*

ja F? tasandile*. ning aseta-

me l1abi selle punkti koonuse Joon. 8.17.
moodustaja Idikumiseni ring-

joontega punktides A ja B. Saame + MF2 = AB, kus AB
on konstant (vt. eelm. til.). Seega koonuseldige on ellips,
MFN #Mi"2 = AB (vt* joon. 8.17).

9. peatikk
HUPERBOOL
2 2 2 2 2
iil« DFfFj-F-1i; 3 A =1;

4) 225X2 - 100y2 - 36; 5) 7x2 - 3y2 -21; 6) x2 - 10y2 * 1.

9*2« Vt. joon. 9.4. 9.3. 1) 2a - 16; 2) 2a = 4/2 = 5,66.
o o T2 2 2
9.4. 1) 27x -28y =720, 2) N -9g-=1,3) %- *

N

=1
9.5» 21(0, 17), 22(0, —17), 8x + I5y , 0. 26" a = I2f b =

« 5, ?1(-13* 0), P2(13, 0), * —= L , Bx = 12y = O. w
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Joon. 9%«

2 -
- =1. 218.. Daa6, b=4, C~2T0, FA-rll, 0) ,

F2(2/T3, 0), e=j U3, p=2~ ; 2 a=3, b=2,c-=

e- M3, Pa?»3)B=2, b=23, cad4 Ba?2 p=6;

Haall,ba -\, a=k? ¢P JL - 5 5,
y? 7 " any ?

va7, C3a74, Pro: -8,6) P2(0; 8,6), e a~VIT, P=9,8;

6)aa~,b»l,ca” /5 B - , p="; 7 aal,
bal,call,eaWl,pal; 8GBa . bmy3, N .,
V3
B:AZ, p 3 g)aa ba’\3,C:Z|./7, B a
2K? 277 15
p = ; 10) a ayYT9, b a cad4d ea—4 , pa——;
Ub V] /1O
MW aaill2, ba9, C=15 e=1 ,pa”™ . %O 1) x £
+Y2y=0; 2) Xiya0; 3)I"X-Vby =0; 4 5xty=0;
2 2

5) VB2 —Y3y = 0; 6) x A~ 2y = 0. 2/10. 1) tf “ 9" a 1;

NoTTS =17 9— 5" * 1; X2 7 y2 = 16*
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Kii* 1) m fui ~fej m 1»i foi~ m1; 2)~f?T1

2 2
*1; 3) "fr“1*nN "Ffrel; 4)x2-3I" =i, y2-
2 2 2
m1l; 5 *tgg - a le Markus, p = ehk p = ej\, kus

N on fookuse kaugus vastavast juhtsirgest ja e on eks-
tsentrilisus. »12. D F.,6, 0), F2(5,0); 2)«al>; 3) ¥*

« 1 ™, x =11 ; 4) « 1; e*» N e 2s L2* —-1*
2 2 2 2 2 2

2aH- 1)U - % 15 2>U7 " fe * 1; 4>

£- =1; 9x2- =1. 9.15.Da=23, b=22a

=U/IF, b=WU®; 3) a=/5 b=2/5 4 a-2/T, b=/5

2 2 2 2 pc 2 2
9.16. 1) -f--1; 2)~-%--1; DI~ +1~ =1 ;
HTO * =1 5)f "= f =1 BT~ “ I ~ 3 1* Sail*
D x2-y2=8;, 2) x»-y2=236; 3 *1; 45 -
2 2 2 2 2
- “le »18. D TE - =1, 2)N-~"-=*1_ _ 9*19%
2 2 2 2 2 2
D TS"™~ ="1; 2 T0 “ 270 3"1;, 3) 2? ~$5 3 -1; )]

X2 g2 1. 9.20. 12 pinnathikut. 9.21. 1) x -y =0
jJa x+y =0, 2F =90°; 2 x -1y =0 ja x-Y57=0 ;
2F =60°; 3) 2x -y = 0 ja 2x i /Ty = 0, 2F* 64°18*;
4) 3x - /15y =0 ja 3x + /oy =0, 2F *98°14". 9.22.
) eocos™=1; 21 =/B2 - 1. 9.23. 1A =120°; 2)d =

= 90°. 9.24. 1) e = ; D e=/; 3 e=/3) £25. X -
vT

i 2 2

-2y -12=0 ja x+ 2y +8=0. 9.26. - *-

=1 ja
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2izl- fcm  * 1 Ja
o
fre 3s 1 2%22. -1 2 -fa 1.

2 2 42 =2
30« D F -~ =1; 2) y&-— m 1 9.31» x = -4, X a

*4, y--1 da y» 1 9.33. D A(-6, -5); 2) ei Idiku;
3) 1,(1, 0), ~(—-7,4); 4) A(YE , - 3J) ; 5) A UT, 3) .
IgC-ZTS, 3); 6) ei 18iku. 9.34. 1) A0, 2), B(-10, -2);
2) sirge puutub hiperbooli punktis C(10f -2); 3) reaalseid
16ikepunkte ei ole; 4) D(- 1™ 10-); - ), sirge on paral-

leelne Uhe asumptoodiga ja teist 10ikepunkti ei ole. 9.35.
VE. joon. 9.5. Leides tekkinud kolmnurga tipud ja arvutades

kolmnurga pindala, saame, et S = ab. 9.36. Joon. 9.6. Maiv
kus. Kasutame kolmnurga konstrueerimise votet aluse 2c jargi,
kui kolmnurga Uks nurk on " ja kahe uUlejéanud kilgede vahe
on 2a . Korrates sama konstruktsiooni erinevate nurkade kor-
ral, saame leida erinevaid hiperbooli punkte. Huperbooli va-
saku haara saame, vOttes parema fookuse kolmnurga suurima kib-
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je juures oleva nurga tipuks.

r- 22,2
2*22- I, rr2 —LI,C— e Mubl

kus. Yaadeldud omadust vOib
votta ka hiperbooli definit-
siooniks: hiperbooliks nime-
tatakse punktide hulka tasan-
dil, mille punktide kauguste
korrutis kahe Idikuva sirgeni
on konstantne. Vaadeldud sir-
ged on hiperbooli astmptoodid.

x&  y% X2
9.38. -y -l >1. 9.0. 4"
a b a
Joon. 9.6.
J% x% yé o
c ?)T > 1--5 "7 > 1*XIX2 > 0 9.40. A - sisemine, B - vo-
o)
limine, C - hiperbooli punkt. 9.41. Punktides N ),
> A"e ri =9, r2 =19, tanf = . 9.43. (6,

W) ja 6, -tiR)» 9.44. 1) x=ir)64, y=+1,8 (4 purkti);
2 x -9,6; y=-"[/N9 (@ punkti). Markus. Kui hiperboo-

1§ mingi punkti korral fokaalraadiused on risti, aiis fokaal-
raadiused koos fookustevahelise 18iguga moodustavad taisnnrk-

se kolmnurga, mille korral kehtib seos 4c:2 = r.2L + r§ . 9.45.
D Pis +/3, r2=20" _ 2) antud hiperboolil ei

ole niisugust punkti. 9.46. x + 4/?7y + 10 =0 ja x - 10 =

= 0. 9.47. (i 1 - neli punkti. 9.48. eC1l+ /2.
Markus. Kuna A1 = lj2— = e, sig§ * g kust x=al+el .

e e
Parema haru korral x ™ a, saame é_ e Saadud seosest

- e
leiame e , arvestades, et e> 1 9.49. 27. 9.50. d =h.
9.52. Vt. joon. 9.7. 9.53. Poutuja
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Joon. 9.7.

7y A2
— 4= 1, normaal +082=cC 9.54. x +y « 1. 9.55.
i o " Yo

X-y-240;, x-y+2=0. 9.56. 1) fr/>4,5; 2) m -

2 2 2 2
=i4,5, 3 T< 4,5. 9.57. kuid ~ 4
a a b

~ 0, puutujate paari vorrand (X—%/— Y = D (xfr_ y2 _ D -

3 (/\ - b
XX yV xA yﬁ

vorrand - + . 1=27°, b) —j - -0, *1 1 =
a b a D Sy .

s. t. punkt asetseb asttaptoodil, kuid ei Uhti keskpunktiga,
X2 X2 2X
siis puutuja vorrand @ +-j)) -+ @ - -J) £ - - = 0, koid
a a
2
Yo=1x0. 9.58. tCXiay=a2, (ic; % ). 9.59. 1)x»

=1; 2) 5x - 2y + 3 «0. 9.60. 1) 3x+ 2y - 6 = 0; 2) 3x+

y y2 . )
- D =0; 2) a -it——ft=1, siis puutuja
* a o

+ 2y + 6 ainult Uks puutuja, kuna punkt asetseb  hiperboo-
lil; 3) reaalseid puutujaid el eksisteeri, kuna punkt aset-
seb hiiperbooli sees. 96l» 1)x+y-2=0, 5x-7y+2=
=0, XxX-y-6=0, 7Xx+5y+210=0; 2 x-3y+5=0,
33X +2ly + 45 =0, 3 +y-15=0, 21x - 3y - 35 » O.
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9.62. 1) P2, 0). Markus. Sirge pooluseks teist jarku kove-
ra suhtes on sirge ja kdvera I0ikepunkte labivate puutujate
16ikepunkt; 2) P(3, —J)- 9.63» 1) x = 4. Markus. Punktist
A hiperboolile témmatud puutujate puutepunktid on MAN(4F 3«
M2 * (4, -3) ja polaariks on punkte M ja Mg labiv sir-
ge; 2) x + 4y - 16 = 0, puutepunktid M@, 3),

2 2
2a - N+ 1 fF+
3 2x + 5y — 16 = O. 9»66. tan p= —-+— ag"™ B- n

Xg+t ¥j-a + b

9.67. Markus. Untivate fookustega huperboole ja ellipseid
2 2
viib esitada jargmiste virranditega: - 2n'2=1

A A *C 5 5
* x| y

R%2 ~ B2 = B2; P R%Z-r? =n?. 871 H- i‘éhco”.
a x

9.72. D X+y+3®0 jJa x+y-3=0; 2 antud sihis
reaalseid puutujaid ei leidu. 9.73. Puutuja 3x-2y+*4 = O
9.74« Puutujad X -y - 3 =0, normaalid x fy-5=0.

S.75. x + 2y -4 =0, x+2y +4=0, d=1iqu . 9.76. 1)

18x — 10y i 225 = 0; 2) 12x + 13y - 312 = 0. 9.77. a-=
ane. Dii.jo!.,, 2)

2 2 2
9.79. - "= = 1. 9.80. —y2 = 1. 9.81. 8x %£/11y-20=

= 0. 9.83« d™. d2 = b2 ehk halvete kaudu <T, .<T2 --»2.

Markas. Miinusmark naitab, et huperbooli fookused asetsevad
tema suvalise puutuja suhtes esinevates pooltasandites.
9.85. 1) b; 2) tdhistades hiuperbooli suvalise punkti koor-
dinaadid (x, y) ja selle punkti kaugused asumptootidest d1

ja dp, saame d. = == ja d2 1 aid , kust d..d2 =
2 0T 7 1
b2x2 - a2yl a2b2 « ? ? 9 o
1~ 7 TN a*“ - - X +y -a -b>*
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3 “E" X, K on paralleelsete koolude tdus, 9.92. 3x -

-4 - 5=0. 9*%93» 16x - 15y =>0. Markus. Kasutada vale-
mit (9.12). 9.96. Olgu CA ja
CB aslmptoodid. Asetseme sirge
UN  CB, see sirge Idikab astap-
tooti CA punktis H, antud dia-
meetrit punktis K . Asetaae M’S-
a UH; kaasdiaaeetriks CH". 9«97«
Otsitavate diaaeetrite tdusud on

Joon, 9.8.

. @2 + b2) tan™ - Ka2 +b2) tan2 + 4a2b2 . oogq,
1*2 = 2ak

4 a arcsin T - Markus. HUpeEbog_lip korEal kﬁhtib 2j;eirgaine
Apolloniuse teoreea: a - b «a* - b* jaab = a'b* sim¥f,
kus a ja b on hiuperbooli poolteljed ja 2a* ja 2v* kaas-
diameetritel asetsevate kddlude pikkused. Xx99. 1) Y =
afiRE Dx ja y=Q2 Dx , ya-(/2 + 1)x ; 2) 2x-y-
al0,x=*3yal0 ja 2x+yao, x+3y=09.100. 9% -
- 4/34y = 0 . Markus. Maarame diameetril asetseva k&dlu ots-
punktid kahest tingimusest: a) need punktid asetsevad hiper-
boolil ; b) punktid asetsevad 10 cm kaugusel hiperbooli tsent-
rist. 9.101. 5yi 2x a o. 9.102. Huperbool. 9.105.

t- ak Ulesanne on vdimalik, kui b > a. 9.106. Ase-
Vb2- a/

tare GF jJDE, DG il AC (vt. joonist 9.9). Jaotame DG ja CD

vOrdseks arvuks osadeks. Punkti A (Uhendame CD jaotustega,

punkti B UUhendame DG jaotustega. Sirgete Idikepunktid on

02 2

(x-S) y2 (x-£)

hiperboolil. 9.107. —s- - I~ =1 9.109. — F— -
(8) D] ("



Joon. 9.9.

_ ¥ 1. g.112. 1) Came? « 7302

nZ’ = 1;

0 ’ ’

x-r1my)2 ¢y-y-)2 x-1)2  (y+2)2
D) — T— =-1. 9.113. 1)

_ 2 _ 2

=1, Q10,2), a=5 ja b=3; 2) —6—5————I—Z—11-1L B -,
Q(-1, -) a=VT ja b=He; ) X" "N -y2=1, C3,0
a=2 ja b=1 9 212 - & =1, -2, -2
a=2,b=2wvn 5 C—,,2)2 - o-ar2 = 1; Q(-1, 2), re-
aaltelg on paralleelne y-teljega a =Wl ja b = 2/2%
6) X-2)2- Y-3)2=0 - I6ikuvate sirgete paar.

9.114. 1) C2, -3), a=3J b =4, e =~ , juhtsirgete vor-

randid on 5x - 1 « 0, 5x - 19 = 0, asumptootide vorrandid

on4x - 3y - 17 « 0, 4x + 3y + 1 =0; 2) C(-5; 1), a =28,

bm6, 9 =125, juhtsirgete vorrandid on x = -11,4 ja

x a 1,4» aeUmptootide vOrrandid on 3x + 4y + 11 = 0 ja 3x -

-4y + 19=0; 3 C(2,-D, a=3, b»4, e =125, juht-
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Sirgete vorrandid ony a -4,2, y a 2,2, asumptootide vorran®
didon4x + 3y - 5*0, 4x - 3y - 11 =0, 9.115. -

- = 1. Markas. Antud juhul on mugav kasutada fokaaltel-

jega ristuva fokaalraadiuse pikkuse avaldist 1 b2 . 9.1l6,

Xy = 32 yana reeperi podoéramisel -45° vdrra, xy = - &  vana

2 2
reeperi pdoramisel 45 vOrra. 9.117. ~~ = 1. 9.118. Hu-

perbooli x2 _Y2 e 1 parempoolne haru. 9.119. Punktide hnik
on hiperbool (@ +N1)2 xy = 2AS, mille asumptoodid dhtivad
reeperi telgedega ja S on kolmnurga pindala. 9.120. x2+y2=
sa’? - b%. Markus. Vérdhaarse hiperbooli korral vaadeldud
hulk koosneb ainult ihest punktist - hiperbooli tsentrist.
Kui a< b, siis hiperboolil ei eksisteeri Uhtegi paari ris-
tuvaid puutujaid. 9.121, Yordhaarne hiperbool x2 - y2 =
= a2 - b2. Vt. joon. 9.10. 9.122. Markus. Antud ringjoone
keskpunkt ja antud ringjoo-

ne suhtes valine punkt on
otsitava huperbooli fookus-
teks. Antud ringjoone raa-
dius on vOrdne  hiperbooli
fokaalkddlu pikkusega 2a.
TC -~=1- 9124. g -
=4 . 9.125. Hiperbooli
juhtjoon, mis vastab selle-
le fookusele, kust on tdm-
matud ristsirged. 9.126. X2 -
- y2 a az, kui antud punk-
tide koordinaadid on (@, 0)
Joon. 9.10. Ja ((a, 0). 91Z7. - y2 »
ac, s. t. vordhaarne hi-
perbool, mille tipud Uhtivad punktidega A ja B. Maarame
punkti M ordinaadi kaheat kolmnurgast AMN ja BMN (joon.
9.11). y« (x + a)tan ™ jay a (x - a cot ¥ . Nendest ka-
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Joon. 9.11.

a)

heet v8rrandist elimineerime parameetri. 9.129. J . 9.130.
Pookuste hulk on hiuperbool, kui PA - PB j O. 9.131. Teine
fookus on vordsel kaugusel punktidest, ais on simmeetrilised
antud fookusega puutujate suhtes. Otsitav punktihulk on sir-
ge. Kui on antud fookus f0» punkt MO ja puutuja 10, siis
FoMo + MOF = MOff, kus MO on punkt, mis on punktiga FO

summeetriline puutuja lo suhtes, fahendab FMo* - FMO =

m const. Otsitav punktihulk on hiperbooli (fookustega mO ja
Mol) haru. 9.133. Votame puutujaks x-telje, asimptoodiks y-
telje." Olgu punkti P abstsiss x = a. Siis vOrrand (x-f)2+
+(y- q))2 B (If +my + n)2 maarab hiuperbooli, mille foo-
kuseks on punkt (f ,n) ja me saame otsitava hulga vorrandi,

kui elimineerime 1, m, n neljast vdrrandist (a-| )2 +n2 =

a (@&+n)2, matil, ~» -n, la2+ 2MoC + In2 a o.
9.134. Huperbool . 9.135. p.v a nRT, kus T on absoluutne
temperatuur, R on gaasi universaalne konstant R =

a 8,3*10™ kg”™mol™ * Arveata(ies» et 15UC a 288,3K ja 1 tonn
rnmapnikku o;n 31,25 kg-mol, saadekse pxa31,2-8,3- 10", 288,3-
A 7.5 « 10 W. Soovitatakse votta rohu teljeks (p) abstsiss-
telg 1 jaotus - 14001°3ﬁ & rvwnala teljeks ordinaattelg 1
jJaotus 1« 10M .
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10. peatikk
PARABOOL

10*1« (0,1). 0.2. 1) y2s8x; 2)y2a6x; 3) y2=D5x;
4 y2 = 6,4x. to.  x=-1 < M0il. (I, 0), x =_
DE DXt DO Y--ji H O _ 159
10.5. y2 38X = 8. 106. 1) j =4 2) y2-
=9 3 y2=8 4 y2- =X 5)y2- 16x; 6) y2 =
=i o12x;; 7)) y2 > 20%. 10.7. 1) Z‘g = 2) X2 = e 2y
3 x2 = 8y; 4) X2 =t 5 x2 = 12y; 6) X2 - 8y. 108.
p=4 10N y- 1942 -x+3.  10.0. 1) ;, = 10x-25;
2) y2 = 6x - 9. 10.11. x2 = 6y - 9. 10.12. i+Z2* =1 ;

vordle sirge vorrandiga telglSikudes. Markus. Kuna x-telg
on parabooli teljeks ja tipp agsetseb punktis A(a, 0), siis
parabool i vgrrand omab kuju y = 2p(x - a). Parameetri
leidmiseks arvestame, et punkt B(O, b) on parabooli punkt.
10.13. 1) (y - b)2 =2p(x - @); 2) (y - b)2 = -2p(x-a)

Markus. Kanname rodplikke teel reeperi alguspunkti punkti
A(@, b). Uues reeperis parabooli vorrand omab kuju y* =
a 2x". Minnes tagasi lahtereeperisse, punkti koordinaati-
de "teisendusvalemid omavad kuju X" =x - a, y*" =y -b.

Teostades asenduse, saamegi toodud kujli. 10.14. (x—a)p «

= 2p(y-b), (x-1)2 = b(x+2). 10.15.*2 + £ = 1.  10.16.
2 ®
-1+~ =1. 10.17. (x + 2)2 = -32(y - 1). 1018. P(9,-8).

10.19. D AR, 0), p» 2, x - 1=0, 2 A, 00, p= 3,
6x- 13=0, 3) AQO, - m), Pm 3, 6y + 11 = 0, 4) AQ, 2),

ped,d4y “9=0. A0 DA, —N), B2, 0), Bp(cD)-
y-telje positiivne suund; 2) A(Nt - B1(-1, 0), B2(5,0).
y-telje negatiivne suund; 3) A, - ) B-,(™"-"22 ,0 ,
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B2 T ~ * Y-telje positiivne suund; 4) A(- g, ¥V,
x-telge ei loika, y-telje positiivne suund; 5) 5 _ é) ,
B1(1, 0), B2(, 0), y-telje positiivne suund. 10.21 i(18,12).

B(18, -12). 10.22. 12.  10.23. A0, 0), A2(4, 4). 10.2.

OM a 10. 10.25. Kui punkt MQ on parabooli punkt, siis
tema koordinaadid peavad rahuldama parabooli vorrandit, s.t
yé - 2pxQ = 0. Kui punkt P kuulub parabooli sisepiirkon-
da, siis yg - @gpx_ < 0. Kui yg- gpx.> 0, siis punkt
kuulub parabooli valispiirkonda. &%m%?r B on parab80li
punkt, A on sees- ja C valjaspool parabooli. 10.2X DB p>

> 2AC. 2) B20 < 2AC.  10.28. 1) M, (2. -6). *2<5- 3);

2) Mn(%r, 2) sirge on parabooli puutuja; 3) reaalseid 15i-
kepunkte ei eksisteeri; 4) M(*, 3), sirge on paralleelne

parabooli teljega. 10.29. 1) A1, 6), A2, -1)

2 . 8); DAGCE , D H A, 16, A2G, D; D
reaalseid I0ikepunkte el eksisteeri. 10.30. (10, V3&),
o, -/30), (, @, -YN. 10.31. (&8 , ja kaks

Imaginaarset 16ikepunkti . 10.32. Kui y2 = 2pi on antud
parabool ja x = Kk on antud sirge, siis otsitav punkt on
A(ptk, 0). 10.33. (O, -2). 10.34. vt. joon. 10.10. Mar-
kus. Otsime parabooli punkti parabooli
teljega paralleelsete sirgete parve
sirgetel. 10.35. Parabool y2 = b i.

10.36. Vt. joon. 10.11. Konstruktsioo-
nis vOib kasutada erinevaid téisnurk-
seid kolmnurki, nditeks kaastelgedega
aab=5 vbi aal0, ba?20, \Yo] |
aals, bads jne., kui ainult =5

Joonis on tehtud 1 juhule. Punktide saa-
miseks valjaspool kolmnurka pikendatakse
molemat kaatetit mdlemale poole ja kan-
takse pikendustele samad jaotused nagu ka&- Joon. 10.10.
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tetitel. Punktide nummer-

damist jatkatakse joonisel

10.11 naidatud riisil.

10.37. Markus. Punktist M

langetame ristloigu MH pa-

rabooli teljele. Punktist H

kanname teljele 16igu HJ =p

(p - parameeter). Labi pa-

rabooli tipu A ja punkti

J joonestame  ringjoone,

mille keskpunkti ordinaat

on QK » “HM. Saadud ring-

Joon. 10.11. joon I8ikab parabooli ot-

sitavas punktis H . Sirge Wl ongi otsitav parabooli nor-
maal . 10.39 D YR * (px+xgd; 2 (Y2-2px)(y2-2pxQ) -
S [YOY - PO#x0)2 = 0, y.y = p(x + x1).  10.40.  Markus.
Parabooli y“ = 2px puutuja

omab kuju YOy P( 4 joo-

kusjuures puutepunkt on_pa-

rabooli punkt, s. t. Y0 =

= 2px 10.41 Vt. joon.

10.13r 10.42. M0<9, -6).

Ma&rkus. Parabooli puutuja

vorrandi saame pooleldi

asendusvittega, s. t. omab

kuju yQy = 2(x + xQ). Kuna

ka sirge x + 3y + 9 = 0 on



sirgggi/ pea\ﬁd Uhtima, s. t. tundmatute kordajad on vOrdsed
2*“2r " "32 e 10d3» D p=2; 2 p-= Markus . Aval-

dame puutepunkti koordinaadid tundmatu parameetri p kaudu.
Parameetri p leiame tingimusest, et puutepunkt on para-
booli punkt. 10.44. 1) x+y+2=0, 2i +5y+ 25 ad0;

2)3X-y+3=0, 3x-2y+12=0; P X-0, x-2y +6 =
» 0; 4 3x +c/3y +6=0; 5) el eksisteeri. 10.45. d =
= 13y] - 10.46. Q- ~ , 0). 10.47. 3x - 8y + 48 = 0,
8 + 3y - 164 » 0; 3x+ 4y + 12 =0, 4x - 3y - 34 = 0.
10.48. 4x-y-24=0,Xx+4y-180*0, 2x+3y+2=0,
Ox - 6y + 22 = 0. 10.49. 1) X +y i 3=0; 2) 3x-y+ 1 =
mO0; P xXx-2y+12=0; 4 x+y+ 1=0. 10.50. d =
m2/T3. 1051.x+y+4=0;x-y- 12 =0. 10.52. 8x -
-4y +1 =0; 81 + 16y - 9 = 0. 10.53. 1) x - 6y + 27 =

=0; 2 2X-y+2=0; P x-2y+2=0. 10.54. p =
= 2bk. 10.55. (9, 6/3). 10.56. A(] , 1, 8x-6y + 3=0,
24x + 32y -41=0. 10.57. x - /3y + 9 = 0. 10.58. D

X$2y+4=0; 2)X1i3y+ 15=0. Markus.Puutujate koor-

dinaadid on lihtne leida sirge ja kdvera puutumise tingimu-
sest : puutuja omab kdveraga kaks Uhtivat 18ikepunkti. 10.59.
D puutub parabooli; 2) Idikab parabooli kahes punktis;

3) asub valjaspool parabooli. 10.60. d = 2. Markus. Kui
sirge el 18ika parabooli, siis sirge ja parabooli vaheline
Iuhim kaugus on vOrdne sirge kaugusega parabooli punktist,
mida 18biv puutuja on paralleelne antud sirgega (vt. joon.
10.13). 10.64. x -y + 1 = 0. 10.65. P(-1, 2,25). 10.67.
Sirge. Lahendus. Olgu y2 = 2px antud parabool, P(J ,~) ot-
sitava hulga suvaline punkt, siis punktile p vastava po-
laari vorrand on y N = p(x +J ). Polaaril asetseva paraboo-
1i kd6lu otspunktist MQ témmatud normaali vorrand ku-
Ju xXQx + py - xQyQ - pyO = 0. Kuna normaal peab labima pa-
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raboolil asetsevat koolu otspunktides voetud normaalide 16i-
kepunkti N(a,b), siis saame kd6lu otspunkti leidmiseks vOr-
randiststeemi

m<oyo + YO(p - @ - bp =0,

0 = z»*0 ,

2 a 2pa

tundmatute xQ ja yQ suhtes. Kuna punktid MQ ja N on
erinevad; siis yQ - b ® 0 ja peale suurusega yQ - b labi-
Jagamist saame kd6lu otspunktide M~AXx™, y1) ja M202» ¥Y2)
ordinaatide leidmiseks ruutvorrandi ya + byQ + 2p2 =0, mil-
lest y1 + y2 = -b, Y-P2 “ 2p2* Teisel £ P°olt#punkti P polaa-
ri virrandi vOime koostada kui punkte M1(x1, yl) ja

Y -yl X - x1
y2 —.yi = X2 —_>.<I ’

labiva sirge vlrrandi millest Y a

a ——ZP— X = yly2 . Kuna Uks ja sama sirge on mdaratud
1 vy2 1 2

kahe vdrrandiga, siis vastavate tundmatute kordajad peavad
olema vordelised. Saame 2™ =yl + y2» 2P./ = Y-|Y2* Kokku-

vOttes, arvestades eespool saadud seoseid y* ja j2 korral,

saame | = p, s. t. otsitav hulk on sirge. 10.69. Paraboo-
Ii juhtsirge x =-E . 10.70. S1 : S2 = 2. Parabooli sis-
se joonestatud kolmnurga pindala on 2 korda vaiksem vastava
parabooli Umber joonestatud kolmnurga pindalast. 10.73. Mar-
kus. KOveratevaheliseks nurgaks nimetatakse kdverate puutu-
Jate vahelist nurka nende 18ikepunktis. 10.74» Sirge, mis
on paralleelne paraboolide tipus voetud puutujatega. 10.75«
X -2 =0. 10.79.y - P = 0. 10.80. y = -4 . Markus. Pa-
rabooli y2 = 2px diameetri vorrand on yal , kus kK on
diameetrit poolitava parabooli koolude tous. Kahe sir-

N N
ge vahelise nurga valemis tan w=" "\ yy']‘ , kus” = 45° ja

k» = 0 (diameeter on paralleelne parabooli teljega), saa-
dakse: k =1 1. 10.81..x - 12 = 0. 10.82. 1) 2x-y-3=0F
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2)2x -y -5m0. 10.83. D) 3x -y - 10=0; 2) 3x - by+
+ 10 = O. 10.84. 4x + 3y - 26 = O. 10.85. y =0,7x + t.
10.86. y a 3,5. 10.87. a = 4p/3. Méarkas. Kolmnurk asetseb
summeetriliselt parabooli telje suhtes: Uks kolmnurga  tipp
asetseb parabooli tipus ja tema vastaskilg on risti paraboo-
1i teljega. 10.88. x - 10 =0, 2x - y/1T= 0, 2x + y/5*= 0.

+2
10,89. x » ~ ,y = t. 10.90. Parabool, mille tipp asetseb
antud parabooli fookuses ja parsmeeter on kaks korda vaiksem
antud parabooli parameetrist. 10.91. y2 = £x. 10.2. <€f<Ar

m p2. 10.94. Parabool. 10.95. p = -12. Vvt. joon. 10.13.

= T = ZAN
10.96. y2 = WL . 10.§7. 0G> - £) 10.98.  [pl= 23 -

10.99. h = 5 m. 10.100. Sirge poorleb Umber punkti Q@p, 0).
10.101. Parabool, mille fookus on antud punktis ja jahtsir-
geks on antud sirge. 10.102. Kaks parabooli y = #2x + 1.
10.103. 7 - 18- 0. JJ. 10.104. y =’1: x2 . 10.05. 40cm.

Joj1oJ. 40 or. 10106. 1) j>— f. efCoef 2> —-U NloB f =

b2 n
kus p @~ on ellipsi parameeter# 10#109. P -———— -r—
a - J 1- e cosi®

10.110.1~= a; 2)jd = 2acos™; 3)j?22-2 QJ c°e(f'fj =

—a2-"" mrr fcof »2>J)>m T ae€osy <«
10112« P = ————£ ———— . 10.113. a = 2/2, b = /6, 2c =
n 3 - \/5cos
. 2/2. 10.114. 13. 12. 10.115. (6. » (6, " 0* 116
2
Y. a arcoo. <+ $). 10M11. J3 =i _ / c03~ , kus p.g—.

10.118. «— & S°P m . Markus. Lahtudes ellipsi ka-
1 - e cos

nooni lisest vorrandist ja kandes reeperi alguspunkti ellipsi
tippu, saame 7»2 - (€2 - 1)x»2 + 2px*. Edasi tuleb minna
tle polaarreeperi, kasutades seost x* = cos ”>, y’ = sinij?.

— . 10121

IShamI" efcoad « 10 20.pr=— =ii|l—j
T . 3 1 -ecos ¢
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f -TT- L"Jl_os*r e 107"22. 1)p =— &2 °°°n -3)30 ]

25 - 9cos
"B o5 Cosk YT o Q0B - Markus. ve. Ul
V2 2 2
10j_I20fF arvestades, et P =£- ,e»T . 10.123. =
= 1. " 10.124. AsUimptoodid; p=—- _2-——— ja p >
X sin (f - 2£) r
melnT £ ~"7 > 3uMai”® edi> - - di - 3 - - [ ]

XW5. 1>F-TrrS6SJi 2 f. i+ Poaf . 10,1,%6.7

- ZE-aga4d . 10. ,27. p = Etg g f* - 10.128. y2 =
sin N J 1 - cos
*
= 12x. 10.129. M(3, arccos j) - kaks punkti, slUmmeetri-
2 2
lised polaartelje suhtes. 10.131 ¢ D N o= 1
2 Y2=8x 3 =1; 4 =1«
11. peatikk

TEIST JARKU JOONE ULDISE TEOORIA

11.1. G, 9, @, O ja O, 5, O, H. 11.2. D) (@, 0 ja

(1}-, 2 A):; 2) 1dikepunktid on ebapunktid; 3) sirge puutub
kéverat punktis (1,0); 4) ¢r, ta), sirge l0ikab kéverat ai-

nult Uhes punktis. 11.3.~ " Markus. Antud vBrrand

kujutab parabooli, kéik ndidatud sirged on paralleelsed sim-
meetriateljega ning jarelikult Uksteisega paralleelsed.

2
114y = 1Q e « 11.5. 1) 2alzxy + a22y + 2ai;X + 2a23y+a33=
=0 (k1=0, a1 =0); 2) allz2+2al2xy+2al3x +2a23y + a33 = 0

k1 a22 = 0); 3) 2al2xy + 2al3x + 2a23y + a33 = 0
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(k1=0 ja k2=oe>, all= 0 ja a22 = 0). 11.6. y=2x ja y= -3X.
Markus. Otsitavate sirgete tdusud vOib maarata vorrandist
a’\+2a12k+a22k2=0. 11.7. 3x -y -6 =0 jJax - 2y -
-2=0; N =2, 11.8. 1) 5x2 + 16xy + 5y2 - 5x - by =
=0; 2) 3x2+ 2xy + 2y2 + 3x - 4y = 0; 3) X2 +4xy + 4y2 -
- 6x - 12y = 0. Markus. Lahtume teist jarku kdvera uldvor-
randist (a—|—|*2 + 2a”"2xy + a22y2 +2a”"x + 2a2?y + a®™ =0) .

Kuna antud punktid asuvad kdveral, siis nende koordinaa-
did peavad rahuldama vdrrandit. Saame viis tingimust, mida
peavad rahuldama vorrandi kordajad a” * Saadud viiest seo-
sest maddrame viis kordajat kuuenda kaudu, asendame vdrran-
disse ja jagame l1&bi tundmatu kordajaga. 11.9. Markus. Ot-
sitav teist jarku joon ei ole Uheselt maddratud, kuna neli
viimast punkti asetsevad Uhel sirgel x + 2y - 6 = 0. Jare-
likult otsitav teist jarku joon saab olla ainult sirgete
paar, millest Uks on antud sirge ja teine sirge labib ree-

A1

peri alguspunkti. Tahistades =A , Wime otsitava teist

_ _ _ _ _ , _ 2
jarku joone esitada jargmise vbrrandiga: 21.X + (41+1)3y+
+2y2 - 12x -6y =0 Wi (XX+2y -6) (2Ix +y) =0 .

11.10. 5x2 - 5xy + 2y2 - 5x - 2y = 0.  11.11. Ulesande tin-
gimust rahuldavad kaks paraboolset tulpi k&verat: x - 8x -

-y + 15 =0, 92 + 6xy +y2 - 72x - 24y + 135 = 0. 11.12.
6x2 - xy - 2y2 + 4y = O. 11.13. xy + 4x + 6y = 0. 11.14.
Dx2 - 4xy + 3y2 -4y =0; 2) xy + 15 =0; 3) x2-8y = 0.
11.15. D G, -2; 2 O, -5; 3 (0,0); 49 (1, .
11.16 . D2x2- 6xy+ 5y2- 11=0; 2) 9x2 - 18xy + 6y2 + 2 = 0;
3 6x2 + 4xy +y2-7=0; 4 4x2 + 6xy + y2 - 5 = 0; 5

4x2 + 2xy + 6y2 +1=0. Markus. Mugav on kasutada kdvera

vorrandit juhul, kui reeperi alguspunkt on kbévera tsentris
a—j—_p(2 + 2a™My + &22’\2 + A 0. Jarelikult ruutliikmete
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osa vOrrandis ei muutu (2x2 - 6xy + 5y2), ara tuleb jatta >
neaarsed liikmed ja vabaliikme leidmiseks on piisav arvutada
kaks determinanti 4 = -11, £ = 1. 11.1,7. 1), 2), 3) Kesk-
punkt on reeperi alguspunktis; 4) keskpunktidest koosnev sir-
e 3x-2y=0. 11.18. D (@, 5); 2) (-1, -1); 3) (O,1);
D, 9, 14). keskpunkti ei eksisteeri; 5) x+y +1=0 -
keskpunktidest koosnev sirgu; 6) (0 MD); 7)), - M) 8) x+
+ 3y + 2 =0 - keskpunktidest koosnev sirge; 10) x - 2y + 5=
= 0 - keskpunktidest koosnev sirge; 11) (@, 1; 12) (-1, 2);

13)4x+2y-5=0 - keskpunktidest koosnev sirge. 11.19»
D, 2), 5. 8) tsentraalsed kdverad; 3). 7) ei oma keskpunk-
ti; 4),6) omavad keskpunktidest koosneva sirge 11 .20. 1 x-;5y-

60; J2xXx+y-2=0; 3 5x-Y +4=0. 11.21. 1) vbrrand
madrab tsentraalse teist jarku joone (Juht (@), kui a9 ,
parabooli (Juht (b)), kui a =9, b~ 9, joone korral eksistee-
rib keskpunktidest koosnev sirge 2x+6y+3 =0, kui a = b = 9;
2@ at4 idga b korral; () a=4, b o6, (© a-=4,

b = 6. Markus. Ulesande lahendamine taandub keskpunkti m&aa-

rava susteemi

|2x+6y+3=0, lahendite olemasolu uuri-
«l6x+2y +b=0 misele.

11.22. 1) 7x2 + 4xy + 4y2 - 83 = 0; 2) x2 - 2xy + 4 =0; 3)
6x2 - 4xy + 9y2 - 40 = 0. 11.23« Markus. Lahtuda vdrran-
dist (11.8) ja minna tagasi esialgsesse koordinaatsisteemi.
11.24. 5x2 - Bxy + 2y2 - bx - 2y = O. 11.25. 2x2 - xy - 3y2-

-X - 6y - 15=0. 11.26. Ringjoon. 11.27. Sirge. mar-
kus. Koostada huperbooli vdrrand reeperi suhtes, mille telge-
deks on antud punkti labivad ja antud asUmptootidega paral-
leelsed sirged. 11.28. Sirge 3x + y = 0. Markus. Koostada
vrrandid keskpunkti koordinaatide maaramiseks. 11.29. 4x" -
-8y - 2y2 + 9y -4 0. Markus. Nelja antud punkti labib
I6pmatu teist jarku joonte hulk, mis on esitatavad vbrrandiga

22 - AXxy + (40 + 1)y2 - 4x - (4A + 1)y = 0, kusjuures X

on muutuv parameeter. 11.30« 9x2 - 4y2 T 36x = 0. Markus.
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Viimase liikme mark soltub sellest, millises hiperbooli ti-

pus asetseb reeperi alguspunkt. 11.31. 1) y2 = «2 + /2x ;

2 2
2D x2+2y2-8=0; Py2=2- x + x2. Markus. An-
a a

tud joon on hiperbool. Tema peateljed on x + y + 1 =0 ja
X -y -2a0. Teisel teljel on kaks reaalset tippu: (0,-2)
ja @, -1), kanname reeperi alguspunkti teise tippu ning

podrame reeperi telgi nurgad =" vlrra. 11.32. y2 =
=2px + (€2 - 1)x2. 11.33. y™ = 2gx + (e2- 1)x2-gq2, kus
q on fookuse kaugus vastavast juhtsirgest. 11.34. D

xQx + aryoy - ab = 0; 2) b2xQx - a™yoy - ab = 0; 3) yQy -
- p(x0 + xX) =0; 4 xQy + xyQ =m. 11.35. 5x + 8y - 24 =
=0; 5x-8-8=0;, x-4-2=0 ja x +4y-3 =0.
1M«36. X -4y -2=0 ja x+4y -3 =0. 11.37.D =

“ 3%0; 2) &2 ~ "3 = 3) ajj = @22 = al3 = a23=
1138. 1) k=2; 2)kl =-1,k2 =5; 3) kdigi kK / 2 Kkor-

ral, mis rahuldavad tingimust -1 " K< 5; 4 K< -1 ja K>5.
11»39. 1) Kover puutub abstsisstelge punktis (2,0) ning IGi-
kab ordinaattelge ainult Uhes punktis (0, 4); 2) abstsiss-
telg 16ikab kdverat punktis (@, 0) ja (1, 0). Ordinaattelg
on paralleelne selle parabooli teljega ning 18ikab seda ai-
nult punktis (0, 3); 2) kdver puutub x-telge reeperi al-
guspunktis ja 108ikab y-telge reeperi alguspunktis ja punk-
tis 0, 2). 11.40. 7x + 4y + 10 = O punktis (-2, 1) Ja
3X - 4y + 18 = 0 punktis (-2, 3). 11.41. 7x - 2y - 13=0,
X - 3 =0. 11.42. 1) 2x + by =0, 2X+y =0; 2) x - 3 =
=0, 7x-2y-13=0. 11.43.y+4=0 ja 3y-4*0.
Markus. Puutepunkti koordinaadid mdarame vorrandist Fx =0
(x-teljega paralleelse puutuja vOrrandis on abstaisskordaja
null) ja Fx = 0 (puutepunkti koordinaadid rahuldavad kdve-
ra vorrandit). 11.44. 7x + 1 = 0. 11.45. x +y-1=0,
3 + 3y + 13 = 0. 11.46. 1) Punkt (-2, 1) asetseb antud
kdveral ning seetdttu vdime labi selle punkti panna ainult
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Uhe puutuja, mille v8rrand on 7x + 4y + 10 = 0; 2) antud vOr-
rand maarab lIdikuvate sirgete paari, mis Idikuvad punktis
@B, -3)- Koik selle joone puutujad, s. o. kdik sirged, mis
16ikavad joont kahes Uhtivas punktis, peavad labima  punkti
@, -3). Seega labi iga punkti v8ib antud joonele panna ai-
nult Uhe puutuja. Erandiks on ainult punkt G, —-3), mida 1a-
bib 16pmatu arv puutujaid. Punkti (-2, 1) lébiva ainsa puu-

tuja vorrand on 4z + 5y + 3 = 0. 11.47. x2 - 8y2 -4=0.

11.48. x% + xy + y2 + 3y = 0.  11.49. 6X  + 3xy - y + 2x -
-y =0. Markus. Kuna otsitav kbver labib reeperi algus-
punkti, siis peab vOrrandi vabaliige olema vordne nulliga
(@,, = 0). Kdvera ja sirge 4x + 3y + 2 = 0 puutumise  tottu

) — 2,0+ a, . — 2a00 + i}
punktis (1, -2), sama —u' n a]£ - EQJ_E‘_U%} -

- 387" 2832  ysvera jasirge x -y - 1=0
punktis (O, -1) saame - —_—— == n - yii_

esc vorrandist avaldame otsitava vdrrandi viis kordajat kuu-
enda kaudu. 11 .50. x2- 4yi- 2x+4y =0, S. 0. teist jarku
kéver - 18ikuvate sirgete paar x - 2y = 0 ja x + 2y - 2=0.
Markus. Ulesande tingimust rahuldab I8pmatu hulk  kdveraid,
kSik nad on esitatavad vorrandiga X+ $\xy+ 4y -4x-8y +4=
= 0 parameeter 04 erinevate vaartuste korral. 11.51. 1=2.
11.52. 1)X =1 5 2) X =% 4. 11.53. 17x - 4y - 4 = 0 .
11.54. 2x + y + 6 = O. 11.55. 1)4x-6y+1=0;2) 2x -
-y-8=0. 11.56. 49x - 49y + 44 = 0. 11.57. 17x -4y -
-4 = 0. Markus. Otsitav diameeter on antud sirge sihi kaas-
sihiline. 11.58. (-3, 5). Otsitavat punkti on lihtne lei-
da kui antud sirge ja sirge kaasdiameetri 18ikepunkti. 11.60.
1 +2y+3=0 ja 7x -5/ + 2 =0. 11.61.y - 1 =0 ja
4x + 5y + 3 = 0. 11.62. x - 1 =0 jJa x-2y+3=0.
11.63. D) x - 3y =0; 2 X -3y-6=0; 3 3x-9-7=0;
4 5x - 15y - 8=0 ja 5x- 15y - 19 =0; 5 10x - 30y -
- 27 = 0. 11.64. x + 1 = 0. 11.65. Ulesande tingimust ra-
huldavad kaks paari kaasdiameetreid: 6x — 12y +11=0 Ja
X _y_7=0 vbi 2y -5=0 ja 3x-3y-2=0. Mar-
kus. Otsitavate diameetrite tdusud médratakse kahest vorran-
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diet: 3 - 3(k + kj) + 5kkl = 0 (kaassihtide tdSusude vorrand)
K - k. -

ja y— m 1 (diameetritevaheline nurk on -~ ). 11 «66.

X -y -3=0. 11«67. 1) 6Xx + 7y + 4 = O; 2) 7x + 10 +

+5=0; 3P x+3y+1=0. N8, X - 2)2 - X -y)*=0

vOi sirged 2x -y -2=0, y-2=0. 11«69« Diameetri

vorrand on (@EjJ4* + aRY) “ "allxo + al2yo™ = °* Puutuja vOr-

rand on @)2 + aiix0 + al2yo™ + ”7a23 + al2xo + a22yo”™ +

2
+ (@I”™Q + a23yo a33* = all ~ * ai2 ="r> »
a2 = 2* 1hIQ- 1)2x + 2y+1 =0 ja x-y + 2 =0;
2) 28x + 2ly +4=0 ja 33x - 44y -6=0; 3 x+y=0

jJa x-y=0; 4)x+y-2=0 jJa x-y=0; 5 xey-
-1=0 jJa X-y+3=0; 6) 2Xx-4y -5=0; 7) 3x+y-
*1=0 B xXx-3y+3=0; 8 2x-4y - 1= Markus.
Peatelgede tdusud vOib madrata vorrandist al2k + 7all “a2NE’
- a” = O» Asendades lhe telje tdusu diameetri voOrrandisse
?X + kPy = 0, saame teise telje (esimese kaastelje) voOrran-
di. 11.71. Koigi antud parabooli diameetrite tdus on k=1.
Parabooli telg on diameeter, mis on kaasdiameetriks sellega
ristuvatele kdbludele, s. o. kddludele, mille tdus on k1=-1.
Selle parabooli 1iga diameetri vOrrand on 2x - 2y + 1 +
+ k(-2x + 2y - 2) =0, kui Kk = -1, siis saame telje VOr-
randi 4x - 4y + 3 = 0. 11.72. Antud vBrrandi vdib asenda-

J3
da jargmisega @u x + a-J& + al3™ + ~ “a2lx+ a22y +a23 =°*

rl=«d 2, ap= & * a2 =B 2* 1U»73. 1) x+ 2y-1=0,

C»N); 2) 39x - 26y - 12 =0, W|» - Hy-1=0,

-1, 1. 11.74. LOikuvate sirgete paari peateljed (stmmeet-

riateljed) Unhtivad nende sirgete poolt moodustatud nurkade
EE] o) N 13

nurgapoolitajatega. 11.75« El&T——é'—' = ol Te—— . 11.76.
12 v 12

Bx - by + 2 = 0. Markus. Esimene kdver on tsentraalne, dia-
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meetrite kimbu vBrrand on 2x - x - 1 - k(x+2y + 1) =0. Tei-
ne kéver on parabool, mille diameetrite tbusud k*» = — — =
=— 1. Et leida kahe kdverathist diameetrit, on killaldane
leida Ulaltoodud kimbust see diameeter, mille téus on -1;
Dy=x-1. 11,77. ) 3x -y +3 =0, 2y + 3 =0; 2) 3x-
-y=0, 4 -9=0. 11.78. Kaasdiameetrite tbusud ra-
huldavad vorrandit all + al2(kl + k2) + a22kik2 = 0. Antud

diameetrite tOusud on kl=j ja k2 =1, Kj =0, kE = 2.
Asetades need vaartused vOrrandisse, saame 3a” + 4a”2+ &22=
=0, an + 2al2 =0. all:al2: a2 =2 : (-1) : (-2). Ot-

sitava kdvera keskpunktiks on kahe kaasdiameetri 18ikepunkt

Qai'b 3 ). Need koordinaadid peavad rahuldama virrandeid

F =0, F =0, mis antud juhul on 2q - yQ + =0
0 o

ja -x0 - 2yo + 223 ". 0. Asetame xQ ja yQ asemele nen-

de vaartused ning saame a* = -1 ja a2” = -1. Kuna kdver

18bib reeperi alguspunkti, siis a” = 0 ning kdvera VvOr-

randon2x2—2xy—2y2—2x—2y:O Vi x2—xy—y2
-x-y=0. 11.79. 19x2 - 56xy + 43y2 -6=0 . 11.80.
Markus. Leiame selle kbvera vOrrandi reeperi suhtes, kus

reeperi alguspunkt Uhtib kolmnurga raskuskeskmega, Uks telg
Uhtib mediaaniga ning teine telg on paralleelne kaht ule-
Jéanud tippu Uhendava kiljega. 11.82. y =3x + 2, y=3x -
-2, X+ 1=0. 11.83. 1) Sirged, mis Uhendavad vastas-
kiulgede keskpunkte, on kdvera diameetrid; 2) sirged , mis
Uhendavad vastaskilgede puutepunkte, on kdvera diameetrid.
11.84. ) 6x -2y + 19=0 j5, 2x + 2y - 1 = 0; 2) 6x +
+14y +11=0 jJa 2Xx+ 2y - 1=0; 3 5y + 3=0 ja 25x-
- +M =0; 4) 2Xx-3y«l=0 ja x-1=0; 5 2x + 3y -
-5=0 ja 5x+3y-8=0; 6) 7x- 35y - 22 =0 ja 7x +
+14y +20=0; 7)) 6Xx-2y+19=0 jJa 2x+2y - 1=0

8 X+4y + 14=0 jJja x+y-3=0; 9 5+3=0 ja
25x - by + 13 = 0. Markus. Astmptootide vdrrandid  saame
diameetrite kimbu vorrandist Fx + = 0, kui Kk on asump-
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tootilise silii tdus, mille me leiame vOrrandist a” + 2a”™2"™ +
+ a22k2 = 0. 11.85. 12x2 + 40xy + 28y2 + 16* + 8y - 11=0,
2x + 2y - 1 =0, 6x + 14y +11 = B 11.86. 2x -y + 5= 0

jJa x + 2y - 1 =0 koigi parameetri vaartuste korral. Mar-
kus. Buutliikmete kordajate vordelisus jareldub mdlema kdve-
ra asumptootide paralleelsusest, esimese astme liikmete kor-

dajate vordelisus jareldub asumptootide Uhtimisest. 11.87.
all &¢ a13 all al2 al3
a2l a2 a23 < a2l a2 §23
a3l a32 a33 a3l a32 b33

11.88. (& + By + 0 . (AJX+ B + C1) +X =0, kusX on
suvaline parameeter. Markus, Ulesande lahendamisel kasutame
esiteks asjaolu, et Uhised asimptoote omavate kdverate VvOr-
randid erinevad ainult vabaliikmete poolest (péarast korruta-
mist mingi konstantse teguriga) ja teiseks kaks sirget on
teist jarku joone erijuhuks, kusjuures need kaks sirget on
selle joone asumptootideks. 11.89. 4x?' + 6xy - 4y2

- 26x + 18y - 39 = 0. Markus. Antud hiperbool on vord-
haarne, kuna asumptoodid on risti. Jarelikult e = /?. Liht-
ne on ndidata, et hiperbooli juhtsirge 18bib huperbooli foo-
kusest astmptoodile témmatud ristsirge aluspunkti (astmptoo-
di ja ristsirge 18ikepunkti). Ulesande edasiseks lahendami-
seks vOib kasutada sirgete kimbu vorrandit. Teine vdimalus,
Ulesande tingimustest vdime vahetult valja kirjutada  kesk-
punkti koordinaadid, fokaaltelje vOrrandi ja fookustevahelise
kauguse. Kuna fookuse kaugus asUmptoodist on vOrdne imagi-
naarse poolteljega b , on ekstsentrilisust [lihtne leida.
Juhtsirgete leidmiseks arvestame, et juhtsirged Idikavad
asumptootidest valja Ié’igud, mille pikkus on 2a. 11.90. 1Ox2+
+ 12xy + 9y - 41x - 39y +4=0. Markus. On sobiv kasutada
eelmise Ulesande lahendust. 11.91. 2x -xy - X + y+5 = 0.

11.92. 4x2 + 6xy — 4y2 - 26x + 18y - 39 = 0. 11.93. all -
- 2a.j2cos™ + a22 “ °* Markus. Vordhaarse hiuperbooli asimp-

toodid on teineteisega risti. 11.94. (A™N + Bly + Cl1) -
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U2x + B2Y + c2) = 0. 11.95. Tipud Al -1, +
1 i/ro /10

2 A2 }{8 1» 710 + 2), fookused on F'I(O’ 5, R(-2,

-1). Juhtsirge vorrandid on x + 3y - 6 =0, X + 3y-4 =
= 0. Asumptootide vorrandid on 3x + 4y - 5=0, y-2 = 0.
Tippude puutujate”™vdrrandid x + 3y - 5 - I/T6 = O. 11.96.

D Ellips Z- + A- = 1; keskpunkt on 0" (-2, 1), fokaal-
2 2

+

telg on paralleelne x-teljega; 2) hiperbool y—= -1,

keskpunkt on 0*(1, -3), reaaltelg on paralleelne y-te_ljega;

3) parabool Y = -2X2, tipp on O (- Jr O» telg paraHeel-
ne y-teljega, paraboolil on kumerus Ulespoole; 4) imagi-

naarne ellips; 5) hiperbool, mille keskpunkt on O'(Tf/, ")‘j’

1
reaaltelg on paralleelne y-teljega, a = — , b = ———%
2 Y 2 12

6) parabool, tipp on 0*(- 3 1 parabooli telg on pa-

ralleelne y-teljega, parabool on kumer i”Lespoole, paramee-
ter on 7) parabool, mille tipp on 0"(- il, telg on
paralleelne x-teljega, on kumer paremale poole, parameeter
on 8) kaks punktisO0®(—1, 1) Idikuvat sirget Vb (x + 1)+
+ R (y-1D) =0 ja ¥3X+D-V2 yY-D=0; 9 ho-
perbool, mille keskpunkt on 0°(-1, -1), asumptoodid on pa-
ralleelsed reeperi telgedega. 11.97. 1) Reeperi alguspunkt
uhtib kdvera keskpunktiga; 2) abstsisstelg Uhtib Uhe kdve-
ra diameetriga, ordinaattelg on paralleelne kaasdiameetri-
ga; ) reeperi teljed on paralleelsed kahe kaasdiameetriga
Ja kéver 1&bib reeperi alguspunkti; 4) reeperi teljed Uh-
tivad kahe kaasdiameetriga; 5) ordinaattelg Uhtib Uhe dia-
meetriga ning abstsisstelg on paralleelne kaasdiameetriga;
6) reeperi te;jed on paralleelsed kaasdiameetrite paariga.

2
11«98. 1) Ar- =1, cos A sind=- )
9 4 /5 \3

2 2
+2M~ =1, N =45°; 3) x"2+y"2=0, imaginaarsete
16ikuvate sirgete paar, cosal = —" , Sin <= ;A X< -

V5 /5

-v9 =0 I5ikuvate sirgete paar, cos/l = —-3r , sind™ =
J * 169 /13 /T3

2



212 2

1,2

5) —£-+y* =1, imaginaarne elligs,ot=45°. 11.9. D1 - = 1»

hiperbool, x =1 + 2,y =y - 1. x=x*T-IL ,y = x** ,
/2

@oon. 1%.10); 2) ellips

X v
TS + 9" =1*x =1 - 1*
Y =V + 1’ x = SLjuLL >
y X oon. 11.11)°

2 2

2
3) hiiperbool “&§- - ' =
=1,Xx=Xx+3,y=y-4,
T X - 2yr <2 X" +y*
@oon. 11.12); 4) loiku-
vate sirgete paar Xx*

- 4y"c =0, X=X - 2, y =

=f x=LLEtJI1 y = Joon.

i/To

= -m" * @oon.11.13):

1/16 5
5) imaginaarne ellips x* +
+ 2y"2 = -1, x=x-1,y«y,
S.ix2t",. y=-31" 5 ;

i/To V-io

6) imaginaarsete sirgete
paar, mis l0ikuvad reepe-
ri alguspunktis "+
+ 3y"2 =0, X =X, y=y-2,
£E=31-Y i= zL-1j11

V2 /2"
11.100. Parabool o
= 2x"", teisendusvalemid 5x = -4x* + 3y-,
X" =X"" -3 y" =Yy* + 2 (joon. 11.14);
sirgete paar y*" = 1, teisendusvalemid

1/2

11.10.

By = -3x! - 4y" ja
2) paralleelsete
*/13x = 3" - 2y’,

/3y =2 +3* ja X =X'*+;3 ., Y = ye=» (Joon. 11.15);
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Joon. 11.12.

Joon. 11.13

Joon. 11.14.

-~ Joon. 11.1:7.



3 y*'2 + 1 =0, B. t. mingit reaalset geomeetrilist objek-
ti VvOrrand, ei maara* Teisendusvalemid 5x = 3x* - 4yf* by =
-4x" + 3y’ Ja xX* =X»y " =y» _ 4 11.101. 10x -
- By -1=0. Markus. Paigutame reeperi alguspunkti kdve-
ra keskpunkti, vé(/rand on siis 2x2 - 12xy - 7y2 + 1 = 8 .
Seejarel leiame kdvera telgede peasihid vOrrandist afa +

5
+ (@™ - M2)* - a™ =0, mis antud juhul on 2k - 3k-2 =
= 0. Lleides kl =2 ja k2 =-" » on kullaldane poérata

reeperi telge nurga x = are tg 2 vOrra, et nad Uhtiksid k&-
vera peatelgedega. Vastavad koordinaatide teisendusvalemid

on x=""""" ja y=""*Y¥ kasutades neid vale-
V5 /5

teisendame kévera keskpunkti kantud kOvera vérrandi peatel-

gedele kantud kévera vorrandiks. 11.102. 1) 5x2 + 10y2 =

2 2
1; 2) 13y2 - 52x2 =1; 3) 2x2 - 2y2 =11; 4) f- + J- =

2 2 2
=1; 5)J- - =1. 11.103. 1) C(2, 3), k=-J , +
V2 2
+]1-=1; 2)C@, 1), k=-1, |-+Y2=1; 3) 1, D,
2 ? 2
*=-1» TC+TT=1; 4 C(-1,2), k=3, x2-]1-=1;5)
2 2

2
C@@, 0), K="~ ,4—~ =1; 6) Ccl,-1), k=~ , ~ -

—Yg=1. 11.104. 1) x -y -1=0, x -4y + 2 =0; 2)
2x -3y +1 =0, 2x-3y-2=0. 11.105. 1) y2 = 2x.
Markus. Leiame peatelje tOusu: K = - = - T . Peatelje

vorrandi saame diameetrite Kimbust 9x E 12y — 20 + k'(12x +
+ 16y + 15) = 0, kui asendame k" =- £ =" | Lahendades
parabooli ja peatelje vorrandi, veendume, et parabdoli tipp
Uhtib reeperi alguspunktiga, seega llesande lihtsustamiseks
on killaldane poérata reeperi telge nurga ®C= aretg (G
vorra. Vastavad koordinaatide teisendusvalemid on x =

B 4 + ja y = + 4y . 2)y2 = 2/2x. 11.106.

1) Parabool, tipp Q(1 , 2 p =1l , teljeks on sirge 4x -

-4y + 1 =0; 2) parabool, tipp Q(1, 2), p = -], teljeks
- 172 -



on sirge x-y+1=0. 11.107. 1) Q(-2, 1), p =5; 2) QQ,-7).
p=3; 3 Q2, 00, p=-4; 49 QGfF 55f p=2; 5 Q-

4AC - B2y 1

N— *P=Fuf 6) QW "DFf P="°75; 7) QC3, ~9*
p=0,5. 1) - 3 telg on paralleelne x-teljega; 4)- 7) telg
on paralleelne y-teljega. 11.108. D Y2 = 10X, tipp AL, 2),
t=(4,-3); 2) Y2 =47z, tipp AQ,1),«3 =(11D; 3) Y2=

= 2X9 tipp Q(O’ 0)1 S = (49 _3); 4) Y2 = ZID(’ tipp A(ls 1)5
*-(1,-1); D Y2 ="|x, tipp A £ ,D, * = (1.,2).

11.109. 1) Parabool 1&bib reeperi alguspunkti; 2) ordinaat-
telg on paralleelne parabooli teljega; 3) ordinaattelg Uhtib
parabooli teljega, parabooli tipp asetseb punktis Q(, ") ;
4) abstsisstelg Uhtib parabooli teljega, tipp asetseb punk-

tis Q(- # , 0). 11.110. (X + y)2 + 4/5°py-. Markus. Para-
booli puutuja fokaalk&6lu otspunktis moodustab teljega nurga
45°_ Otsitava vOrrandi saame parabooli kanoonilisest vorran-
dist, kandes esiteks reeperi alguspunkti punkti Q(*, p), s.t.
vorrand omab kuju y"2 + 2py" = 2px", ning seejarel teostades
reeperi  podrde nurga “J Vvorra. 11.111. & -¥y)2 -

-2 p(x +y) + 200 =0. 11.112_ Antud vOrrandi vdib km-
2 2
jutada kujul y =a(x +-) + ¢ -~ Wiy-A =a(x -oL)2,

les 3 =c - b2 , & = ~£* Tzailea rooplikke teel reeperi
alguspunkti punkti O'C<- »/*), antud vOrrand teiseneb kujule
y* = ax" Wi < = = y*. Jarelikult antud vdrrand méarab
parabooli. 11.113. Y2 = 20X, Xx cos t+y sin t = 0 on tel-
je vorrand; x sin t -y cos t+ g =0 on puutuja vrrand ti-
pus. Tipp on (g sin t, -q cos t). Vektor S = (sin t,-cos t)
on paralleelne teljega. 11.114. Kanooniline vdrrand on

(A2 + B2)X2 + (A2 + b])Y2 = 1. Peatelgede vOrrandid on A™X +
+B,y+Cl=0, A2x + B2y + C2 = 0. 11.115. Uks fookustest

on P(x , y ) ning vastava juhtsirge vorrand on Ax + By + C =
= 0. 11.116. Uks fookustest on P(xQ, yQ) ning vastava juht-
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sirge voOrrand on Ax + By + C = 0. 11.117. 1) Ellipsi vpr-
randisse voivad kuuluda kdik kolm teise astme liiget voi
kaks koordinaatide ruutu (kui reeperi teljed on kaassihili-
sed), Uhe teise astme liikmega vbrrand ei saa olla ellipsi
vorrandiks* 2) Huperbooli vdrrandisse voivad kuuluda  koik
kolm teise astme voi kaks neist mistahes kombinatsioonis; md-
lemad liikmed on koordinaatide ruudud, kui reeperi teljed on
kaassihilised vOi Uks on ruutliige ja teine koordinaatide
korrutis, kui Uks reeperi telg on paralleelne hiperbooli
asimptoodiga. L6puks hiperbooli vérrand vdib sisaldada ainult
uht teise astme liiget, koordinaatide korrutist, kui mole-
mad reeperi teljed on paralleelsed asiUmptootidega. 3) Para-
booli vBrrand sisaldab kas kolm teise astme liiget voi Uhe
koordinaadi ruudu, kui Uks reeperi telg on paralleelne para-
booli teljega. 11.118. F.™M, 3), F20, -1); 2x - 2y-15 =
=0 jJa 2x+ 2y + 3 =0. 11.119. F(O, 0); 4x + 3y + 2 =
= 0. 11.120. 1) 011, 1), siummeetriateljed: x -y = 0 ja
X +y- 280, F.,(3, -1, F2(-1, 3), juhtsirged: 2x-2y+9--
a 0, puutujad: x +y -2~YT=0, x-]J-3/2=0, ka-
nooniline vorrand x* 2+ ¥f’r§—2 =1; 2) 0", 3), stmmeet-
riateljed: 2x -y -1=0, x+ 2y -8=0, F*2, 49, RG9H,
juhtsirged: 2x-y-1-9 =0, puutujad: x+ 2y - 8 ~ 2)/T=
12 f,2
=0, 2x -y - 1- 35 =0, kanooniline vorrand +S - -
=1; 3) 0*(1, 2), summeetriateljed: x-y+1 =0, X+Vy-
-3 =0, ?2.,0, D, F2@2, 3), juhtsirged: x + y- 371=0,
puutujad: x + y- 3- ¥6 = 0, asumptoodid: x - 1 =10, y -
-2=0, kanooniline vorrand x*'2 - y"2 =1; 4 0°(1, 2,
summeetriateljed: 3x - y+ 5=0, x + 3y - 5 =0, -2, -1,
F2(0,5), juhtsirged x + 3y - 5 - 1 =0, puutujad: x + 3y -
- /TU = 0, asumptoodid: 3>,§ +4 -5=0, y-2=0, kanoo-

niline vgrrand x”2 _ Ve =1; 5) 0°(-2,67" 1,8) simmeet-
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riatelg: 4x + 3y + 5 =0, F(-0,5; -1), juhtsirge: 6x - 8y +
+ 65 = 0, puutuja: 3x - 4y + 15 = 0, kanooniline-  VOrrand.
yl'2 = 14x""; 6) 0f(,l), simmeetriatelg: x +y -2=0,
P(,5; 0,5), juhtsirge x - y + 1 = o, puutuja: X-y .0,
kanooniline vorrand y*»2 = 2/2x**2; 7) 0°(-1,4) -4,1), sest
péorde JL = 45° korral on kanooniline vdrrand x1'2 + 3y,,2 =
=0; 8)0°(2, -2) ja poorde oL = 45° korral on kanoonili-
ne v8rrand }Oxll2 +y ,f2 =-2, s. t. mingit reaalset punk-
tide hulka ei maara; 9) nullpunktis ldikuvate sirgete paar
B-/5)x - @-Vbb =0, x-V5)x* 3-Vhy =0; 10)
punktis 0*(-0,2; 0,4) Idikuvate sirgete paar 4x - 3y + 1 =
=0, 25y -7 =0; 11) paralleelsete sirgete peiar 2x - 3y -
-278=0; 12) Of(l» 1), simmeetriateljed x +y - 2 =0,
XxX—y=0, FA(1 + ¥6, 1 - /6), P2 - /6, 1 + /6), juhtsir-
ged 3x + 3y - ¥6 = 0, puutujad: x _tl¥ i 4{22 =0, x+y- 21
+ 2/2 =0, kanooniline vérrand x#p + 1;13) 041, 2),
simmeetriateljed 2x +y - 4=0, x - 2y + 3 =0, Pj(1+ 2/,
2 -4/, P2@ - 2|0, 2 + 4/3), juhtsirged 3x - 6y+ 9+ 36/3=
=0, puutujad x - 2y + 3 -85 =0, X +y - 4 - 2°5 =0, ka-
nooniline vdrrand )—(112 Yff2 =1; 14)\ 0'{1, 131, simmeetria-
teljed x — 2y + 1 =0, 2x +y - 3 =0, FAl - 272, 1 -72),
P2@ + 272, 1 + /2), juhtsirged 4x + 2y - 6 t 9/2 = 0, puu-
tujad 2x +y - 3 - 205 = 0, astmptoodid x -y =0, x - 7y *
+ 6 = 0, kanooniline vérrand X -y, F =1» 15 07°(!,0},
stimmeetriateljed x i y + 1, Fji- 012 - 1, - ~ \2)* p2(™/2 -
- 1,7 72), juhtsirged 2x + 2y + 2 - /T =0, puutujad x +

+y =0, x +y + 2 = 0, asumptoodid x + 1 = 0, y = 0, kanoo-

niline vérrand =15 1b) r+PP €0,52; °786)” SUm"
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meetriatelg 3x + 4y - 5 =0, F(2,52; -0, 64), juhtsirge 4x -
- 3y + 13 = 0; puutuja 8x - 6y + 1 = 0; kanooniline vdrrand
y'*2 = 10x**; 17) tipp ¢ , N)» sumneetriatelg 2x + 3y -
-1=0, ?2(*% , juhtsirge 6x - 4y - 3 = 0, puutuja 3x-

- 2y - 1 =0, kanooniline vorrand y»’2 = - —— X’».
v VTS5
11.121. 2xy +11=0. Markus. Kuna antud vorrandil puuduvad

koordinaatide ruutudega liikmed, siis reeperi teljed on pa-
ralleelsed asiimptootidega. Ulesande lahendamiseks piisab ree-
peri alguspunkti kandmisest hiperbooli keskpunkti; 2) 40xy =

2 2
= 3. 11.122. xy = a m_. Markus. Uuteks reeperi telge-

deks on asiUmptoodid. Reeperi teisenduseks on x-telje  pddre
nurga cL = arctan (- ™) ja y-telje poore nurga B = arctan (™

vOrra. Vastavad teisendusvalemid x = a + Pr jJa y=
VF?-FZ . 11.123. 1) Ellips %xz + 4y2 = 1; 2) ring-
joon x> + y = 16. Markus, Ulesandes 2) pole peasihid maa-

ratavad, peatelgedeks voib valida mistahes teineteisega ris-

tuvad diameetrid. 11*124 52 + 2= 1. Markus. Kuna kdve-
ra keskpunkt Uhtib reeperi alguspunktiga, siis Ulesande la-
hendamiseks on killaldane teostada 17operi poore. Leides pea—
sihtide tdusud ning arvutades leitud tbusude jargi peatelge-
de kaldenurgad abstsisstelgede suhtes ning leides koordinaa-
tide teisendusvalemid, tuleb meeles pidada, et esialgne ree-
per oli kaldreeper (UJ =~ ). Loplikud teisendusvalemid on
Jargmised: x =x" “ ja y=x7+, . 1naxs. D y2 =
\TS VT
=6x; 2) y1=j x. Markus. Lahendus on analoogiline eelne-
va Ulesande lahendamisega. Kanname algul reeperi alguspunkti
parabooli tippu, seejarel poorame reeperi teljed peasihilis-
teks. Tahelepanu tuleb pddrata asjaolule, et meil on  tege-
mist kaldreeperiga. 11.126. 45x + 205y -4 = 0, 15x - 15y -
-2 =0. 11.127. 15x + y - 2 =0, 5x + 3y - 4 = 0. 11.128.



2X + 7y - 2 = °» 11.129. Siimmeetriatelg X - 2y + 1 =0 ,
tipp S(- £ F 11,130. 1) Huperbool (L= 16, <r=-8);
2) ellips (4 = -64, 4« = 8); 3) reaalsete ldikuvate sirge-
te paar (A = 0, <I'= .1); 4) reaalsete I&ikuvate sirgete
paar (4 = 0, <I'= - 5) hiperbool (4 - - £, <T=-1]);
6) ellips (4 = -13, & - 1); 7) parabool ([ = -4a2, c =
=0); 8) parabool (A =-1, £ e 0); 9) parabool 4 =
- =32, €= 0); 10) reaalsete paralleelsete sirgete paar
( =0, *0); 11) uhtivate sirgete paar (A = 0, (= 0).

11.131» 1) - 4) ellips; 5) imaginaarne ellips; 6) - 10) hH-
perbool; 11) - 14) parabool; 15) - 16) ldikuvad sirged;
17) - 18) paralleelsete sirgete paar; 21) - 22) imaginaar-
sete I0ikuvate sirgete paar, mis l6ikuvad reaalses punktis.

2 2 2
11.132. 1)x2 -y2 = 11/2; 2) yg - =1; 3 + y2“1;

2 2
4) ~——9 =1* 11*133. 1) x2 + 6y2 = 30; 2) 9x2 - 16y2 =

=5 3) 42+ 9y2 =36; 4) x2 - 4y2 =4; 5) x2+9y2 = 9.
11.136» 1) 3 ja l; 2) 3 ja2; 3 1ljaf; 4 3 ja 2.

11.137» AR, 3); 2 b@B, -3); 3) C@, -1); 4) D2, 1).
11.139. D) 2 ja l; 2 5jal; 3 4j3az; 95 1 ja *r»
11»141» Uhe koordinaadi ruutliige puudub (a” = 0 vbi a22 =
= 0) vOi puuduvad mdlemad koordinaadi ruutliikmed (@n =
= &22 * 0). 11.142. D) xy > 1,2; 2) xy = =Sjis 3) xy .

- #1i D xy =" 11.143. Huperboolidel on thised asimp>-
toodid. 11.144. Markus. Antud Q korral /1 = 0. 11*147»

D3 23 i HE 11.148. 1) y2 - 4 I/2¢; 2)
V2 —— V2 = -2- X: 4) v2 = — X. 11.150. Afiin-
y /3 5/5 -—

sel teisendamisel X* = °/N-x+yBy+”I » ¥ = AX + By +
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joone vorrand saab jargmise kuju: x"2 + 2y»2 » O. 11.151.
D X+2y)2+4x+y-15=0; 2) X-Yy)2-x+ 2y-14=
m0; 3) Bx-2y)2+3X-y+ 11 woO; 4 (4x + 2y)2 -5x+
+ 7y =0; 5) (3x - 7y)2 + 3x - 2y - 24 = 0. 11.157. 1) x +
+YyY-1=0; 3X+y+1=0; 2)x-4y-2=0, X - 2y +

+2=0; Hx+y-3=0, x+3y+3=0; ) x -y=0,
X - 3y = 0. 11.158. 1la) a =0, 1b) a = - 2a) al = 4
ja & = 2b) a® = 1 ja a2 = -1. 11.159. V&rrand maarab
ellipsi, kui y 1, parabooli, kui X = 1, hiperbooli, kui

7\~ 1, N. 4 -24, 1dikuvate sirgete paari x - 6y - 3 ja x +

+ 4y - 1, kui> = -24. 11.160. Vorrand kujutab huperboo-
li parameetri X ko&ikidel vaartustel; juhul 1*5 jan2=
* -12,5 huperboolid lagunevad Idikuvate sirgete paariks.

11.161. Vdrdhaarne hiperbool. 11.162. Markus. Kuna A j O,
SN0, 460, siis onmeil tegemist teist jarku tsent-
raalse kdveraga (kidumata teist jarku joonega), mille ka-
rakteristliku vorrandi lahendid on vOrdsed. Kdver on reaal-
ne kbéver, kuna A S< 0. 11.164. SA < 0. 1. Hiper-
boolidel on Uhised asimptootide sihid. 11.167. 1) 2x +y -
-5=0,2Xx+y-1=0;2 2x-3Y-1=0, 2x - 3y + 11 =
&€0; 3d 5x-y-3=o0, x-y+ 5=0. 11.168. 2P(3™,MN)
S< 0. 11.169. d2 = - . 11.170. 1) x - 3y + 2 = 0;
2) 3x+5+7=0; 3)4x-2y-9=0 1171 2P(xQ, yQ)
s < 0. 11.172. S = 0. 11.173. a33 = 5. 11.174. a=4,

b =-3. 11.175. Kaks reeperi telgedega paralleelset sir-
get x -a=0 ja y—-—b=0; 2) ordinaattelg x = 0 ja sir-
ge X -2y +5=0; 3) sirge x - 2y = 0 (kaks Uhtivat sir-
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get); 4) Idikuvate sirgete paar Xx -y =0 ja 2x + by = 0;
5) Idikuvate sirgete paar 5x - y = 0 ja 2x -y = 0; 6)ima-
ginaarsete sirgete paar, mis I8ikuvad reeperi alguspunktis;

7) paralleelsete sirgete paar x + y + 1 = o. vui7e. 1)

6) huperbool; 2), 4) ellips; 3). 5) parabool. 11.177.1)2x +
+3y-5=0,x -4y +2=0; 2x+y-2=0, 3x-2y +1l =
=0; 3)2x+5y+1=0, 2Xx+3y-5=0; 4)y2x-y+ 1.
=0, 2x-y-4=0. 11.179» 1) %5x25y2+ 3=0; 2 §—+

+¥Y2=1; 3) y2 = ¥Y3x. 11.180» r- + m 1 11.181. EI-
72 T E

11.182. Huperbool 2 X2 = 1, keskpunkt uhtib reeperi al-

. X2
lips y= +

guspunktiga 0(0. 0), x-telje tdus on -1. 11.183. Huperbool
"i— T52: 1» keskpunkt O0*(-1» 2), x-telje tdus K » -2 .
11.184. y2 = 25 X. 11.185» x + 3y + 2 = 0. 11.186. 1) 4x+
+7y+1=0; 2x-4=0; 3P x-6y+ 1=0; 4) kbvera
keskpunkt ei oma polaari; 5) 2x + 3y - 3 =0; 6) aidx +
+ a3y +azxz =0; 7) 5&5 + Y 1; 8)—35\——3X:1;9)3x—
-y -9=0; 10) polaar on mdaranata, kuna kdéver kidub sir-
gete paariks: x -y =0 ja x - 3y + 2 = 0 ning antud punkt
@, D on sirgete 16ikepunkt. 11.187. P(1, 0). 11.188. 1)
PG, D; 2 PG|, - M» Markus. Kuna x-telje vdrrand ony =
= 0, siis pooluse koordinaatide leidmise wvdrrandi sistena
a™x" + al2y» + a.,3 =0, alx" + a22y" + a23 = 0; 3)P(-2,0);
4) sirge on kdvera diameeter ja reaalset poolust ei d (dia-
meetri otspunktides vdetud puutujad on paralleelsed; 5) poo-
lus on mdaramata. Pooluseks vdib votta sirge 9x - y + 19 = 0

mistahes punkti. Antud koonuseldige on sirgete paar, mis koos



antud ja leitud sirgega moodustavad harmooniliste sirgete ne-
liku; 6) P@, -3); 7 (5" -7,5). 11.189. (-3, 1. Mar-
kus. Otsitav punkt on antud sirge poolus. 11.190. 5x +y +
+2=0. Markus. Otsitav kool on punkti M polaar. 11.191.

2). Markus. Otsitav punkt on antud sirge ja reeperi al-
guspunkti polaari 18ikepunkt. 11.192. Sirge 4x -y + 30 =0
iga punkt on punkti (5, 1) kaaspunktiks, kuna see sirge onan-
tud punkti polaariks. 11*33. x + 5y - 15 = 0. Markus. Ot-
sitav sirge labib punkti M(0, 3) ja antud sirge X - 3y +
+ 22 =0 poolust P(-5, 4). 11.194. Uldjuhul

all al2 al3 A Kui ellips on ar21tud I2<anoonilise VvOr-
a2l a22 a23 B n randiga, siis £. + £« =1, siis tin-
a3l a2 a33 C "™ a

Al Bl C1 0 gimus on jargmine: AAEZ + BB’\bZ:CC—j.

Markus. Esimese sirge pooluse koordinaadid peavad rahuldama

tiflgimet *14*1 *y 1* - - -1 21+ 823 *

a3lxi + a3x-] + a3
= \ ehk allxl + al2¥] + a.» - A[

o,

a2ixi a2 a23 ~ "N = asdlxi ax* a33 N =

Peale eelle vastavalt Ulesande tingimustele peab esimese sir-
ge poolus asetsema teisel sirgel, s. o. samad koordinaadid
], y™) peavad rahuldama veel neljandat wvBrrandit: AN +
+ By + CJ =0. Saadud neljast vOrrandist koosnev slsteem
peab olema kooskblas. Viimane nfue annab otsitava tingimuse.
11.195. Markus. Toestus lihtsustub, kui kasutada ristreepe-
rit, mille alguspunkt asetseb ringjoone keskpunktis. 11.201.
Ristkulik, mis koosneb kahest lihema pooltelje otspunkti puu-
tujast (y = ™) ning kahest ellipsi juhtjoonest x = -10).
11.202. Kolmnurk, mille kilgedeks on hiperbooli kolm  puutu-
Jat: 2x -y -2=0,2x+y -2=0 ja x+2 =0. 11.203.
Ellips 9E + JE = 1* Olgu MO(XQ, yQ) ringjoone punkt. Ringjoo-
ne puutuja vdrrand selles punktis on xxo + yyQ -9=0 . Leia-
me selle sirge pooluse P(x1, yl) ellipsi suhtes. Punkti po-
laar antud ellipsi suhtes peab olema jargmine: 6x,x+ 9y-,y-54=
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\O* S®ega on uhel ja samal sirgel (punkti polaaril) VnW
Yorrand.it.NJarelikult vdrrandite kordajad peavad olema vor-

delised _ i =-il . 54 Ff milleflt Xi .~ jay, «8 yQ .

Kuna MQ on ringjoone punkt, siis x2 + y2 = 1. Asendades

viimasesse vdrrandisse seosed X?I. = R, )’E =R )"P‘» saame
v X2 y2
opli i 1 +7 1= 0. -
16plikult pgolusEe hulga vorrandi o 3! +* —LLZ)%) Sa
ma ellips ’1; = 1» kusjuures ellipsi mistahes puutuja
a

pooluseks on sama ellipsi punkt, mis on summeetriline puu-

tepunktiga abstsisstelje suhtes. 11.206. x2 + 2xy + 3y2 -

-4x - 6y + 1 =0. Markus. Tingimusest, et reeperi algus-

punkt on sirge 2x + 3y - 1 = 0 pooluseks, jareldub, et al3 5
a?d @33 L ,

= =—~ _ Tingimus, et punkt (-1, 1) on sirge 2x +y =

= 0 pooluseks, annab ainult Uhe uue v8rrandi: —= jp— " %
41 'b"22 O3
g 4 % ————— - . Peale selle keskpunkti  koordinaadid

d™ J) peavad rahuldama vorrandeid =0 jJa = 0. See-
ga 3a”+al2+2al3 =0 ja 3al2 + a22 + 2a23 = °* Saadud

viiest vOrrandist avaldame otsitava joone vdrrandi 5 kordajat
kuuenda kaudu. Asendame vOrrandisse ja jagame l&dbi. 11.207.
IX1+ 2xy - 6x - 10y + 15 = 0.  11.206. P(-3, 1).  11.209.

Polaar on I%)/pmatus. 11.210. x - 6y + 1 =0. 11.211. 9x2+

+ 4xy + 6y2 + 2x - 4y - 1 = 0. Markus. Otsitav kdver on el-
lips (e < 1. Vorrandi koostamisel léahtume  definitsioonist
rl+r2=2a, kus rl ja r2 on ellipsi suvalise punkti fo-

kaalraadiuste pikkused. Fokaalpooltelje aga leiame ekstsent-
- _ . 2
rilisuse ja fookuste vahelise kauguse kaudu. 11.212. 5x -

- 4yx + 8y2 + 10x- 40y + 41 =0. Markus. Lelame kdigepealt
antud puutuja ja otsitava ellipsi puutepunkti. Kasutame as-
jJaolu, et puutepunktist léhtuvad fokaalraadiusvektorid moo-
dustavad puutujaga vordsed nurgad ehk teisiti 6eldes, Uhest
fookusest puutepunkti tdmmatud raadiusvektor labib  punkti,
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aia on siummeetriline teise fookusega puutuja suhtes. 11.213«
Ei saa, kuna mdlemad fookused F.j1, 3) ja ?2(-1, 2) asuvaa
samal poolel puutujast x -y + 4 = 0, mis on vOimalik ainult

ellipsi puhul. 11.214. 4x2 + 8xy + 13y2 — 24x - 42y +
+9=0. 11.215. x2 - 2xy + 5y2 - 4x - 4y + 4 = 0. 11.216.
X2 - 2xy + 2y2 - 2x + 1 = 0. 11.217. 337x2+ 168xy + 288y2 -
- 3200x - 2400y = 0. 11.218. 5x2 + 6xy + 5y2 - 6x - 10y -
-3=0. 11.220. B2, £), C2, 0), pQ@G, - 11.221.

YV X-X)2+ Y-y - [/ x-x2)2 + ,(y-Y2)

P p (Ax1 + Byl + C)(AXp+Byp+C)
RC-xi)2+ 2-71* -4—- 33— 1 2 .2

A + 1
11.222. xy = j- Markus. Vdrdhaarse huperbooli ekstsentrili-

sus on e = 11.223. 3x2 - 6xy - 5y2 + 24y - 12 = a Maiw

kus. Kasutame hiperbooli definitsiooni frl - r2J=2a =
11.224. 35xy - 34y2 - 34y - 2 = 0. 11.225. 3x2 + 4xy - 8X -
-4y +4=0. 11.226. 2x2 -Xy-X+y+5=0. 11.227.
X-2=0, x+2y-4=0. 11.228. x2 - 4xy - 6Xx + 9 =0 .
11.229. 4xy + 3y2 + 4y - 11 =0. 11.230. 4xy + 3y2 - 2y -
-1=0. Markus. Kasutame teist jarku joone jargmist oma-

dust: r - d=e. 11.231. x2 - 6xy +y2 - 2Xx - 2y + 5 =0 .
Markus. Arvutame fookuste kaugused antud juhtsirgest @™ =

=— ja So =--"_. Kuna Sl 3a (2 on erinevabe mar-
c V?
kidega, siis fookused asuvad erineval poolel juhtsirgest,

jJarelikult otsitav kdver on hiperbool. Arvestades, et {j<C

< JCI2 j » TOime jareldada, et antud juhtsirge on konjugeeritud
esimese fookusega. K&vera vOrrandi koostamiseks on vaja tea-
da veel ta ekstsentrilisust ja fokaaltelge. M&lemad suurused
saame arvutada, teades fookustevahelist kaugust ning fookuse
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ja vastava juhtsirge-vahelist kaugust. 11.232. 1) 16x2 +
+ 24xy + 9y2 _ 94x _ 58y + 124 = 0. 2) X2 + 2xXy + y2- 12x+
+ 24y - 54 =0; 3) X2+ 2xy + y2 - 4x + 8y - 6 » O. Markus.
Kasutada vahetult parabooli definitsiooni. 11.233. x2 -
- 2xy + y2 - 8 - 8y = 0. 11.234. X2 + 2xy + y2+ 5x - y =
= 0. 11.235. Ulesande tingimust rahuldavad kaks paraboolis
X2 + 4xy + 4y2 - 14x + 22y + 24 = 0 ja X2 + 4xy + 4y2 -
- 14x - 18y + 24 = 0. 11.236. Ulesande tingimust rahulda-
vad kaks parabooli: 4X2 +4xy +y -10y-15 =0 ja 4& +
+4xy + y2 + 12x - 34y - 15 = 0. 11.237. 25x2 i 30xy+ 9y2-
- 150x - Qy + 225 = 0 (kaks parabooli). 11.238. ox2 +
+ 6xy + y2 - 16x - 32y + 16 = O. 11.239. x2 - 4xy + 4y2 -
_4x - 4y = 0. 11.240. y2 = 2px. 11.241. 9x2- 24xy+10y2-
- 6Qx - 16y + 256 = O. 11.242. 4x2 - 4xy + y2 - 16X - 2y =
= 0. 11.243. Vordhaarne huperbool. 11.244. 11x2 - 20xy -

- 4);) + 18x + 36y = 0. Markus. Otsitav k\o/ver on huperbool,
mis nédhtub sellest, et keskpunkt ja joone punkt asetsevad an-
tud juhtsirgest erinevatel pooltel. Kirjutades reaaltelje
vorrandi, veendume, et ta l&bib reeperi alguspunkti, s. t.
reeperi alguspunkt on UUheks otsitava hiperbooli tipuks.

11.245. x2 + 2xy + y2 - 6Xx - 2y - 7 = O.

X - x=-)2 + (y - y<)2 x cosO0O +y sin0 -p
Y (@2 - x.,)2 +(y2 - yn? 2
11.246. 6x2 - 4xy + 2y2 + 12x - 99 = 0. Markus. 10 =4
11.247. 9x2 + 16y2 — 36x - 48y = O. 11.248. 2x2- xy- 3y2 -
-X-6y - 15 = o. 11.249. xy - X -y + 1=0. 11.250.

X2 + 2xy + 2y2 - 14x - 20y + 48 = O. 11.251. x2 + xy +y2 +

+ 2X +y- 2=0. 11.252. 66x2 + 24xy + 59y2 - 648x - 436y +
+ 1b1 = O. 11.253. Olgu otsitav afiinne teisendus esitatud
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kujul x* = axt alzy + al, y* = a2lx +a22y+ a2 . Asendades
(allx+a12y+a1) (a21x+a22y+ao)~

seosed vOrrandisse, saane — m--——r e p——— —
a -
- 1112 21422
= 1 ehk aVT+——72 ) Xy +
+- Jyz+2n11 + >+ + 1Z]22jy+
\ au b

2
a ai N L .
+ j + = 1* Kuna saadud vdrrand mddrab sama ellipsi, siis

vorrandite kordajad peavad olema vordelised: —;!/1— + g& }jl'— :!X—~1_nl— »
a a

allal? a2la2? v a2 -~ atall . a2a2l

—2 +-p52—0 ~5~ + 7f- = 73 » ———zT~+ 2 =0 *

2
alal2 ail.g&g =0, 9% + E% -1=- X% Neljandast ja vii-
a a

endast vorrandlst jareldub, et a" = a>=0, kuna slsteem

h all a2l
on homogeenne 2« & afi a2l /n
ja determinant = _a b? ~Nou*
erineb nullist 2312 a2
ir al2 a2

Kuuendast seosest saame, et \ = 1. Nii otsitav teisendus

omab kuju x“ = a™x + alzy, y* = a2lx + a22y ja sUsteem cmab
2 o a.a 2 2

kuju @M+ R = Iay o 2E2  Tp22 g 42 ZR2 - 1
a b a a b~ an b b

2 1] 2 L) 2 2 Lo
ehk a”™ + (Ma21» = 1* "a al2™ + a22 =1* all a al2 +

IImneb, et maatriks %:L‘L b a on orto-
a al2z az

Tahendab, voime votta all = ©0s Ny § a2l=

- sin ,— ai2 =sin® , a22 = cos \Vo] | = cos N
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E a2l ~ , b al2 * sin*p , a22 = - cos ™ . Seega otsi-
tav teisendus on XxX* = X cos Ny sinyp , y© =" xsiaf+
+ycosp Vvoi X» =X costp + 8 Y siayY > ¥ = ax einvf “
-y cos tp . Saadud teisendust vdib Taadelda kui kolme tei-

senduse ja % korrutist, kui
X = ax2
Y3 - by2
Teisendus teisendab antud ellipsi ringjooneks raadiusega

1, mille «keskpunkt Uhtib ellipsi tsentriga. Teisendus-ir on
poédre nuygft vOrra Umber ringjoene tsentri (ringjoon tei-
seneb pddratud ringjoone idhteellipsiks. Teisendust xX* =

=coe"f + Ny sin™ y» =/~ x sin® -y cos”™ vdib vaadelda
kui nelja teisenduse korrutist.

= x2cos™ - y2 sin >

1>:{X1 QfX2:XI - l—l'l‘3‘:‘ -
Ui —F* "5 24  Lys B sim> + y2 cos v}
:a>1_8*
mC A by3”

Teisendus V* teisendab antud ellipsi Uhikringjooneks, mille
keskpunkt Uhtib antud ellipsi keskpunktiga. Teisendus ™ on
simmeetria x-telje suhtes ja teisendab ringjoone S iseene-
seks. Teisendus ~ on pddre nurga N vOrra Umber  ringjoone
keskpunkti ja teisendab ringjoone S iseeneseks. Teisendus

teisendab ringjoone S antud ellipsiks. 11»254. Olgu
X" = a”™x + al2y + alf y» = a2lx + a22y + a2 otsitav afiinne
teisendus. Kui hiperbooli kujutis on antud asUmptootilise
vorrandiga x"y" = C (1), siis originaali invariantsuse tot-
tu saame hiuperbooli, mille vBrrandiks on (a”x + alzy + a.,)

*@1x + a22y + a2) = 0 ehk a™a~x2 + (a”a”™ + alza2l)xy +
+ @ia2l + a2a{{)x + (@2al2 + ala22)y + ala2 - 0 (2)- Kuna
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vorrandid (1) ja (2) maaravad sama hiperbooli, siis vérran-
di kordajad peavad olema vbérdelised. Saame a”~a”~ = 0,

al2a22 ~ ala2l a2all *O» aia22 a2a?2l s alza2zl™
+ »NAN2 *FAN * Q182 " ® " "N0.  Kuna teisendus on regulaar-
ne, siis a”~a” " ai2a2l * ® Baave» et a) = a2 = °*

relikult X =1 ja viimane suUsteem lihtsustub a”~a”~ =0,
al2a22 = °* alza?l + alla22 ~ 1* Vaatame erinevaid vOima-
lusi: a) a2l = 0, siis a2la2? =0, a”a”™ =1, siit ja-
reldub, et a22 t O, tdhendab al2 = 0. Vottes a“ =K ,
saame a22 = £ ja vaadeldud teisendus omab kuju z" = kx,
y" a” z, kus kK on suvaline nullist erinev reaalarv; b)
olgu al2 a 0, siis a”a”™ =0, aya22 =1* %ust an "
® O« Tahendab a2l =0 ja saame sama teisenduse; c¢©) kui
ajj =0, siis al2a22 = 0, al2a2l =1. Tahendab a2 ™ °»
a2l N 0. Jarelikult a22 = O» vottes al2 = k, saame z" =
= ky, y* =2 x* a22 = ® taandub juhule ©). 11,255.

Keskpunktide hulk koosneb sellise kolmnurga sisepunktidest,
mille kilgedeks on antud kolmnurga kesksirged, ja viimase
kolmnurga nurkade tippnurkade sisepunktidest, 11.257, S =
= . 11,258, Markus. Olgu antud kbverate vOrrandid =
s gvsja A= 0. Siis otsitava koonuseldike leidmiseks saa-
me kolm voérrandit: ~ - k~ =0, F - kP =0,

A-KPC -k - B - KE—_D2 = 0. Otsitav koonuseloige

eksisteerib, kui saadud slUsteem on kooskdlaline. 11.259.
IX jIF* WB* X~ xopz ™ (Y B = % 1ecn.
X * x0)Pi + (y " yo)Py = °- .U*262« + py?y = 0.

11.263« Vorrand on
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IAL(A2* + B2y + C2™ + A2(Alx + Bly + °1) Yy - Y0
IBMAgX + B2y + C2) + BgCA™ + B.Ly + -(x - x0)

VU264. Teist jarku joon. 11.265. Teist jarku joon. 11.269-
*Y 7”7 YIX - Xjy a 0, kus (xXI# y™) on sirgete kimbu keskpunkt.

Otsitav hulk on huperbool, mille keskpunkt Uhtib kimbu kesk-
punktiga ning asumptoodid. on paralleelsed reeperi telgedega.

11.270» ay2 + bxy - a(b + d)y + abd = 0. Markus. Reeperi

telgedeks votame sirge KL ja punktist P sirgele KI joo-

nestatud ristsirge. Tahistame punkti P kauguse sirgest yr.
tdhega d . Otsitava
vorrandi koostamiseks
kasutame kaht paari
sarnaseid  kolmnurki,
nimelt OPC ~ HMC
ja ABC ~ MBB (joon.
11.16). Uurime. Otsi-
tav kdver on hiperbool™*
Abstsisstelg on Uheks
astmptoodiks (joon.
11.17). Teine  asump-
toot on paralleelne
litkuva kolmnurga hi-
potenuusiga k2 = - —.
Hiperbool 1dikab ordi-
naattelge kahes punk-
tis P(0, d) ja P"O, b).
Kdvera keskpunkti koor-
dinaadid on Ji

agp ; d) y=0

Hiperbooli kanooniline
vorrand on (c - a)x2 -
- (c + a)y2 - 2abd= 0.
Huperbooli asumptootin-
line vOrrand on bxy =

2%2
= —aod.



kus, Eeeperi telgedeks valime liikumatu tasandi ristuvad sir-
ged, Kovera parameetriteks voivad olla punkti C ja sirge Ab
vaheline kaugus h ning

ristsirge CD poolt sel-

lel sirgel eraldatud

loigud p ja q (@oon.

11.18), Otsitava trajek-

toori vdrrand on

+h2) 2 (@2 + h2)y2

- 2h(p + axy = (pa-h’

Kui a, b ja c on kolm-

nurga ABC kuljed, saa-

me vastuses toodust tun-

duvalt lihtsama vOrran-

di. Uurime. Liikuva ta-

sandi iga punkt C joo-

nestab ellipsi, mille

keskpunkt asetseb reepe- Joon. 11.18.

ri alguspunktis. Erandiks on ainult ringjoone, mille loik AB
on diameetriks, punktid. Need punktid paiknevad sirgete Kim-
bu, tsentriga reeperi alguspunktis, sirgetel. Kui punkt C
asetseb samal sirgel punktiga A ja B (=0, a=gq, b=p),
sils vastava ellipsi teljed Uhtivad reeperi telgedega ning
poolteljed on vbrdsed liikuva punkti kaugustega p&hipunkti-
dest A ja B. Vaadeldavat tasandi liikumist nimetatakse el-
liptiliseks. 11.272. Pikem pooltelg on ~ +m ja luhem
£ -m, kus m on punkti C kaugus loigu AB Kkeskpunktist.
Loigu AB keskpunkti labival sirgel asetsevad punktid Kir-
jeldavad Uhtivate telgedega ellipsid. Punktid, mis asetsevad
samal kaugusel loigu AB keskpunktist, moodustavad vastavalt
vOrdsete pooltelgedega ellipsi. Markus. Tasandi elliptili-
sel liikumisel punktid Af ja B" libisevad m66da sirgeid
OA” ja OB" ja punkti C trajektoori voib vaadelda kui
loigu A’B*, mille otspunktid libisevad madda kaht ristsir-
get, mingi punkti trajektoori. 11.273. Koik ringi punktid
kirjeldavad ellipsid, valja arvatud veereva ringjoone punk-
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tid, mis libisevad liikumatu ringjoone diameetreid mbdoda.
Markus. Ulesandes kirjeldatud liikumine miirab antud tasaa-
~ elliptilise liitumise. Selles veendumiseks koostame ta-
sandi suvalise  punkti

B P(x, y) liikumise tra-

jektoori parameetrili-

sed vOrrandid. Valime

ristreeperi alguspunk-

tiks liikumatu ringjoo-

ne keskpunkti (vt. joon.

11.19) ja parameetriks

pédrdenurga = QOPo*

kus PQ on punkti P

algasend x-teljel. Kuna

liikumine toimub ilma

Iiglisemata, siis MBR =

= MR ja liikumatu ring-

joone raadius on  kaks

Joon. 11.19. korda suurem veereva

ringjoone raadiusest, siis Z MQR = 2 . Kui QP = /.,
kus r on veereva ringjoone raadius, siis X = 0A + AB, y=
=r - Q. Kolmnurgast PQS lelame, et AB == r sin”™ ,
SQ = Arcosd ,« =T -2 - (- ) =LUy -< Asen-
dades saame punkti P liikumisel kirjeldatud ellipsi pa-
rameetrilised Vvorrandid: X =r(1+ 3 ) cos , Y=
=r(@ -"N) sin . Erijuhul, kui punkt P on liikumatu ring-
joone punkt V. = 1, P =M . 11.275. b2x2 + a2y2 + abxy -
- 2ab°x - 2a’by + ab® = 0, kui reeperi telgedeks on vde-
tud CB ja CA. Otsitav kdver on ellips, mis puutub kolm-
nurga kilgi CB ja AB tippudes B ja A . 11.276. Para-
bool 4x° - 8hy + (4h2 - az) =0, kus a on kolmnurga alus
ja h - kbrgus. Markus. Ristreeperi abstsissteljeks on voe-
tud sirge, mida mooéda libiseb kolmnurga alus, ordinaattelg
1&bib liikumatut punkti. 11.277. Ellipsi kaar, mille kesk-
punkt asub punktis A ning Uks telg on suunatud mboéda sir-
get AL. Pooltelgede pikkused on MC ja |[MC - 2AB|. Mar-
kus. Osal vardast @D, mis asetseb liikumatu joonlaua AL ja
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sellega risti oleva sirge A/l vahel, on jaav pikkus, mis on
vordne 2AB. Seega tasandi elliptiline liikumine leiab aset,
kui jaava pikkusega I0igu BC (ks ots libiseb modda sirget
ja teine mttdda ringjoont, mille keskpunkt asetseb samal sir-
gel ja raadius on v3rdne libiseva 16igu pikkusega (vt. joon.
11.20). 11.278. Lahendus. Kuna

vordhaarsetel kolmnurkadel ACC, N

ADC, ABC on uhine alus AC, siUB

kolm tippu O, D, B asetsevad

samal sirgel. Edasi ndeme, et

OD .0B =12 - a2 = const, kui

punkti O aste ringjoone suhtes,

mOle keskpunkt on A ja raadius a.

Punkt D Kkirjeldab ringjoone,

mille keskpunkt on M ja raa- Joon. 11.20.

dius MD =b , mille vbrrand polaarreeperis (Vv3ttes 0 poo-
luseks ja OM polaarteljeks) on J) = 2b cos ~ . Punkt® B tra-

jektoor madratakse polaarreeperis jargmiselt: j> = dos”

(vordusest 0B = 12 —_a2) voi ristreeperis, kuna j>cos NN,
12 - g2

Saame X = 25— 0. absteiss on jaiv; vastav joon on

sirge, mis on rieti polaarteljega.
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