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Sissejuhatus

Eksperimentaalsel teel saadud informatsioon sisaldab alati kas meetodist voi
mooteseadmetest tulenevaid ebatépsusi. Informatsiooni to66tlemisel voivad ebatap-
sused algandmetes viia suurte korvalekalleteni tulemustes. Kui algandmete t66tle-
mise kiigus eemaldatakse viga suured korvalekalded, radgitakse silumisest. Koige
enam kasutatakse silumisel splaine. Esmalt moisteti splainide all vastava astme
poliinoomi tiikkidest koosnevaid funktsioone, mis on mingi arv kordi pidevalt dife-
rentseeruvad. Hiljem ei koosnenud splainid enam ainult poliinoomi tiikkidest, vaid
kindlate diferentsiaalvorrandite lahenditest. Esimesena vaadeldi sellisel kujul trigono-
meetrilisi splaine. Laialdast kasutust on leidnud veel B-splainid ja naturaalsplainid.
Termin naturaalne viitab sellele, et vaadeldavad splainid osutuvad spetsiaalsel kujul
oleva variatsiooniilesande lahendiks. Uhe muutuja splainide kohta saab rohkem infor-
matsiooni raamatutest [11] ja [13], mitme muutuja splaine késitleb raamat [14]. Head
diferentseeruvus- ja aproksimatsiooni omadused, algoritmilisus ja lihtsus muudavad
splainid universaalseks vahendiks informatsiooni tootlemisel. Splainide abil saab
diskreetse eksperimentaalse informatsiooni kujundada pidevaks funktsiooni kujul
esitatavaks informatsiooniks, mis ligikaudu peegeldab reaalselt toimuvat protsessi.
Teisest kiiljest, iga pidevat funktsiooni saab kuitahes tapselt lihendada splainidega.

Esimesena pakkus splainidega silumise idee vélja I. J. Schoenberg oma 1946 aasta
t60s |7]. Téhtis roll splainidega silumisiilesannete késitluse arengus on J. C. Holladay
t60l [4] aastast 1957, mis késitles kuupsplainidega interpoleerimist. Ta formuleeris
iilesande jirgmiselt: leida funktsioon ¢ € C?[a,b], mis interpoleeriks algandmeid
ning minimiseeriks funktsionaali

b
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Ulesande lahendiks on kuupsplain S(z) n.n. loomulike rajatingimustega S”(a) = 0
ja S”(b) = 0. See tulemus tldistati hiljem koigi paaritu astme splainide jaoks.

Tuginedes E. T. Wittakeri formuleeringule aastast 1923, sonastas I. J. Schoenberg
oma 1964 aasta t60s [8] silumisiilesande jargmiselt: leida funktsioon ¢ € LY la, b],
mis minimiseeriks kumera funktsionaali

b 2 N
a/ dx+2(<p(xi)—z?)2,
@ i=0

kus o > 0 ning 22, i = 0,..., N, on silutavad viirtused solmedes z;. Ta niitas,
et lahendiks on 2r — 1 astme splain loomulike rajatingimustega ning lahend on
tihene. Aastal 1967 toestas C. H. Reinsch oma t66s [6], et kuupsplainide korral saab
silumisiilesande taandada viiediagonaalse slisteemi lahendamisele.

Teine ldhenemine silumisiilesannetele on seotud funktsionaali
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kus &, > 0,4 = 0,...,N, on antud arvud. Ulesande lahendiks Sobolevi ruumis
W3la,b] on jéllegi splainid. Esimesena vaatles sellisel kujul olevat silumisiilesannet
M. Atteia oma t66s [2| aastast 1967.

Mitme muutuja splainide korral on koige paremini vélja arendatud teooria natu-
raalsplainide kohta. Olgu ruumis R™ antud loplik arv suvaliselt asetsevaid punkte
X;, v =1,...,m, ning koigis punktides viirtused z;, © = 1,..., m. Interpolatsiooni-
tilesande lahendina otsitakse voimalikult siledat funktsiooni S(X) nii, et on téidetud
tingimused

S(XI)ZZZ, Z:]_,,m

Siledus tdhendab antud juhul iihetasasust voi sujuvust, teisisonu, interpolatsiooni-
tilesande lahendina otsitakse funktsiooni g € Lg") (R™), mis rahuldaks interpolat-
sioonitingimusi ja minimiseeriks funktsionaali

r! o
> a/ (D2g)%dX,

|a|=r

kus D%g on r jarku osatuletis funktsioonist g.
Mitme muutuja splainide rakendustes on koige levinum juhtum, kus r =n = 2.
Siis minimiseeritakse funktsionaali

/R Q(Ag)de.

Selliseid splaine kasutatakse geoloogias maakoore kihtide kindlaksméa&ramisel, hiidro-
loogias ja meteoroloogias kaartide joonestamisel, toetuspunktidega elastsete plaatide
kuju kindlakstegemisel ja paljudel muudel juhtudel, kui on vaja aproksimeerida pin-
dasid voi uurida ruumilisi muutusi. Nditena voib tuua veel n = 1 korral elastse tala,
millele mojuvad punktilised koormused. Selliste talade kuju uurimisega tegeles juba
Leonardo da Vinci.

Kéesoleva magistritod pohieesmérgiks on uurida toketega silumisiilesande la-
hendamist. T66 esimeses peatiikis esitatakse rida abitulemusi, mida kasutatakse
hiljem pohitulemuste toestustes. Teises peatiikis esitatakse iildine teooria naturaal-
splainide kohta. Kolmandas peatiikis formuleeritakse kaaludega ja toketega silu-
misiilesanne, esitatakse tarvilikud ja piisavad tingimused iihese lahendi olemasoluks.
Neljandas peatiikis vaadeldakse iiht voimalikku algoritmi toketega silumisiilesande
lahendamiseks. Moningatel lisaceldustel on toestatud ka algoritmi loplikkus, kuid
iildjuhul on algoritmi loplikkus veel lahendamata probleem. Viimases peatiikis ja
too lisades on esitatud paketi Mathcad abil teostatud illustreerivad néited. Kuna
vaadeldava algoritmi igal sammul on vaja lahendada interpolatsiooniiilesanne, on
esmalt uuritud just seda. Vaadeldud on ithe muutuja kuupsplainidega interpoleeri-
mist neljal erineval juhul: esimeste momentide, teiste momentide, B-splainide ja
naturaalsplainide kaudu. Praktiliste ndidete lopetuseks on toodud programm, mis
lahendab iihe muutuja toketega silumisiilesandeid solmede lisamise ja eemaldamise
algoritmi abil.



1. Abitulemused

1.1. Vorratused poliinoomide hindamiseks

Selles punktis esitame tulemuse mitme muutuja poliinoomide hindamise kohta.

Lause 1.1. Olgu x,y > 0. Kehtib hinnang

p q
xpyq S x’p-&-q + yp+q (1_1)
p+q p+q

suvaliste reaalarvude p, ¢ > 1 korral.

Toestus. Kui x = 0 voi y = 0, siis kehtib seos (1.1) triviaalselt. Olgu niiiid
z,y > 0. Jagame vorratuse (1.1) molemad pooled positiivse suurusega xPy?, saame

q P
) )
Ptaq\y ptaqg\r
mis on samaviirne vorratusega (1.1). Tdhistame z = £ ning vaatleme funktsiooni

Y
h(z) = Py Lz*p, z > 0.
p+4q p+4q

Kuna

h’(z) = ﬂzqfl — ﬂzfpfl — ﬂ(zqfl _ Z*pfl),

P+q P+q P+q
siis funktsiooni h(z) ainsaks statsionaarseks punktiks on z = 1. Uurime funktsiooni
h(z) kditumist punkti z = 1 iimbruses. Kuna ¢ —1>0ja —p—1 < —2, siis z > 1
korral A'(z) > 0 ning 0 < z < 1 korral A/(z) < 0. Seega punktis z = 1 on funktsioonil
h(z) globaalne miinimum. Et A(1) = 1, siis h(z) > 1 iga z > 0 korral.
Lause on toestatud.

Uldistame niiiid lause rohkem kui kahe muutuja juhule.

Jareldus 1.2. Olgu x; > 0,7 =1,...,n, n € N. Kehtib hinnang

len o xﬁ” < L x11171+.~+pn o+ p—" xﬁl'i'...‘i‘pn
pr+...+pn pP1+...+Dn
suvaliste reaalarvude p; > 1,7 =1,...,n, korral.

Toestus. Kehtigu valem n = k — 1 korral. Naitame, et ta kehtib ka n = k korral.
Kuna lause 1.1 pohjal

p1t+...+Dk—1
[

:L,Z];k < P1+ ...+ Pr—1 L +
P1+ ...+ Pr—1+ Dk
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siis on toene jargmine vorratuste ahel

it ool <
S ( D1 x;ll31+-~-+pk—1 4.+ Prk—1 xzﬁ;---ﬁ-pk—l) xl]zk S
p1+ ...+ D P11+ ..+ D1
< p1 p1+"'+pk71x’l’1+"'+p’“+...+
Pr+ ... +Pp1 Prt+... TPk
Dk—1 Prt . D1 piip
T +
pPr+...+Dk1 Prt+.. Dk
n < D1 T Pr—1 ) Pk pbr e
p1+ ..+ PR P+ ... +Pp1/) 1+ ..+ Dk
p1+ ...+ Dk pL+ ..+ P

Sellega on jéreldus toestatud.

1.2. Minimiseerimisiilesande lahendi iseloomustusteoreem

Olgu antud vektorruum V ja Hilberti ruum H. Ruumis V' on defineeritud ele-
mentide (vektorite) liitmine ja skalaariga korrutamine, ruumis H peale selle veel
skalaarkorrutis (hi, ha), hi,hy € H, ja norm ||| = y/(h,h), h € H. Olgu antud
lineaarne operaator 7' : V' — H ja lineaarsed funktsionaalid l; : V — R, i =1,...,m.
Vaatleme minimiseerimistilesannet

in || Tf]? 1.2
min |1Tf]* (1:2)

kus M = {f € V| lLi(f) = z,1=1,...,m}, 2 on fikseeritud arvud. Eeldame, et
hulk M on mittetiihi.
Tahistame Lf = (I;(f),...,ln(f)). Vaatleme V alamruumi

N(L)={h eV |Lh=0}.

Vordus Lh = 0 tdhendab seda, et [;(h) =0, i = 1,...,m. Fikseerime tihe elemendi
f() € M. Siis

M={f=fo+h|heN(L)}
ja tilesanne (1.2) on kujul

in ||Tfo + Thl*
Jin ([T fo+Th]

Teoreem 1.3. Olgu o € M. Selleks, et o oleks iilesande (1.2) lahend, on tarvilik
ja piisav, et oleks rahuldatud ortogonaalsuse tingimus

(To,Th) =0 Yhe N(L). (1.3)



Toestus. Tarvilikkus. Olgu o lahend ja h € N(L) suvaline element. On selge, et
o+ ah € M iga a € R korral. Seega funktsioon ¢(a) = ||To + oTh|* saavutab
miinimumi punktis o = 0. Et aga

(o) = (To, To) + 2a(To, Th) + o*(Th, Th),
siis /(0) = 2(To, Th) = 0.

Piisavus. Votame suvalise elemendi f € M. Tema saab esitada kujul f = o + h,

kus h € N(L). Vorduse (1.3) pohjal
ITf1* = To + Th|* = |To|* +||Th|* > || Toll*.
Siit jéreldub, et o on tilesande (1.2) lahend.
Teoreem on toestatud.
Tahistame N(T) ={h € V | Th = 0}.

Jareldus 1.4. Kui
N(T)n N(L) = {0},

siis tilesande (1.2) lahend on iihene.

Toestus. Olgu meil kaks lahendit oy ja oo. Siis [;(01) = l;(02) = 2z, i =1,...,m,
ja h:= o0y — oy € N(L). Optimaalsuseks tarviliku tingimuse (1.3) pohjal

(Toy, Thy =0, (T, Th) =0.

Lahutades esimesest vordusest teise, saame (Th, Th) = 0, seega h € N(T'). Eelduse
kohaselt h = 0 ning seepérast on lahend iihene.

1.3. Farkasi lemma

Olgu V reaalne vektorruum ning H reaalne Hilberti ruum.

Definitsioon. Hulka K C V nimetatakse koonuseks, kui iga z € K jaiga A > 0
korral A\x € K.

Definitsioon. Olgu G C H suvaline osahulk. Hulga G poolt moodustatud
koonuseks nimetame hulka

I'G)={ze€ H|(z,v) >0 YveG}.
Erijuhul G = {hy,..., hy} kirjutame
L(hyy... hym)={z € H|{(x,h)>0,i=1,...,m}.

Definitsioon. Olgu K C H koonus. Koonuse K kaaskoonuseks K nimetame
hulka
Kt={zeH|(x,v) >0 Yve K}.

Seega KT =T'(K) eelmise definitsiooni mottes.



Definitsioon. Olgu G C V suvaline osahulk. Hulga G kooniliseks katteks nimetame

hulka

=1

l‘iEG,)\iZO,TEN}.

Erijuhul, kui G = {hy,. .., h,} on 16plik hulk, kirjutame

C(hy, ... hy) = {inhi A > o}.
=1

Kuigi hulga kooniline kate on defineeritud vektorruumi osahulga jaoks, vaatleme
meie edaspidi ainult Hilberti ruumi osahulkade koonilisi katteid.

Lause 1.5 (Farkasi lemma). Kehtib vordus
F(h,l, ey hm)+ == C(hl, ey hm)

ehk 16pliku hulga poolt moodustatud koonuse kaaskoonus on vordne sellesama hulga
koonilise kattega.

Enne Farkasi lemma toestuse juurde asumist toestame rea abitulemusi.
Lause 1.6. Kehtib vordus
Clhyy.. s hy)T =T(hy, ... hi).
Toestus. Valime suvaliselt © € C(hy, ..., h,)" ja nditame, et € T'(hy, ..., hy).
Kuna x € C(hy,..., hy)", siis iga v € C(hq, ..., hy,) korral (z,v) > 0. Et suvaliste
i > 0 korral v = fjl)\h € Clhy, ..., hy), siis

m m

(@, " Nha) = > A, h) > 0.

i=1 i=1

Valime mingi A\; = 1 ning koikide j # ¢ korral \; = 0, siis saame, et (z,h;) > 0,
i =1,...,m. Viimane tdhendab aga seda, et x € T'(hy, ..., hy).

Valime niitid = € T'(hq, ..., hy,) ja nditame, et © € C(hq, ..., hy,)T. Kuna kehtib
(x,h;) >0,i=1,...,m, siis ka suvaliste \; > 0 korral

(@, ) Ay = Nifa, hy) > 0.
i=1 i=1
Sellega oleme néidanud, et iga v € C(hy,...,h,) korral (z,v) > 0 ehk teisisonu

T e C(hl,...,hm)+.

Lause on toestatud.



Lemma 1.7. Olgu G C V suvaline osahulk. Iga x € C(G), x # 0, on esitatav

kujul x = > iz, kus p; > 0,4 = 1,...,r, ning x1,...,2, € G on lineaarselt
séltumatud.
Toestus. Olgu x € C(G), x # 0, siis x = > N, kus A; > 0 ja x; € G. Voime
i=1
eeldada, et A\; > 0,47 = 1,..., m. Valime koikide esituste x = > p;x;, u; > 0, z; € G,

i=1
hulgast sellise, kus r on minimaalne ja niitame, et siis zi,...,x, on lineaarselt
'

soltumatud. Oletame vastuviiteliselt, et leiduvad «q, ..., «, nii, et > a;x; = 0 aga
i=1

> ;| > 0. Voime eeldada, et leidub «; > 0. Tahistame
=1

i
£ = min —,
a; >0 O{,L*

siis € > 0. Defineerime fi; = pu; —eay, i = 1,...,r. Seega

Wi + €lag| > 0, kui a; <0,
1 i — EQy =
pi=H i — EQy > b — /“Lloz,—O kui o > 0,

ehk g; > 0,7 =1,...,r, ning leidub sz; = 0. Oleme saanud, et

:L‘:i:,uzxz Zﬂzxz_sza‘rz_z Eaz i Z,uzl‘z
i=1

i=1
=0

Viimases esituses on vahem kui r nullist erinevat kordajat fz;, mis on vastuolus r
minimaalsusega. Jarelikult x4, ..., z, on lineaarselt soltumatud.
Lemma on toestatud.

Lause 1.8. Olgu hy, ..., h,, € H, siis C(hy, ..., h,) on kinnine kumer koonus.
Toestus. Néditame esmalt, et C(hq, ..., h,) on koonus. Selleks valime suvaliselt

r =Y Nh; € C(hy,...,hy). Kuna \; > 0 ja iga A > 0 korral ka A\; > 0, siis
i=1

Az =Y A\h; € C(hy, ..., hy) ning C(hy, ..., h,) on koonus.
i=1
Jargnevalt néitame, et C(hy,...,hy,) on kumer. Valime z,y € C(hy,..., hy),
siis ¢ = > Nhg jay = > pihy, A > 0, p; > 0. Néitame, et iga A € (0, 1) korral

i=1 i=1
A+ (1 =Ny € C(hy,...,hy,). Viimane sisalduvus on aga ilmne, sest

A+ (1— A ZM+1— M) h.
=1 >0
Lopuks on tarvis veel ndidata, et C'(hy,. .., h,,) on kinnine. Vaatleme koonduvat

jada x, € C(hy,...,hp), n € N, x, — x € H. Naitame, et x € C(hy,...,hp).



Esitame lemma 1.7 pohjal

— Z Anihi, My, C {1,...,m},

1€EMp

kus A,; > 0 ning {h;}ien, on lineaarselt soltumatud. Kuna osahulki M,, on 16plik
arv, siis mingi neist hakkab korduma ehk leidub osajada N’ C N nii, et M, = M,
n € N'. Vaatleme osajada

= Z )\mhz7 n e N/, (14)

i€M
kus A,; > 0 ning {h;}icar on lineaarselt soltumatud. Toestame, et iga ¢ € M korral
on jada A\,;, n € N’, tokestatud. Oletame vastuvéiteliselt, et leidub osajada N” C N’
nii, et
> Al =00, neN.
ieM

Esitusest (1.4) saame, et

Ahi, ne N 1.5
Mw Zzw =2 (15)

M
je i€

kus A/, = )‘ . Siis A/, > 0 ning

%Mml
I \—’E =1, neN"
Z |>‘7l]|

ieM jeM

Kuna X ., n € N” on tokestatud, seega ka kompaktne, saame eraldada osajada

N C N” nii, et A, = A\;;, n.€ N” i€ M. Minnes seoses (1.5) piirile saame
> Nyhi— > by, neN".
ieM ieM

Et aga
T,

2 Al

JEM

—0 neN’,

siis > Aih; = 0. Arvestades veel asjaolu > |\;| = 1, oleme saanud vastuolu {h; }ien
ieM ieM
lineaarse soltumatusega. Seega iga © € M korral on jada \,;, n € N’, tokestatud.

Eraldame N” C N’ nii, et A\y; — A\, kuin € N7, i € M. On selge, et \; > 0,i € M.

Esitusest (1.4) saame, et
=3 Mihi = Y Ahi, neN,
ieM ieM
seega T = Z Nihi € C(hy,. .. hy).
Lause é;]vi[:éestatud.



Lemma 1.9. Olgu 2 C H kinnine kumer osahulk. Siis leidub parajasti iiks
element x* € () nii, et
(x,x") > (", x")
iga z € () korral.
Toestus. Téhistame f(z) = (x,z), v € Q, ning d = insfz f(z). Valime jada z, € Q
re

nii, et f(z,) — d, siis (x,,2,) = ||za]]> = d + ,, kus &, — 0. Niitame, et z,
on fundamentaaljada. Selleks peame niitama, et ||z, — x,,||* — 0, kui n,m — oo.
Kasutades Q kumerust, voib éelda, et i(z, + z,) € Q ning |2 (z, + z,)|]> > d.
Niitid saame, et

120 — 2wl = l2all® — 2(z0, ) + 2wl =

2(2all® + 2ml?) = llzn + @mll* =

= 2(||zall® + lzml®) — 4l 3(@n + zm)|I* <

< 2d+e,+d+ey) —4d=2(e, +¢,) — 0.

Seega x,, on fundamentaalne ehk koonduv mingiks elemendiks x*. Hulga €2 kinnisuse
tottu x* € Q. Skalaarkorrutise pidevuse tottu f(z,) — f(z*) = d. Seega leidub
z* € Q nii, et f(2*) = migr; f(z). Lisaks oleme toestanud, et

TE

(x,x) > (z", x") (1.6)

iga z € () korral.
Toestame niiiid, et (z,z*) > (z*, %) iga x € Q korral. Et Q on kumer, siis iga
A€ (0,1) jaiga o € Q korral ka Az + (1 — A\)z* = 2" + A(z — 2*) € Q ning (1.6)
pohjal
(" + Mz —z"), 2" + Mz — x¥)) > (z*, 27).

Teisendades viimast vorratust, saame

2Nz — %, 2%) + N — 2,0 —2%) > 0
ehk

2(r — ", 2"y + Mo — 2,0 — 2"

)
Protsessis A — 0 saame (x — x*, 2*) > 0 ehk (z,z*) > (z*, x*) iga x €  korral.
Leidugu elemendid z*,z** € Q nii, et (z,2*) > (z*,2%) ja (z,2™) > (™, ™)
iga z € () korral. Siis kehtivad ka vorratused

>0
*x

*

ehk
(x™ —a*,2") >0 ja (" —az", —2™) >0.

Liites viimased vorratused saame (z** —z*, * —2**) > 0 ehk (a* — 2™, 2* —2**) < 0.
Viimane tdhendab aga seda, et ||z* — z**||* < 0, millest saame z* = z**.
Lemma on toestatud.

Margime, et lemma 1.9 toestuses naitasime iihtlasi iilesande mig(x,@ lahendi
jaS

olemasolu ja tihesust. Vorratust (1.6) rahuldav z* € Q on selle miinimumiilesande
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lahendiks. Kui leidub veel teinegi element z** € ), mis rahuldab vorratust (1.6),
siis, nagu toestasime z* jaoks, saame, et (z,z**) > (x** ™) iga x € Q korral. Kuid
sel juhul x** = ™.

Lause 1.10. Olgu I' C H kinnine kumer koonus. Siis ' =T..

Toestus. Olgu z € T'. Siis iga v € 't korral (v, z) > 0. Sellest, et (x,v) > 0 iga
v € I'" korral jareldub, et x € ', Oleme toestanud, et I' € I'F .

Naitame nttid, et 't C I'. Oletame vastuvaiteliselt, et leidub zy € T'"" nii, et
xo ¢ I'. Vaatleme hulka Q = I' —z¢. Hulk €2 kui kinnise kumera hulga nihe on samuti
kinnine ja kumer. Seejuures 0 ¢ 2, sest xy ¢ I'. Lemma 1.9 pohjal leidub vy € Q nii,
et

(x, ) > (vg, vo) Vo € Q (1.7)
ja

(x,v0) > (vg, Vo) Vo € Q. (1.8)
Et vy € €, siis leidub wg € I nii, et vg = wy — .

Toestame, et (wp,vy) = 0. Kuna wy € I' ning I" on koonus, siis iga A > 0 korral
Awy € T ja vy = Awy — xg € Q ehk vy = Awy — (wg — v9) = (A — Lwg + vy € Q.
Leiame skalaarkorrutise

(Ua,a) = (A= 1) ((A = 1){wo, wo) + 2(wo, vo)) + (vo, Vo).

Oletame vastuviiteliselt, et (wg, vo) # 0. Kui (wp, vg) < 0, siis leidub A > 1 nii, et
(A = 1) (A = 1){wo, wo) + 2(wo, vo)) < 0, teisisonu, liidetava (A — 1)(wo, wy) saab
teha nii véikeseks, et ta el mojuta enam avaldise (A — 1)(wp, wo) + 2{wp, vg) mérki.
Niitid (vy,vy) < (vg,vo), mis on vastuolus vordusega (1.7). Kui aga (wo,vg) > 0,
siis leidub A € (0,1) nii, et (A — 1)((A — 1)(wo, wo) + 2(wp, vo)) < 0, mis on jéllegi
vastuolus vordusega (1.7). Seega (wy, vg) = 0.

Asetame vorratusse (1.8) elemendi x asemele w — zg, kus w € I' on suvaline.
Saame

(w — Tg, Vo) = <Uo,Uo> = <anwo — ) = (Uo,w0> - <U07$0> = —<Uo,$o>,
seeparast (w,vg) > 0, mis tdhendab, et vg € I'". Et aga (vg,vg) = —(vg, Zo) ning
vy # 0, siis peab kehtima (v, z¢) < 0.

Oleme leidnud vy € 't nii, et (vg,z9) < 0. See on aga vastuolus eeldusega

xg € I, Jarelikult 't C T,
Lause on toestatud.

Farkasi lemma toestus. Naitame, et
C(hy, ... h) T =C(hy, ... hi).

Lause 1.6 pohjal C'(hy, ..., hy)T =T(hq,...,h,). Minnes iile kaaskoonusele, saame
C(h1y. .. hy)tT =T(hq,..., hy)". Kuna lause 1.8 pohjal on C'(hy, ..., h,,) kinnine
kumer koonus, siis lause 1.10 pohjal C'(hy, ..., h,)TT = C(hy, ..., hy).

Farkasi lemma on toestatud.
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1.4. Tarvilik ja piisav tingimus ekstreemumiilesande

lahenduvuseks

Kéesoleva punkti tulemuste esitusel lahtume raamatu [12] késitlusest.
Olgu antud lineaarne sihifunktsioon

fR*"—=R, f(x chzcl,

ja lubatav hulk

Q:{xER”

kus a;;,b;,¢; € R on antud arvud, M; ja M, on loplikud mitteloikuvad indeksite
hulgad ning N; C {1,...,n}. Kasutame veel téhistusi M = MiUM,, N ={1,...,n}
ja Ny = N\ N;. Hulgas M olevate indeksite arv olgu m.

Vaatleme lineaarse planeerimise iilesannet tildkujul

n n
Zaij$j2bi,i€M1, Zaijxj:bi,iej\/[g, xiEO,iGNl},

j=1 j=1

min (c, ) (1.9)
ning kanoonilisel kujul
min (¢, ),
z€QQ
kus
QOZ{'IGRn Zaijxj:bi,ieM, ZEZZO,ZGN}
JjeN

Lause 1.11. Iga lineaarse planeerimise iilesande kujul (1.9) saab viia temaga
ekvivalentseks kanoonilisel kujul olevaks {ilesandeks.

Toestus. Valime suvaliselt z € ). Koikide indeksite ¢ € Ny korral tdhistame
y; = max{z;,0} ja z; = max{—=x;,0}. Sellisel juhul x; = y; — z;, kus y; > 0, z; > 0,
i € N,. Koikide indeksite ¢ € M; korral olgu w; = > a;;x; — b;. Kehtivad jérgmised

jEN
tingimused
g a;;x; + E a;i;(y —w; = b;, 1 € My,
JEN1 JEN2
E a;;T; + E a;j(y =b;, 1 € M>,
JEN1 JEN,

Z; 2072 GNl, Yis zi 2072 GNQ, W 2077'6 Ml'

Vaatleme iilesannet
min (¢, v),
_ ve (1.10)
Q={v|Av=>5b,v > 0},
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kus vektorid ¢, v ja b ning maatriks A on moodustatud jirgmisel viisil

T
v = ({xi}iENp {yi}i€N2> {Zi}ieNga {wi}ieMl) )

T

c= ({Ci}ieNU {Ci}iesz {_Ci}i€N27 {O}i€M1> )
b= ({bs}ienn, {bi}ieMz)Tv

i ((az‘j)ieMl,jeNl (aij)iens, jen, (—ij)ien, jen, _Ii,jeM1>
= )

(aij)iems, jeny  (@ij)iems, jens  (—@ij)iehs, jen, 0

milles I on tithikmaatriks.
Paneme téahele, et

<Ea U> = Z CGT; + Z Ci(yi - Zl) = ZCil’i = <C, :L‘>
1€EN7 i€ No 1EN

Peale selle on iilesanded (1.9) ja (1.10) samaaegselt kas lahenduvad voi mitte-
lahenduvad, sest tilesande (1.9) lahendi x abil moodustatud v on iilesande (1.10)
lahend ning iilesande (1.10) lahendi v komponentidest {x;}ien,, {¥itiens, {2i bien,
moodustatakse vordusega z; = y; — z;, © € N, iilesande (1.9) lahend .

Lause on toestatud.

Olgu A = (a;;) m x n-maatriks veergudega o/ € R™, j = 1,...,n. Peale selle
olgu antud vektor b € R™. Vaatleme vorrandisiisteemi Az = b, kus x € R™.

Lause 1.12. Siisteemil Ax = b on lahend = > 0 parajasti siis, kui iga v € R™,
uA > 0, korral (b, u) > 0.

Toestus. Koosnegu hulk G maatriksi A veergudest
G={d eR" | d = (arj,....,am;)’,i=1,...,n}.

Moodustame hulgale G koonilise katte

C(G) = {y eR™

/y:Z)\jaj, )‘j ZO}

j=1

Kuna siisteemi Az = b voib timber kirjutada kui Y z;a/ = b, siis vorrandisiisteemil
j=1

Az = b on lahend x > 0 parajasti siis, kui b € C(G). Moodustame hulga G abil

koonuse

I'(G)={uecR™|{(u,a’)>0,j=1,...,n},

siis Farkasi lemma pohjal T'(G)T = C(G). Seega iilesanne Az = b, x > 0, on
lahenduv parajasti siis, kui b € T'(G)". Viimane aga tdhendab seda, et (b, u) > 0 iga
u € I'(G) korral ehk (b,u) > 0 iga u € R™, uA > 0, korral.

Lause on toestatud.
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Lause 1.13. Olgu iilesanne
C, Ty = |1,
) =y (1.11)
Ar =b, x >0,

lahenduv. Kui kirjutada p asemele 1 — A, siis drgu olgu saadav iilesanne iithegi A > 0
korral lahenduv. Neil eeldustel on lahenduv jérgmine iilesanne

uA <c¢, (byu) = p. (1.12)
Toestus. Naitame esmalt, et iilesanne
(c,x) —tp=—1
Ar —th=0 (1.13)
z>0,t>0

ei ole lahenduv. Oletame vastuviiteliselt, et leidub paar {to, x¢}, mis rahuldab vor-
randeid ja vorratusi (1.13).
Vaatleme kahte juhtu. Kui ¢, = 0, siis

(c,xg) = =1, Axg=0, x¢>0.
Kui o on iiks iilesande (1.11) lahenditest, siis 1 = yo + 2 rahuldab vorrandeid
(c,x1) = (c,y0) + (c,x0) = p—1, Axy = Ayo+ Azg=0b, x>0,
mis on vastuolus lemma eeldustega. Kui ¢, > 0, siis x; = :g—g rahuldab vorrandeid

1 1 1
<Cv .131) = _<Ca l’o) =H =7 Aml = _AJ:O = b7 Ty 2> Oa
to to to
mis on samuti vastuolus lemma eeldustega. Seega iilesanne (1.13) pole lahenduv.
Esitame vorrandid ja vorratused (1.13) maatrikskujul Az =g, & > 0, kus

€L e Cn —l
i ayl ... i, —by |
Gml - Gmn —bm
= (xy,...,200,t)",
7= (-1,0,...,0)7,

e

Kuna iilesanne A% =y, & > 0 pole lahenduv, siis lause 1.12 pohjal leidub vektor
o € R™! nii, et aA > 0, kuid (g,u) < 0. Kasutades tdhistusi @ = (yo,u{, ..., u?)

jau® = (u?,...,ul) oleme saanud, et leidub paar {vp,u°} nii, et
yoc + u’A >0,
o — (o) > 0,
—7 < 0.
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Esitame tilesande (1.11) maatrikskujul

&1 Cn 2
a a o b o
1 ... Qin 1
| = , >0
T Tn
Aml -+ Qmn b

Kuna viimane iilesanne on lahenduv ning kehtib yoc+uA > 0, siis lause 1.12 pohjal
0

o+ (b, u®) > 0. Kokkuvottes pyg + (b, u®) = 0. Niiiid on néha, et vektor u, =
rahuldab seoseid (1.12), sest

_u
Yo

u*A:—iqugc
Yo
ja
(bw) = — (b, ) = —(— )
JUg) = ——(byu’) = ——(— = [
o o HYo M

Lause on toestatud.

Teoreem 1.14. Selleks, et * € € oleks iilesande mi{rzl (c,x) lahend, on tarvilik
xe
ja piisav, et leidub vektor u* € R™ nii, et
(b,u”) = {c,z"),
> uiai; <cj, j €Ny,
ieM (1.14)
Z u;‘a,-j = Cj, j - NQ,
ieM
wi >0, i€ M.

Toestus. Tarvilikkus. Lause 1.11 pohjal on iilesanne mi(rzl (c,z) ekvivalentne
TEe

kanoonilisel kujul oleva {ilesandega (1.10)
min (¢, v),
Q={v|Av="0,0v >0}
Olgu z* iilesande Il’lig)l (c,z) lahend. Siis leidub v*, mis on iilesande (1.10) lahend,
re

kusjuures (c, 2*) = (¢, v*). Tahistame p = min(¢, v) = (¢, v*). Siis {ilesanne
veEQ
<E’ U> =K,

Av =05, v >0,

on lahenduv. Kuid kui kirjutada p asemele p — A, siis tihegi A > 0 korral pole saadav
iilesanne lahenduv. Lause 1.13 pohjal leidub u* € R™ nii, et

u'A<e (bu*)=p. (1.15)

On vahetu kontrollida, et (1.15) ja (1.14) on samavéérsed.
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Piisavus. Valime suvaliselt z € Q. Seoste (1.14) pohjal saame

TREIDICURD SETED B O 0T EED S O I

JjEN JEN: JEN1 NieM JENy NieM
P * .. . .. . P * .. .
= § uz( E :azyx3+ E :aw%) = E ,uz E :amxj =
eM JEN1 JEN2 eM JEN
* k * *
1€M, i€ Mo

Seega on z* iilesande mi{rzl (¢, x) lahend.
x<

Teoreem on toestatud.

Vaatleme niiiid iildisemat sihifunktsiooni. Olgu ¢ C R™ lahtine hulk. Eeldame,
et funktsioon f : ) — R on diferentseeruv. Siis iga = € ) korral

flx+h)= f(x)+ (f'(x),h) + a(z;h). (1.16)

) 0
s alai ) = ol Jn o) = ( §E.0))
j
Toestame koigepealt iihe iildise tulemuse diferentseeruvate funktsioonide kumeruse
kohta.

Lemma 1.15. Olgu  C R" lahtine kumer hulk ja f : () — R diferentseeruv.
Selleks, et f oleks kumer hulgal @), on tarvilik ja piisav, et iga xq, x; € @) korral

f@1) = f(wo) > (f'(20), 21 — 20). (1.17)

Toestus. Tarvilikkus. Olgu f kumer hulgal Q, st. iga zo,71 € Q ja t € (0,1)
korral

JEN

f(tzy 4+ (1 —t)zo) < tf(w1) + (1 — 1) f(xo) (1.18)
ehk
f(zo +t(xy — m0)) < f(wo) +t(f(x1) — f(wo)). (1.19)

Kui zy = 1, siis vorratus (1.17) kehtib. Eeldame, et zq # x;. Siis t € (0,1) korral
saab vorratuse (1.19) viia kujule

f(xo +t(wy — ) — f(%)'

f(x1) — f(wo) > ;

Vorduse (1.16) pohjal saame, et

(zo;t(zq — :1:0))‘
t

Fla1) = F(xo) > (f(w0), 21 — w0) + =

Vorratuse (1.17) saamiseks piisab niitid minna piirile ¢ — 0.
Piisavus. Fikseerime zg, 21 € Q). Olgu t € (0,1) korral ; = tzq + (1 —t)xo. Kuna
() on kumer, siis z; € @ ja (1.17) pdhjal

f@y) = f(oe) > (f'(20), 21 — 24),
f(@o) = ) = (f' (1), 20 — 21).
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Korrutades esimest vorratust arvuga t, teist arvuga (1 — t) ja seejérel neid liites,
saame

tf(zy) + (1 =) f(wo) = f(xe) = (f'(24), twr + (1 = t)xo — ) =0,

mis on samavéidrne kumeruse tingimusega (1.18).
Lemma on toestatud.

Sisaldagu () kumerat hulka

Q:{xER”

Olgu f : @ — R diferentseeruv ning kumer hulgal €.

n n
Zaija:jzbi,iEMl, Zaijxj:bi,iEMg, a:ZzO,zENl}

J=1 J=1

Vaatleme tilesannet
min f(x). (1.20)

e

Lemma 1.16. Kui 2* on iilesande (1.20) lahend, siis (f'(z*),z — 2*) > 0 iga
x € () korral.

Toestus. Kui z = z*, siis (f'(z*),x — 2*) = 0 ja véide kehtib. Olgu x # z*. Kuna
Q on kumer, siis iga t € (0, 1) korral tz + (1 — t)z* = z* + t(x — z*) € . Arvestades
x* optimaalsust ja tingimust (1.16), saame

0< fa"+t(e—a%) — fla") = (f(2"), t(z — 2")) + alz™; t(z — 27)),

millest jareldub, et

(st —a)

<fl($*)7x_x*>+ HiE—Z'*”a Ht(x—l'*)” -

Minnes viimases vorratuses piirile ¢ — 0 saamegi lemma viite.

Teoreem 1.17. Selleks, et x* € Q oleks tilesande (1.20) lahend, on tarvilik ja
piisav, et leidub u* € R™ nii, et

(b, u) = (f'(z"),27),
> utiai; < f'(x%);, j € Ny,
i (1.21)
>, uhia = f'(x%);, j € No,
ieM
u*; >0, 1€ M.
Toestus. Tarvilikkus. Olgu z* € Q iilesande (1.20) lahend. Lemma 1.16 pohjal

(f'(x*),x*) < (f'(z*),x) iga x € Q korral, seega on z* ka lineaarse sihifunktsiooniga
tilesande

min (f'(x*), x)

z€Q

lahend. Teoreemist 1.14 jéreldub niitid vektori u* olemasolu, sest (1.14) ja (1.21) on
antud juhul ihtivad.
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Piisavus. Valime suvalise elemendi = € Q. Seoste (1.17) ja (1.21) pohjal
fl@) = f@) = ({f'(@"),z—2") =

= (@), 2) = (f'(z"),2") =

= (f'@"),z) = (b,u") >

> (uA,z) — (u*,b) =

= (u", Az —0b) =
i€ My >0 j=1 P 1€EMo o j=1
0 =0

Seega f(x) > f(z7).

Teoreem on toestatud.

Teoreem 1.18. Selleks, et 2* € Q oleks iilesande min f(x) lahend, kus

TEMN
Q= {l'ERn Z&ijl‘iji,iGMl, Zaijxj:bi,iGMg},
j=1 j=1
on tarvilik ja piisav, et leiduks u* € R™ nii, et
f(a") =uA,
uy (b — 3 agal) =0, i € M, (1.22)
j=1

wr >0, i€ M.

Toestus. Tarvilikkus. Hulk € thtib hulgaga 2, milles N; = () ning vordused
(1.21) on kujul
(0, u) = (f'(z7),z),
> ujay; = f'(x*);, j € N,
ieM
ul >0, 1 € M.
Neist keskmine téhendab seda, et f'(z*) = u*A. Seepérast on vaja toestada veel, et
up (b — Y agal) =0, i € My. Kuna (u*,b) = (f'(z*),z%) = (u*A, %) = (u*, Az*),
=1

]_
siis (u*,b — Az*) = 0 ehk

j=1 ~

i€M ieMi j=1 i€Mp
- N 7 N - 7
=0

TV
<0

millest jéreldub, et uf(b; — Y a;x7) =0, i € M.
j=1
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Piisavus. Valime suvalise elemendi z € ). Seoste (1.17) ja (1.22) pohjal

flz) = f@") =

Scega f(z) > f(a*).

(f'(z"),x —a") =
(WA, x—x*) =

(u*; Ax — b+ b — Az*) =

Z u; (Zn:aijxj — bi) + Z u;
=1 '

1eMy >0 1€ Mo j=1
- Ny - J/ N - 7
>0 =0
n n
*
1€My 7=1 1€Mo 7=1
N TV 7 TV 7
=0 =0

Teoreem on toestatud.
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2. Naturaalsplainid

Olgu antud naturaalarvud r ja n nii, et 2r > n > 1. Tahistame
LYRY) = {f :R* = R| D*f € Ly(R"), |a] = 7},

kus a = (ay, ..., ap) on multiindeks, o; > 0 ja |o| = oy + ... + @, Ruumi Lg)(]R")
nimetatakse ka Beppo-Levi ruumiks.

Olgu P,_; maksimaalselt » — 1 astme n muutuja poliinoomide hulk. Naturaal-
splainideks nimetatakse funktsioone kujul

S(X) = Qo(X) + idiG(X ~X,), X e R, (2.1)

kus X; € R", Qo € Pr_1 ja > d;Q(X;) = 0 iga Q € P,_; korral. Funktsioon G on
i=1

vorrandi A"G(X) = §(X) lahend, kus A on n-mootmeline Laplace’i operaator, ja d

deltafunktsioon. Viimane vordus tdhendab seda, et

/ G(X)A"p(X)dX = p(0), Ve C5°.

Siin C§° on lopmatult diferentseeruvate finiitsete funktsioonide hulk. On teada, et
paarituarvulise n korral

G(X) = el X"
ja paarisarvulise n korral
G(X) = ¢ | X" In | X],

kus ¢, on mingid konstandid ja || X| = (22 +... 4+ 22)/2

Lause 2.1. Naturaalsplain kujul (2.1) on ruumist Lg) (R™).

Toestus. Peame néaitama, et || = r korral D*S(X) = Y d; D*G(X — X;) on
i=1

ruumist Ly(R™).
Néitame esmalt, et || = k = 0,1,2,... korral avalduvad funktsiooni G(X)

tuletised kujul
DPG(X) = Qu(X)|| X%, (2.2)

kui n on paaritu ja

Q2r—nk(X)

DﬁG(X) :PQT,n,k(X) IHHX” + HXHZk s

(2.3)

kui n on paaris. Siin P;, ); on i-astme homogeensed poliinoomid

P(X) =) paX",  Qi(X)=) quX"

|ov|=i |o|=1
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kusjuures P; = 0, kui i < 0. Toestame vordused (2.2) ja (2.3) matemaatilise indukt-
siooni abil. Olgu k = 0, siis (2.2) on kujul

G(X) = Qo(X)[IX[* "
ja (2.3) on kujul
G(X) = Porn(X) In || X|| + Q2r—n(X).

Nieme, et vordused kehtivad, kui valida Qo(X) = ¢rn, Por_n(X) = ¢l X7 ja
Qa2r—n(X) = 0. Eeldame niitid, et valemid (2.2) ja (2.3) kehtivad || = k korral ning
vaatleme juhtu |y| = k + 1. Uleminek & — & + 1 tihendab diferentseerimist iihe
muutuja z; jargi. Olgu n paaritu, siis

D'G(X) = D DBG(X) = Di(Qk(X)“XH%—n—%) _

= (DiQu(X)) IX]* 72" + Qu(X) Dy X |72 =

Z;

X1

= (DiQu(X)) I X772 + Qu(X)(2r — n — 2k) | X[
= (DiQuIX) IIX |2+ (2r = n = 2k) s Qu(X) ) | X |72 —
~—
0 voi Qp_1
= QualX) X[,
Olgu n paaris, siis

D'G(X) = D D*G(X) = D; (Pgr_n_k(X) In [ X + M) _

X%
= (DiPor—n—k(X)) || X|| + Por—pi(X) D;In || X|| +

(DiQar—n (X)) | X[ — Qar—nst(X) Dy X|[*

+
[|X[[ 4%
1 T;
= (DiPy—pi(X)) || X]| + Prron—p(X) —— - —— +
( ) E{ES
N D;iQay i (X) B Qar—nik(X) - 2kHXH%_1H§(i|| o
1|2 || X |4
Z; PZr—n—k<X)
= (DiPor—pi(X)) || X|| + —FF—+
X
N (DiQar—n+k(X) IXI? 2k 25 Qar—nik(X) _

”X||2(k+1) ||X||2(k+1)
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= (DiPy—n-i(X)) In [ X]| +

+ T P2rfn7k(X) HXHQk + (DiQQTfnJrk(X)) HXH2 — 2k Z; Q2r7n+k(X) i
HXH2(k+1) -
Q2r—nt(e+1)(X)
||X||2(k:+1)

P2r—n—(k+1) (X> In “XH +

Sellega oleme nédidanud, et vordused (2.2) ja (2.3) kehtivad.
Jargnevalt néditame, et homogeense poliinoomi @, korral @,.(X) = O(||X]|").
Hindame poliinoomi

Q=D aaX < D aallX*1 = D lallea™ - |za] .

|a|=r la|=r la|=r
Jéarelduse 1.2 pohjal

n
|z | .. 2, | < const Z |z;|".
i=1

n
Néitame veel, et > |z;|" < const|| X ||". Kui r = 1, siis
i=1
21l + .+ ol < 1 max ] < n- X
1<i<n

sest |7;| < (224 ...+ 22)Y2 = || X igai=1,...,n korral. Kui r = 2, siis
21+ el = X1
Kui r > 3, siis
o]l < masc [l (L) < XX = X

Kokkuvottes

n
Q- (X)| < Z |qa |1 || < constz |z;|" < const|| X ||

la|=r i=1

ehk Q-(X) = O([|X]").
Lause toestuseks peame naitama, et

/ IDYS(X)|2dX < co.
R’ﬂ

Olgu R € R nii suur, et kera B(0, R/2) C R" sisaldab kéik splaini solmed X7, ..., X,,.
Jaotame integreerimispiirkonna kaheks ning naitame, et

/ ID°S(X)[2dX <0 ja / IDPS(X)|2dX < oo.
B(0,R) R™\B(0,R)

22



Vaatleme koigepealt integraali iile kera B(0, R). Kuna kehtib vorratus

(a1+...+an)? <m(@+...+ad),
siis

m 2

> d;D*G(X - X;)

=1

dX <

/ |ID*S(X)|?dX = /
B(0,R) B(0,R)

< / m > |d;DG(X - X;)] dX =
B(0,R) i=1
= mde/ |IDG(X — X;)[2dX <
i—1 B(0,R)
< mde/ |ID*G(X — X;)[PdX =
i—1 B(X;,2R)

= mdefB |D*G(X)?dX.
=1

(0,2R)
Protsessis || X|| — 0 paaritu n korral
DUG(X) = Q(X)X[I™" = O(IX]"™)
ja paaris n korral

D°G(X) = PT_n(X)1n||X||+C2‘|°’|7")‘(7’ﬂ(Qf():

= O( X[ In LX) + O X[™™).

Naitame, et

/ X122 dX < oo
B(0,2R)

/ 1X 1720 2| X || dX < oo.
B(0,2R)

ja

Kuna tegemist on funktsioonidega, mis sfaaril keskpunktiga 0 on konstantsed, voime
integraali arvutada jargmiselt

2R
/ X P2 dx = / 2 Sgas (0, p)ldp,
B(0,2R) 0

kus |Sgn-1(0, p)| on n — 1 méotmelise sfaéri Sga-1(0, p), keskpunktiga 0, pindala. On
teada, et |Sr(0, p)| = 27mp, |Sr2(0, p)| = 4mp? ning iildiselt |Sgn-1(0, p)| = const p" !
(vt. [16], 1k. 394). Seega, kui 2r —n > 0, siis

2R

2R
t
/ ||X||2r—2n dX = COHSt/ p2r—n—1dp _ cons pQT—n R
B(0,2R) 0 M —n .
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Analoogiliselt

2R
/ X2 n? [ X dX = / 0 p Syt (0, p)] dp =
B(0,2R) 0

2R
= const/ o7 n?p dp.
0

Leiame koigepealt ositi integreerides integraali

2r—m 2
/pQT—n—l ln2p dp — P 1n2p o /pZT—n—l lnp dp _
2r—mn 2r—n
2r—m 2r—nm
P 2 p 2 2r—m—1
= | - P —— dp =
o —n " (2r —n)? np+(2r—n)2/p P
2r—n 2r—n 2r—n
p 2 P 2p
= | -1 —_—
o —n P (2r —n)? np+(2r—n)3

Seega

2R
/ | X[ In? || X || dX = const lim / P n?p dp =
B(0,2R) =0+ /¢

2R

2r—n 2 2r—n 2 2r—n
= const lim [(p lnzp—p—2lnp+p—) eR,

=0+ [ \2r —n (2r —n) (2r —n)?

sest lirgl+ e "Ine =0 ja li%lJr e Ine =0, kui 2r —n > 0. Oleme niidanud, et
e— s

£

/ |ID*S(X)|?dX < oo.
B(0,R)

Naitame niitid, et

m

IDYS(X)|2dX = ‘
/]R”\B(O,R) R™\B(0,R) Z

=1

2
dzDaG(X — Xz) dX < 0.

Defineerime funktsioonid
v(X)=D*G(X) ja P(t)=v(X —tX;).
Kasutades Taylori valemit jaakliikmega integraalsel kujul, voime kirjutada

L o®)(0) L
k! (r—1

T

(1) =

2 )!/0 (1—t) ') (t)dt.

Kasutades tahistusi

ja
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voime Oelda, et
DPG(X — X)) = (1) = Q(X; X;) + w(X; X))
Néitame, et Q(X; X;) on r — 1 astme poliinoom X; suhtes ehk
> gp(x)x?
B|<r—1

Vaatame, kuidas avalduvad funktsiooni ®(t) = v(xq — ta\ o a, — tal )) tuletised.

Kuna
O )
Ory 9z — t:p(z)) Oy O(zy, — ta:,;))
siis
ov ( ) ov ;
P’ = (X —tX. v (X — X\ =D
(1) = (X = X)) + oo+ 5 (X — £X5) (=),
(1) = — X)) (—a) (—2l”
0= T (X = ) () ),
jne. Uldiselt k = 1,...,r — 1 korral
D(t) =Y DW(X —tX;)(-X,)".
|Bl=Fk
Seega voime kirjutada
=Y DW(X)(-X))? =) D’D*G(X)(-X;)"
|B1=Fk |8|=k

ning

r—1 r—1
d*) (0 1
QX X)) = > kf)=: > DPDGX)(—X) =
k=1 k=1 " |8|=k
(_1)k IER aYe! B
=Y Slpaeoxt= Y ae0xs,
|Bl=k<r—1 ' 18|<r—1

kus kasutasime tdhistust
( —1 ) § 8 o
0(X) = DG, k=1l

Seega toesti Q(X; X;) on r — 1 astme poliinoom X; suhtes.
Jargnevalt uurime elementi

1

w(X;X;) = m/ﬂ (1—t) "t (t)dt.
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Kuna
o0 (t) = Y D'DG(X - tX;)(—X;)"
|B|=r
ning (2.2) pohjal, arvestades, et |a + 3] = 2r,
DX —tX;) = Qo (X — tX)||X —tX;|| 72" = O(|| X — tX4|| ™)
ja (2.3) pohjal

Q4r—n<X - th)
X — X[

D*PG(X—tX;) = P_p(X — tX;) In | X —tX; |+ = O(|| X —tX;||™™),
—_——
=0
siis @ (t) = O(]| X — tX;||™™"). Néitame, et meie vaadeldavas protsessis || X|| — oo
dM(t) = O(| X||™™). Kuna X; € B(0, R/2), siis t € [0,1] korral ka tX; € B(0, R/2).
Eelduse kohaselt aga X ¢ B(0, R). Seega

leXi _ R/2 1

X1

x| = r 2
Nuud
IX =Xl XN =Xl o 11
Xy =X T2 2
ning
] X = XN e 1 -
X=tX|™ = ("5 ) X" =7~ X1

1 —n n —n —n
< WHX” = 2"|[ X7 = ol X]™).
2
Oleme saanud, et
1 1 Lp()
X X)) = ——— 1—t)"d(t)dt <
CXiX) = g5 [ -0 <
const || X ||~ /1 1
< — 1—1t)""dt =
- (r—1)! 0 ( )
const || X ||~ .
= AT oqix .
Seega
D°S(X) = Y d;D*G(X - X;) =
i=1
= Z 1 Q(X; X5) +Zdiw(X§Xi):O(HXH_n)'
i=1 i=1

-~

=0, sest Q(X;X;)EPr_1
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Néitame niitid, et

/ |D*S(X)|?dX < const/ X[ 72" dX < oo.
R7\ B(0,R) R™\B(0,R)
Arvestades, et n > 1, saame
/ X2 dX = lim p 2" const p"tdp =
R"\B(0,R) r=JR
= const lim p " rdp =
Tr— 00 R

_n|®

P
= const lim —
r—o0 —MN,

€ R.
R

Lause on toestatud.

Defineerime operaatori T : Lgr) (R™) — Ly(R™) x ... x Ly(R™) vordusega

|
oy (o=}

kus o! = aq!- ... - a,! ning kujutisruumis Ly(R™) x ... X Ly(R™) on elemente tapselt
niipalju kui on r jarku osatuletisi. Naiteks n = 2 ja r = 2 korral

Tf:(82f Va2t 32f>.

8x%’ 8.@181’276@’%

Niiiid saame defineerida poolskalaarkorrutise

|
9y = 079 = 3 [ Z D pogax

la|=r

ITfIl = V(TFTF)

Olgu naturaalsplaini esituses (2.1) m > p = dimP,_;. Korvalmérkusena voib
% . Punktides Xj,...,X,, olgu interpolatsiooni-
iilesanne poliinoomide ruumis P,_; liheselt lahenduv. Viimane tdhendab seda, et
kui Q € Py, Q(X;) =0,i=1,...,p,siis Q = 0. Ruumis L{” (R") v&ib defineerida
skalaarkorrutise

ning vastava poolnormi

mainida, et dimP,_; =

(f.9), = (Tf.Tg)+ > f(Xi)g(Xi)

i=1

£l = VAL s

mille suhtes LY (R") on Hilberti ruum.

ja normi
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Lause 2.2. Iga naturaalsplaini S ja funktsiooni g € Lg) (R™) korral
(TS, Tg) = (-1)" Z d; 9(Xi). (2.4)

Toestus. Kasutame kahte alljargnevat tulemust [3]:

(a) Elemendid ruumist L§” (R") kuuluvad ruumi C™=/2-1(R") ja kui k — oo
korral || fx|,. — 0, siis fr — 0 ruumis C"~/2=1(R").

(8) Otsesumma C3° 4+ P,_; on tihe ruumis LY (R"), s.t. iga f € LY (R") korral
leiduvad ¢ € C¢° ja Q) € P,_; nii, et kK — oo korral || f — (¢r + Qx)|l,, — 0.

Valime ¢ € Lgr) (R™). Abitulemuse () pohjal leiduvad elemendid ¢;, € C§° ja
Qk € Pr_1 nii, et k — oo korral ||g — (¢r + Qk)|l, — 0 ning abitulemuse (a) pohjal
or(Xi) + Qu(Xi) — g(Xi), 1 =1,...,m. Seega

(T(g—or — Qi) T(g — r — Qu)) + D> _(9 — ox — Qi)*(Xi) = 0

i=1
ning
(9= —Qr)(X;) =0, i=1...p.
Kuna TQ = 0 iga @ € P,_; korral, siis
(T(g—r—Qu), T(g —or — Qr)) =(T(g — vr), T(9 — x)) — 0.

Cauchy-Bunjakovski-Schwartzi vorratuse pohjal

(TS, T(g— )| < VTS, TS) V{T(g— 1), T(g — 1)) — 0,

seega
(TS, T(g—r)) — 0 ehk (TS, Tei) — (TS, Tg).

Definitsiooni kohaselt

TSTe) = Y / T DRS(X) D (X)X =

= Z Zd DG(X — X;) D%pp(X) dX =

R'"/
laf=r

= Zd Za'/ D°G(X — X;) D%pp(X) dX.

i1 |al=r

Distributsiooni tuletise definitsiooni pohjal (vt. [9], lk. 64)

DG(X = X;) D*¢i(X) = (—1)"G(X — X;) D**pp(X),
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seega

|al

Kui n =1, siis

laf=r

P (O
A_(é)?).

Kui n = 2, siis a € {(r,0), (r — 1,1),...,(0,7)}, ning

ja

|af=r

Laplace’i operaator avaldub kujul

Z D2a— r\ 0% n r 9% n n r
ol - 0 (9561% 1 ax12(r—1)$22 ,

Ao (P PN (N (PN () (P o ”
S \om? Om?2) \0 012 1 012 0 12

Kehtigu
7! 0? 9%\’
—D* =
mzro‘! <59312 i +5‘%2> ’
kus a = (o, ..., a,). Tdhistame
o 0?
0= et =—
gm? T am

siis

0? 0? 0? " 0? "
(81‘124—“'4_3%24_3%“2) :(®+5’%+12) N

84

827"

8%27"'

ol

_ r r r r—1 62 r r—2

- (O> o (1)@ Ta? (2)@ REY
r 0? 1 r 0?

i (7‘ - 1>@ (5%12) i <T> (@%HQ
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rl

r o, (2 Nt (r ”? \ !
(L) Ee(ms) O em) -E5

lal=1

kus ﬁ = (ﬂla s 7ﬁn+1)-
Vorduse (2.5) pohjal

|8l=r

m

n

D?°

(TS, Ton) = (17> ds | GOX = X) Aeu(X)dX = (-1 Y dspu(X

=1

Kuna ) d;Qr(X;) = 0, siis
i=1

(TS, Tor) = (=1)" Y di [pe(X3) + Qu(Xi)] — (=1)" > di g(X).
i=1 i=1
Piirvdartuse ithesuse tottu
(TS, Tg) = (1)) d; 9(Xy).
i=1

Lause on toestatud.

Vordusest (2.4) jarelduvad pohilised véited naturaalsplainide kohta.

Vaatleme naturaalsplainidega interpoleerimise iilesannet. Fikseerime ruumis P,

baasi @1, ..., Qp. Olgu vaja leida splain

p

S(X) =) QX +ZdGX X))

k=1

nii, et

Lisades tingimused

Zszk(Xl) = 07 k= 17"'7p7
=1

saame m + p vorrandist koosneva lineaarse siisteemi tundmatute d;, i =1, . ..

¢k, k=1,...,p, leidmiseks.
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Lause 2.3. On olemas parajasti iiks interpoleeriv naturaalsplain.

Toestus. Piisab nédidata, et kui naturaalsplain (2.6) rahuldab tingimusi S(X;) = 0,
P
i=1,....m,slisd; =0,i=1,....,m, ja Qo = > ¢t Qr(X) = 0, s.t. vastav ho-
k=1
mogeenne siisteem on iiheselt lahenduv.

Kasutades seost (2.4) saame
(TS, TS) = (=1)" ) di S(X;) = 0.
i=1
Seega koik r jarku iildistatud tuletised funktsioonist S on vordsed nulliga. Néitame,
et siis S € P,_1.

Kui % = 0, siis S ei s6ltu muutujast x; (vt [17], k. 77). Seega kui esimest jarku
tuletised on nullid, siis .S on konstant. Vaatleme juhtu, kus koik teist jarku tuletised
on nullid. Elliptilise vorrandi AS = 0 korral distributsioonide mottes lahend on nork
lahend (vt. [10], k. 147) ning iga nork lahend on tugev lahend (vt. [10], lk. 146).
Seega S € C?(R"), millest saame, et S on esimese astme poliinoom. Kui DS = 0
iga || = r korral, r > 2, siis D?(D7S) = 0iga |3] = 2 ja |y| = r — 2 korral. Seega ka
A(D7S) = 0 iga |y| = r — 2 korral ning D7S on tavaline funktsioon. Integreerides
saame, et S on r — 1 astme poliinoom. Oleme naidanud, et S € P,_;.

Votame funktsioonist S 2r jarku tuletise néiteks muutuja z; jargi, saame

DYS(X)=> d;DYG(X — X;) =0, VX € R"\{Xy, ..., Xpn}.
=1

Kui n on paaritu, siis (2.2) pohjal

X - X))
D¥G(X — X;) = Qo (X — X)X — X; —2T—n2622r(—z'
PO = X) = Que(X = X)X = X2 = e
Kui n on paaris, siis (2.3) pohjal

r Q rfn(X - Xz)

Kui X — X, siis molemas avaldises nimetaja laheneb kiiremini nullile, seega

lim |D7"G(X — X;)| = o0
ning jarelikult d; =0,:=1,...,m.

Niitd S(X;) = Qo(X;) = 0,7 = 1,...,p. Eelduse kohaselt on interpolatsiooni-
ilesanne punktides Xi,..., X, poliinoomide ruumil P,_; iiheselt lahenduv, seega

Qo =0.

Lause on toestatud.

Tahistame edaspidi ainsat interpoleerivat naturaalsplaini siimboliga S(f).
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Lause 2.4. Splain S(f) on iilesande
min [|Tg||*,
Q={ge Ly R | g(X) = f(X), i=1,....m},
ainus lahend.
Toestus. Defineerime
N(L)={he LY R") | h(X;)=0,i=1,...,m}
ja
N(T) ={h € LY (R") | Th = 0}.
Teoreemi 1.3 pohjal peab kontrollima ortogonaalsuse tingimust
(T'S(f), Th) =0, Vh € N(L).
Seose (2.4) pohjal

m

(TS(f),Th) = (=1)" Y _dih(X;) =0, Vh € N(L).

=1

Kuna
N(T)NN(L)=P,_1NN(L) ={0},

siis jarelduse 1.4 pohjal on lahend iihene.
Lause on toestatud.
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3. Silumisiilesannete piistitused

3.1. Kaaludega silumisiilesanne

Olgu antud l6plikud indeksite hulgad I, Iy C I ja Iy = I\ Iy. Peale selle olgu
veel antud algandmed X; € R", z; € R, ¢ € I, ning kaalud w; > 0, ¢ € I;. Vaatleme

iilesannet
) X)) -z
Tql/? lg(Xs) — =" 3.1
min (H gl +; ” , (3.1)
kus

Q= {g € LY (R") | g(X;) = 2, i € Io}.

Ulesannet (3.1) nimetatakse kaaludega silumisiilesandeks.

Lause 3.1. Olgu poliinoomidega interpoleerimise iilesanne koigil solmedel X,
i € I, iiheselt lahenduv. Siis eksisteerib parajasti iiks naturaalsplain S, mis rahuldab
tingimusi
(—1)’"dzw,—|—S(XZ) =z, €I,

(3.2)
S(Xz) = Zi, 1€ I(],

ning splain S on kaaludega silumistilesande (3.1) ainus lahend.

Toestus. Olgu hulgas I olevate indeksite arv m. Naturaalsplaini (2.6) leidmiseks
on vaja méérata m + p kordajat. Vordused (3.2) koos lisatingimustega (2.7) an-
navad m + p lineaarset vorrandit. Nditame, et vastaval homogeensel siisteemil on
ainult triviaalne lahend. Olgu Sy naturaalsplain kordajatega d? selline, et on tiidetud
tingimused

(—1)rdng+SO(X,) :07 1€ ]1,

S()(Xl) =0, 1€l
Vérduste (2.4) ja (3.3) pohjal
0 < (TS, TSo) = (—=1)" Y d?So(Xi) = (—=1)" Y d?So(Xi) = —(=1)*" > wi(dy).

i€l ieh i€h

Seega d) = 0, ¢ € I,. Vorduste (3.3) pohjal So(X;) = 0, i € I. Lause 2.3 pohjal
d? =0, i € I. Kasutades eeldust, et poliinoomidega interpoleerimise iilesanne koigil
solmedel X;, ¢ € I, on iiheselt lahenduv, saame Sy = 0.

Olgu S naturaalsplain, mis rahuldab tingimusi (3.2). Siis hulga 2, saab kirja
panna kujul

(3.3)

O ={S+h|heLRY), h(X;)=0,i€ I}

Olgu F silumisiilesandes esinev funktsionaal, mida minimiseeritakse, siis

F(S + 1) = [7(5 + w4 30 B D 22

wy

i€lq
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= ||TS||? +2(TS, Th) + ||Th||2 +

b P EEIZAE 5 6 Ry 3

i€l i€l i€l

Arvestades vordust (2.4) ning seda, et h(X;) =0, i € I, saame

(S + h —|— 22 ( %) ( + ”Th”2 Z |h

S i€l

Vérduste (3.2) pohjal

2
F(S+h)=F(S)+|Th|*+)_ w
i€l t
Néeme, et F'(S + h) > F(S) ning F(S + h) = F(S) parajasti siis, kui |[|Th| = O
h(X;) = 0,1 € I;. Kuna |Th|| = 0, siis h € P,_;. Arvestades veel, et h(X;) =
1 € Iy, saame h = 0.
Lause on toestatud.

3.2. Toketega silumisiilesanne

Olgu antud X;, z;, ¢ € I, ning arvud ¢;, © € I C I. Vaatleme {iilesannet

in || 7g|? A
min [|Tg]?, (3-4)

kus
0. ={ge LR | g(Xi) =z, i € Lo, |g(Xi) — 2| <ei, i€}

ja Iy = I\ 1. Vaatleme ka iilesannet

min ||Tgl?, (3.5)

9€Qap

kus
Qas = {g € LY (R | g(X) = 2, i € I, i < g(X;) < Bi i € I}

ja a; < ;. On lubatud, et a; = —o0 voi 3; = oo, kuid siis iga i € I; korral kas a;; € R
voi 3; € R. Ulesandeid (3.4) ja (3.5) nimetatakse toketega silumisiilesanneteks.

Ulesanne (3.4) on iilesande (3.5) erijuht, kus oy = 2, — &; ja 3 = 2z + &, € 1.
Vastupidi, iilesande (3.5) lahendi S pohjal saab konstrueerida tilesande kujul (3.4),
mille lahendiks on samuti funktsioon S. Selleks valime i € I korral z; = S(X;) ja
i € I korral z; = (o + ;) /2, &; = (B; — a;) /2. Kui néiteks [3; = oo, siis olgu g; > 0
nii suur, et S(X;) < a; + 2¢;. Sel juhul valime z; = «a; + ¢;. Seega on moélemad
toketega silumistilesanded ekvivalentsed.
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Vaatleme toketega silumisiilesannet (3.5), kus hulk Q3 koosneb kdikidest funkt-
sioonidest g € Lg) (R™), mille korral on tdidetud interpolatsiooni- ja tokketingimused

9(Xi) =2z, i=1,...,m,

Sellega konkretiseeritakse indeksite hulgad Iy = {1,...,m} ja [, ={m+1,...,N}.

Eeldame, et m > p ja poliinoomidega interpolatsiooniiilesanne p esimeses solmes
Xi,...,X, on iiheselt lahenduv. Niitame jargnevas, et siis on tlesande (3.5) la-
hendiks naturaalsplain kujul

N
S(X) = Qo(X) + Y d:G(X - X)),
=1
kus Qo € Pr—l ja
N
Y diQ(X:)=0 VQ€E P,y (3.6)

=1

Olgu D selliste vektorite d = (dy, . .., dy) hulk, mille korral on tdidetud tingimus
(3.6) ehk

D:{deRN

idiQ(Xi) =0 VQe Pr—l} .
i=1
Defineerime d', d? € D korral funktsiooni
B(d!, &) = % (TSp, TSp),
kus Sp ja Sz on vastavalt naturaalsplainid kordajatega d' ja d?. Olgu
O(d) = o(d, d).

On selge, et ®(d) > 0. Kui ®(d) = 0, siis lause 2.3 toestuse pohjal d = (0,...,0).
Peale selle on ® kommutatiivne, sest

1 1
o(d', d*) = 3 (TSq,TSp) = 3 (TS, TSp) = ®(d?, d"),

aditiivne 1. teguri suhtes

1

q)(dl + d2, d3) = 5 <TSd1+d2,TSd3> = <T(Sd1 + Sdz),TSd3> =

N | —

1
= 3 (TSyp 4 TSyp,TSp) = ®(d",d*) + ®(d?, d®),
ja homogeenne 1. teguri suhtes

1 1
O\, d*) = 3 (TS\q1, TSp) = 3 (NT'Sg1, TSp) = \®(d*, d*).
Seega ®(d!, d?) on skalaarkorrutis ruumi RY vektoralamruumis D ning /®(d) on
skalaarkorrutise poolt indutseeritud norm.
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Vaatleme iilesannet (3.5) naturaalsplainidel. See on ekvivalentne tilesandega

in o(d 3.7
Jin 2(d), (3.7)
kus
K = {(dc)eR"™?| d=(d,...,dy) €D, c=(c1,...,),
S(X)=z,i=1,...,m a; <S(X;) < Bi=m+1,...,N,
P N
S(X) = aQuX)+ > diG(X - X))},
k=1 i=1
ja poliinoomid @), ..., ), moodustavad fikseeritud baasi ruumis P,_;. Otsitavateks

onc=/(cy,...,¢c) jad=(dy,...,dn).

Hulk K on lopliku arvu poolruumide iihisosa, seega poliieedriline hulk. Poliieedri-
line hulk on kumer ja kinnine (vt. [5], lk. 25). Poliieedrilise hulga esitusteoreemi ko-
haselt (vt. [15], 1k. 188 voi [5], 1k. 47) on K poliieedriline hulk ruumis RY*? parajasti

siis, kui leiduvad vektorid 1, ..., z, € RN'? nii, et
s q s
K = {Zmﬁ D ity | A >0, ) A= 1}.
=1 i=s+1 i=1

Olgu P : R¥*? — R¥ projektor ruumi RY*? esimesele N koordinaadile ning Ky
hulga K vastav projektsioon. Siis (d,c¢) € K korral P(d,c) = d € K. Kuna P on
lineaarne, siis

=1 i=s+1

Nipi 20, N =1, Px@-eRN}

i=1

on poliieedriline hulk vastavalt poliieedrilise hulga esitusteoreemile. Seetottu on Ky

kumer ja kinnine ruumis RY. Lemma 1.9 toestuse pohjal on iilesanne dm}i(n O (d)
€N

iiheselt lahenduv. Olgu lahendiks d* € R¥. Siis iilesande (3.7) lahendiks on iga
elemendi d* originaal hulgas K. Olgu (d*,c!), (d*,c®) € K elemendi d* originaalid
ning S; ja Se vastavad naturaalsplainid. Siis S; — S € P,_ ning (57 — 52)(X;) =0,
t = 1,...,m. Interpolatsiooniiilesande iihese lahenduvuse tottu p esimeses solmes
¢! = % Seega iilesandel (3.7) leidub iihene lahend.

Leiame optimaalsuse kriteeriumi iilesande (3.7) lahenduvuseks. Kasutame jérgne-
vas tahistusi

Ai = (G(Xl _X1)77G<Xz _XN)an(Xi)a"'an(Xi))a 1= 17"'7N
Vi = (Qe(X4), ..., Qk(XN),0,...,0), k=1,...,p,

p

h:(dl,...,dN,Cl,...,Cp).

?
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Ulesande (3.7) lisatingimused saab esitada kujul
(Aihy =2z, i=1,...,m,
(A;,h) > a;;, i=m+1,..., N,
—(A;,hy > -3, i=m+1,...,N,
(Vi,h) =0, =1,....,p
Teoreemi 1.18 pohjal on h* iilesande (3.7) lahendiks parajasti siis, kui leiduvad

arvud u;, i = 1,...,m, u,uf, i = m+1,...,N, ja A\, £ = 1,...,p, nii, et on
taidetud tingimused

(I)/(h*) —

||M§

p
uiAi + Z (uf —uf)Ai + 30 M Vi,
i=m+1 k=1

(3.8)

~

>0, u/>0, i=m+1,...,N,
w,((A;, h*) —ay;) =0, u/(B; — (A;,h*)) =0, i=m-+1,..., N.

s

Esmalt peaksime kontrollima funktsiooni ® kumerust. Niitame, et iga d, d’ € Ky
ja A € (0,1) korral

PN+ (1 = N)d) < AP(d) + (1 — N)®(d).

Kuna ® on mingi normi ruut, siis kolmnurga vorratuse pohjal

BN+ (1 = N)d') < BA) + B((1 — N)d') + 2/ P(A\d)/O((1 — N)d').
Homogeensuse aksioomi pohjal ®(\d) = N\?®(d) ja ®((1 — \)d') = (1 — \)*®(d).
Seetottu
< A0(d) + (1= N)?O(d) + 2A(1 — N/ ®(d) /D
< N0(d) + (1= A)*0(d) + A(1 = X) (D(d) + ©(d ))
AO(d) + (1 — \)®(d)

(A + (1 — \)d)

ning sellega on ® kumerus naidatud.
Arvestades vektorite A; ja Vi esitusi, avalduvad vorduse (3.8) pohjal vektori
' (h*) esimesed N komponenti kujul

N
(@' (h*)]; Zul (X = X))+ > (uf —u)G(X; - X)) + i)\ka(X )
i=m-+1 k=1
ning viimased p komponenti kujul
m N
(@' (B jn = D wiQi(Xa) + > (uf — u))Q;(X).
i=1 i=m+1
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Seoste (2.4) ja (3.6) pohjal

o) = XS asea) = S @ + Y - x| =
— <_21)T D didi G(X; — Xy). (3.9)

ik=1
Arvutades vorduse (3.9) pohjal ®'(h*), saame

0P al
R * — —1 r * X— X | = 1 N N
8dj (h’ ) ( ) ;dz G( 7 J)? ] ) ) I

ning

0P
() =0 —
8cj( )=0, j=1,...,p
Seetottu
w = (=1)d:, i=1,...,m,
w, —u! = (=1)"df, i=m+1,...,N, (3.10)

Lause 3.2. Rahuldagu naturaalsplain S, kordajatega h* = {d*, ¢*} tingimusi
S*<Xi):ZZ', z'zl,...,m,

Selleks, et h* oleks iilesande (3.7) lahend, on tarvilik ja piisav, et igai = m+1,..., N
korral

d;k =0, kui o; < S*(XZ) < [,

(—1)7d: > 0, kui S,(X;) = a, (3.11)

(—1)rdr <0, kui S,(X;) = 8.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu h* iilesande (3.7) lahend. Siis kehtivad tingimused
(3.8) ja (3.10).

Kui o; < S*(XZ) < ﬁi, siis <A“ h*> —a; >0 ja ﬁz — <A17 ]’L*> >0 ning (38) p6hJa1
w; = u = 0. Arvestades seoseid (3.10) saame, et df = 0.

Kui S.(X;) = o, siis (4;,h*) — a; = 0 ja ; — (A;, h*) > 0 ning (3.8) pohjal
w, > 0 ja u! = 0. Kasutades jalle seoseid (3.10) saame u, — v} = (—1)"df > 0.

Analoogiliselt kui S.(X;) = 3, siis (A, h*) —a; > 0 ja §; — (4;,h*) = 0 ning
(3.8) pohjal u; =0 ja u/ > 0. Lopetuseks veel (3.10) pohjal u; — u = (—1)"d} < 0.

Piisavus. Niitame, et suvalise funktsiooni g € Q,s korral ||Tg|* > ||TS.|*.
Kasutades vordust

TS, = Tg|l* = (TS, = Tg,TS. = Tg) = |TS.|* = 2(T'S., Tg) + || Tq|*
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naeme, et
ITgll* = ITS 1> = TS, =Tyl +2(TS., Tg) — 2| TS.[|* =
= || TS, —Tgl|*+2(TS., Tg —TS.).

Kasutades seost (2.4) ja vordusi g(X;) = S.(X;) = z;, t = 1,...,m, saame

N
ITgl* = ITS.|* = TS, = Tgl* +2) (~1)d; [g(X;) = S.(X,)] =

i=1
N
= |ITS. = Tgl*+2 Y (=1)d; [9(X:) — S.(X3)].
1=m-+1
Defineerime indeksite hulgad M; ja M jargnevalt
M1 :{Z |sz+1,,N, S*(Xl) :Oél'},
My={ili=m+1,...,N, S.(X;) =06}

Kuiie{m-+1,..., N}\(M; UM,), siis o; < Su(X;) < §; ning df = 0. Kui i € My,
siis (—1)"d} > 0 ning i € M, korral (—1)"df < 0. Seega

ITgl> = |ITS> = TS, =Tl +2 > (=1)"d; [9(X;) — ] +
i€ My >0 >0
+ 2 (=1)7d; [g(X5) - 8] >0. (3.12)
i€ Mo <0 <0

Niisiis, splain S, kordajatega h* minimiseerib funktsionaali ||Tg||? iile koikide g € Qag,
seepérast on h* ka tilesande (3.7) lahend.
Lause on toestatud.

Lause 3.3. Olgu h* iilesande (3.7) lahend ja S, naturaalsplain kordajatega h*.
Siis S on tlesande (3.5) ainus lahend.

Toestus. Lause 3.2 toestuses nditasime, et suvalise funktsiooni g € 2,3 kor-
ral [|Tg||* > || TS.||?. Seega S, on iilesande (3.5) lahend. Selleks et niidata lahendi
ihesust, kasutame eeldust, et m > p = dim P,_; ning punktides X;, ..., X, on inter-
polatsioonitilesanne poliinoomide ruumil P,_; iiheselt lahenduv. Viimane tdhendab
aga seda, et kui Q(X;) =0,i=1,...,p, Q € P,_4, siis Q = 0.

Kui |Tg||* = ||TS.|?, siis (3.12) pohjal | T'S, — Tg|> = 0. Kui koik r jarku
tuletised funktsioonist S, — ¢g on vordsed nulliga, siis S, — g € P,_1. Arvestades, et
9(X;) = 95.(X;),i=1,...,p, saame g = S,.

Lause on toestatud.

Kaaludega ja toketega silumisiilesannete ekvivalentsust ja iihelt teisele iilemineku
voimalusi on analiiiisitud t66s [1].
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4. Toketega silumisiilesande lahendamine

4.1. Solmede lisamise ja eemaldamise algoritm

Punktis 3.2 nigime, et toketega silumisiilesande
. T 2
nin 1Tg]*,
roﬁ = {g S L;T)Rn ’ g(Xl) :Ziai = 17"'7m7 0% Sg(Xz) S 517Z:m+177N}7
lahendamiseks piisab lahendada iilesanne (3.7) naturaalsplainidel

(1" §
B(d) = — > didy G(X; — X;) — min,
i,k=1

Esitame jirgnevas iihe voimaliku algoritmi iilesande (3.7) lahendamiseks. Igas
algoritmi sammus konstrueerime interpoleeriva naturaalsplaini ja kontrollime opti-
maalsuse tingimusi (3.11).

1. etapp. Olgu Q1, ..., Q, fikseeritud baas ruumis P,_;. Konstrueerime natu-
raalsplaini

hS]

m

So(X) =) QX))+ &) G(X - X),

s=1 =1

mis interpoleeriks solmi Syo(X;) = 2z, j = 1,...,m. Selleks on vaja lahendada line-
aarne vorrandisiisteem

p m

2 d}Qu(Xi) =0, s=1,....p,
=1

tundmatute df, ..., dJ,, 7, ..., ) leidmiseks. Kui {1,...,m} = 0, véib votta splai-

) 'm?

niks Sy suvalise poliinoomi ruumist P,_;. Kontrollime tingimusi

Kui (4.1) on téidetud, siis lause 3.2 pohjal Sy on iilesande (3.7) lahend, sest d; = 0,
i = m+1,...,N. Vastasel korral, s.t. kui (4.1) pole taidetud, madrame hulgad
Mg =0 ja Moﬂ = (), votame k = 1 ning laheme etappi 2.
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2. etapp (solmede lisamise etapp). Siin on algoritmi taitmisel antud indeksite
hulgad M}, M£—1 Cc {m+1,...,N}. Lisaks on leitud naturaalsplain Sy_;, mis on
iilesande

= ﬁia (S M]fflv

lahend, kusjuures i € Mg, korral (—1)"d*™* > 0 ja i € M | korral (—1)"d*~' < 0.
Lause 3.2 pohjal on Sy_; iilesande

. T 2
min |[Tg]|
lahend, kus
Q1 ={g € LR g(X) = 21,0 = 1,...,m, a; < g(X;) < Bryi € M, UM}
Paneme téhele, et 2,3 C 2;_; ning seepérast
min [[Tg||* < min ||Tg|].
SO €llap
Eraldame vélja indeksid, mille korral tokketingimused (4.1) pole tdidetud. Olgu
N, N,f_l C{m+1,..., N} sellised, et
1€ N,Sé_l, kui Sk—l(Xz) < oy,
ja
i€ NP |, kui S_1(X;) > 6.

Kui Ng |, U N£—1 = (), siis Sg_1 on iilesande (3.7) lahend ning algoritmi t66 on
loppenud. Vastasel korral leiame naturaalsplaini

Sp(X) = Z A0 Qu(X) + > 4’ G(X - X))
s=1 ie{l,...,m}U
UMy UM U
UNE L UNY,
nii, et on taidetud tingimused
SUX) =2, i=1,...,m,
) =, 1€ M UNZ |,
) =08, i€M] UN, ..
Kui kehtivad vorratused
(=1)7d"® >0, ie M, UNZ,, 42)
(—1)rd® <0, ieM? UNP '

siis voetakse Mg = Mg | UNg ,, M = M UN/_ | ja S = SY. Splainiga S
alustatakse uuesti etappi 2. Kui tingimused (4.2) pole tdidetud, siis téhistatakse
Lo = 0, Lfo = () ning splainiga S minnakse 3. etappi.
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3. etapp (solmede eemaldamise etapp). Olgu leitud splain S,i_l. Definee-
rime j > 1 korral

Ly ={i € M, UNp, | (=1)d;/ ™" <0},
Li;={ie ML UNL | (=1)d""" > 0},
Paneme téahele, et juba eemaldatud solmede X; korral df’j = 0, seetottu kehtivad

solmede hulkade vahel sisalduvused Ly, ; C Li; ja Lf’j_l C L}f’j. Lahendame
interpolatsiooniiilesande

SHX) =2, i=1,...,m,

Si(Xi> =aq; 1€ (Mlg—l U ng—l) \ Lg,jv

SUX:) =B, i€ (M UN] )\ Ly,
ja kontrollime tingimusi

(_1)Td§’j >0, i€ (Mg, UNZ )\ Ly,

(—1)rdy? <0, i€ (M UNJ )\ L,
Kui viimased vorratused kehtivad, siis tdhistatakse Mg = (Mg, U Ng )\ Li
M,f = (M,f_1 UN,f_l) \Lfij ja Sy = Si. Splainiga Sy alustatakse uuesti etappi 2. Kui
viimased vorratused ei kehti, siis minnakse uuesti 3. etapi algusesse ja eemaldatakse

veel solmi. Paneme téhele, et 3. etapp ehk iileminek S) — S} — ... — Si = S
koosneb alati loplikust arvust sammudest.

4.2. Naiteid algoritmi realiseerimise kohta

Selles punktis vaatleme naiteid lineaarsplainide kohta.

Olgu r =n =1, siis
1 l
Ly (R) = {f | /' € La(R)}.
Valime G(z) = x4 (vt. [13] k. 16-17), kus

x, kuix >0,
Ty =
0, kui z < 0.

Naturaalsplainid solmedega xq, ..., x, avalduvad kujul
S(x) =c+ Zdl(x — )4,
i=0

lisatingimuseks on
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Esmalt uurime, kuidas graafiku abil kindlaks teha interpoleeriva naturaalsplaini
kordajate d; mérgid. Selleks vaatleme jargmist néidet:

di1 <0 dy <0

Kui z < g, siis S(z) = ¢. Kui z > x,,, siis

S(x) :c+zn:di(x—xi) =c+ <zn:di>x—zn:dixi = C.
i=0 =0 i=0

=0

Seega véljaspool 16iku [zg,x,] on splain konstantne. Arvutame splaini véirtused
solmedes xg, ..., x3, saame

S(zg) = ¢,
S(z1) = c+do(xy — ) = S(x0) + do(x1 — T0),
S(xe) = c+do(xg —x0) + di(z2 — 1) = S(x1) + (do + di) (22 — 21),

S(l’g) = S(l’g) + (d() + d1 + dg)(l’g — 1'2).

Tahistades A; = (:ci, S(xi)), i =20,...,n, ndeme, et dy on loigu AgA; tous, dg + d;
on loigu A; A, tous jne. Vaadeldes kahest 16igust koosnevat murdjoont A; 1 A;A;.1,
saame médrata d; margi jargmiselt: kui A; 1 A; tous on suurem kui A;A;,, tous, siis
d; <0, kui A;_1A; tous on vaiksem kui A;A; 1 tous, siis d; > 0.

Niide 4.1. Olgu I, = {1,2} ja I, = {3,4}. Interpolatsiooni- ja tokketingimused
on antud jargmisel joonisel.

So St
$)—— 89 ----

Esimeses etapis kasutatakse solmi x; ja x,. Konstrueeritakse splain Sy. Teises
etapis lisatakse hulka Ng indeksid 3 ja 4. Konstrueeritakse splain SY. Tingimused
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(4.2) on r = 1 korral kujul

d; <0, kuiS(x;) =,
d; >0, kui S(x;) = ;.

Kuna di’o > (), siis kolmandas etapis eemaldatakse solm x, ja moodustatakse splain
St. Et aga Si(x4) > 4, siis minnakse uuesti etappi 2. Tihistatakse Nlﬁ = {4} ning
konstrueeritakse splain Sy = Sy, mis ongi iilesande lahendiks.

Naiide 4.2. Olgu I, = {1,2} ja I; = {3,4,5,6}. Interpolatsiooni- ja tokketingimused
on antud jargmisel joonisel.

CI——

Esimeses etapis konstrueerime splaini Sy, mis kasutab solmi z; ja xs.
Teises etapis eraldame vélja indeksid, mille korral tokketingimused pole taidetud:
N§ ={3,4} ja NP = {5,6}, ning leiame splaini S nii, et on tiidetud tingimused

S?([EZ) = Zi, 1€ {1,2} :]0,

S?(TL’Z‘):OQ‘, i6{374}:N(()17

S(x;) = B;, i€ {56}=Ny.
Jooniselt ndeme, et dy® < 0, d;° > 0, di” < 0 ja dg° > 0. Tingimused (4.2) pole
taidetud ¢« = 4 ja ¢ = 5 korral.

Kolmandas etapis tdhistame L{;, = {4} ja Lfl = {5}. Leiame splaini S] nii, et
on taidetud tingimused

Sll(l’l) = Zi, Z - {1,2} = Io,
Si(z3) = as,
511(956) = [s.

Kuna S} (z4) < ay, ldheme uuesti etappi 2 ja lisame so6lme z4. Splain S§ = S5 on
iilesande lahendiks.
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Naide 4.3. Olgu [, = {1,2} ja I, = {3,4,5,6,7,8}. Interpolatsiooni- ja tokke-
tingimused on antud jargmisel joonisel.

Esimeses etapis konstrueerime splaini Sy, mis kasutab solmi x; ja xs.
Teises etapis eraldame vélja indeksid, mille korral tokketingimused pole tédidetud:
N§ =1{3,4,5} ja Noﬁ = {6, 7,8}, ning leiame splaini S? nii, et on tiidetud tingimused

S?(l’l) = Zi, 7 € {1, 2} = Io,
S9(x;) =B;, i€{6,7,8} =N

Jooniselt ndeme, et tingimused (4.2) pole taidetud i = 5, i = 6 ja i = 7 korral.
Kolmandas etapis tahistame L{; = {5} ja Lf’l = {6,7}. Leiame splaini S} nii,
et on taidetud tingimused

SHw) = 2z, 1€ {1,2} = I,
Si(zi) =a; i€ {3,4} = Ng \ L{,,
Siwi) =B i€ {8} =N\ LY,
Mérkus: S} (z5) < as.

Téhistame S; = S}, M® = {3,4} ja M/ = {7} ning liheme etappi 2. Tokke-
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tingimusi rikutakse solmedes x5 ja x7, seega Ni* = {5,7}, N B = (). Leiame splaini
S nii, et on tiidetud tingimused

SY(x;) =2z, ie€{l,2} = I,
Sg(:v,-):ai, Z.E{3,4,5,7}:M1QUN1Q7
S9(x;) =6;, ie{8 =M’ UN’.

Kuna S3 korral ei rahulda d?’o tingimusi (4.2), siis kolmandas etapis eemaldatakse
solm x5. Defineerime L$, = {5}, Lgl = () ning lahendame {ilesande

S%(ZEZ) = Zi, ) & {1, 2} = Io,
521(332‘):067;, (S {37477}: (MIOCUNF)\L%D
Sy(w:i) = B;, i€ {8} = (M UN)\ Ly,.

Kuna d;" > 0, siis tuleb eemaldada ka s6lm x4. Téhistame Lg, = {4,5}, ng =0
ning lahendame tlesande

522(5131) = Zi, 1€ {1,2}:[0,
S3(wi) = i, i €{3,T} = (M UNP) \ L5,
S5(xi) = B, i € {8} = (MY UN])\ L
Olgu niiiid Sy = S2, Mg = {3,7} ja M) = {8}. Kuna splaini S, korral on koik

tokketingimused téidetud, on Sy iilesande lahendiks.
Mérkus: My ¢ M.

4.3. Algoritmi loplikkus

Selles punktis nditame, et monograafias [14] lk. 71 toodud toéestus algoritmi 16p-
likkuse kohta on vigane. Nimelt ei kehti jargmine (Lemma 10.3 t66s [14])

Lemma. Olgu Sy naturaalsplain, mis rahuldab tingimusi
So(X;) =z, i€ Iy,
So(Xi) =«a;, i€ M*CI,
So(X;)=pi, ieMPCI,
MenNMP =0.
Moned splaini Sy kordajatest d; drgu rahuldagu optimaalsuse tingimusi. Tahistame
LY ={i € M*| (-1)"d; < 0} ja LP = {i € MP | (=1)"d; > 0}. Olgu S splain, mis

rahuldab tingimusi
S(Xl) = Zi, 1€ [0,

S(X:) =y, i€ M\ L
S(X;) =8, i€ MP\LP
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Siis kehtivad jargmised vorratused
S(X;) > a;, kuiie L®,
S(X;) < B, kuiie LP.
Toestus. Lemma mittekehtivuse toestab naide 4.2. Eemaldades solmed z4 ja x5
nieme, et S} (z4) < ay. Ka niites 4.3 tekib kontraniide lemmale: S7(z5) < as.
Olgu Sj naturaalsplain, mis rahuldab tingimusi
Sp(X;) =z, i€ I,
Sk(X;) =i, i€ Mg,
SK(X,) =B, i€ M,
ning Si_; naturaalsplain, mis rahuldab tingimusi
Sp-1(Xi) =z, i € Iy,
Sp-1(Xy) =, 1€ MY,
Sk (X)) =06, ieM] .
Molema splaini kordajad d; olgu koik nullist erinevad.
Lause 4.1. Kui S, ja S,_; on sellised naturaalsplainid, et kehtivad sisalduvused
Mg, C Mg ja MY | M?, siis || TSk > || TSk-1]-
Toestus. Analoogiliselt lause 3.2 toestusele
NTSkll? = ITSk-1|> = | TSk — TSp_1|*> + 2(T'Sp_1, TSk — T'Sk_1).
Vorduse (2.4) pohjal

(TSy_1, TSy — TSp_y) = o (D) T (Sk(Xs) = Sk (X)) = 0.

. ~~ >
i € IpU =0
B
UMg UM

Seega || TS||? — || TSk-1]|? = [|T'Sk — T'Sk_1]|? > 0, jarelikult | TSk > | T:Sk_1|l-
Lause on toestatud.

Lause 4.2. Kui Sy ja Si_; on sellised naturaalsplainid, et solmede indeksite
hulkade vahel kehtivad sisalduvused M , C M ja le—l C M,’f , kusjuures kas

M\ Mg # 0 voi M\ M # 0, siis | TS| > || TS|

Toestus. Oletame vastuvéiteliselt, et | 7'Sk|| = ||7'Sk-1]|, siis lause 4.1 pdhjal
||TSk — TSk_1|| = 0 ehk ||T(Sk — Sk—l)” = 0. Kuna Sk - Sk:—l € Pr—l ning 1€ [0
korral Si(X;) — Sk—1(X;) = 0, siis interpolatsioonitilesande iihese lahenduvuse tottu

poliinoomide ruumil P,_; saame Sy = Si_1. Saime vastuolu eeldusega.
Lause on toestatud.
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Lause 4.3. Kui solmede lisamise ja eemaldamise algoritmi kédigus iga k korral
M, C M ja M,f_l C M,?, siis algoritm on loplik.

Toestus. Niitame, et tehtud eeldustel iga k korral M | # Mg voi M | # M.
Oletame vastuviiteliselt, et M2 | = M ja MP | = M/, siis Sy = Sp = SU.
Vaatleme solmede eemaldamise etapi viimast sammu, {ileminekut S~ — S7. Splaini

—1 = : : o el o
S; solmede indeksid on hulgast (IloUMg | UN UM,fflUN,ffl) \ (Llw'fl UL’Z,jfl),
splaini S} solmede indeksid on hulgast (IOUM,?_luN,?_lUM]f_lUN,f_l) \ (Lg’jUL}f’j).
Splainil S,Z_l on rohkem solmi kui splainil Si. Uleminekul S,z_l — Si eemaldati
solmed indeksitega (Lg ;U Lfy j) \ (Lz‘ -1 Y Lg jfl). Vaatleme poolskalaarkorrutist

HTSIZf1 - TSZ H2 = HTS;?1 - TSk—1”2 =
= (TSN, TS =TSy 1) — TSk 1, TS, =TSk ).

Kuna splainil Si_l on rohkem so6lmi kui splainil S;_; ning koigi splaini Si_; solmede
X; korral S7'(X;) = Si_1(X;), siis vorduse (2.4) pohjal
(TS}, TS| = TSp1) = > (=17 a7 (STH(X) = Sk (X))
i€ (Lg, ULy )\

g1 VIR )

Ja A
(TSy_1, TS, —TSi_1) = 0.
Seega
ITS = TSeal? = > (=17 d T (SN (0) - Ska(X) +
€Ly ALY ;’0 >0
+ > ()T (SN XG) = Sk (X))
€Ly \Lj i, >0 <0

Kuii € Ly, \ L, siis sdlmede eemaldamise tottu iileminekul Si~t — S saame
(=1)"d¥ ™' < 0ja S (X;) = a;. Kuna splainile Sj_; on sdlmed indeksitega hulgast
Ly i\ Ly ;) juurde lisatud, siis Sk—1(X;) < a;. Analoogiliselt i € Lg,j \ Lg,j—l korral
(1) di7 ™ >0, STHX) = B ja Sk-1(Xi) > B Seega [TS] ' — TSia|* < 0,
mistottu || 7.5 —T'Sk_1||> = 0. See on aga vastuolus eeldusega S; ' # Si_1. Oleme
niidanud, et iga k korral M | # Mg véi My | # M. Seepirast lause 4.2 pohjal

HTS/C” > ||TS/€—1||? k= 1727 )

mis solmede arvu loplikkuse tottu tagab algoritmi loplikkuse.
Lause on toestatud.

Uldiselt sésraseid sisalduvusi solmede hulkade vahel ei esine. Toestuseks piisab
vaadelda néidet 4.3, kus M} ¢ Ms'. Seega iildjuhul on algoritmi loplikkuse kiisimus
lahendamata probleem.
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5. Paketi Mathcad abil realiseeritud naited

5.1. Interpoleerimisiilesande lahendamine

Kuna solmede lisamise ja eemaldamise algoritmi igal sammul tuleb lahendada in-
terpolatsiooniiilesanne, siis selles punktis on uuritud vigade levikut kuupsplainidega
interpoleerimisel.

Interpoleeritud on funktsiooni

vadrtusi ja lahisvaartusi 1oigul [—1, 1].
Kasutatud on ebaiihtlast vorku solmedega to,...,ty, N = 8,16,32,..., mis on
defineeritud jargmiselt:

to=—1, ty=1, ty="l

w2

tv_; =1tn — 01, ty_o=1n — 01 — 09,
2 2 2
t%+1:t%+5, t%+2:t%+5+51, t%+3:t%+5—|—51+52,

kus

thy —t )
5= fgmo, 5 =01(8) ja 8y =dy();

16ikudes [to, ¢ N oljalt N3, tn] on solmed jaotatud tihtlaselt. Konstandid

) ) )
s e { 55 e

fikseeritakse igas katses eraldi. Seega ebaiihtlasus asetseb loigu keskpunkti vahetus
laheduses. Solmede paiknemist iseloomustab jargmine joonis:

52 51 ) 51 52

to t%72 t%fl t% t%Jrl t%JrQ t%JrB tn

Mitmes katses muudame vea lisamisega mones solmes funktsiooni vaértust ja
uurime selle moju.

Interpoleerimisel on kasutatud kuupsplainide esitust esimeste momentide kaudu
(vt. [13], 1k. 97-98), teiste momentide kaudu (vt. [13], Ik. 99-100), kuup-B-splaine (vt.
[13], 1k. 18-22) ja naturaalsplaine. Kahel esimesel juhul on kasutatud nn. loomulikke
rajatingimusi S”(ty) = S”(tx) = 0. Naturaalsplainide korral tekib lineaarne vorran-
disiisteem, mille lahendamisel on kasutatud Mathcad’i sisemist funktsiooni lsolve.
Ulejésnud juhtudel tekib kolmediagonaalne vorrandisiisteem, mille lahendamisel on
kasutatud elimineerimismeetodit. Esimeste ja teiste momentide kasutamisel tekki-
vates vorrandisiisteemides on igasuguse solmede asetuse korral siisteemi maatriks
domineeriva peadiagonaaliga ning elimineerimismeetod on stabiilne. Ebaiihtlasel
vorgul B-splainide kasutamisel tekkiv siisteem ei pruugi olla domineeriva peadiago-
naaliga, seega B-splainide korral on elimineerimismeetodi stabiilsus iimardamisvi-
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gade suhtes lahtine. Splainide alases kirjanduses esineb selle juhu kohta erinevaid
seisukohti.

Jargmistes katsetes kasutame esimeste momentide abil konstrueeritud kuupsplai-
ni jaoks tahistust S(m;), teiste momentide abil konstrueeritud kuupsplaini jaoks
tahistust S(M;), kuup-B-splaini jaoks tdhistust S(B) ja naturaalsplaini jaoks téahis-
tust S(G).

Tabelites on toodud suurim erinevus konstrueeritud splaini ja funktsiooni f vahel
kiimme korda tihedama vorgu solmedes.

Katse 1. Olgu 6; = 05 = NL/Q.

N 8 16 32 64 128

S(m;) | 4,111441-103  6,114412-10~% 1,216216-10~* 2,70316-10~° 6,361792-10~°
S(M;) | 4,111441-1073  6,114412-10~% 1,216216-10~% 2,70316-10~° 6,361792- 106

S(B) | 4,111441-1073 6,114412-10~% 1,216216-10~% 2,70316-10~° 6,361792 - 106

S(G) | 4,111441-10% 6,114412-10"% 1,216216-10~* 2,70316-10~°> 6,361792- 10~

Katse 2. Olgu 6; = 6, = NL/T Lisame punktis ty algandmetesse vea, vottes
S(ty) = f(ty) + 1074
N 16 32 64 128 1024

S(m;) | 6,114127-107*  3,449512-10~*  6,499513 - 10~ 1,238597-10"%  9,47062-10~3
S(M;) | 6,114127-107%  3,449512-10~*  6,499513-10~% 1,238597-10"3  9,47062 - 1073

S(B) | 6,114127-10"*  3,449512-10"% 6,499513-10~% 1,238597-10%  9,47062- 1073

S(G) | 6,114127-10~%  3,449512-10~%  6,499513-10-% 1,238597-10~3 9,470695 - 10~3

Katse 3. Olgu 6, = 6, = W. Lisame punktis t% algandmetesse vea, vottes
S(t%) = f(t%) + 1074

N 8 16 32 64 128

S(ms) | 8,156287-1073  1,096382-10~3 4,756233- 103 1,887789-10~2 7,532654 - 102
S(M;) | 8,156287-103 1,096382-10~3 4,756233-10~3 1,887789-10"2 7,532654 - 102

S(B) | 8,156287 103 1,096382-10~3 4,756233-10~3 1,887789-10"2 7,532654 - 102

S(G) | 8,156287-1073 1,096382-1073 4,756233-10~2 1,887812-10"2 7,559817 - 102
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Katse 4. Olgu 6; =

6
N/2

ja52:(

)

N/2)?"

N 8

16

32

64

128

S(ms) | 5,781383 103
S(M;) | 5,781383 - 102

S(B) | 5,781383 1073

S(G) | 5,781383 1073

6, 485046 - 10~

6, 485046 - 10~

6, 485046 - 10~

6, 485046 - 10~

1,234461-10~*
1,234461 - 104
1,234461-10~*

1,234461-10~*

2,713448 -107° 6,367916 - 1076
2,713448-107°  6,367916 - 10~°
2,713448-107°  6,367916 - 10~°

2,713448 -1075  6,367916 - 10~6

Katse 5. Olgu §; = NL/Z ja 0y = W/2)2

vottes S(tx) = f(ty) +

1074,

)

. Lisame punktis ¢ §

algandmetesse vea,

N 8

16

32

64

128

S(ms) | 5,779552 - 10~3
S(M;) | 5,779552 - 103

S(B) | 5,779552 1073

S(G) | 5,779552 - 10~3

6,484968 - 10~

6,484968 - 10~

6, 484968 - 10~*

6,484968 - 10~

3,956743 - 10~*
3,956743 - 10~
3,956743 - 10~

3,956743 - 1074

7,590108 - 10~*  1,465082 - 10~3
7,590108 - 10~*  1,465082 - 1073
7,590108 - 10~*  1,465082 - 103

7,590108 - 104 1,465083 - 10~3

Katse 6. Olgu N

128, 6, = NL/Q ja 8y =
keskpunkti l&hedusse vea, vottes S(t;) =

voetud punktis £y _,, teises seerias punktis tx _, jne.
2 2

s
(N/2)%
f(t;) + 107*. Esimeses seerias on viga

Lisame algandmetesse

ti ty_3 ty_o ty_4 ty by by
S(m;) | 107*  3,619286-1072 3,612474-1072 1,465082-1073 1,465082-1073 3,556867 - 1072
S(M;) | 107*  3,619286-1072 3,612474-1072 1,465082-107% 1,465082-1073 3,556867 - 10~2
S(B) | 107*  3,619286-1072 3,612474-1072 1,465082-1073 1,465082-1073 3,556867 - 1072
S(G) | 107*  3,619295-10"% 3,612483-1072 1,465083 1073 1,465065-1072 3,556735- 102
Katse 7. Olgu 6; = W ja 0y = W.
N 8 16 32 64 128
S(m;) | 9,064313-1073  6,922176 - 10~ 1,25407-10~% 2,724089-107° 6,374141-106
S(M;) | 9,064313-1073  6,922176-10~*  1,25407-10"* 2,724089-10~° 6,374141-10~°
S(B) |9,064313-1073 6,922176-10~* 1,25407-10"% 2,724089-1075 6,374141-1076
S(G) | 9,064313-107%  6,922176-10~*  1,25407-10~* — —

o1




Katse 8. Olgu 4, = (1\//%)4 ja 0y = (N?2)8'

N 8 16 64 128 256

S(m;) | 1,017002-10-2  6,978006 - 10~4  2,724422-10~5 1,681302-10~% 4,174719-10~°
S(M;) | 1,017002- 1072 6,978006 - 10~%  2,724422-10~5 1,681302-10~% 4,174719-10~5

S(B) | 1,017002- 1072 6,978006-10~* 2,724422-10=° 1,769658 - 1073 0,5090033

S(G) | 1,017002 - 10~2 — — — —

Katse 9. Olgu N = 128, §; = W ja 0y = W. Lisame algandmetesse

keskpunkti ldhedusse vea, vottes S(t;) = f(t;) + 107%. Esimeses seerias on viga
voetud punktis £y _,, teises seerias punktis tx _, jne.
2 2

t; t%73 t%72 tgfl t% t%Jrl

S(m;) | 1,681302-107*  2,465694 - 10°  2,465694 - 10°  3,699377 - 102 3,699378 - 102

S(M;) | 1,681302-10~%  2,465694 - 10° 2,465694 - 10°  3,699377- 102  3,699378 - 10>

S(B) | 1,769658 - 103  2,465694 - 10° 2,465694 - 10°  3,69937-102  3,699362 - 10>

Katse 10. Olgu N = 128, §; = W ja 0y = W. Lisame algandmetesse
keskpunkti lihedusse kahte korvutiasetsevasse punkti vead, vottes S(¢;) = f(t;)+1074

ja S(tiy1) = f(tipr) — 1074
t; t%_2 t%—l t% t%-{-l t%_,'_g

S(m;) | 4,931387-10° 2,465694 - 10° 2,41592-102  2,427799-10°  4,855597 - 10°

S(M;) | 4,931387-10°  2,465694 - 109  2,41592 - 102  2,427799 - 10°  4,855597 - 10°

S(B) | 4,931387-10° 2,465694 - 10° 2,41592-102 2,427799 -10° 4,855597 - 10°

Katse 11. Olgu §; = W ja 0y = —(N/62)16'

N 8 16 32 64 128

S(m;) | 1,024361-10"2  1,456008 - 1073 2,767841-1072 6,804567-10~* 2,865913-10~*

S(M;) | 1,024361-10"2  1,456008 - 10~3  2,767841-10~3 6,804567 - 10~  2,865913 - 10~*

S(B) | 1,024361-1072 3,327954-10=3  1,093433-10°  2,799188 - 10! —

Nagu naha, kiituvad iildiselt ka B-splainid vorrelduna esimeste ja teiste momen-
tidega hésti. Vaid katsetes 8 ja 11 véga ebaiihtlase vorgu korral hakkab iimardamisvi-
gade moju oluliselt kiiremini kasvama. Véga spetsiifilise vorgu ning suure solmede
arvu korral pole naturaalsplainid kasutatavad, kuna Mathcad ei ole voimeline tekki-
vat vorrandisiisteemi lahendama.

Vastavad Mathcad’i programmid on toodud lisades 1-4.
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5.2. Toketega silumisiilesande lahendamine

Juhul n =1, r = 2 esituvad naturaalsplainid solmedega x, ..., zy kujul
N
S(x)=cy+crx+ Z di|w — 4]
i=0

Fikseerides ruumis P; baasi {1, z}, esituvad lisatingimused kujul

N N
=0 =0

Seega, tahistades aktiivsete solmede hulga I, tuleb algoritmi igal sammul lahendada
vorrandisiisteem

CO+Clxj+Zdi|xj_xi|3 = z, 7€,
el
Zdz - 0,
Zdzxz == 0,

kordajate cg, c1 ja d;, ¢ € I, leidmiseks.

Kuna siisteemi lahendamiseks on kasutatud Mathcad’i funktsiooni lsolve, on ette
antud ka viga e = 107!2, mille vorra splaini viidrtused voivad tokkekoridoridest vilja
ulatuda. Programmi lopus on uuritud tegelikku viga, mille vorra splaini vaartused
erinevad interpolatsiooni- ja tokketingimustest.

Programm toketega silumisiilesande lahendamiseks iithedimensionaalsel juhul sol-
mede lisamise ja eemaldamise algoritmi abil on toodud lisas 5.

Teostatud arvutustes osutus solmede lisamise ja eemaldamise algoritm 1oplikuks.
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Lisa 1.
Interpoleerimistilesande lahendamine kasutades

kuupsplainide esitust esimeste momentide kaudu

Algandmed:

Léigu otspunktid:

o=l b=l iz =
Erogramm;
Salmpunktid:
1 n_E
2
5‘_‘0—&
f
tuo—ﬁ
¢ _a+b_2E
n—2 2 i
t’n 1'_El+b_E
= 2 f1
t'_a+b
" 2
a+h
n+1" 2 +6
El+b+5+6
n42 2 P
at+h i
3 5+2E
byt
for i1 . n-3
t -1
bt 1+M
1 1— n_2
for ieEn+4. H-1 if M>&
-t
bt 1+tH n+3
L n-3
t

Interpoleeritay funktsioon:

1

1+x2

Ozaldikude are:
W =256
Osaldigud:
hi=|for i=l1.H
i A
h

Splaini vaartused sdlmedes:

¥

it

11:

hi+hi_'_1

for i 0. H
¥y f(ti)

ediagonaalse slsteemi kordajad:

mU¢—1
for icsl. H-1

h

1

for ie0. W
1.2
1

for iel. -1

k—1-
1

k—1

k

Zﬂq—

b,

m.

1

3(31 - %)

for i1, H-1

I —
1

ZNq—

55

3m, -
1

(5"1+1 = Yi) N 3'1{1'(5?1_ ¥i_ 1)

hi+ 1 hi

3'(YN_YN-1)

fyg



Kolmediagonaalse sisteemi lahendamine:

- My -
&= P‘u,u"g R e B
f—H -1
i pils i5: 1
gull,_g while i
My— g )= By Wy
) i 1
while i<
i
m
ST T,
i 10
T — ko,
i i"i-1,1
=y
1T 1
i—it 1
e N
8
]'H_RIJP"N—I,EI
&

Splain:

a(x) =for iel. N

t.—x .
[:1 ) '(3'32—1*' hi'mi— 1) o

(5 eF T mye

Yiga, mis tehakse kimme korda tihedama virgu sdlmedes:

wiga = |a—0
ha— 0
for i=0.H-1
for k0,10
k'hi+1
10
q—| 53 - 3(s) |
if o Ema

s«-ti+

max— g

4+— 5

max

| 154237300070
Viga =
-0 BUEE26
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Lisa 2.

Interpoleerimisilesande lahendamine kasutades
kuupsplainide esitust teiste momentide kaudu

Algandmed:

L&igu otspunktid:

ari=e]! hi=1
Frogramm:
Sdlmpunlktid:
to= n._H
2
. ey
n
't-ui—&
tn—ﬂ'_a-'-b_zi
2 e
tn—l'_a+h_i
2 =2
t‘_a+‘l::-
B 2
a+hb
n+1'_ 2 +6
at+h 5 ]
h+a + +_2
b
a+h i
3 +5+2_2
Fa)
b
for i=el.n-3
t -t
n—2 1]
i i—-1 e
for ien+4. . M-1
ft +t}T_t’n+3
i i—1 n_ 3
t

Interpoleeritay funktsioon:

fix) = 1

2
14+

if M8

57

Csaldikude ar:

B =256
Ozaldigud:
hi=|for iesl. W

il i Y

h

Splaini vaartused sdlmedes:

for i=s0..H
¥ f(ti)

¥

Kolmediagonaalse sisteemi kordajad:

ki=|for il . N-1
h.
i 1
-
hi+b
kHo—EI
k
1:=|far i=0..H
L—2
1
1
m = mﬂ+—EI
for i=1.H
me—1-k
1 1
m
Tiis zn+—|:l
for 11, . H-1
= i (5’1+1_5ri ¥i—¥i
— ; o
hi+h g0 By, by
=1
z




Kolmediagonaalse sisteemi lahendarmine:

_ My
& 0= ‘é"u,u‘_z
ZEI
‘a‘u,l'_g
i—1
while i<H
1.
— 1
i,0 :
-5 ‘&"i—l,u
. S Ny g
il .
-5 ‘&"i—l,u
i—it1
Ty = Frfhyg_ g
H,17 )
]'H_ kHﬂN—l,D
)
Splain:
A =for i1 N
E: E:
t. - -t
6-hi = 6-hi :

“iga, mis tehakse kiimme korda tihedama wirgu sdlmedes:

wiga '= |a—0

tra—0

for ie0.HN-1
for k=010

Killeg

10

q—| ) - 8(s) |
if o =max

"

| 154311041078
viga =
-0.996225

S¢—ti+

max— g

a+— 5
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Lisa 3.
Interpoleerimisdlesande lahendamine

kasutades kuup-B-splaine
Algandmed:

Interpoleeritay funktsioon:

1

Ldigu otspunktid:

a=-1 hi=1 flx) =
1+x2
Programrm;
Sdlmpunktid:
5y n._ﬂ
2
6‘_1:1—&
f
o
a+h & A&
a+h @
1'I.+2 2 _E
at+h
n+43 7
a+h
tn+4‘_ 5 +5
ath 5 ]
bt : + +E
at+h 5 G 6
t1~1+3'_1r:I
for i=4d. n
t =
bt L%
i i-1 i
for iEn4 7. N 42 if H»8
tH+3_tn+|5
t-ii—t-i_1+—3
11—
t

59

Ozaldikude an:

N =254

Lizapunktid:

frie
s 4
tz .-t3- 7

o

byt
s :=%+3+¥

bigs Thygst I:tN+3 = tN+:4)

5 ¥
bos Thrgst —(tu+32 tHH)

O=aldigud:

hi=|far i=sl. . HN+a

h—

i i_ti—l

h



Folmediagonaalse sisteemi kordajad:

K=

for i3 M43

k [:hi + ljg

o (hy_y+hyrhy, ) (B+hy ]

i (b _;+h) B, by (by a+ 1y )

= [:hi—1+hi+hi+1:l I:hi+hi+1:] * [:hi+hi+1+hi+2:l I:hi+hi+1:I

[ ()’
e (h+ by +hy o) (v, )

zi_za—fl:t.

1

f

[:h2+h3+h4:]'|ih3+h4:]
e E-hg+2-]:13—-‘4-h4 2-h3-4-h4-2-h5 4

(h2+h3+h4j-(h3+h4) h, (h3+h4+h5)-(h3+h4) h, (h3+h4+hjj b,
e 2-114—-’-1-1:13 2-h4+2-h5—2-h3 2

(hy+h, +h) (h+h)h,  (h+h +h) (b +h)h, (b +h])h,

il
(h'H+2 by o+ h‘H+4) '(h'H+3 ok h‘H+4)
dhyg gy -y, Lhgpnaeddiprendihes

[:h'H+2 +hy o+ h‘H+4:I 'Iih'H+3 & h‘H+4:] Ty g [:h'H+3 +hy .+ h‘N+5:I '(h'H+3 A h‘H+4:| tyg iy

4
(h'N+3+h'H+4+h'H+5) Ty
2hy Ay, by gy -y
I:h'H+3+hN+4+hH+5)'(hH+3+hH+4)'hH+4 I:hH+3+hH+4+hH+5:|'I:hH+4+h‘H+5:|'h'H+4
2
(h'N+4+h'H+5:l By
koas

1,—al - .

my

al —

bl—

hd—

hi—hi -

h3—

b3— b3 4

1

mU4—aE—_

i

60



k::I{'J 1::K1 mZ=K2 z::I(7

Kolmediagonaalse sisteemi lahendamine:

A=A —

i—1
while 1<H + 2

1.
1

SeTTTRa
iT Mitti—1,0

TP i

ST Tea .
i~ Titti-1,0

i—it 1

_ZN+2 - Kypafniaa
H+2,1
Ly

+27 kN+2"é*1~1+1,u

&

Lx]
i

61

Cea— Pt

i—H 41

while 1>-1
c-—ﬁill &
i—i-1

c



1+1
-

_1+T

mig. ﬁmigti&.ﬁmigtig+£

0=1
(z+1x)g N = (g
Z+H

AFLLTATI0 [

+1
ThuxsTh o

mmigti&.?igtigt& H+E. ﬁﬁigt&.ﬁmistigt& H+E_ AH+E+£.AH+E+E+T£

+

% |ﬂ+£

+1 1
Thsash o

0 !

mvunv 1 r

% |ﬂ+£.?|® + ﬁ |ﬂ+£.?|ﬁ+£.ﬁumuu

. ﬁﬁigt&.ﬁnigtiﬂt& . ﬁiﬂﬂ&.ﬁiftﬂtl&

% 3 Hi&. ﬂmum i&

f. ?tl&ﬁigtatl&

ﬁ |m+£_nﬁ|m|u * ﬁ |H+£.ﬁ|m|®.hm|f|¢

Tt

1-1
Xz 1 8

+

= (1'x)g

FrHT=1

ueds
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“iga, mis tehakse kimme korda tihedama virgu sélmedes:

wiga = |a—0
ax—0
for 123 M4 2
for k=010
ge—1. + k.hi_H
: 10
q—| & s) - 3(s) |
if o Zmax
hat— o
a.— @

"

| 54774610 ©
0996326

wiga =
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Lisa 4.

Interpoleerimisilesande lahendamine

kasutades naturaalsplaine

Algandmed:

Ldigu otspunktid:

1
f(x) =
2
14+

Prograrmrn;
Salmpunktid:

ti=

— —

for i=1.n-3

1 -t
ti'_ti—1+£
-2

for ien+4. . M-1 if M8

Interpolearitay funktsioon:

64

Osaldikude an:

M =32

O=aldigud;

hi=|for i1 H
h—

i i_ti—l

h

Splaini vasrtused sdlmedes:

z:= | for 0. M

Zi — T (tl)

for j=0.H

R L

‘é"1~r+1,u‘_|:I

=

1~T+1,1‘_':I

M

N+2,n‘_':'

‘é"1~r+:4,1‘_|:I

for j=0.H

& 1

H+l+2"

& 1.

H42,i4+27 5

&

lah =lzolvel &, )

D3



d:=]for i=s0. M

E9’1‘_ 1iE"hi+2

Splain:

H
Bx) =, 4o n Z di-(]x—tiDE
i=10

“iga, mis tehakse kiimme korda tihedama virgu sdlmedes:

wiga 1= |a—10
max— [
for 1=0.H -1
for k=010
k'h‘i+1
10
q—| fs) - S(s) |
if o Zmax

]

1 2540710 %
-0 971443

5+—ti+

make— o

A+— 5

viga=[
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Lisa 5.

Sdlmede lisamise ja eemaldamise algoritm
téketega silumisllesande lahendamiseks Uhedimensionaalsel juhul

Algandmed:

Interpalatsioonisdlmed ja -tingimused

Interpolatsiconisdlmede ary (vahemalt 2) nl =4
Al =
0.0 -1.0 Esimeses tulbas on argumendi vaartused (sdlmed) x_i,
3.0 20 teises tulbas funktsiooni waarused z_i
5.0 30
r.a 6.0

Tékketingimused ning vastavad sdlmed

Sdlmede arv (vahemalt 1) nz =f
A=
1.0 -3.0 -0.5]  Esimeses tulbas on argumendi viértused x i,
2.0 -1.5 -0.5]  teises ja kolmandas tulbas tékketingimused a_ija b i
4.0 4.0 6.0
6.0 -1.0 5.0
a8.0 30 4.0
9.0 -1.0 1.0

Sélmi kokku n:i=nl+n2

Lubatay viga g =10

Abimaatriksid:

A= |for ie0.nl-1 B | B, 20 b= |b,—0
P |
1,|:| BDI14—D tlli—l:l
*é‘i,l‘_‘&"li,u E, ,—0 for ic2.nl+1
*é‘i,z'_‘mi,l Ell 1'_D hi'_‘é"i—:z,:z
S ithe for ie2.n+1 for i€nl+2.n+1
for ienl. . n-1 B, —1 b1
*é‘i,u‘_':' Bi,n'_l b
AL — AT
il i—nl,0 Bl,i'_ﬁi—ﬂ,l
gl AR B8y a0
‘é‘i,z‘_‘&"zi_m,z for ie2. n+1
& for j22.n+1

Bi,j'_ (I ‘é"i—z,l_ ‘é"j—z,l D3

L1r e S S S

Il
=
I

i
=
-

Il
=
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Eroorarmrm:

pr =

Z—B
for i=0.n+1
for jenl+2. . n+1
Cilj'—El
lei-—EI
for ienl+2. n+1
Ci,i‘_l
c—Hh
da—lsolve(C, o)
BB
etapp— 2
while etapp=2
while etapp=2
for ieEnl.n-1

n-1

othenrise

for ienl. . n-1
P"i,u'_l if Si<‘a"i,2

for ienl. . n-1
Pxilu-—E if’ Si>ﬂil3

Z.—B

for ies0. n+1

for jenl+2.n+1

if A, =D

C_ _"—D
1.1
Z..—0
1.1
for jenl +2.n+1

. j'_l if &,

i, TP el

c—h
for ienl +2. n+1
ci—D if A

i—a0

]

By g oAy o =l

o if A
i i

-2, 1—2,0_2

d—leolvel T, o)
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n+1
etapp—2 i | [ ] [(A; 050+ (300) (&, p=1) + (4,<0)-(,_, =2)] =t
i=nl 42
etapp—3  otherwize
while etapp=3
for ienl.n-1
Ay g0 6 [ (8 500 (A, =1)+ (4, 20) (A, =2) =t
C—B
for ie0.n+1
for jenl+2.n+41
if Aj—:;,D:D
Ci,j‘_D
lei_D
for jenl +2.n4+1
lej-—l if Aj_zlu=lil

c—b

for ienl+2.n+1

g0 if ‘é"i-z,n=u
s re it
el Bie gt
d—1lzolve( T, )
n+1
etapp—2 i | [ | [(A_, =00+ (400) (A, =1)+ (4<0) (&, _, =2)] =1
i=nl +2
etapp—3 otherarise
Splain:
n-1
2 3
BCx) = pr, + pr x 2 pri_'_g-[:] - Ai,l D
i=10
T T T T T
1
Qoo
w
slels
8(x)
o
| | | | |
0 2 4 6 ] 10

tt,x
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viga = |wv—10

for i=e0.n-1
Ty S(ﬂill) if (5(*%1.1){*%1.3)'(&1,3‘ S(ﬂill)}v)
v_s(aillj — Ay O (‘*1,3’{5(*&11,1:')'(5(*&*1,1) 25 Hi,3>vj

wiga = 0237-10 1%
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Smoothing problems

Evely Leetma

Summary

For given integers r and n, with 2r > n > 1 we denote by G the fundamental
solution of the operator A", where A is the n-dimensional Laplace operator. Let P,_;
be the space of all polynomials of order < r — 1 on R". We denote by Lg) (R™) the
space of functions defined on R™ having all partial derivatives of order r in Ly(R™).

Given a finite number of points X; € R", ¢ =1,...,m, a function

S(X) :QO(X)+idiG(X—Xi)a X eR",

i=1

with QO c Pr—l and
Y diQ(X)=0 VQEeP.,
i=1

is called the natural spline. It is shown that any natural spline belongs to Lg") (R™).

We define
|
Tf = {\/iDaf o =r},
ol

where o = (aq,...,04), s > 0, o! = aq!...,) and o] = ag + ... + a,. Thus
T : LSY(R") — Ly(R") x ... x Ly(R™) with the number of components in the
product as far as there are different derivatives of order r. We also need the product

|
<fag>L;T)(Rn) = <Tf7Tg> = Z /n%DafDang

laf=r

and the corresponding seminorm ||T'f|| = /(T'f, T f)
It is shown that for all g € Lg) (R™) and any natural spline S it holds

m

(T'S,Tg) = (-1)" Z di 9(X;).

i=1

There exists only one natural spline S satisfying S(X;) = z;, ¢ = 1,...,m, which is
the unique solution of the minimization problem

. 2
min || Tq|l%

where Q = {g € LY (R") | ¢(X;) = z;, i = 1,...,m}.
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We consider the smoothing problem with weights

N
X)) — zi|?
. Tall2 |g( i i
min (H gll +i:;1—wi ,

where
Oy ={ge LY RY) | g(X)) =z, i =1,...,m},

with given data z;, ¢ = 1,..., N, and weights w; > 0,7 =m + 1,..., N. Also we
consider the smoothing problem with obstacles

. T 2
mmin [Tl

where
Qup={g € Lg)(R”) lg(X;)=zi,i=1,...,m, a; < g(X;) < B, i=m+1,...,N},

with given z;, i = 1,...,m, and obstacles o; < 3;, 7 =m—+1,..., N. It is shown that
both problems have unique solution among natural splines. Necessary and sufficient
conditions for the characterization of these solutions are established.

One possibility to solve the smoothing problem with obstacles is the method
of adding-removing knots in the interpolation problem. The proof of its finiteness
in ([10], p. 71-72) is based on a false lemma. Thus the finiteness of the method
in general case is not yet proved. We give a proof of finiteness at some particular
assumptions.

Theoretical part of this work is illustrated by practical examples of interpolating
and smoothing given data in one dimensional case. The orders r = 1 (linear splines)
and r = 2 (cubic splines) are treated.
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