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Liithikokkuvote. Kéesolevas bakalaureusettos tutvutakse mudeliga, mis kir-
jeldab Browni uitlejate arvu muutust ajas ja nende paiknemist ruumis. Vaadel-
davas mudelis soltuvad uitlejate suremis- ja paljunemistoendosused teiste uitle-
jate arvust uitleja iimbruses raadiusega R ehk konkurentsist ressurssidele. T66s
uuritakse esiteks iildiselt, millal saavutab antud mudelit kirjeldav vorrand ruu-
mimuutuja suhtes mittekonstantseid perioodilisi lahendeid ehk toimub uitlejate
koondumine klastritesse. Seejdrel analiiiisitakse numbrilistest simulatsioonidest
saadud andmeid. T66 pohineb peamiselt E. Herndndez-Garcia ja C. Lépez’i ar-
tiklil Clustering, advection, and patterns in a model of population dynamics with
neighborhood-dependent rates (Physical review E, 70 (2004), 016216).
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Abstract. This bachelor thesis examines a model that describes the change in
number of Brownian walkers over time and their location in space. In the mo-
del in question, the probabilities of particle death and multiplication depend
on the number of other particles around the particle within a radius of R or
competition for resources. The work first examines, in general, when the equa-
tion describing this model achieves non-constant spatially periodic solutions, ie
concentration of particles into clusters. Data from numerical simulations is then
analyzed. The work is mainly based on the article by E. Herndndez-Garcia and C.
Lépez on Clustering, advection, and patterns in a model of population dynamics
with neighborhood-dependent rates (Physical review E, 70 (2004), 016216).
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Sissejuhatus

Populatsioonidiinaamikat on uuritud ja modelleerida piiiitud viga kaua. Teada
on 1202. aastast parinev Pisa Leonardo raamat, mis sisaldas harjutust janeste po-
pulatsiooni mudeldamiseks [I]. Populatsioonidiinaamika vorrandid voimaldavad
uurida mitmeid inimeste jaoks huvitavaid ndhtusi ning kasuliku rakendusena
prognoosida huvipakkuva populatsiooni arvukust tulevikus. Muuhulgas on neid
vorrandeid voimalik kasutada selleks, et uurida (ja prognoosida) muutusi inim-
konna arvukuses, bakterite ja viiruste arvu suurenemist, ning ohustatud liikide

véljasuremist 1.

Kéesolev bakalaureusetod pohineb peamiselt Emilio Hernandez-Garcia ja
Cristobal Lopezi 2004. aastal ilmunud artiklil Clustering, advection, and patterns
in a model of population dynamaics with neighborhood-dependent rates. T60 kaigus
tutvume selles artiklis kirjeldatud mudeliga {ihedimensionaalsel juhul, kus isendite
paljunemis- ja suremistéenéosused soltuvad 16pliku raadiusega naabruses paikne-
vate teiste isendite arvust. Lisaks suremisele ja paljunemisele sooritavad isendid
ka uitlitkumist. Antud mudel kirjeldab interakteeruvate uitlejate siisteemi ning

on rakendatav lisaks populatsioonibioloogiale ka fiiiisikas, keemias ja sotsioloogias

[3].

Varasemalt on teada, et mingitel tingimustel toimub isendite koondumine pe-
rioodiliselt paiknevatesse klastritesse [2]. T66 eesmérgiks on uurida, millal see

tapsemalt juhtub, ning klasterdumise korral uurida tekkinud klastreid.

To6 koosneb neljast peatiikist. Esimeses peatiikis tuuakse vélja t60s kasu-
tatavad okoloogia alased moisted ning tutvustatakse lithidalt eksponentsiaalset
ja logistilist populatsioonidiinaamika vorrandit. Teises peatiikis tutvutakse kon-
kureerivate Browni uitlejate i{ihedimensionaalse mudeliga ning seda kirjeldava
vorrandiga, millele leitakse konstantne lahend ning seejérel uuritakse vonkumisi
konstantse lahendi timber. Kolmandas peatiikis uuritakse klastreid ja nende teket
simulatsiooniandmete pohjal. Neljandas ehk viimases peatiikis voetakse lithidalt

kokku t66 kéigus saadud tulemused.



1 Populatsioonimudelitest iildiselt

1.1 Moisted

Jargnevalt defineerime moned t66s kasutatavad loodusteaduslikud méisted.

Populatsiooniks nimetatakse koiki samast liigist isendeid, kes elavad samal

alal, mida nimetatakse areaaliks ehk domeeniks.

Suletud populatsiooniks nimetatakse sellist populatsiooni, mille areaali ei ole
voimalik véljast poolt siseneda ega sellest véljuda [4]. See tdhendab, et migrat-
sioon iile populatsiooni areaali piiri ei ole voimalik. Kui migratsioon on voimalik,

siis on tegemist avatud populatsiooniga [4].

Populatsioonitiheduseks nimetatakse populatsiooni kuuluvate isendite arvu

pindala- voi ruumalaiihiku kohta [4].

Keskkonna kandevoimeks K nimetatakse maksimaalset isendite arvu, mida see
keskkond on suuteline iilalpidama [4]. Tavaliselt méadrab selle saadaoleva ressursi
maht [1].

Mittelokaalseks interaktsiooniks nimetatakse olukorda, kus organismide pal-
junemise ja suremise toendosused soltuvad naabruskonnas raadisuega R > 0
paiknevate teiste organismide arvust [5]. Kui interaktsioonide raadius R on do-
meenimootmest L oluliselt viiksem (R < L), siis on tegemist lopliku ulatusega

interaktsiooniga [5].

1.2 Eksponentsiaalse kasvu mudel

1798. aastal uuris Malthus siindimust ja suremust oma kihelkonnas ning joudis

vorrandini, mida tuntakse kui eksponentsiaalse kasvu vorrandit [4]:

dN(t)

——= = AN 1
dt 04V, ( )

milles Ay = 5 — 9, kus [ ja ¢ tdhistavad vastavalt siindimust ja suremust elaniku

kohta. Malthus késitles suremust ja siindimust indiviidi kohta konstantsena ning



populatsiooni suurusest soltumatuna [4]. Tegemist on eralduvate muutujatega

diferentsiaalvorrandiga.

Té&histades isendite arvu populatsioonis ajahetkel ¢ = 0 siimboliga Ny, saame
vorrandi lahendiks
N(t) = Nye2o'.

Néeme, et selle mudeli kohaselt, kui siindimus iiletab suremuse, siis isendi-
te arv kasvab tokestamatult ning vastupidisel juhul sureb populatsioon ajapikku
vilja. Kui siindimus ja suremus on vordsed, siis isendite arv ajas ei muutu. Eks-
ponentsiaalne mudel sobib kirjeldama populatsioonikasvu ainult algusfaasis, kuna
ei vota arvesse ressursside (toit, elupaik) piiratust [6]. Joonisel 1] on sinise vérviga

kujutatud eksponentsiaalse kasvu mudelit.

1.3 Logistiline kasvumudel

Logistilises kasvumudelis soltub populatsiooni juurdekasvu kiirus isendite ar-
vust ja keskkonna kandevoimest: mida ldhemal on isendite arv keskkonna kan-
devoimele, seda aeglasem on juurdekasv [I]. Logistilist kasvumudelit kirjeldab

jargmine eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrand

dN N

YA N(1 . —), 2

= Ao e (2)
milles N(t) on isendite arv ajahetkel ¢, ‘Z—JX isendite arvu muutumise kiirus, K

keskkonna kandevoime ja A, positiivne konstant [1]. Antud mudelis on Ag (1— %)

stindimus isendi kohta [1].

Téahistame isendite arvu populatsioonis ajahetkel ¢ = 0 siimboliga N,.
Kui N = K, siis on vorrandi (2)) lahend konstantne ja N(t) = Ny(= K) iga ¢
védrtuse korral.
Kui N # K, siis saame vorrandi lahendiks

NoKeAOt
[K + Ny(ePot — 1))

N(t) =

Leiame jirgnevalt vorrandi lahendist piirvédrtuse protsessis t — oo.
Juhul N = K on ilmne, et
lim N(t) = K.

t—o00



Kui N # K, siis

NoK et NoK
lim N(t) = lim e im0 — K
=00 t=o0 €083 + No — zate) 17> (gagr + No — 2a0)

See tahendab, et kui ¢t — oo, siis ldheneb populatsiooni suurus keskkonna kan-

devoimele.

Jooniselt [1] ndeme, et kui Ny < K, siis populatsioon kasvab monotoonselt,
ning kui Ny > K, siis populatsioon kahaneb monotoonselt. Mélemal juhul jaab

populatsiooni suurus keskkonna kandevéime juures pidama ja enam ei muutu.

Nii eksponentsiaalne mudel kui ka logistiline mudel sobivad sellisel kujul kir-

jeldama vaid suletud siisteeme kuna ei késitle sisse- ja véljardnde moju.
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Joonis 1: Eksponentsiaalse ja logistilise kasvu mudelid



2 Browni uitlejad: 16pliku ulatusega mittelokaal-

ne interaktsioon

2.1 Mudeli kirjeldus

Eelmises peatiikis kirjeldatud mudelid on véimalikult lihtsad ning seetottu leidub
neil mitmeid olulisi puudusi. Muuhulgas ei ole arvestatud asjaoluga, et tegelik-
kuses toimub isendite liikumine populatsioonide vahel, ning toenéoliselt soltub
isendite vaheline konkurents arvukusele lisaks ka nende paiknemisest ruumis.
Jargnevalt vaatame mittelokaalsete interaktsioonidega iihedimensionaalset ruumilis-
logistilist mudelit, mis votab arvesse nii migratsiooni (difusiooni konstandi abil)

kui ka mittelokaalseid interaktsioone.

Jargnev mudeli kirjeldus toetub artiklile [3]. Alghetkel ¢ = 0 paigutatakse N
uitlejat juhuslikult perioodiliste rajatingimustega domeeni laiusega L. Ajahetkel

t, kui populatsiooni suurus on N(t), valitakse juhuslikult uitleja j, kes sureb

toenaosusega
. (0% 1
5(]) = max (0760_ FN}]Z)u (3)
saab jarglase toendosusega
1 .
A(j) = max (o, o — Fzxré) (4)

ning jaéb samasse olekusse (ei sure ega paljune) téendosusega 1 — B(j) — A(j)
(need kolm tegevust on iiksteist vélistavad). Juhul kui uitleja saab jirglase, siis
on jirglase asukoht sama nagu vanemal. Vordustes (3)) ja (@) tihistab N7 uitlejale
j ldhemal kui R paiknevate uitlejate arvu (uitlejat j arvestamata), 5y on konstant,
mis iseloomustab suremust uitleja kohta ajaiihikus, Ay on konstant, mis iseloo-
mustab siindimust uitleja kohta ajaiihikus, N on kiillastumusparameeter ning «
mojutab kiillastumusparameetri asiimmeetrilist moju suremusele ja siindimusele.
Seda protsessi teostatakse N (t) korda. Seejirel liigub iga uitleja Browni litkumist
modelleerides normaaljaotusest périt juhusliku pikkuse vorra juhuslikus suunas

(vasakule voi paremale). Parast seda suurendatakse aega dt vorra.

Seda mudelit kirjeldab jargmine vorrand [3]:

00(x,t) _ (1)
ot =P 0x?

z+R

T Dod(z, 1) — 1z, ) / o, dy.  (5)

z—R
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Varrandis (5)) tahistab ¢(z,t) > 0 uitlejate tihedust kohal x ajahetkel ¢, %
on suuruse ¢(x,t) muutumise kiirus, Ag = A9 — o > 0 on konstant, mis iseloo-
mustab populatsiooni kasvukiirust, v > 0 on uitlejate konkureerimise intensiivsus,

D > 0 on Browni difusioonikonstant ja R > 0 on interaktsioonide ulatus.

Téhistades
N ==
ja
z+R
1(¢) :/ ¢(y, t)dy,
z—R
saame vorrandiga samavédrse vorrandi @
0d(x,t) _ 0°d(x,1) 1(¢)
——~=D——"—=+A 11— —==).
ot gar + doole.)(1- ) (©)

Vorrandis () on N}, vordne segmendi [z — R, 2+ R] kandevoimega. Nieme, et
vorrandi @ struktuuriga ilma difusiooni sisaldava liikmeta on sarnane vorrandi
(2) struktuurile. Seega voib Gelda, et vorrand @ ja seega ka vorrand iseloo-
mustab adekvaatsemat mudelit kui vorrand Paneme téhele ka seda, et kuigi
molema vorrandi struktuur on ilma difusiooni sisaldava liikmeta (D = 0) sarna-
ne, siis ithel juhul on otsitavaks tunnuseks populatsiooni tihedus ¢(x,t) ja teisel

juhul populatsiooni arvukus N(t).

Fiiiisikast on teada, et iildjuhul kehtib valem

) mass
tihedus = ————.
ruumala

Kuna meie vaadeldavas mudelis on domeenil ainult laius (L), siis avaldub maksi-
maalne tihedus alal laiusega 2R valemiga
Nj A
—gE- o
2R 2vR

See on keskkonna kandevoime analoog tiheduse jaoks. Vorrandist saame, et

¢*

keskkonna kandevoime N* avaldub jargmiselt
Ag
N =Lo*" =L —. 8
=L )
Jargnevalt uurime milliste parameetrite R, D, v ja A véértuste korral saavu-
tab vorrand () mittekonstantseid ruumiliselt perioodilisi lahendeid (ehk teisisonu

toimub vordsete vahemike tagant klastritesse koondumine).
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2.2 Konstantne lahend

Leiame vorrandile nullist erineva konstantse lahendi ¢,. Kuna sellisel juhul
on funktsiooni ¢ osatuletised mélema muutuja jargi vordsed nulliga, siis eespool

sisse toodud téhist I(¢) kasutades saame jargmise vorrandi

A0¢8 - 7¢s[(¢s) = 0

Viies litkme Ag¢y teisele poole vordusmérki ning jagades vorrandi molemaid pooli

nullist erineva konstandiga —vy¢,, saame
A

16 = 2. )

Leides integraali
z+R z+R
16)= [ edy=o. [ ~dy=2Ro.,
z—R z—R
ja asendades saadud integraali vorrandisse @D, saame

Ay AN
2 s = -— s = —-— .
Ro.=—"=9. =5}

Paneme téhele, et ¢, vordub vorrandis leitud maksimaalse tihedusega seg-

mendis raadiusega R.

2.3 Lahendi ¢, stabiilsusanaliiiis

Eelmises punktis leidsime vorrandile konstantse lahendi ¢, = ng%. Jargnevalt
uurime lahendi ¢, stabiilsust, vaadeldes selleks viikese amplituudiga harmoonilist
vonkumist konstantse lahendi ¢, imber. See on adekvaatne, tuginedes Fourier’

meetodile osatuletistega vorrandi lahendite leidmiseks.

2.3.1 Funktsiooni w = w(K) leidmine

Olgu lahendiks
qb(:c, t) = ¢s + €Pm, (10>

10



kus ¢y (z,t) = e*TET ja e < 1. Leiame w = w(K).

Kuna

0p(x,t)
ot

0o (z,t)
Ox

Po(a,t) — _ R2eewttiKe

ox?

— Ewewt—HKm

— ,iKeewt+iK:v

ja

¢ ; A0 t+iK /
¢ t d wit+1Ky

z+R AO , z+R -
= —dy + ee” / ey =
/:c—R 2VR z—R
2A0R wt 1 1Ky et R
R TR s

wt (6iK(m+R) . eiK(x—R))

= — + _Eewt-i—iK:c(eiKR . e—iKR)

= + e BT gin(KR),
siis

2
witiKz _ _DK2€6wt+iKz + AO + Aoeewt—l-iKz_
2vR
Ao

- A 2 ,
_ (2R + ,yeewt—i—sz)( 0 + Eewt—l—sz Sil’l( P(R)) _
Y

() < ewe

K

2

) A .
— _DKQEthJr'LK:r + 0 + Aoeethr'LKx_
27R
_ A0 Ao

2yR KR

— _DKQGethrzK:E o

e TR gin(KR) — Agee” KT —

Ao
KR¢

K

K

2
2

62wt+2iK1‘ SIH(KR) —

e Gin(KR) — 2T 2otk sin(KR).

Arvestades epsiloni véiksust, jitame viimases vorduses dra liitkme, mis sisaldab

tegurit €2, ning saame

, . A . ,
ewewt-I—zK;B — _DK2€6wt+sz . ;%eewt—HKz sin( P(R) . Eewt-{—zK;B 7& 0
A D A
w=-DK R sin(K R) 2 (KR) R sin(KR). (11)
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Sellisel viisil saadud lahendit voib kasutada lithikese ajaperioodi viéltel, sest siis
ei ole interaktsioone iseloomustava, tegurit €? sisaldava, liilkkme mdoju kuigi suur.
Paneme téhele, et w = w(K) soltub lisaks parameetrile K ka arvudest D, R ja

A, kuid ei soltu arvust 7.

2.3.2 Tépsustavad tingimused funktsioonile w = w(K)

Eeldame, et
ow(K) B
0K k=K, 0 (12)
ja
w(K,y,) =0. (13)

Tingimused ja on tarvilikud, et leida parameetrite D, Aq ja R sellised
vadrtused, mille korral w maksimumvéartus punktis K, on null. Rakendades
funktsioonile w = w(K) tingimusi (12) ja (13)), saame et

a‘(‘;gﬂ ‘K:Km — 9KD + KA;}% sin(KR) — % cos(KR)| = (14)
= —2K,,D + % sin(K,,R) — ?—i cos(K,,R) =0
ja
w(K,,) = —%(KMR)2 - KiOR sin(K,,R) = 0. (15)

Téahistame x,, := K,, R ja avaldame vorranditest ja D, siis

20 Sinfm) — o cos(in) =~ sinz,,)| - 22
2K§nR SN Loy, 2K72n COS\ Ty, ) = zgn SIN{ T, AO

R?sin(x,,) — 1, R? cos(x,,) = —2R? sin(xm)’ - R?

3sin(zy,) — @y, cos(zy,) = 0. (16)

Lahendame saadud vorrandi numbriliselt, kasutades selleks Newtoni meetodit.
Olgu f(z) := 3sin(z) — x cos(x) ja x, lahendi x,, n-is ldhend. Newtoni meetodi

rakendamiseks piisab, kui f on diferentseeruv. Siis

f'(z) = 3cos(z) — cos(x) + xsin(x) = 2 cos(x) 4+ x sin(z)

12



ja Newtoni meetodi iteratsiooni eeskiri on

n

Iteratsioonimeetodi 16petamiseks kasutame tingimust |x,, — x,_1| < 1078.

D=3-10"5 R=0.1

{Km=40.7815

—— Ny=0.2

i —— Ng=0.253

-0.8 — Np=0.4
H —— Ny=0.9

Joonis 2: funktsiooni w = w(K) graafik

D=3-10"5 R=0.1

0.04
—— Ag=0.1

— Np=10.2
— Dp=0.253

0.03

{Km=40.7815

-0.02 i i i i i
0 20 40 60 80 100 120
K
. o ()
Joonis 3: funktsiooni w = w(K) osatuletise =5 graafik

Algldhendi saamiseks uurime funktsiooni w = w(K') kiitumist parameetri A,
erinevate viirtuste korral, kui R = 0.1, D = 3-107°. Joonistelt jaon nédha, et
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K vidrtused, mis rahuldavad tingimusi ja kuuluvad vahemikku (35;45).
Seega valime tundmatu x,, = K,,R alglahendiks xy = 4, mille puhul koondub
Newtoni meetod lahendiks z,, =~ 4.07815, millest K, ~ 40.7815.

100
75

50

s AA\/AAA/\/\/\
W |V VV\/V\/

-50

-75

-100

0 20 40 60 80 100

Joonis 4: funktsiooni f(z) graafik

Jooniselt [ ndeme, et tegelikult on vorrandil [I6] Iopmatult palju lahendeid.

Meie leidsime neist vahima.

Vorrandist saame, et

_sin(KnR)

~ —4
R Ay ~ 1.18765 - 107*A,

D* =
ja
K3 R
sin(K,, R)

D* ja A} téhistavad vastavalt difusioonikordaja D ja juurdekasvu konstandi A

AL = D ~ 8419.9925D.

kriitilisi vadrtuseid. Tapsemalt on D* selline D maksimaalne véértus ja Ajj selline
Ay minimaalne vééartus, mille korral leiduvad vorrandil muutuja x suhtes pe-
rioodilised lahendid (klastrite perioodilisus). Nende véértuste korral on klastrite
vaheline kaugus ruumis ¢ maksimaalne ja

2 _27TR
K,, T,

Tingimustel R = 0.1 ja Ay = 0.9, saame et § ~ 0.1541 ja D* ~ 1.0689 - 1074

14



Kuna tegemist on logistilise mudeliga, siis klastrite tekkimise korral saavutab
uitlejate arv segmendi kandevoime ning jaiab seal pidama. Seega vahemikus (X —

R, X + R), milles X tédhistab klastri massikeskme asukohta, on N}, uitlejat.

A, =8419.9925D, R= 0.1

3.0
— A =2D) :
— =09 P
251 e D=1.07-10"% éD(Ao =0.9)
2.0
‘515
1.0 2:107° 4-10-° 1:10°% 2:10°5 4:1075 61075 210431074
perioodiline lahend homogeenne lahend
0.5 '
0.0 : -
10°° 10-° 10~
D
Joonis 5: Ebastabiilsuse joon
D=1.07-10"% R=0.1
0.5
0.0< ..................................................................................................................................................................
—0.51
¥
3 -1.01
]
3 H
—1.51 iKm=40.7815
: — No=0.1
Ao=0.6
—2.01 : — 0y=0.9
; — Ny=15
251 — Ny=26
0 20 40 60 80 100 120
K

Joonis 6: Funktsiooni w = w(K) graafik tingimustel D ~ 1.07-107%, R = 0.1
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2.3.3 Lahendite stabiilsuset

Fikseerime difusioonikordaja D véartuse. Vaatleme erinevaid A véértusi. Juhul,
kui 0 < Ay < A, siis on domeenis homogeenne tihedus ¢ = ¢, [3]. Juhul kui
Ay > A}, siis toimub koondumine klastritesse [3]. Seda iseloomustavad joonised
jal6l Joonis [ kujutab endast ebastabiilsuse joont juhul R = 0.1. Sellel joonisel
on z-teljel mérgitud konstandi D vadrtused ja sinisel joonel asuvad punktid on
neile vastavad Ay minimaalsed vairtused, mille korral toimub klastritesse koon-
dumine. Ndeme, et juhul D = 1.07 - 10~ on see 0.9. Nieme ka, et mida suurem
on difusioonikonstant D, seda suurem peab klastrite tekkeks olema juurdekasvu-
konstant A,.

Joonisel [6]on niha funktsiooni w(K) graafik parameetrite D = 1.07-107%, R = 0.1
ja Ag = 0.1,0.6,0.9,1.5,2.6 korral. Ndeme, et juhul Ag = 0.9 on funktsiooni w
maksimum (punktis K, ~ 40.7815) vordne nulliga.
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3 Numbrilistest simulatsioonidest saadud and-

mete analiilis

3.1 Uitlejate ajalis-ruumilised mustrid

Andmete saamiseks viidi libi numbrilised simulatsioonid], kasutades selleks punk-
ti 2.1 alguses kirjeldatud metoodikat. Jargnevad joonised iseloomustavad uitlejate
paiknemist ruumis ajavahemikus ¢ € [10000, 100000]. Joonised [7] ja [§] on néited
difsioonikonstandi D va#rtusest, mille korral toimub uitlejate koondumine klast-
ritesse. Kui domeeni laius on 1oplik, siis iseloomustab naaberklastrite massikesk-

mete vahekaugust valem

kus L on domeeni laius (0 < L < 00) ja N, klastrite arv.

Vordleme niitid jooniseid [7] ja [§] Malemal juhul on R = 0.1 ja Ay = 0.9.
Jooniselt |5l on néha, et nende parameetrite korral on maksimaalne konstandi D
viidrtus, mille korral on voimalik klastritesse koondumine D* = 1.07-10~%. Joonis
kujutab uitlejate paiknemist ruumis juhul D = 1077 ja joonis juhtu D =10"".

Néeme, et need molemad vaartused on kriitilisest vaartusest D* véiiksemad.

Juhul D = 1077 tekib kaheksa klastrit. Tekkinud klastrid on kitsad, nende
massikeskme asukoht ruumis muutub aja jooksul vordlemisi vihe ning klastrite

vahelises ruumis uitlejaid ei leidu.

Juhul D = 107 tekib seitse klastrit. Tekkinud klastrid on teise juhuga vorreldes
laiemad ning nende massikeskme asukoht ruumis muutub vordlemisi palju. Sa-

muti on klastrite vahelises ruumis néha uitlejaid.

Joonistel [9] ja [I0] on konstantide R ning A, védidrtused samad, mis joonistel
ja (R = 0.1, Ayg = 0.9). Niitid aga on joonisel |§] D = 107 ja joonisel
D = 1073. Niieme, et kummalgi juhul klastreid ei teki ning uitlejad on jaotunud

domeenis iihtlaselt.

Paneme tihele, et D = 1072 on kriitilisest vidrtusest suurem ning seega on

klastrite mitteteke eespool oleva teooriaga kooskolas.

I Bakalaureusettos kasutatud andmed périnevad David Navidad Maeso simulatsioonidest
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Klastrite ajalis-ruumilised mustrid: D= 10-7, R= 0.1, Ay = 0.9

100000 - Eéf.
90000 & = E
80000 | 5 e N
70000 = " f
= _é'_zr i-
60000 % % §
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40000 g :3; =
% i
30000 %
20000 55
L & =
10000 +—== = =
0 0.2 0.8

Joonis 7: Klastrite ajalis-ruumilised mustrid tingimusel D = 10~7

Klastrite ajalis-ruumilised mustrid: D= 10-5, R= 0.1, Ay = 0.9
100000 T " =

90000 {7

70000 {
60000
500001

40000 1

20000 §-

10000 ¥
0.

Joonis 8: Klastrite ajalis-ruumilised mustrid tingimusel D = 10~°

Ullatuslikult ei teki klastreid ka juhul D = 10~*, mis on ligikaudu kriitili-
ne vaartus. Eelnevalt leidsime aga, et kriitilisel juhul peaks tekkima klastritesse
koondumine. See erinevus on seletatav asjaoluga, et vorrand (5] kirjeldab determi-
nistlikku siisteemi ehk siisteemi, mille tulevane areng ei soltu mitte iihestki juhus-
likust suurusest. Simulatsioonides kasutatav uitlejate mudel on aga toendosuslik.

Samuti paigutatakse simulatsioonides uitlejad alguses domeeni juhuslikult.
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Ajalis-ruumilised mustrid: D

=10"% R=0.1,Ay= 0.9
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Joonis 9: Uitlejate ajalis-ruumilised mustrid tingimusel D = 10~

Ajalis-ruumilised mustrid: D
T

o

1073, R= 0.1, 0= 0.9
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Joonis 10: Uitlejate ajalis-ruumilised mustrid tingimusel D = 1073

3.2 Klastrite vaheline kaugus

Kasutades samu andmeid, mida jooniste [7H10| tegemisel (R = 0.1 ja Ay = 0.9),
uurime klastrite vahelise kauguse jaotust kahe difusioonikonstandi (D = 107° ja
D =1077) korral. Joonise

des klastritest 1-7 (vaata joonis E[) ning joonise

3-7 (joonis [§).

tegemiseks on kasutatud andmeid vasakult loenda-

tegemiseks andmeid klastritest
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Klastrite vahelise kauguse () tihedusfunktsioon: D= 10-7, R= 0.1, Ag= 0.9

Joonis 11: Klastrite vahelise kauguse tihedusfunktsioon D = 10~

Klastrite vahelise kauguse () tihedusfunktsioon: D= 105, R= 0.1, Ay = 0.9
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Joonis 12: Klastrite vahelise kauguse tihedusfunktsioon D = 10~°

Nieme, et viiksema difusiooni konstandi (D = 1077) korral, on § jaotus pa-
rempoolse sabaga, sarnane Lévy jaotusega ning § ~ 0.124, mis on kooskdlas ees-

pool toodud valemiga § = NLC Juhul D = 1075 on ¢ ligikaudu normaaljaotusega

ning 0 ~ 0.143, mis on samuti kooskolas valemiga . Erinevusi tihedusfunkt-
sioonide vahel voib seletada asjaoluga, et suurema D véaartuse korral on Browni

difusioon intensiivsem ning seega jouavad uitlejad oma siinnikohast kaugemale.
Seetottu tekib teisel juhul vihem klastreid.
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Joonised 13| ja [14] nditavad viienda ja kuuenda klastri massikeskme asuko-
ha muutust ajas. Hall ala varvilise joone {imber néitab standardhélvet, mis ise-
loomustab uitlejate paiknemist vastavates klastrites massikeskme suhtes. Punase
joonega on mérgitud klastrite vaheline kaugus fikseeritud ajahetkel nende kahe

klastri vahel.

Klastrite massikeskme asukoha muutus ajas: D= 10-7, R= 0.1, Ay = 0.9
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0.13
0.60 ‘ l ‘ ' 0142
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‘ ]lh W M '
\/
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10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 100000
t

Joonis 13: Klastrite 5 ja 6 massikeskme asukoha muutus ajas juhul D = 10~

Klastrite massikeskme asukoha muutus ajas: D= 1075, R= 0.1, Ay = 0.9

N ..
)'mm.qh ]

10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 100000
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Joonis 14: Klastrite 5 ja 6 massikeskme asukoha muutus ajas juhul D = 10~°

Nieme, et difusioonikonstandi D viidrtuse 10~7 korral leidub pikem ajavahe-

mik, mille jooksul on klastrite 5 ja 6 vahekaugus ¢ oluliselt suurem kui keskmine
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klastrite vahekaugus iile kogu vaadeldud ajaperioodi (6 — & > 0.02, § ~ 0.124).
Samuti vastab sellele tingimusele difusioonikonstandi D viirtuse 10~7 korral pal-
ju rohkem ajahetki kui visrtuse 107 korral (0 =~ 0.143). Samas neid ajahetki,
mille korral klastrite 5 ja 6 vahekaugus oleks keskmisest klastrite vahekaugusest
iile vaadeldud perioodi oluliselt viiksem (6 — & > 0.02), ei esine kummagi difu-
sioonikonstandi vaartuse korral. See on ka pohjuseks, miks klastrite vahekauguse

tihedusfunktsioon juhul D = 10~7 on raske parempoolse sabaga.
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4 Kokkuvote

Kaesoleva t66 peamiseks eesmérgiks oli uurida, millal leidub mittelokaalse inte-
raktsiooniga {ihedimensionaalsel Browni uitlejate mudelil perioodiline lahend

ehk tekib organismide koondumine klastritesse.

Selgus, et minimaalne konstandi Ay vadartus A§, mille korral leidub vorrandil
perioodiline lahend séltub konstandi D véértusest jargmiselt: A§ = —%,
milles K, on funktsiooni w(K) minimaalne ekstreemumkoht. Fikseerides kons-
tandi D véértuse on kolm voimalust. Juhul Ay < Af klastritesse koondumist ei
teki ehk perioodilist lahendit ei leidu, juhul Ay > A leidub perioodiline lahend
ja toimub klastritesse koondumine ning juhul Ay = Af leidub perioodiline lahend

ning klastrite vahekaugus on maksimaalne.

Vaadeldes kahte juhtu, mille korral parameetrite R ja A, vadrtused on samad,
aga konstandi D véaartused erinevad, siis viiksema D vadrtuse korral on klastrid
kitsamad ning nende massikeskmete asukoht muutub ajas vahem, vorreldes suu-
rema D véidrtusega klastritega (vordle jooniseid [11]ja . Samuti tekib viiksema
D vaartuse korral rohkem klastreid. Mida vaiksem on konstandi D vaéartus, seda
ldhemal on klastrite vahekauguse tihedusfunktsioon normaaljaotuse tihedusfunkt-

sioonile.
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