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Sissejuhatus

Jarjekorrad on ténapéeva iihiskonnas iisna levinud néhtus, ent selleks, et neid matemaatiliselt
kirjeldada, tuleb omandada mitmeid erinevaid teadmisi toendosusteooriast. Jarjekorrasiisteemid
on osa juhuslikest protsessidest, mida annab nende omaduste pohjal veelgi klassifitseerida, kuid
koige kergem on eeldada, et kliendid sisenevad siisteemi ning lahkuvad sealt mingi t6endosusliku
jaotuse kohaselt ning neid teenindatakse iihe voi mitme teenindaja poolt. Neist koige kergem on

uurida neid jarjekorrasiisteeme, kus sisenemise ja véaljumise jaotused on eksponentjaotused.

Antud t66 eesmérk on tutvustada ning selgitada selliseid jarjekorrasiisteeme, kus sisenemise ja
valjumise jaotused on eksponentsiaalsed. Viimased on tuntud ka kui Markov/Markov jérjekorra-
stisteemid ehk siisteemid, kus sisenemise ja lahkumise protsessid on Markovi ahelad (tdhistusega
M/M/...). Toos uuritakse neid siisteeme ning luuakse ka tooriist, mille abil on voimalik leida
neid siisteeme kirjeldavaid suurusi. See t6oriist on loodud abistamaks oppejoude ja/voi prakti-

kumide juhendajaid jarjekorrasiisteemide iilesannete vélja motlemisel ning lahendamisel.

T66 koosneb kolmest osast. Esimeses osas antakse taustateadmisi juhuslikest protsessidest, mis
on tugevalt seotud jarjekorrasiisteemidega. Sealjuures tuletatakse omadusi ning tulemusi, mida
jarjekorrasiisteemide juures kasutatakse. T60 teises osas tutvustatakse kuut M/M/ ... tiilpi jér-
jekorrasiisteemi ning tuuakse vélja slisteeme kirjeldavate suuruste valemeid iga siisteemi jaoks.
Kolmas osa on t66 praktiline osa, kus tutvustatakse programmi, mille abil eelnevalt kirjeldatud
siisteeme ja nende suurusi arvutatakse. Programmi rakendatakse ka naidisiilesannete lahenda-

miseks.

To66 praktiline osa on kirjutatud rakendustarkvaras R ning kasutatakse seal tarkvaras juba olemas

olevat paketti queueing [1].



1 Uldtaust

Selles peatiikis anname lugejale taustteadmised, mis on vajalikud selleks, et aru saada M/M/ ...

tiitipi jarjekorrasiisteemidest.

1.1  Juhuslik protsess

Jargnev osa pohineb S. Rossi raamatu [6] lehekiiljel 84.

Alustuseks selgitame, mis on juhuslik protsess. Juhuslikuks protsessiks nimetame juhuslike suurus-
te peret {X(t) : t € T'}, kus iga liige X (¢) on juhuslik suurus. Hulka 7" nimetatakse indekshulgaks
ja see koosneb iiksikutest ajamomentidest T' = {0,1,2,...} (sellisel juhul on juhuslik protsess
diskreetse ajaga) voi on intervall reaaltelje positiivsest osast, néiteks 7' = [0, 1] (sellist juhuslik-
ku protsessi nimetatakse pideva ajaga protsessiks). Koiki olekuid X (¢) nimetatakse seisundite

hulgaks. Viimane saab olla nii loplik kui ka lopmatu.

1.2 Markovi ahel

Jargnev osa pohineb S. Rossi raamatu [6] lehekiilgedel 191-192.

Jérjekorrasiisteemide iiks tdhtsamaid protsesse on Markovi ahel. Alustuseks defineerime disk-

reetse ajaga ahela.

Definitsioon 1.2.1 (Markovi ahel) Juhuslike suuruste jada {X,}, kus n voib omada 16pliku

voi loenduva arvu vadrtusi, nimetatakse Markovi ahelaks, kui kehtib

P{Xn = ]|X0 = k07X1 = klu cee 7XTL—2 = kn—ZaXn—l = kn—l} = P{Xn = j‘Xn—l = kn—l}-

Markovi ahela n-da seisundi X,, voimalikud seisundid on hulk {E}, Es, ... }. Téendosus, et Mar-
(n)
(]

nimetatakse ileminekutoendosuseks. Viimane toendosus soltub aga sellest, mis hetkel (n-dal sam-

kovi ahel laheb seisundist ¢ seisundisse j sammul n, on P = {X,, = j|X,_1 = i} = p;;’, mida

mul) ahel ldheb seisundist Ej; iile seisundisse F;. Kui Markovi ahela tileminekutoenéosus ei soltu
(n)

n-1 vaartusest ehk P = pij, slis nimetatakse sellist ahelat homogeenseks.

Definitsioon 1.2.2 (Uleminekumaatriks) Maatriksit
P = (pij),

mis koosneb iileminekutoendosustest vastavatesse seisunditesse, nimetatakse tileminekumaatrik-

stks.



1.3 Chapman-Kolmogorovi vorrand

Jargnev osa pohineb S. Rossi raamatu [6] lehekiilgedel 195-196.

Eelnevalt sonastatud iileminekutdenéosus sisaldab informatsiooni vaid iileminekust iihe sammu
jooksul ehk (n — 1)-st sammust n-ndasse sammu, kuid palju rohkem informatsiooni Markovi
ahela kéitumise kohta saame siis, kui vaatame, kui toenéoliselt alustades seisundist E; jouame k
sammu jooksul seisundisse F;.

Selle toendosuse uurimiseks olgu meil homogeenne Markovi ahel, mille iileminekumaatriks on

P = (pij). Meid huvitab jérgmine toenéosus:
P{seisundist 7 seisundisse j, k sammu jooksul} = p;;(k).

Teades, et P(AB) = P(B)P(A|B), kust omakorda saab néidata, et P(AB|C) = P(B|C)P(A|BC),

paneme kirja meie soovitud toenéosuse:
pij(k) = P{Xosp = j1Xs = i} "= P{X), = j| Xo = i}
(0.9}
vahesamxg lisamine Z P{Xk, _ j7 Xm _ l|XO _ Z}
1=0
o0
N " P{ Xy = 1| Xo = i} - P{Xp = j| X =1, X = i}

=0

o0
Markgl ahel szl (m)pl](k — m)
=0

Saadud vorrandit nimetatakse Chapman-Kolmogorovi vorrandiks. Téhistades P(k) = (p;;(k)),
saame selle vorrandiga, et P(k) = P(m)P(k —m). Valides m = 1, saame P(k) = P(1)P(k — 1)
ja edasi saame niidata, et P(2) = P- P = P? ja P(3) = P - P? = P3 ning iildiselt P(k) = P*.

1.4 Piirtoenaosused

Jargnev osa pohineb S. Rossi raamatu [6] lehekiilgedel 214-216.

Markovi ahela kditumist on voimalik kirjeldada tileminekumaatriksi P abil, kuid tldjuhul kir-
jeldab see vaid ahela kulgu 16plikul sammude arvul. Lastes sammude arvul kasvada (n — o0),
voib ahel kdituda oodatust teistmoodi. Jargnevalt vaatamegi sellist olukorda, kus Markovi ahel
on labinud véiga palju samme ning millised on iileminekutoendosused siis.

Olgu meil Markovi ahel, mis on toiminud juba kaua (n on suur). Téhistame toendosuse, et n



sammu labimisel oleme olnud seisundis j jargmiselt:

P{X, =j} =pjn).

Selgub, et kehtib
pi(n+1) = Zpi(n) - pij(1).

Viimast vordust maatriksi kujul kirjutades (m, = (p1(n),p2(n),...)) ndeme, et m,+; = 7, P =
Tn1P? = -+ = moP™" kus mp = (p1(0), p2(0),...) on Markovi ahela algseis ehk igasse sei-
sundisse sattumise toendosus esimesel sammul. Kuna n kasvab, siis mingil hetkel voib juhtuda
nii, et p;(n + 1) = p;(n) ehk téendosus, et (n + 1) sammul oleme olnud seisundis 4, on sama,
mis n-ndal sammul. Selline olukord aga tagab selle, et koik jargnevad toenéosused i-s seisundis
olemise kohta on samad.

Viimane véide on kasulik, sest leides n-6 piirtoenfdosused, on Markovi ahela kirjeldamine pike-
mas perspektiivis stabiilne ning kindel, mistottu oskame kergemalt ennustada, kuhu ning mis

toendoususega Markovi ahel mingisse seisundisse satub.

1.5 Pideva ajaga Markovi ahel

Jargnev osa pohineb S. Rossi raamatu [6] lehekiilgedel 371-373, 384-386 ja 389-392.

Eelnevates peatiikkides késitlesime diskreetse ajaga Markovi ahelaid ehk indeksitehulk oli T =
{0,1,2,...} ning seisundid X,, = X (n) olid defineeritud vaid hulga T elementidel. Niiiid aga
uurime lahemalt diskreetse ajaga Markovi ahela edasiarendust, kus ahela kditumine on kirjelda-

tav kogu reaalteljel.

Definitsioon 1.5.1 (Pideva ajaga Markovi ahel) Oeldakse, et juhuslik protsess { X (¢),t > 0}
on pideva ajaga Markovi ahel, kui suvalise s, t > 0 ja suvaliste mittenegatiivsete taisarvude 4, 7,
x(u), 0 < u < s korral kehtib vordus

P{X(t+s)=7X(s)=1,X(u) =z(u), 0<u<s}=P{X(t+s)=jX(s) =i}

See definitsioon kirjeldabki just sellist juhuslikku protsessi, millel on Markovi omadus ehk aja-
hetkel (¢4 s) ei soltu protsessi vaértus olekutest, mis jadvad ajahetkesse u, 0 < u < s, vaid soltub
ainult sellest, mis juhtus ajahetkel s.

Sarnaselt diskreetse ajaga Markovi ahelale on pideva ajaga ahelal homogeensuse ehk statsionaar-

suse omadus.



Definitsioon 1.5.2 (Statsionaarsed iileminekutoeniosused) Kui toendosus P{X (t + s) =
J| X (s) =i} ei soltu s véadrtusest, siis 6eldakse, et pideva ajaga Markovi ahelal on statsionaarsed

(e homogeensed) tileminekutoendosused.

Kasutades eelnevat statsionaarsete tileminekutoenédosustega pideva ajaga Markovi ahela definit-
siooni, nditame, et seisundisse ¢ sattumisel on seal seisundis veedetud aeg T; eksponentjaotusega.
Olgu s, t € [0, 00) suvalised. Olgu Markovi ahel selline, et ta sattus ajahetkel 0 seisundisse i ning
ei ole sealt s ajaiihiku jooksul lahkunud. Vaatame toenéosust, et ta ei lahku jargneva ¢ ajatihiku
jooksul. Sisuliselt otsime toendosust P{T; > (t + s)|T; > s}. Markovi omaduse tottu mojutab

seda toendosust vaid see teadmine, et hetkes s on ahel seisundis ¢, siis

P{T; > (t+s)|T; > s} = P{X(s") =1, 0<s" < (t+9)|X(s%) =14, 0<s" <s}
— PX(s") =i, 5 <5 < (t45)X(5") =4, 0< 5 <5
L P{X(s*) =i, s <" < (t+5)|X(s) =i}
=P{X(s") =1, 0<s* <t|X(0) =i} = P{T; > t}.

Seega saime, et P{T; > (t + s)|T; > s} = P{T; > t}, kust lemma 4.1.1 pohjal T; ~ Exp(}\).
Viimase tulemuse pohjal saamegi kirja panna teise voimaliku definitsiooni pideva ajaga Markovi

ahela jaoks.

Definitsioon 1.5.3 (Pideva ajaga Markovi ahel) Pideva ajaga Markovi ahel on juhuslik

protsess, mis

1. sattudes seisundisse ¢, jaab sinna ajaks T; ~ Exp();), kusjuures seisundites viibimise ajad

on soltumatud juhuslikud suurused;

2. viljudes seisundist 4, siseneb ta teatava toendosusega P;; seisundisse j, kusjuures iilemine-
kutoendosused F;; rahuldavad tingimusi P; = 0 ja Z P;; =1 iga ¢ korral.
J

Sellest definitsioonist on palju kergem aru saada kui esimesest ning sarnasused ja erinevused
diskreetse ning pideva ajaga ahelate vahel paistavad kergemalt vélja. Lisaks sellele ndeme, et
seisunditevaheliste liikumiste toendosused moodustavad téisslisteemi, kus on eraldi vélja toodud
see, et aeg seisundi muudatuste vahel on eksponentjaotusega ning iga seisundis veedetud aeg on
soltumatu teistes seisundites veedetud ajast.
Edasi sonastame kaks lemmat, mida kasutades saab tuletada Kolmogorovi taha- ja ettesuunatud

vorrandid.



Lemma 1.5.1 Kehtivad seosed

ja
P
lim % _— )\iiDija kui i # j.

h—0 h

Lemma 1.5.2 (Chapman-Kolmogorovi vorrand) Suvaliste s, ¢ > 0 korral
ZJ t + S Z Pm ij )

See on pideva ajaga analoog eelnevalt tuletatud diskreetse ajaga Markovi ahela vorrandile (1).
Kasutades Chapman-Kolmogorovi vorrandit ning eelnevaid omadusi, saame tuletada jérgmise

teoreemi.

Teoreem 1.5.1 (Kolmogorovi tahasuunatud vorrand) Iga i, j, t > 0 korral

=X > PiPyj(t) — NPy (1)
ki

Selgub, et tuletise Pi’j(t) leidmiseks saab tuletada veel iihe vorrandi, kuid selleks peab juhuslik

protsess tditma liht kolmest tingimusest:

1. vaadeldaval protsessil on ainult loplik arv seisundeid;

2. iga i korral nende j hulk, mille korral on FP;; > 0, on loplik;

3. koodumine }im Pi#(h) = A\ P;; on iihtlane iile koigi ¢, (i # j).

Siis aga kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 1.5.2 (Kolmogorovi ettesuunatud vorrandid) Kui on téidetud iiks tingimustest

1-3, siis iga ¢, j, t > 0 korral

= MePujPir(t) — APy ().
ki

Eelnevad funktsioonid on iildiselt analiiiitiliselt raskesti leitavad, mistottu uurime nende astimp-

tootilist kuju ehk olukorda, kus t — oco. Téahistame p; := lim P;;(¢). Sarnaselt diskreetse ajaga

t—00

ahela piirtoendosustele voiks arvata, et suure ¢ korral téenédosused stabiliseeruvad, mis omakorda



voimaldab kergemini leida Kolmogorovi vorrandite lahendeid. Arvestades, et kui ¢ — oo, siis

P/;(t) = 0, saame, et suure ¢ korral
0="> MePrjpr — Ajp;
ki
ja

0=A Z Pirpj — Aipj,
ki

kust saamegi vorrandisiisteemi lahendades leida n-6 tasakaaluseisundi toendosused.

1.6 Tekke ja kao protsessid

Jérgnev osa pohineb S. Rossi raamatu [6] lehekiilgedel 374, 392-393.

Jargnevas peatiikis defineerimine tekke ja kao protsessi, mis on kitsendustega pideva ajaga Mar-

kovi ahel. Voib Gelda, et jarjekorrasiisteemid on tekke ja kao protsessi edasiarendus.

Definitsioon 1.6.1 (Tekke ja kao protsess) Pideva ajaga Markovi ahelat {X(¢),¢ > 0}
seisundite hulgaga {0,1,2,...} nimetatakse tekke ja kao (ka slinni ja surma) protsessiks, kui

seisundist m on voimalik {ile minna iiksnes naaberseisunditesse n — 1 ja n + 1.

Definitsioonist on selge, et tekke ja kao protsesside puhul seisundite tGendosused on nullist eri-
nevad vaid siis, kui indeksite vahe |i — j| < 2. Samuti selgub, et P, ,—1 + P, n+1 = 1, sest eelduse
kohaselt ei ole voimalik minna seisundist n seisundisse n ehk P,, = 0.

Té&histame suurused, mida edaspidi kasutame

Vg = Oa
Up = )\nPn,n—l’n >1,

Hn = )\nPn,nJrl’ n >0,

siit on selge, et up+v, = Ay, kus A, on n-ndas seisundis keskmine viibimisaeg, sest T}, ~ Ezp(Ay,).
Selguse mottes mainime, et v, on n-ndast seisundist lahkumise intensiivsus ning p,, on n + 1-sse
seisundisse sattumise intensiivsus.

Kuna tekke ja kao protsess on sisult pideva ajaga Markovi ahel, siis kehtivad ka koik eelnevalt
mainitud tulemused. Jérgnevalt uurime selle protsessi tasakaaluvorrandit ning leiame piirtéenéo-

suste p; valemi.



Arvestades tekke ja kao protsesside definitsiooni, siis ndeme, et protsess tdidab tingimust (2),
sest fikseerides i, saab protsess minna positiivse toendosusega vaid seisunditesse ¢ — 1 voi ¢ + 1
ehk j-tide hulk on kujul {i — 1,7 4+ 1}. Selle pohjal voime kasutada Kolmogorovi ettesuunatud
valemit
Pli(t) = MPejPi(t) — APy ().
ki
Otsides stabiilset siisteemi, teame, et siisteem peaks olema tasakaaluolekus (¢ on suur), mistottu

kehtivad
Pij(t) = pj, Vi,
ja
P/;(t) — 0.
Asendame need suurused ettesuunatud vorrandisse ja saame, et

0="> MePujpe — Ajpj,j =0,1,2, ..
ki
ehk

)\jpj = Z )\kijpk,j = 0, 1, 2, e
k]
Arvestades, et Py; = 0, kui |k — j| > 2 ning tekke ja kao protsessi definitsiooni (tuletus on leitav
[6, Ik 392-393]), saame, et kehtib tildvalem

k
P = (H “;fl) Po. (2)

7

i=1
o
Arvestades, et tegu on toendosustega, siis peab kehtima Zpk = 1, kust eelnevat arvestades
k=0

saame avaldada, et

1
po = po— (3)
Hi—1
1
2 117,
k=1:=1

Kokkuvottes leidsime tasakaaluoleku toenéosuste iildkuju ning samuti ka viisi, kuidas arvutada

0-nda seisundi tasakaaluoleku toendosust. Tasub mainida, et tasakaaluoleku téendosuse iildkuju

o~ k
pr ehk pg leidmiseks peab lopmatu summa Z H Firl 1 oonduma. Samuti tasub mainida, et kui
. Vi
k=11i=1
populatsioon saab kasvada vaid mingi arvuni K ehk p; = 0, kui ¢ > K, siis on tasakaaluoleku

toendousused samuti leitavad (see kehtib, kuna tekke ja kao protsess tdidab pideva ajaga Markovi

ahela ettesuunatud vorrandi tingimust (1)).

10



2 Jarjekorrasiisteemid

Jarjekorrasiisteemid on sisult tekke ja kao protsessid, kus tehakse lisaeeldusi sisenemise ja val-
jumise jaotustele, nende intensiivsustele, klientide ehk populatsiooni arvule siiteemis ning po-
pulatsiooni kasvu kitsendustele. Selles peatiikis kirjeldame neid jdrjekorrasiisteeme ning meid
huvitavaid suuruste valemeid. Praktilises osas kasutame rakendustarkvara R, et neid suurusi siis-
teemide jaoks arvutada. Tahtis on mainida, et koikide siisteemide puhul tulemused kehtivad, kui

stisteem on tasakaaluolekus.

2.1 Jarjekorrasiisteem M /M/1 ja arvutatavad suurused

Jargnev osa pohineb L. Kleinrocki raamatu [3] lehekiilgedel 94-99.

Alustuseks defineerime koige algelisema jarjekorrasiisteemi ning anname valemid, mille abil leida

siisteemi kirjeldavaid suurusi.

Jarjekorrasiisteemis M /M /1 teenindatakse korraga iiht klienti, sisenemise ja viljumise protsessid
on Markovi ahelad, mis tdhendab, et kahe kliendi sisenemise vaheline aeg on eksponentjaotusega
juhuslik suurus ning iihe kliendi teenindamiseks kuluv aeg on samuti eksponentjaotusega juhuslik
suurus (lisaks eeldatakse, et siisteemis saab korraga oodata lopmatu arv kliente). Seda jarjekorda

kirjeldab tekke ja kao protsess, mille korral

i = [ k=0,1,2,...,
v,=v k=1223,...

ehk tekke- ja kaointensiivsused on konstantsed iga seisundi k jaoks. Kasutades tekke ja kao prot-
sesside valemeid (2) ja (3), saame, et sellise jarjekorrasiisteemi tasakaaluseisundite tdendosused

avalduvad kujul

LNk
Pk=p0'<*)
14
ja
_ 1
Po = < Y
> (1)
k=0

11



Selge on, et toendosused leiduvad vaid juhul, kui i < 1 ehk p < v. Viimane on ka intuitiivselt
v
selge, sest kui siisteemi tuleb rohkem kliente, kui neid sealt lahkuda jouab, siis jarjekord aina

kasvab, mistottu toendosus nédha klientide arvu n kahaneb kiiresti 0-ks.

o0
1
Olgu p < v, siis tahistades p = E, on selge, et kehtib g pk =1 kust saame, et pg =1 — p.
4 -p

k=0

Lisaks saame, et p, = (1 — p)p".

Jarjekorrasiisteemi juures huvitavad meid toendosused pg, K = 0,1,2, ..., kuid lisaks sellele saab
vilja arvutada ka teisi kirjeldavaid suuruseid. Uks tihtsamaid tuletatavaid suurusi on keskmine

klientide arv silisteemis. Toestame jargmise lemma.

Lemma 2.1.1 Olgu juhuslik suurus X klientide arv M /M /1 jarjekorrasiisteemis. Siis kehtivad

valemid

ja
DX =—"——.
(1—p)?

Need tulemused on toodud ilma toestuseta Kleinrock’i raamatus [3, 1k 97|, toestused on labi

tehtud autori poolt.

Toestus. Lahtume tasakaaluseisundite jaotusest pg ning keskmise definitsioonist. Saame, et

EX=) kepe=Y k-(1—pp"=p1=p)> k-p" 1 =p1-p)> (")
k=0 k=0 k=0 = (4)

k=0
— _ } : k /_ _ 1
p(1—p) (k_op > p(1—p) (1 >

12



Dispersiooni leidmisel lihtume teadmisest, et DX = EX? — (EX)2. Saame, et

DX = EX? — (EX)? Z k2 - pp — (EX)? i(k(k‘ +1)— k) -pp — (EX)?
k=0 k=0
:ik(k pk—Zk e — (EX) :ikkﬂ 1 -p)—EX — (EX)?
k=0 k=0 k=0
P> k(k+1)-p"' - EX - (EX)? P (k+1)- (") — EX — (EX)?
k=0 k=1
=p(1- )(i(k +1)-p") - EX - (EX)? ) Py — (BEX)?
k=1 k=1
=p(1=p)((>_ P - EX - (BEX)? = IO - EX - (EX)?
k=1 k=0
(1= (1 == 1)) = BX — (EX)
=p(1-p) LI R S
(1=p)? 1=p (@A=p?2 ([1-p)p?
(5)
O

Teine huvipakkuv suurus, mis on seotud eelmisega, on jarjekorra pikkus. Jarjekorrasiisteemi
M/M/1 puhul on kerge néha, et kui stisteemis on rohkem kui iiks klient, mille t6endosus on
P{X >1}=1—(p1 +po) =p2+ps+...,siis peab siisteemis olema jarjekord. Kasutades seda

teadmist, sonastame ning toestame jargmise lemma.

Lemma 2.1.2 Tahistagu suurus X, klientide arvu M/M/1 siisteemi jérjekorras ehk X, =
max(X — 1,0). Siis kehtivad

ja

PP +p+1)
(1-p)?

DX, =

Toestus. Toestuskiik on analoogiline eelmise lemma (2.1.1) toestusega. Lahtudes keskvaartuse

definitsioonist, saame, et

o0 o0 )
Z Z _ 1 P
k=1 k=1 k=1 P P




Kasutades valemit DX, = EX2 — (EX,)?, saame, et

DXq:EXg_(EXq)ZZZk’Q‘pkH Zk? (k+1) pr+1—
k=1
= keprsr — (BXp)? = P> k(k+1) - proy — EX, — (EX,)? 2
k=1
— (- )t - [ A i G s
(I=ppP 1-p (1-p)? (1—p)?

O

Eelnevad tulemused on sonastatud ning toestatud autori poolt. Viimane klientide arvuga seotud
suurus, mis kirjeldab jarjekorrasiisteemi, on jarjekorra keskmine pikkus tingimusel, et jérjekord
on olemas. Tahistagu seda suurust X,,. Teisiti voime kirja panna, et Xqq = X4| X, > 0. Selleks,
et leida selle juhusliku suuruse keskmist, peame leidma vastavad tinglikud toendosused. Meid hu-
vitab jargmine toendosus: P{X,, = k} = P{Jérjekorras on k klienti| Siisteemis on jarjekord} =
P{X,=k|X, >0} = P{X =k+1|X, >0} = P{X = k+ 1|X > 1} := p}. Kasutades tingliku

toendosuse valemit saame, et

P{X=k+1,X >1}

t_
Pr = P(X > 1)
Eelnevalt teame, et P{X > 1} = pa+ps+--- =1—(p1+po). Lisaks saame, et P{X =k+1,X >
1} = P{X =k + 1} = pg41. Nii saamegi, et korral p}, = %.

Lemma 2.1.3 Téhistagu tinglik juhuslik suurus Xy, klientide arvu jarjekorras tingimusel, et
jérjekord on olemas ehk X,, = X,|X, > 0. Siis kehtib

Toestus. Lahtudes keskvaartuse definitsioonist saame, et

oo [e.e] oo
pk:+1 1 1
qq kzl Z:I (p1+po) 1= (p1+po) ,; P T oy po) (6)
1 p? - p? 1

I—(pl=p)+A=p)l—p (A=(1=p)(1=p) 1—p
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See tulemus on samuti sonastatud ning toestatud autori poolt.

Lisaks klientide arvuga seotud juhuslikele suurustele on oluline ka siisteemis ning jéarjekorras

veedetud aeg.

Lemma 2.1.4 Téhistagu juhuslik suurus T jérjekorrasiisteemis M /M /1 veedetud aega ning Ty
selle siisteemi jarjekorras veedetud aega. Siis kehtivad
1
ET=————
v(1—p)
ja
7
ET,= ————.
(1 -p)

Tulemus ET kohta on leitav ka Kleinrock’i raamatus [3, lk 98]

Toestus. Olgu meil M/M/1 jarjekorrasiisteem jargmine: iga klient, kes on siisteemis, peab iga
ajaiihiku kohta tasuma kindla summa. Olgu iihe siisteemis veedetud tunni hind iiks euro. Sellise
stisteemi keskmine sissetulek ajahetkeks 7' (tdhis E'B) soltub sellest, kui sagedasti kliente juurde

tuleb (t&his \,) ning kui palju iga klient keskmiselt maksma peab (tdhis ET') ning intuitiivselt
EB =M\, - ET. (7)

Saadud valem on tuntud ka kui Little’s valem ning see kehtib peaaegu koikide jarjekorrasiisteemi-
de korral. Tahtis on mainida, et antud kontekstis néditab A\, slisteemi efektiivset tekkeintensiivsust
(kirjanduses effective arrival rate) ehk see ei ole alati vordne tekkeintensiivsusega, vaid see arves-
tab ka klientide sisenemisele seatud kitsendusi. Siisteemi M /M /1 kirjeldusest teame, et siisteemi
siseneb igas tunnis keskmiselt p klienti. Kuna klientide saabumisel ei ole kitsendusi, siis A\, = pu.
Kuid kuna iihe tunni hind on iiks euro, siis keskmiselt makstud summa on sama, mis keskmiselt
veedetud aeg (ET), ning keskmine sissetulek ei ole muu kui keskmine klientide arv siisteemis,

mistottu saame avaldada keskmise slisteemis veedetud aja ET jargmiselt:

_EB_EX 15 _ 1
Aa 1 po v(l—p)

ET (8)

Kasutades sarnast arutelu, aga maksustades ainult neid kliente, kes ootavad jarjekorras, saame
tuletada, et jarjekorras veedetud aja keskmine avaldub sarnaselt eelmisele
2
EXy _ 1 [

Pl = ~va—y ¥




Viimase kahe suuruse toestusarutelu pohineb Rossi raamatul [6, lk 498-500].

Seejuures tasub mainida, et

_
v2(1—p)

kus S tahistab teenindamiseks kuluvat aega, mis on eelduste kohaselt eksponentjaotusega. Seega

1
+—-=FET,+ ES=E(T; +5),
v

keskmine siisteemis veedetud aeg on keskmise jérjekorras veedetud aja ja keskmise teeninduseks
kuluva aja summa, mis on kooskolas siisteemi sisemise loogikaga: silisteemis veedetud aeg on

jarjekorras veedetud aja ja teenindusaja summa.

Jarjekorras veedetud aja juures saab samuti uurida tinglikku keskmist tingimusel, et klient, kes

siisteemi saabub, peab ootama. Klient peab ootama 1 — py osa ajast.

Lemma 2.1.5 Tahistagu T}, jérjekorras veedetud aega tingimusel, et peab jarjekorras ootama
ehk T,, = T4|T, > 0. Siis
ET,
i = FT.
1 —po

ETy =

Toestus. Kuna slisteemis on ainult iiks teenindaja, siis teame, et ta on hoivatud 1 — pg osa ajast.
Vottes arvesse, et (kogu) tekkeintensiivsus on p ja et toendosusega 1 — py peab saabuv klient
minema jarjekorda, saame, et efektiivne tekkeintensiivsus on u(1l — pp). Kasutades valemitega
(8) ja (9) analoogilist arutluskdiku ja maksustades neid kliente, kes peavad ootama jarjekorras,
saame Little’i (7) valemi pohjal, et

EX,  FET, 1
p(l—po)  1—po  v(1-p)

ET,, = — ET. (10)

O

Tasub mainida, et tingimus, mis kehtis Xy, puhul, ei ole sama, mis 7T}, puhul. Uht uuritakse
jarjekorra olemasolu tingimusel ehk X, > 0 korral, teist uuritakse omakorda tingimusel, et peab

siisteemis ootama ehk Tj, > 0 korral.
Viimaseks uurime siisteemis ning jérjekorras veedetud aegade dispersioone.

Lemma 2.1.6 Tahistagu juhuslik suurus 7' jarjekorrastisteemis M /M /1 veedetud aega ning Ty,
selle siisteemi jéarjekorras veedetud aega. Siis kehtivad
1

P waar

ja

p(2—p)
(v(1—p))*

16
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Toestus. Selleks, et tuletada siisteemis ja jérjekorras veedetud aja dispersiooni, peame uurima
vastavaid jaotusi. Lahenedes probleemile nii, et kliendi, kes silisteemi siseneb ning néeb enda ees
siisteemis n > 0 klienti, ooteaeg on n + 1 soltumatu juhusliku suuruse summa, kusjuures iga

juhuslik suurus on eksponentjaotusega, mille keskmine on % ehk ooteaeg T' avaldub kujul

U+S1+8++5, n>1

S1, n=20 ’
kus U on uue kliendi sisenemisel parasjagu teenindatava kliendi teenindamiseks jarele jadnud
aeg ja 5; on jarjekorras i-nda teenindamiseks kuluv aeg. Seejuures on U jaotus eksponentjaotuse
malutuse omaduse tottu sama, mis algne jaotus ehk eksponentjaotus keskmisega % Seda kasu-
tades saame tuletada, et siisteemis veedetud aeg T on tihedusega fr(t) = v(1 — p)e V(1=P)t ehk
stisteemis veedetud aeg on eksponentjaotusega juhuslik suurus keskmisega ﬁ. Téies mahus

tuletus on néha Harrisoni artiklis [2].

Kasutades seda tulemust, saame kirja panna, et

1
DI= ————. (11)
(v(1—p))?
Sarnase argumentatsiooniga on voimalik leida, et Fr,(t) = 1 — pe™ (1-P)t Paneme tihele, et
jaotusfunktsioon ei ole pidev punktis 0 ehk punktis 0 on positiivne toendosus 1 — p. Tuletist

vottes saame, et vastav kombineeritud toendosus-/tihedusfunktsioon on

1—-0p t=20
fr,(t) =
p(v(1—p))e 0=, >0,

Siit edasi lahtume dispersiooni iildvalemist juhuslike suuruste jaoks. Arvestades T jaotust, saa-

me, et

[e%e) 2 2 2 _
DT, = [, 0~ (B, = TP GO—F <up<(1 - ,S)>2-

Tulemus DTj kohta on autori sonastatud ja toestatud.

Sellega oleme esitanud koikide huvipakkuvate suuruste valemid koos tuletusega M /M /1 siisteemi
jaoks. Jérgnevate silisteemide puhul anname ainult valemi ilma téieliku tuletuseta, kuna koigi

valemite tuletamine jadb bakalaureruseto6 mahust vilja.
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2.2 Jarjekorrasiisteem M /M /oo

Jargnev osa pohineb L. Kleinrocki raamatu [3] lehekiilgedel 100-101.

M /M /oo stisteem kéitub viga saranaselt M /M /1 siisteemile, ent ainus erinevus on see, et tee-
nindajate arv ei ole piiratud. Kuigi see siisteem on ainult teoreetiline, sest ei ole voimalik korraga
teenindada lopmatut arvu kliente, on selle siisteemi uurimine kasulik selliste siisteemide jaoks,
kus teenindajaid on palju rohkem, kui kliente olla saab, néiteks veebiteenus, mida kiilastavad
ainult kiimme voi vihem klienti korraga, kuid siisteem oleks suuteline vastu pidama ka kiimnete
kui mitte sadade tuhandete klientide korral. Teoreetilises mottes on see jarjekorrasiisteem tekke

ja kao protsess, kus

l’l’:l’l’7 k:O71727"'7
v,=kv, k=1,2,3,....

Seega kliendid sisenevad siisteemi konstantse intensiivsusega p, kuid siisteemist lahkumise in-
tensiivsus kasvab baasintensiivsuse v suhtes vordeliselt klientide arvuga siisteemis. Sisuliselt ta-

hendab see seda, et mida rohkem kliente korraga siisteemis on, seda kiiremini klient sealt lahkub.

Tasakaaluolek on voimalik saavutada, kui £ < 1. Kasutades tekke ja kao protsessi valemeid (2)

ja (3), saame, et tasakaaluseisundi toendosused avalduvad kujul

n

n n
w1 (2) w1 ()
Pn poH<Vk> m[[ () =P
k=1 k=1
1

1 1 Y
L+ pe 14 oo
k=1 k=1
Viimases vorduste ahelas kasutasime eksponentfunktsiooni Taylori rida, f(z) = e* = E
k=0

Kuna niiiid teame jarjekorrasiisteemi toendosuslikku jaotust, saame seda kasutades leida koik

iilejadnud huvitavad suurused.

Lemma 2.2.1 Téhistagu X klientide arv M /M /oo siisteemis. Siis kehtivad

Ex =1
14
ja
px ="
1%
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Tulemus EX kohta on olemas ka Kleinrock’i raamatus (3, 1k 101|. Lemma toestus on analoogne

lemma (2.1.1) toestusele, ent tuleb jilgida vaid vastavat py jaotust.

Kasutades sarnast Little’i valemiga (7) tuletuskdiku nagu M/M/1 siisteemi puhul (8), saaks

toestada jargmise lemma:

Lemma 2.2.2 Olgu T jérjekorrastisteemis M /M /oo veedetud aeg. Siis kehtivad

1
ET = —
v
ja
1
DT = —.
2

Tulemus ET kohta on vélja toodud ka Kleinrock’i raamatus [3, Ik 101]. Teine voimalik arutelu
selle toestamiseks on arusaamine, et kui M /M /oo stisteemi puhul klient satub siisteemi, siis ha-
katakse teda kohe teenindama, mistottu siisteemis on klient ainult teeninduspunktis ning lahkub
sealt eksponentjaotuse (keskmisega %) kohaselt.

Kuna siisteemis on I6pmatu arv teenindajaid, siis ei saa siisteemi tekkida ka jarjekorda, mistottu
defineerides sarnaselt M /M /1 siisteemiga X, = max(X — 00,0), on ndha, et viimane on alati
0. Seega FX, = DX, = ET, = DT, = 0 ning tinglike keskvadrtuste ja siisteemis veedetud aja

leidmine on voimatu, sest jarjekorda ei saa siisteemis olla.

2.3 Jarjekorrasiisteem M/M/c

Jargnev osa pohineb L. Kleinrocki raamatu [3] lehekiilgedel 102-103.

Jarjekorrasiisteem M /M /c on selline, kus klientide saabumiste vaheline aeg on eksponentjao-
tusega ning iihe kliendi teenindamisele kuluv aeg on eksponentjaotusega (molemad protsessid
on Markovi ahelad), kuid korraga on voimalik teenindada kuni ¢ > 1 klienti (lisaks eeldatak-
se, et siisteemis saab korraga oodata l1opmatu arv kliente). See siisteem on inimeste jaoks iisna
loomulik, sest puutume sellega kokku igapéevaselt naiteks toidupoodides voi s66gikohtades, ent
selleks, et need teeindussiisteemid toimiksid tépselt nagu M /M /c jarjekord, peaks teenindusele

ette seadma moned piirangud.

Sisuliselt on tegu tekke ja kao protsessiga, kus

pe=p, k=0,1,2,...,

v = min(kv, cv).
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Seega sarnaselt eelmise kahega tekib siisteemi uusi kliente konstantse intensiivsusega u, kuid
kaointensiivsus kasvab lineaarselt baasparameetri v suhtes, kui silisteemis on viahem kui ¢ klienti.
Vastasel juhul on kaointensiivsus konstantselt cv ehk peale mingit hetke kliente ei lahku siis-
teemist kiiremini, nii nagu on omane M /M /oo siisteemile. Tasub mainida, et siisteemis leidub
tasakaaluolek parajasti siis, kui £- < 1. Tasakaaluseisundi toendosused avalduvad selle siisteemi

jaoks jérgmiselt (lahtume valemitest (2) ja (3)):

kui k < ¢, siis

k—1
_ Mg M
pk _pOZHO Vi+]_ _poklyk'

Kui k£ > ¢, siis

pr=po [[— ] - =pom 5=
-0 Vit1 i=c Vi1 Vk C!Ck ¢

Vottes viimased kaks vordust kokku, saame, et

k
po% k<c
Pk = k )
polrct k>c
kus p = c% Algseisundi téenéosuse pg leidmiseks votame lopmatu summa lahti kaheks ning

saame, et

1 1
poz =

= ()t | & — (cp)* | (ep)* 1
1
+; k! +kz;: c! ck ¢ k! + cd 1-p

=0
Selleks, et leida teisi siisteemi kirjeldavaid suuruseid, uurime koigepealt tGenédosust, et klient, kes

O
>_\

=

slisteemi siseneb, satub jarjekorda. Téhistame p, = P{Satub jérjekorda} = P{X > c}. Saame,
et

(cp)® 1 “”f%

_ c! P

pq_zpk_z Po c! Ck ¢~ bo c! 1—P c—1 ( 1
> ek T
k=0

See valem on tuntud ka kui Erlang’i C valem.

Uurime edasi siisteemi kirjeldavaid suurusi. Tédhtis on mainida, et koik jargnevad tulemused on

périt paketist queueing [1|. Klientide arvuga seotud suurusi kirjeldab jirgmine lemma.
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Lemma 2.3.1 Olgu X klientide arv M /M /c jérjekorrasiisteemis ning X, jérjekorra pikkus selles
stisteemis ehk X, = max(X — ¢, 0). Siis kehtivad

BEX, = 21
I—p
Bx =L B
1—p v
Dx. — PPal+p— ppg)
! (1—p)?

ja
_ H
DX = DX+ (1+p,)-
Kasutades Little’i valemit (7) ning sama argumentatsiooni nagu M /M /1 siisteemi puhul (8),
saame sonastada lemma.

Lemma 2.3.2 Tahistagu T siisteemis M /M /c veedetud aega ning T} selle siisteemi jérjekorras

veedetud aega. Siis kehtivad

EX 1
pr="2 - P -
W -
ja
pr,— FXa _  Pg
/ 0 cv(1—p)

Néeme, et jadb kehtima ET = ET; + ES ehk keskmine siisteemis veedetud aeg on jirjekorras

veedetud aja ja teenindusaja keskmiste summa.

Selleks, et leida siisteemis veedetud aja dispersiooni, peame taas leidma veedetud aja jaotu-

B _ —vt —cv(l—p)t
se (nagu (11) puhul). Saab leida, et Fp(t) = 1+ (et p"()cilizz;qe ’ ning Fr (t) =

1 —pge™ (1-P)t Eelnevad on saadud paketist queueing [1]. Vottes tuletise ning integreerides

jaotusfunktsioone, saame tuletada jargmise tulemuse.

Lemma 2.3.3 Olgu T siisteemis M /M /c veedetud aeg ning Ty selle siisteemi jarjekorras veede-

tud aeg. Nende dispersioonid avalduvad siis

2p(1 — (1 - p)?) 2 2
DT = : =~ — (ET
(L +1—-0c)c(1—p)?r? e (ET)
ja
(2 —pq)rq
DT, = —— 424 _
T2 (1 - p)?
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Lisaks saame leida tingliku keskmise klientide arvu jérjekorras tingimusel, et siisteemis on jérje-

kord, ning tingliku keskmise jérjekorras veedetud aja tingimusel, et peab jarjekorras ootama.

Lemma 2.3.4 Olgu M /M /c jarjekorrasiisteemi tinglikud juhuslikud suurused Xy ja Tpq jérg-
mised Xqq = Xy| Xy > 0= X,|X > cja Tyy = Ty|T, > 0. Siis nende keskmised avalduvad

ja

1
ET,,=———.
" a(l-p)
Sellega oleme dra vaadanud koik jérjekorrasiisteemid, kus eeldatakse, et ruum klientide jaoks
on lopmatu. Jargnevalt uurime sama kiitumisega siisteeme, kuid niiiid saab korraga siisteemis
oodata vaid loplik arv kliente. Valemite tuletustes lahtume suuresti juba eelnevalt tehtust, kuid

peame seda rakendama loplikule summale.

2.4 Jarjekorrastlisteem M/M/1/K

Jargnev osa pohineb L. Kleinrocki raamatu [3] lehekiilgedel 103-105.

Niitid keskendume sellistele siisteemidele, kus korraga saab siisteemis oodata vaid loplik arv
kliente — 16plikud jérjekorrasiisteemid. Olgu meie siisteemis iilempiiriks K klienti. Kehtima jaab
see, et kliendid saabuvad jarjekorrasiisteemi ning lahkuvad sealt Markovi ahela kohaselt. Lisaks
uurides siisteemi M /M /1/K, on meil sarnaselt siisteemiga M /M /1 vaid tiks teenindaja, kes koiki
kliente teenindab. Tasub mainida, et kui siisteemi peaks saabuma klient ning ndgema silisteemis
juba K klienti, siis ei saa ta siisteemiga liituda, mistottu ldheb klient n-6 kaduma. Sisuliselt on
n-6 ruumipiiranguga siisteemid kditumise poolest tépselt samad nagu lopmatud slisteemid, ent

peaaegu koik summad on loplikud, mis kohati lihtsustab suuruste leidmist.

Jarjekorrasiisteem M /M /1/K on kergesti kirjeldatav tekke ja kao protsessina, kus

v k<K

HE = )
0 kE>K

m=v k=12,... K.
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Siin ndemegi, et peale seda hetke, kui siisteemis on K klienti, on tekkeintensiivsus 0 ehk kliente
ei saa juurde tekkida (kaointensiivsust see ei mojuta, kuid pole motet vaadata ka olukorda, kus
k > K). Kui stisteemis on kliente véhem kui K, siis on tekke- ja kaointensiivsused konstantselt
ja v. Arvestades seda saame kergesti vilja kirjutada tasakaaluseisundi tGenédosuste jaotuse, sest

need avalduvad vahetult valemitest (2) ja (3). Saame, et
i Pk
pr=po [[ =m0 (*) , k<K
o1 Vi

v
Selge on, et kui k > K siis up = 0, mistottu on pr = 0, kui & > K. Kasutades seda saame, et

1 1 1-£

G

k=0

Nl

Viimane kehtib iga u # v korral, sest leiame geomeetrilise jada K + 1 esimese liikme summa,

mis on 16plik. Kui pp = v, siis po =p1 =+ =prx = 7.

Kokkuvottes saame, et

Jargnevalt vaatame siisteemi kirjeldavaid suurusi, kui K > 1. Jarjekorrasiisteem M /M /1 on iiks
lihtsamaid siisteeme, millest aru saada, kuid selle suuruste valemite tuletamine on kohati tiilikas,
sest peab arvestama lopmatute summadega. Stisteem M /M /1/K on kiitumiselt sama, ent selleks,
et leida keskmist klientide arvu siisteemis, peame leidma vaid 16pliku summa véértuse, mis on
teoreetiliselt kergem, kuid tihti ei ole voimalik anda suurustele iihtset valemit kogu siisteemi
jaoks (vaata valemit (4) voi (5)), vaid tuleb piirduda toéendosuste jaotusest py soltuva valemiga,
sest need on arvutuse mottes kergemad ja arusaadavamad. Jargnevad toestused on labi tehtud

autori poolt. Tahistame £ = p ning vaatame jargmist lemmat.

Lemma 2.4.1 Olgu X jarjekorrasiisteemi M/M/1/K klientide arv (X € {0,1,...,K}). Siis
kehtivad valemid

p(1+ Kp"t — (K +1)p%)
(1= pRtH)(1 = p)

EX =

ja

K 2
N2 (PO KPR — (K 4 1)pK)
DX =) K p (" )
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Toestus. Lahtume keskvaartuse definitsioonist

K K
1— /
_ k-1 _ P k
PX =Y k- Kﬂz o = S ()
k=0 k=0
K
- _1-r, Zﬂk =—F p(l_pKH)
K+1 = PLEE! 1-p (12)
_ (d—p)p ‘—(K+1)p (1 —p)+1-(1—pK+1)
T pie (-
p(L = p" 1+ (K +1)p" ! — (K +1)p") _ p(1+ Kp"*! — (K +1)p¥)
(1=pF+h)(1—p) (1=pfth)(1—p)

Selleks, et leida klientide arvu dispersiooni, lihtume taas teadmisest, et DX = EX? — (EX)2.

Nii saamegi, et

K 2
_pv2 2 _ 2 p(1+ Kp"+! — (K + 1)pF)

(13)
O

Kuigi summat Zk:ka on voimalik lihtsustada sarnaselt M /M /1 klientide arvu dispersiooni
k=0
tuletusele (5), ei ole saadav kuju arvutuse mottes kergem. Arusaadavam on leida 16pliku summa

iga tegur ning need kokku liita. Samuti tasub mérkida, et kui vaatame olukorda, kus K — oo,

K41 K
nieme, et £X = 2 (H(Iff R H)(([fjpl))p ) fpp, mis on M/M/1 stisteemi keskmine klientide arv.

See ongi oodatav tulemust, sest M /M /1 jarjekorrasiisteemis on ruumi lopmata palju.

Tépselt samamoodi saame tuletada ka keskmise ja dispersiooni jarjekorra pikkuse jaoks.
Lemma 2.4.2 Téhistagu X, jarjekorra pikkust M/M/1/K siisteemis ehk X, = max(X —1,0).
Siis kehtivad

P (L+ (K —1)p" — Kpi1)

EXq= (1+ pF+1) (1 = p)
ja
K—1 21+ K—1 K_KK—l 2
DX, = ZkQ-pk+1_ <p ( (1(_pK+)1p)(1—p)p )>

k=1
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Toestus. Keskvaartuse leidmisel 1ahtume definitsioonist

EXq= Z: k- pr1 = K+1 Z kot = 7K+1 ’ Z k!
!/
= K+192 Z (pk> K+1p <Z P )

k=
/
1-p Klk_l _lep o(1=pF Y
1_pK+1p P _1_pK+1p 1—p
(1-p)p> —Ep"'1-p)+1-p% pP(1+ (K -1)p" - Kp*)
1—pitt (1-p)? (1—=pKtH) (1 =p)

Dispersioon avaldub

K-1

2(1+ (K = 1)pX — KpK-1)\?
DX, = EX2— (EX)? = S k2 s — (22
O
K—1
Lisaks saab néidata, et EX = EX,+1—pp. Sarnaselt eelmise valemiga (13) on summat Z k-
k=1

pr+1 voimalik lihtsustada, kuid see ei kergenda arvutusprotsessi ning kergem ja arusaadavam on
— PPO+(E=DpR—Kpi™Y) | p*
(1+p%+1)(1—-p) 1-p’

leida loplik summa. Siin on samuti néha, et kui K — oo, siis X, =

kus viimane on M /M /1 siisteemi keskmine jarjekorra pikkus.

Vaadates keskmist siisteemis ja jarjekorras veedetud aega, saame sonastada jargmise lemma.

Lemma 2.4.3 Olgu T jarjekorrasiisteemis M /M /1/K veedetud aeg ning Tj, selle siisteemi jér-

jekorras veedetud aeg. Kehtivad jargmised valemid nende keskmise leidmiseks:

EX
ET=——""
(1 —pK)
ja
EX
ET,= ——-1 .
(1 —pK)

Toestus. Susteemis ja jarjekorras veedetud aja keskmise tuletamisel ldhtume taas Little’i valemist
(7), kuid peame lahemalt uurima, kuidas siisteemi kliente juurde tuleb. Me teame, et kui k < K,
siis on tekkeintensiivsus p, vastasel juhul on see 0. Teame, et siisteemi saab kliente juurde saabuda

1—px osa ajast. Arvestades, et kitsendusega siisteemi tekkeintensiivsus on p, saame, et siisteemi
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saabuvad kliendid efektiivse tekkeintensiivsusega p(1l — pr). Seda arvestades saamegi Little’i
valemi (7) abil, et

EX
BT = ———
w(l — pk)
ja
EX
ET,= —9%1 .
(1 —pK)

O

Selleks, et leida silisteemis ning jérjekorras veedetud aja dispersiooni, peame taas kord leidma

nende jaotusfunktsiooni.

Lemma 2.4.4 Olgu T jarjekorrasiisteemis M /M /1/K veedetud aeg ning Tj, selle siisteemi jér-

jekorras veedetud aeg. Nende suuruste dispersioonid on

DT =2 /Oo t(1 — Fr(t))dt — (ET)?
0

ja
x
DT, = 2/ H(1 — Fy, (8))dt — (ET,)?,
0
= Dk ¢ i (vt) = Dk+1 ¢ - (vt)’
kus Fpr(t) =1— eV —— ning Fp (t) =1— - 7" ——,
P R I B L P Y e e Py

Jaotusfunktsioonid on saadud paketi queueing [1| abiga.

Viimaseks uurime tinglikke keskva#rtusi. Tingliku keskmise jarjekorra pikkuse ning tingliku kesk-

mise siisteemis veedetud aja tuletus ei erine eelnevatest (vaata valemeid (6) ja (10)).

Lemma 2.4.5 Olgu M/M/1/K siisteemi tinglikud juhuslikud suurused Xy, ning Ty, nii, et
Xyg = X X, > 0 ja Ty = T,|T, > 0. Siis

EX
EXgqg=——"1—
p(1 —px — po)
ja
EX
ETyy=——%2—.
1(1 = pk — po)
Kui niiiid K = 1, siis on olukord, kus siisteemis saab korraga viibida ainult see klient, ke-

da teenindatakse ning koik iilejaddnud potentsiaalsed kliendid lahevad kaduma. Jadvad kehti-
ma eelnevalt toodud valemid EX, DX, ET ja DT jaoks, kuid sarnaselt M /M /oo siisteemile
EX, = DX, = ET, = DT, = 0 ning EX,, ja ETy, leidmine ei ole voimalik, sest sellises

slisteemis ei ole jarjekorda ehk X, = 0 alati.
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2.5 Jarjekorrasiisteem M/M/c/K

Jargnevad tulemused on leitavad paketist queueing [1], kuid on autori poolt sonastatud ja kohati

toestatud.

Jatkates siisteemidega, kus on korraga ruumi vaid 16plikule arvule klientidele, vaatame M /M /c
jarjekorrasiisteemile vastavat 1oplikku siisteemi. Siisteem kéitub samamoodi nagu M /M /c ehk
kaointensiivsus suureneb lineaarselt, kui siisteemis on vihem kui ¢ klienti ning ta on konstantselt
cv, kui silisteemis on rohkem kui ¢ klienti. Suurim erinevus on selles, kuidas kliendid siisteemi
saabuvad. Kui siisteemis on vihem kui K klienti, saabuvad uued kliendid intensiivsusega ,
vastasel juhul on saabumise intensiivsus px 1, =0, a € {0,1,2,...}. Jargides neid intensiivsusi,

voime kirja panna, et M/M/c/K on tekke ja kao protsess, kus

p k<K

Mk: 71{/‘:071727"'7
0 k>K
kv k<c

v = Jk=1,2,3,....
cv k>c¢

Ilmne on, et siisteemid, kus ¢ > K, on ebamodistlikud, sest siis on siisteemi on voimeline tee-
nindama rohkem inimesi, kui sinna mahuks kliente, mistottu osad teenindajad jaavad sisuliselt

to0ta ehk ressurss liheb raisku. Seetottu vaatame ainult siisteeme, kus ¢ < K.

Arvestades defineeritud tekke ja kao protsessi ning teades tekke ja kao protsessi tasakaaluseisun-
dite valemeid (2) ja (3), saame vilja kirjutada, et
kui k£ < ¢, siis

k—1 k

Pk =D i ZPL
Py T R

Kui k£ > ¢, siis

k

pk_pOH M H :u’] _ poukc'cic

= Vz+1 i Yitl k> K

c<k<K

Téahistades p = C%, voime molemad tingimused kirja panna iihte vordusesse

k
Do (c;f!) k<e,
k

Pk =\ Pogc® c<k<K.
0 k> K
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K
Selleks, et leida algseisundi toendosust pg, lahtume taas teadmisest, et Zpk = 1. Saame, et

k=0
1 1
pO - c—1 K = c—1 K—-c
(cp)* pr o (ep)* | p°c = &
LR S g IR T e
k=1 k=c k=1 k
B 1 - 1
—1 _ o —1 )
1+Cz:(c'0)k +pcccl_pK ct+1 1+CZ:(CIO)I§ N (pc_pK-i-l)Cc
P k! c! 1-p — k! c(1—p)
(cp)*

c—1
Kuigi summat Z X
k=1

maks, mistottu jatame selle muutmata.

on voimalik lihtsustada, ei muuda see seda summat kuigi palju kerge-

Kuna tasakaaluseisundite toendosused ei ole arvutuslikult ilusad, siis ei ole seda ka neist tuleta-
tavad suurused, mistottu ei hakka me 16plikuid summasid teisendama, nii nagu tegime M /M /1
stisteemi ja M/M/1/K siisteemi puhul (vaata lemmad 2.1.1 ja 2.4.1). Alustuseks vaatame olu-

korda, kus ¢ < K. Vbime kirja panna jargmise lemma.

Lemma 2.5.1 Olgu X jérjekorrasiisteemi M /M /c/K klientide arv siisteemis (X € {0,1,..., K}).

Siis
K
EX =) kp
k=0
ja
K K
DX = EX® — (EX)? =) Kpe— O kpe)*.
k=0 k=0
Toestus. Tulemused tulevad vahetult keskvéddrtuse ning dispersiooni definitsioonist. O

Samamoodi ei ole mottekas lihtsustada ka jarjekorra pikkusega seotud suuruseid. Seda néitab

jargmine lemma.

Lemma 2.5.2 Téhistagu M /M /c/K siisteemis juhuslik suurus X, jérjekorra pikkust siisteemis.
Siis X; = max(X — ¢, 0) ning kehtib

K—c

EXy= ) kprie
k=1
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ja

K—c K—c
DX, =EX; = (EX))? =Y kPryc— (O kprse)®.
k=1 k=1

Toestus. Taas tulevad tulemused vahetult diskreetse juhusliku suuruse keskvairtuse ja disper-
siooni definitsioonist. O
Stisteemis ja jarjekorras veedetud aja keskmisi kirjeldab jargmine lemma.

Lemma 2.5.3 Olgu T jarjekorrasiisteemis M /M /c/K veedetud aeg ning Ty selle stisteemi jér-

jekorras veedetud aeg. Kehtivad valemid

EX
Fl = ——M—
pu(l —pK)
ja
EX
ET,= —9%1—.
pn(l—pK)
Toestus. Toestus on analoogne lemma 2.4.3 toestusele. O

Selleks, et uurida jérjekorras veedetud aja dispesiooni, peame taas leidma T jaotusfunktsiooni,
K-1

k—c ;
t (2
sarnaselt valemile (11). Saab leida, et Fr (t) = 1 — Dk vt E (CV) . Viimane on
e ‘ 1—pg ~ 7!
=c

saadud paketist queueing [1]. Jarjekorras veedetud aja dispersioon on toodud jargmises lemmas.

Lemma 2.5.4 Olgu T} jérjekorrasiisteemis M /M /c/K jérjekorras veedetud aeg. Siis

DT, = 2/0o t(1 — Fr,(t))dt — (ET,)?,
0

K-1 i k—c (CVt)i
— 1 _ —cvt
kus Fr,(t) =1 kg 1_pKe ZEO R
—=c =

Viimaseks vaatame tinglikke keskmisi.

Lemma 2.5.5 Olgu M/M/c/K siisteemi tinglikud juhuslikud suurused Xy, ja Ty, jargmised
Xyq = Xg| Xy > 0= Xy|X > cja T, =T,|T, > 0. Siis nende keskmised avalduvad

EXgqq=—F——



ja
EX,

ETy = T

Kui ¢ = K, siis sarnaselt M/M/1/K stisteemiga on meil olukord, kus siisteem saab teeninda-
da tapselt nii palju kliente, kui seal ooteruumi on. Kehtima jadvad EX, DX, ET valemid, ent
sarnaselt M/M/1/K siisteemile on ilmne, et selles siisteemis ei saa jirjekorda olla, sest X, =
max(X —¢,0) =0, sest X € {0,1,..., K} ehk X — K <0. Seega EX, = DX, = ET, = DT, =0

ning tinglikke keskmisi ei saa leida, sest jérjekorras ootamise ja olemise toenéosused on 0.

2.6 Jarjekorrasiisteem M/M/c/K/K

Jargnevad tulemused on leitavad paketist queueing [1], kuid on autori poolt sonastatud ja kohati

toestatud.

Viimane siisteem, mida t66s tutvustatakse, on kiitumiselt sama nagu eelnev M /M /c/K siisteem,
kuid lisaks tehakse eeldus, et kliente, kes siisteemi kiilastada soovivad, on K tiikki ehk sama palju,
kui siisteemis ruumi on. Eelnevalt oleme eeldanud, et populatsioon (potentsiaalsete klientide arv)
on lopmatu, ent niitid seame ka sellele piirangu. Voimalik on uurida siisteeme, kus populatsioon
on monevorra suurem kui jarjekorrasiisteemi ruumipiirang, kuid M/M/c/K/K siisteemidest on

praktikas palju rohkem kasu.

Populatsiooni piirang mojutab siisteemi tekkeintensiivsust, sest kui meil on siisteemis juba k
klienti, siis stisteemi juurde saab tulla vaid K — k potentsiaalset klienti (kaointensiivsus selles
stisteemis ei erine M /M /c/K omast). Seda kasutades voime vélja kirjutada, et M/M/c/K/K
jarjekorrasiisteem on tekke ja kao protsess, kus

(K—kp 0<k<K

Hi = )
0 k> K

kv 0<k<e
v = .
cv c<k<K
Kasutades valemeid (2) ja (3) saame, et

kui k <e¢




kus (ij) naitab kombinatsioonide arvu.

Kui K > ¢, siis

K|
p’“*pOH ~ H i me c<k<K
_ VZ-‘rl V]+1 k>K

Asendades, sarnaselt eelmise siisteemiga, p = Cﬁy,

(ka) (cp)fpo k<c

= Klpkce
Pk K- k)l E=kaPo c<k<K

0 k> K.

voime kirja panna, et

K
Kasutades taas teadmist, et Z pr, = 1, siis saame, et
k=0

Kuna molemad summad sisaldavad summast soltuvat faktoriaali ning geomeetrilist jada, siis

murru nimetaja lihtsustamine ei aitaks pg arvutamist ning antud kujul on arusaadavam ning

kergem seda arvutada.

Vaadates siisteemi kirjeldavaid suurusi ning asjaolu, et tasakaaluseisundite toenédosuste jaotus on

raskelt lihtsustuv, siis anname suurused sarnasel kujul nagu M /M /c/K sitisteemis. Alustuseks

vaatame taas olukorda, kus ¢ < K.

Lemma 2.6.1 Tahistagu X jérjekorrastisteemi M /M /c/K /K klientide arvu (X € {0,1,...,

Siis
K
EX =) kp

k=0
ja

DX = EX? — (EX)? :Z P — kak )2
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Toestus. Tulemused tulevad vahetult keskvaartuse ning dispersiooni definitsioonist. O

Sama olukord on ka jéarjekorra pikkusega seotud suurustega.

Lemma 2.6.2 Olgu M/M/c/K/K siisteemis juhuslik suurus X,, mis néitab siisteemi jarjekorra
pikkust. Siis X, = max(X — ¢, 0) kehtivad jargmised valemid:

EXy =) kpiye
k=1
ja
K—c K—c
DX, =EX2— (EX)? = Y Kprse — (O kpise)
k=1 k=1
Toestus. Taas tulevad tulemused vahetult keskvaartuse ja dispersiooni definitsioonist. O

Keskmise siisteemis ning jarjekorras veedetud aja leidmisel ei ole vaja samuti kidituda erinevalt.

Lemma 2.6.3 Olgu T jarjekorrasiisteemis M/M/c/K/K veedetud aeg ning T, selle siisteemi

jarjekorras veedetud aeg. Kehtivad valemid

EX
FT = ——M———
WK — BX)
ja
EX
ET,=—"49
"~ WK - BX)

Toestus. Teame, et k-s klient saabub siisteemi intensiivsusega (K — k)u = (K — X)p (kuna X
néitab klientide arvu siisteemis, mistottu sel hetkel X = k). Vottes viimasest keskmise, saame, et
klient saabub stisteemi keskmiselt efektiivse intensiivsusega E((K — X)u) = u(K — EX). Seega
Ao = p(K — EX). Edasi on toestus analoogne M /M /1/K siisteemi lemmale 2.4.3. O

Avaldades sarnasel viisil nagu valemi (11) puhul, saab leida, et

K k—c ;
K— (k-1 1)
Fr,(t) = 1 - kg pk(K —(E e ) ;0 (Ci!) e~“'. Viimane on saadud paketist queueing [1].
— —

Sarnaselt M /M /_c/ K siisteemiga (lemma 2.5.4) saame sonastada lemma.
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Lemma 2.6.4 Olgu 7, jarjekorrasiisteemi M /M /c/K/K jérjekorras veedetud aeg. Siis kehtib,
et

DT, = 2/0o t(1 — Fr,(t))dt — (ET,)?,
0

K k—c ;
pk(K - (k - 1)) (Cyt)l —cv
kus Fr,(t) =1 — E X EX g e L
k=c i=0 ’

Viimasena vaatame taas tinglikku keskmist jarjekorra pikkust tingimusel, et jérjekord on olemas,

ning tinglikku keskmist jarjekorras veedetud aega tingimusel, et peab ootama jarjekorras.

Lemma 2.6.5 Olgu M/M/c/K/K siisteemi tinglikud juhuslikud suurused X4 ja Tgq, kus
Xqq = Xq|Xg > 0= Xy|X > cja Ty, = Ty|T, > 0. Siis nende keskmised avalduvad

EX
EXy = d
p(K — EX — Zpk —1)))
ja
EX
ET,, = d

K —EX — Zpk —1)))

Eelneva kahe lemma sonastus pohineb paketil queueing [1].

Kui niiiid ¢ = K, siis sarnaselt M/M/1/K ja M/M/c/K siisteemidega, on jarjekorra pikkus
X, = max(X —¢,0) = 0, sest alati on X — K < 0, mistottu EX, = DX, = ET, = DT, =0
ning tinglikke keskmisi ei ole voimalik leida. Kehtima jadvad FX, DX, ET ja DT valemid.

Sellega on koik t66 praktilises osas kasutatavad siisteemid tutvustatud ning antud on ka neid

kirjeldavate suuruste valemid. Jargmisena vaatame t66 praktilist osa.
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3 Praktiline osa

Selles peatiikis tutvustame selle t66 peamist praktilist tulemust, milleks on rakendustarkvara
R programm, mille abil on kergem lahendada eelmises peatiikis kirjeldatud jarjekorrasiisteeme.

Peatiiki lopus tuuakse ka naidisiilesanded ning nende naidislahendused nimetatud programmiga.

3.1 Programm

Programm pohineb suuresti rakendustarkvaras R juba olemasoleval paketil nimega queueing [1],
[5]. Pakett ongi loodud jérjekorrasiisteemide ja nendega seotud vorkude lahendamiseks ning seal
on koik meid huvitavate siisteemide arvutusvalemid juba implementeeritud. Ent selleks, et vél-
jund vastaks meie teoreetilistele tahistustele ning oleks kasutajasobralik, oli vaja luua programm,
mis paketi valjundeid muudab ning vastavalt ka véljastab. Lisaks valiti ka sobilikud vaikevéar-

tused parameetritele.

Selleks, et lahendada (arvutada vélja eelmises peatiikis toodud suurused) jarjekorrasiisteem, on
loodud eraldi funktsioon Lahenda (), mis votab kasutajalt sisendiks kuni kuus parameetrit. Need

parameetrid on

e Parameeter JKSYS, mis néitab, millist jarjekorrasiisteemi lahendada soovitakse. Parameetri
vidrtuseks peaks olema siisteemi téhise lithendatud kuju (sone) — M /M/1 stisteemi jaoks
MM1, M /M /oo jaoks MMInf, M /M /c jaoks MMC ning vastavad loplikud siisteemid on MM1K,
MMCK, MMCKK. Parameetri vaikevaartuseks on MM1.

e Parameeter mu, mis naitab jirjekorrasiisteemi tekkeintensiivsust (teoorias tahisega u).

Parameetri vaartuseks oodatakse reaalarvu. Selle vaikevaartuseks on 1.

e Parameeter nu, mis niitab jarjekorrasiisteemi kaointensiivsust (teoorias téhisega v).

Parameetri viaartuseks oodatakse reaalarvu. Selle vaikevaartuseks on 2.

e Parameeter c, mis niitab jarjekorrasiisteemi teenindajate arvu (teoorias tahisega c).

Parameetri vaartuseks oodatakse naturaalarvu. Selle vaikevaartuseks on 1.

e Parameeter k, mis néitab jirjekorrasiisteemi ruumi piirangut (teoorias tdhisega K).

Parameetri viaartuseks oodatakse naturaalarvu. Selle vaikevaartuseks on 1.

e Parameeter n, mille abil seatakse Iopmatute siisteemide puhul iilemine piir, milleni tasakaa-

luseisundi toenaosusi arvutatakse. Parameetri vaartuseks oodatakse naturaalarvu voi null.
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Parameetri vaikeviaartuseks on 10. Eelnevad parameetrid kirjeldavad jarjekorrasiisteeme,

kuid see parameeter on rohkem seotud programmi endaga.

Léahtuvalt jarjekorrasiisteemi tahisest (parameeter JKSYS) valib funktsioon kasutaja sisestatud
vadrtuste ja/voi vaikevidrtuste seast jarjekorrasiisteemi kirjeldavad parameetrid ning rakendab
neile paketi queueing meetodeid, et lahendada soovitud jarjekorrasiisteem. Tasub mainida, et
16plike siisteemide puhul 1ahtub funktsioon parameetrist k ning parameetril n ei ole seal mingit

moju, ning siisteemide jaoks, kus on teenindajad, tuleks parameeter ¢ vajadusel defineerida.

Funktsioon Lahenda () véljastab vastavalt jarjekorrasiisteemile 16 voi 17 elemendilise listi, mis si-
saldab sisestatud parameetreid vastavate votmetega, suurust p (teenindajatega siisteemide korral
p = £ (c on teenindajate arv), vastasel juhul p = £), arvutatavaid suurusi vastavate votmetega
ning tabelit (votmeks on tabel), kus veergudes on seisundid, seisundis olemise toenédosus py ning
kordaja I;—’;. Téies mahus on funktsioon Lahenda() ning tema abifunktsioonid néhtavad lisades

2 ja 3.

Abifunktsioonis Koostalist () on autor eraldi defineerinud valemid M /M /c/K ning M /M /c/ KK
stisteemide jirjekorra pikkuse dispersiooni arvutamiseks. Abifunktsioon LeiaDT() leiab M /M /1/K,
M/M/c/K ning M/M/c/K/K siisteemide jarjekorras veedetud aja dispersiooni (M/M/1/K
stisteemi korral ka siisteemis veedetud aja dispersioon). T66 kiigus selgus, et paketis toodud
R-i funktsioonides on tehtud vigu. Vigadest on paketi haldajat teavitatud ning samuti on talle

saadetud parandusettepanekud.

3.2 Naited ja lahendused

Niiiid, kui teame, kuidas programm t66tab, vaatame, kuidas seda kasutada, kui tuleks lahendada

moni jérjekorrasiisteemidega seotud iilesanne.

Alustuseks vaatame kerget iilesannete M /M /1 siisteemiga. Jargmine tilesanne on périt juhuslike

protsesside iilesannete kogust (iilesanne 4.2 iilesannete kogus [4]). Ulesande tekst on jirgmine:

Ulesanne 3.2.1 Vaatleme jirjekorrasiisteemi M /M /1, kus saabumiste intensiivsus on 5 isikut
tunnis ja keskmine teenindusaeg on 10 minutit. Oletame, et silisteem on té6tanud juba pikka

aega (on tasakaalus). Leia

(a) keskmine jérjekorra pikkus;

(b) toendosus, et jarjekorda pole;
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(c) toOendosus, et jarjekorras on 10 inimest.

Kuna me teame, kuidas M /M /1 siisteemi puhul pg ja pi avalduvad ning kuidas leida keskmist jér-
jekorra pikkust, siis iilesande kirjalik lahendamine ei ole véga tiilikas, kuid kasutades programmi,

piisab jargmistest kdskudest

systeem <- Lahenda (JKSYS="MM1",mu=5,nu=6,n=11)

Seejarel on iilesandele vastav silisteem lahendatud ning edasi saab leida vastused kidskudega

a <- systeem$EXq

#4,1667

tabel <- systeem$tabel

b <- tabel[1,"T8endosused"]+ tabel[2,"Tdendosused"]

#reas 1 on seisundile k=0 vastavad suurused

#0,3056

c <- 1 - sum(tabell[, "Tdendosused"])#P(X>11) = 1-P(X <= 11)
#0,1122

Nii saamegi viie koodireaga selle sama iilesande lahendatud.

To66 kiigus valminud tooriist on aga pigem suunatud oppejoududele ja praktikumide juhendaja-
tele, kes peavad tilesandeid ise véilja motlema ja 1abi tegema. Ent kasutades seda tOoriista, ei tule
ldbi teha pikki arvutusi, et saada mingi ettekujutus vastusest ning tdnu sellele on praktikumides
voimalik tudengeid 6ige vastuse poole suunata (tasub mainida, et programm ei asenda korrektse
lahenduse lébitegemist, vaid pigem abistab lahenduse leidmist). Vaatame jargmisena autori vélja

moeldud jarjekorrasiisteemide iilesannet. Jargnevalt on toodud iilesande tekst.

Ulesanne 3.2.2 Telefoni kiirparanduse tookojas on voimalik korraga parandada kuni nelja tele-
foni. T6okoda on viike ning seetottu on seal voimalik korraga oodata kuni kuuel kliendil (kaasa
arvatud need, kelle telefone parandatakse). Ajapikku on selgunud, et telefonide parandamiseks
kuluv aeg on ekponentjaotusega ning keskmiselt ldheb parandamisega 15 minutit (koigi paran-
dajate jaoks) ning tookoda kiilastab keskmiselt kuus klienti tunnis (saabumistevaheline aeg on
eksponentjaotusega). Vaatame olukorda, kus téokoda on tédtanud juba monda aega (on tasa-

kaalus). Soovitakse teada

(a) keskmist jarjekorra pikkust;

(b) jérjekorra pikkuse hajuvust;
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(c¢) kaua veedab klient keskmiselt tookojas aega (jarjekorras ja parandust oodates);
(d) kui suure osa ajast ei parandata tookojas telefone;

(e) kui tihti laheb klient kaduma (ei saa slisteemi juurde tulla).

Selge on, et tegemist on M/M/4/6 siisteemiga (¢ = 4, K = 6), kus u = 6 ja v = 4. Ulesande

lahenduseks piisab jargmistest koodiridadest

systeem <- Lahenda ("MMCK", mu=6, nu=4, c=4, k=6)

a <- systeem$EXq

#0,0307

b <- sqrt(systeem$DXq)

#0,1931

c <- systeem$ET

#0,2552

tabel <- qm$tabel

d <- tabel[1,"Tdendosused"]#Ei parandata, kui ei ole kliente
#0,2219

e <- tabel[7,"Tdendosused"]#Kaduma ldheb, kui on kuus klienti

#0,0066

Ainuiiksi selleks, et leida a ja b osa lahendusi, tuleks leida kaks 16plikku (kuue liikmega) summat,
radkimata toendosusliku jaotuse leidmisest. See programm tegi aga kogu raske arvutust6é meie

eest dra ning niitid on meil ettekujutus sellest, millised need vastused olema peaks.

Viimaseks iilesandeks vaatame veel iiht autori vélja moeldud {iilesannet.

Ulesanne 3.2.3 Vaatame suurettevotte serveriruumi, kus on kuus serverit. Kéiki servereid ka-
sutatakse, et kuvada ettevotte veebilehte selle kiilastajatele. Ent tihti (keskmiselt iga nelja tunni
tagant) tekib mones serveris torge ning neid tuleb parandada. Ettevottes on kaks vastava hariduse
ning tookogemusega inimest, kes suudavad servereid parandada (iiht serverit saab parandada iiks
inimene). Teada on, et iga serveri torgetevaheline aeg on eksponentjaotusega ning nende paran-
duseks kuluv aeg on samuti eksponentjaotusega, keskmiselt kulub kaks tundi (mélema parandaja
puhul sama jaotusega). Ettevote soovib ithe parandajatest vallandada ning selleks, et otsust te-
ha, soovitakse teada, kui suure osa 60péevast ei pea parandajad iildse t66d tegema, kui tihti on
t60d ainult iihele parandajale ning kui palju touseb keskmine katkiste serverite arv (66péevas),

kui t606] oleks vaid iiks parandaja.
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Vaadates servereid kui potentsiaalseid kliente, kes vajavad teenindamist, siis saame aru, et te-

gemist on M/M/2/6/6 siisteemiga, kus p = 1, v = 1 (56péevas tekib keskmiselt 2 = 4 torget
ning 60pédevas saab parandada % = 2 serverit). Selleks, et antud siisteemi lahendada, piisab

koodireast

systeem <- Lahenda ("MMCKK",mu=24/4,nu=24/2,c=2,k=6)

Edasi teame, et kumbki tooline ei pea t06d tegema, kui iikski server ei ole katki, seega py osa

ajast. Selle leiame jérgmiste koodiridade abil.

tabel <- systeem$tabel
p_0 <- tabel[1,"Tdendosused"]#Tabeli reale 1 vastab seisund k=0
#0,0622

Ainult {iht parandajat on vaja siis, kui ei ole midagi teha vo6i ainult iihel serveril on torge. Saame

selle leida jargmiselt.

p_-1 <- tabel[2,"Tdendosused"]
p_0O+p_1
#0,2489

Selleks, et leida, kui palju erineb keskmine torgete arv, kui t66l oleks ainult iiks parandaja, peame
leidma M /M /2/6/6 ning M/M/1/6/6 (samad p ja v) siisteemide keskmised klientide arvud. See

on kergesti lahendatav programmi abil.

EX1 <- systeem$EX

#2,6223

systeem2 <- Lahenda ("MMCKK", mu=24/4,nu=24/2,c=1,k=6)
EX2 <- systeem2$EX

#4,0242

EX2-EX1

#1,4019

Sellega oleme vastanud koikidele {ilesande kiisimustele.

Oleme é&ra ndidanud, milline on t66 raames valminud programm, mida see véljastab ning kui-
das neid véaljundeid kasutada, et lahendada jarjekorrasiisteemidega seotud {iilesandeid. Saadud
programm on abiks oppejoududele ning praktikumide juhendajatele, kes peavad vilja motlema

ja labi lahendama uusi jarjekorrastisteemidega seotud iilesandeid.
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Kokkuvote

Jarjekorrad on juhuslikud protsessid, millel saab vilja tuua teatud omadusi. Nende abil on vGi-
malik kirjeldada silisteeme, kus on kindlad eeldused klientide kéitumise, siisteemi sisenemise ning

lahkumise kohta. Tihti voib olla nende siisteemide matemaatiline kirjeldamine kiillaltki tiilikas.

Antud t66 andis teoreetilised teadmised selleks, et aru saada M/M/... tiiiipi jarjekorrasiis-
teemidest ehk jarjekordadest, kus klientide sisenemiste vaheline aeg ning nende teenindusaeg on

eksponentjaotusega.

T66 eesmirk oli anda tilevaade kuuest M /M/ ... tiilipi jarjekorrast ning samuti tuua vélja neid
jarjekordi kirjeldavaid suurusi. Need suurused said M/M/1 stisteemi puhul téielikult tuletatud

ning toestatud ning teiste siisteemide juures toodi tulemused esile.

Kui stisteemid olid kirjeldatud, loodi rakendustarkvara R [5] ning selles oleva paketi queueing |1]
abil programm, mille abil on voimalik iga t66s késitletud M/M/ ... siisteemi lahendada ehk leida

tasakaaluseisundite toendouste jaotus ning arvutada jaotusest tulenevad kirjeldavad suurused.

Saadud programmi demonstreeriti ning katsetati kolmel erineval iilesandel, mis on péarit aine
,Juhuslikud protsessid” praktikumi materjalidest voi on autori enda vilja moeldud. Kuna autori
vilja moeldud iilesannete lahendamine ei osutunud probleemiks, siis on loodud t66riist hea abiline

praktikumide materjalide ja kontrollté6de koostamisel.
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Lisad

Lisa 1. Eksponentjaotuse karakteristlik omadus

Lemma 4.1.1 (Eksponentjaotuse karakteristlik omadus) Pidev juhuslik suurus 7" on eks-

ponentjaotusega 1T’ ~ Exp(A\) parajasti siis, kui P{T >t + s|T > s} = P{T >t} [6, lk 294].

Lisa 2. Lahenda() funktsioon

library (queueing)
Lahenda <- function(JKSYS="MM1",mu=1, nu=2,c=1,k=1,n=10) {#vaikevaartus
kasktekst <- paste("NewInput.",JKSYS,sep="")
kask <- match.fun(kasktekst)
df <- NULL
loplik <- FALSE
teenindajad <- FALSE
if (grepl ("K",JKSYS)){
loplik <- TRUE
}
if (grepl("C",JKSYS)){
teenindajad <- TRUE
}
if (loplik){
if (teenindajad){
if(c > k){
print ("Vigane c vdi k parameeter (c>k). Teenindajaid on rohkem kui ruumi.")
return (NULL)

}elsed{
M <- kask(lambda = mu, mu = nu,c=c,k=k)}
}elsed{
M <- kask(lambda = mu, mu = nu, k=k)
}
Yelsed{

if (teenindajad){

if (mu >= cx*nu){
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print ("Vigane mu, ¢ v3i nu parameeter (mu >= c*nu). Jirjekorrasiisteem ei

koondu. ")
return (NULL)
}else{M <- kask(lambda = mu, mu = nu,c=c,n=n)}
}elsedq

if (mu >= nu){
print ("Vigane mu vdi nu parameeter (mu >= nu). Jdrjekorrasiisteem ei koondu.")
return (NULL)
}else{M <- kask(lambda = mu, mu=nu,n=n)}
X
}
JKM <- QueueingModel (M)
tabel <- Koostatabel (JKM=JKM,loplik=loplik)
valja <- Koostalist (JKM=JKM, tabel=tabel, JKSYS=JKSYS)

return(valja)

Lisa 3. Lahenda() funktsiooni abifunktsioonid

Koostatabel <- function(JKM,loplik){
sisend <- Inputs (JKM)
if (loplik)A{
seisundid <- 0O:sisend$k
}elsed{
seisundid <- O:sisend$n
}
tn <- Pn(JKM)
df <- as.data.frame(matrix(c(seisundid,tn),ncol=2))
colnames (df) <- c("Seisundid","T&enidosused")
df ["Kordaja"] <- df [, "Tdendosused"]/df [1, "Tdendosused"]
return (df)
}
Koostalist <- function (JKM, tabel, JKSYS){
sisse <- Inputs (JKM)

if(is.element ("method" ,names (sisse))){
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}

sisse["method"] <- NULL

}

names (sisse)[1:2] <- c("mu","nu"

if (JKSYS == "MMC" || JKSYS == "MMCK" || JKSYS == "MMCKK"){
ro <- sisse$mu/(sisse$c*xsisse$nu)

}

elseq{
ro <- sisse$mu/sisse$nu

}

EX <- L(JKM)
EXq <- Lq(JKM)
EXqq <- Lqq(JKM)
DX <- VN(JKM)
if (JKSYS == "MMCK" || JKSYS == "MMCKK"){
DXq <- sum(c(rep(0,sisse$c+1),1:(sissePk-sisse$c)) 2%
tabel [, "Tdendosused"]) - (EXq~2)
Yelse{
DXq <- VNgq(JKM)
}
ET <- W(JKM)
ETq <- Wq(JKM)
ETqq <- Wqq(JKM)
Disp <- LeiaDT(JKM, tabel, JKSYS,sisse)
DT <- Disp$DT
DTq <- Disp$DTq
koos <- 1list(JKSYS = JKSYS,Ro = ro, EX=EX,EXq =EXq,EXqq=EXqq,
DX=DX ,DXq=DXq,ET=ET,ETq=ETq,ETqq =ETqq,DT=DT,DTq=DTq,tabel=tabel)

return(c(sisse,koos))

LeiaDT <- function(JKM,tabel,b JKSYS,sisse){

ET <- W(JKM)
ETq <- Wq(JKM)
if (JKSYS == "MM1K"){
Pn <- tabell[, "T3endosused"]
Qn <- Pn[seq(1l, sisse$k, 1)]1/(1 - Pn[sisse$k + 11])
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FW <- function(t) {

aux <- function(i) {

Qn[i] * ppois(i - 1, sisse$nu * t)
}
1 - sum(sapply(seq(l, sisse$k, 1), aux))
}
if (sisse$k == 1)
FWq <- function(t) {
0
}
else {
FWq <- function(t) {
aux <- function(i, t) {
Qn[i + 1] * ppois(i - 1, sisse$nu * t)
}
1 - sum(sapply(seq(l, sisse$k - 1, 1), aux, t))
}
}

xFWc <- function(t) {
t*(1-Vectorize (FW) (t))

}

xFWqc <- function(t) {
t*x(1-Vectorize (FWqg) (t))

}
FWInt <- integrate(xFWc, 0, Inf)
if (FWInt$message == "0K"){
DT <- (2 * FWInt$value) - (ET"2)
}else{
DT <- NA
}
if (sisse$k == 1){
DTq <- O
}else{
FWgInt <- integrate(xFWqc, 0, Inf)
if (FWgqInt$message == "0K"){
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DTq <- (2 * FWgInt$value) - (ETq~2)
}else {DTq <- NA}

b
} else if (JKSYS == "MMCK"){
DT <- NA

Pn <- tabell[, "T3endosused"]
Qn <- Pn[seq(1l, sisse$k, 1)]1/(1 - Pnl[sisse$k + 11])

auxFwq <- function(n, t) {

Qn[n] * ppois(n - sisse$c - 1, sisse$c * sisse$nu * t)
}
if (sisse$c == sisse$k)

Fiig <- 0

else FWq <- function(t) A{

1 - sum(sapply(seq(sisse$c + 1, sisse$k, 1), auxFwqg, t))
}
xFWqc <- function(t) {

t*(1-Vectorize (FWqg) (t))

}
if (sisse$c == sisse$k){
DTq <- O
}else {
FWgInt <- integrate (xFWqc, 0, Inf)
if (FWgInt$message == "0K"){
DTq <- (2 * FWgqInt$value) - (ETq"2)
}else {DTq <- NA}
}
else if (JKSYS == "MMCKK"){
DT <- NA

EX <- L(JKM)
Pn <- tabell[, "Tdendosused"]
QnAux <- function(n) {
Pn[n] * (sisse$k - (n - 1))/(sisse$k - EX)
}
Qn <- sapply(l:sisse$k, QnAux)

if (sisse$c == sisse$k){
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FWg <- function(t) {
0

}

Yelse {

FWq <- function(t) {

aux <- function(n) {
Qn[n + sisse$c] * ppois(n - 1, sisse$c * sisse$nu * t)

}
1 - sum(sapply(seq(l, sisse$k - sisse$c, 1), aux))

}
xFWqc <- function(t) {
t*(1-Vectorize (FWq) (t))

}

if (sisse$c == sisse$k){
DTq <- 0

}else {
FWgInt <- integrate (xFWqc, O, Inf)
if (FWgInt$message == "0K"){

DTq <- (2 * FWqInt$value) - (ETq"2)
}else {DTq <- NA}

}
} else{

DT <- VT (JKM)

DTq <- VTq(JKM)
}
return(list (DT = DT,DTq = DTq))
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