TARTU ULIKOOL
LooDUS- JA TAPPISTEADUSTE VALDKOND

MATEMAATIKA JA STATISTIKA INSTITUUT

Lisette Pajula
Kompuutertomograafia piltide hindamine
magnetresonantstomograafia piltide pohjal

varjatud Markovi mudeli abil
Matemaatika ja statistika eriala

Magistrit6o (30 EAP)

Juhendaja: PhD Kristi Kuljus

TARTU 2021



KOMPUUTERTOMOGRAAFIA PILTIDE HINDAMINE
MAGNETRESONANTSTOMOGRAAFIA PILTIDE POHJAL
VARJATUD MARKOVI MUDELI ABIL
Magistrit6o
Lisette Pajula

Liihikokkuvote

Magnetresonatstomograafia (MRT) ja kompuutertomograafia (KT) on kaks
erinevat diagnostilise uuringu tiiiipi, mis voimaldavad keha eri piirkondadest
kujutisi saada. Magistritoo eesmark on K'T vaatluste hindamine MRT vaat-
luste pohjal ehk nii-6elda substituut-KT-pildi leidmine. Selleks kasutatakse
varjatud Markovi mudeli erijuhtu, kus eeldatakse MRT ja K'T vaatluste ting-
likku soltumatust, kui vastavate varjatud tunnuste vadrtused ehk kudede
klassid on teada. T66s tuuakse iilevaade nii klassikalisest varjatud Markovi
mudelist kui ka kirjeldatud erijuhust, mida t66s nimetatakse tingliku soltu-
matuse mudeliks. Substituut-KT-pildi leidmist tingliku soltumatuse mudeli
abil naitlikustatakse viie pea andmete pohjal. Parameetrite hindamiseks ka-
sutatakse EM-algoritmi.

CERCS teaduseriala: P160 Statistika, operatsioonianaliiiis, programmee-
rimine, finants- ja kindlustusmatemaatika.

Marksonad: varjatud Markovi mudel, Markovi ahel, EM-algoritm, kompuu-

tertomograafia, magnetresonantstomograafia.



ESTIMATION OF COMPUTED TOMOGRAPHY IMAGES
BASED ON MAGNETIC RESONANCE IMAGES
USING A HIDDEN MARKOV MODEL
Master’s thesis

Lisette Pajula

Abstract

Magnetic resonance imaging (MRI) and computed tomography (CT) are two
different methods of medical diagnostics that enable to image the anatomy of
the human body. The aim of this Master’s thesis is to estimate CT observa-
tions based on MRI observations — that is, to calculate a so-called pseudo-CT
image. For that a special case of the hidden Markov model is investigated,
which assumes conditional independence of MRI and CT observations if the
corresponding hidden states — tissue classes — are known. The thesis provides
an overview of the classical hidden Markov model, followed by a description
of the forementioned special case which is named as the conditional indepen-
dence model. Finding pseudo-CT images using the conditional independence
model is demonstrated on data consisting of CT and MRI measurements of

five heads. For parameter estimation the EM algorithm is used.

CERCS research specialisation: P160 Statistics, operations research,
programming, financial and actuarial mathematics.
Key Words: hidden Markov model, Markov chain, EM algorithm, compu-

ted tomography, magnetic resonance imaging.
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Sissejuhatus

Magnetresonatstomograafia (MRT) ja kompuutertomograafia (KT) on kaks
erinevat diagnostilise uuringu tiiiipi, mis voimaldavad keha eri piirkondadest
saada nii kahe- kui ka kolmemootmelisi kujutisi. Molemal on omad eelised
ja puudused. MRT-pilt saadakse tugeva magnetvilja abil ning tegemist on
viga hea meetodiga pehmete kudede, sealhulgas kasvajate uurimiseks ja eris-
tamiseks. Seevastu luude jaddvustamiseks eelistatakse pigem K'T-uuringuid,

kuna MRT nende kohta samaviirset informatsiooni ei anna.

KT-pildi tegemine kujutab endast aga patsiendi tervisele suuremat riski,
kuna pohineb roéntgenkiirguse kasutamisel. Seega pakub huvi olukord, kus
saaksime MRT-piltidelt samavéirse informatsiooni kiitte ilma KT-pilti tegeli-
kult tegemata. Taoline lihenemine on aktuaalne néditeks kiiritusravis dooside
planeerimisel. Kui patsiendile on juba MRT-uuring tehtud, siis rohkemate
lisaprotseduuride ja korvalmojude véltimiseks oleks hea kasutada nii-6elda

substituut-K'T-pilti, mis on leitud olemasolevate MRT-piltide pohjal.

T66s uuritakse iihte voimalust substituut-KT-piltide leidmiseks, mis pohineb
varjatud Markovi mudeli kasutamisel. Kudede klasse késitletakse kui varjatud
tunnuseid, millest soltuvad nii MRT kui ka K'T vaatlused. Lisaks tavaparas-
tele varjatud Markovi mudeli eeldustele kisitletakse MRT ja KT vaatluseid
tinglikult soltumatutena ehk eeldatakse, et need soltuvad teineteisest vaid
varjatud tunnuste kaudu. Sellise eelduse tegemine on tingitud praktilistest
kaalutlustest, sest tegelikult ongi MRT ja K'T niivord erinevad tehnikad, et
vaatlused voiksid iiksteisest soltuda vaid varjatud kudede klasside kaudu.
Teatud lisaeeldustel minnakse iile mudelile, mis lubab MRT ja KT vaatlus-

te jaoks vaadelda erinevat arvu seisundeid ehk kudede klasse. Kirjeldatud



mudelit nimetatakse t00s tingliku soltumatuse mudeliks.

Magistritoo eesmérk on KT vaatluste hindamine MRT vaatluste pohjal, ka-
sutades selleks tingliku soltumatuse mudelit. T66 koosneb kolmest peatiikist.
Alustuseks tehakse tutvust klassikalise varjatud Markovi mudeliga ning selle
parameetrite hindamiseks kasutatava EM-algoritmiga. Teises peatiikis an-
takse iilevaade tingliku soltumatuse mudelist ning tuuakse selle paremaks
moistmiseks ka lihtne ndide simuleeritud andmetega. Viimases peatiikis ra-
kendatakse mudelit viie erineva pea andmetele, kasutades nelja neist treenin-
gandmestikuna, et leida viiendale peale substituut-K'T-pilt. Tulemusi vorrel-
dakse ka artikliga Kuljus et al. (2018), kus on samale probleemile 1dhenetud

teisi varjatud tunnustega mudeleid kasutades.

T66 on vormistatud tekstitootlusprogrammiga ETEX. Tingliku soltumatuse
mudeli rakendamiseks ja jooniste tegemiseks on kasutatud statistikatarkvara

R (versioon 3.6.3).

Autor tdnab juhendajat Kristi Kuljust to6sse panustatud aja ning arvukate

harivate selgituste eest.



1 Varjatud Markovi mudel

Tegeleme t66s MRT- ja KT-piltide mootmistega, mille vadrtused soltuvad
teadupérast uuritava piirkonna kudede klassidest. Milliste kudedega keha eri
piirkondades tipsemalt tegemist on, me otseselt moota ei saa. Uks voimalus
selliste andmete modelleerimiseks on kasutada varjatud Markovi mudeleid.
Tutvume alustuseks klassikalise varjatud Markovi mudeliga, mille kirjeldus
tugineb artiklile Rabiner (1989). Et MRT ja KT mo6otmiste puhul on tegemist

pidevate tunnustega, keskendume pidevate emissioonijaotustega juhule.

Vaatleme juhuslike suuruste jada Z7 = (Zy,..., Zr), kusiga Zy, t = 1,...,T,
votab véadrtusi hulgast S = {1,..., K}. Hulga S elemente nimetame seisun-

diteks. Kehtigu

P(Zt = Zt|Zl =21,y byl = Zt—1) = P(Zt = Zt|Zt—1 = Zt—l)a

21y..,20€ 8, t=2,...,T,

siis juhuslike suuruste jada Z7 nimetatakse (esimest jérku) Markovi ahelaks.

Toendosuseid m = (7, ..., 7x), kus

nimetatakse algtoenfosusteks. Need néitavad, kui suure toenidosusega on
mingi seisund jada algseisundiks, seega > ", m = 1. Uhest seisundist teise
lilkkumise toendosusi nimetatakse iileminekutoenéosusteks. Vaatleme homo-

geenset Markovi ahelat, kus iileminekutoengosused p;; ei soltu ¢ vidartusest:

pij=P(Z = jlZi_1=1), i,je S, Vtel(2,...,T}.



Uleminekutdeniiosuseid on tavaline esitada maatriksina P = (p;;), seega iga

rea i korral kehtib Zjl.ilpij =1

Eeldame, et Z7 realisatsioonid ei ole otseselt moodetavad ehk seisundid on
varjatud. Olgu X7 = (X1, ..., X7) vaadeldud andmed, mille viidrtused z7 =

(x1,...,2r) soltuvad varjatud ahelast Z7 jirgmiselt:

1) antud z¥ = (z1,...,2r) korral on X7,..., X7 tinglikult soltumatud

ehk toepéra p(z1,..., 27|21 = z1,..., Zr = zr) avaldub kujul
p(x1, ..., xp|Zy = 21,..., Zp = z71)
T
= Hp($t|Z1 =21,...,47 = 21),
t=1
2) iga t korral soltub X, tinglik jaotus vaid seisundist Z; = z; ehk

p(x|Z1 =21, .., Zpr = z1) = p(a] Zy = z).

Vaatluste jaotust seisundi Z; = ¢ korral kirjeldab tihedusfunktsioon:

Tinglikke vaatluste jaotusi nimetatakse emissioonijaotusteks ning mudelit
(XT, ZT) tervikuna varjatud Markovi mudeliks, lithendatult HMM (ingl hid-
den Markov model). Mudeli kéiki parameetreid kokku tiéhistame

0 = (m,P,01,....0K).



Antud temaatika kontekstis saame seega kudede klasse kisitleda kui varja-
tud tunnuseid Z7, mis on vaadeldavad vaid kaudselt niiteks MRT voi KT
vaatluste kaudu. HMM parameetrite hindamiseks kasutatakse tavaliselt EM-

algoritmi.

1.1 EM-algoritm

Peatiikk pohineb allikatel Bilmes (1998) ja Izenman (2008).

EM-algoritm on iteratiivne meetod suurima toepdra hinnangute leidmiseks.
Algoritmi nimetus tuleneb iteratsiooni kahest sammust: E-samm (ingl ezpec-
tation step) ja M-samm (ingl mazimization step). Algoritm voimaldab leida
hinnangud mudeli parameetritele, kui vaadeldud andmed soltuvad varjatud

tunnustest voi sisaldavad puuduvaid vaartuseid.

Olgu X = (z1,...,x,) mingi jaotuse poolt genereeritud andmed, mille toe-

parafunktsiooniks on

L(8]X) = p(X[©),

kus O tidhistab koiki mudeli parameetreid, mida soovime hinnata. Oletame,
et vaatlused X soltuvad varjatud tunnustest Z = (z1,...,2,). Andmestik-
ku (X, Z) nimetame téielikuks. Vaatluste ja varjatud tunnuste tihistihedus

avaldub kujul
p(x,2|0) = p(z|x, O)p(x|0),

kus x tdhistab mingit andmete komplekti ning z andmetega seotud varja-
tud tunnuste viartuseid. Vastavat toeparafunktsiooni nimetame samuti téie-
likuks:

LO|X,Z) =p(X,Z2|0) =p(x1,...,Tn, 21, -, 2a|O).



Kuna tunnused Z on varjatud, ei saa me neid otse moota. Teada on aga
Z tinglik jaotus p(z|X,©), mis voimaldab meil téieliku toepéarafunktsiooni

keskvaartust leida.

Olgu 2 koikvoimalike z vdédrtuste hulk. EM-algoritmi esimeseks sammuks
(E-samm) on téielike andmete log-toepéra tingliku keskvairtuse leidmine
varjatud andmete Z tingliku jaotuse suhtes, kasutades alglihendeid ©' ja

vaadeldud andmete X viartuseid. Defineerime selleks ()-funktsiooni:

Q(0,0') = E[log L(O|X, 2)|X, 0] :J logp(X, 2/0)p(z] X, ') dz.

2eY

Algoritmi teiseks sammuks (M-samm) on leitud keskvaartuse ehk Q-funktsiooni

maksimiseerimine hinnatavate parameetrite suhtes:
0" = argmax Q(0,0)).
®

Jargmisel E-sammul kasutatakse alglihendite asemel eelmise iteratsiooni M-
sammul leitud hinnanguid. Neid kahte sammu korratakse algoritmi koon-
dumiseni. Néitame, et probleemile selliselt Q)-funktsiooni kaudu ldhenemi-
ne annab soovitud tulemuse ehk vaatluste toepéra kasvab iga iteratsiooniga

(tapsemini, ei kahane).

Lause 1. Olgu ©® ja ©0~1) ijteratsioonidel i ja i — 1 leitud parameetrite

hinnangud ehk O = argmaxg Q(O©, 001) siis

LOY|x) = £(01V|x).



Téestus. Téhistame vaatluste log-toepira ((O|X) = log L(O|X). Kehtib

p(X, Z|0)

p(Z|X,@) = p(X|@) )

seega vaatluste log-toepara avaldub kujul
£(0]X) =logp(X|0) =logp(X, Z|0) —logp(Z|X, O).
Vottes avaldisest keskvéértuse jaotuse p(z| X, ©') suhtes, saame
((O]X) = Q(6,0") - H(6,0),

kus H(©,0') = Ellogp(Z|X,0)|X,0']. Votame kasutusele abifunktsiooni:

_ p(Z|x,0)
"E) = L zx.e)

Siis
H(©, @') — H(@',@’) = Ellogh(Z)|X, @']

< E[h(2)|X,0] -1

kus kasutasime vorratust logz < = — 1. Jérelikult H(©,0") < H(©',0’).
Vaatleme andmete log-toeparade vahet iteratsioonidel 7 ja ¢ — 1 leitud para-

meetritega:

(O91x) — (O V1X) = (O, 817Y) — H(OW, 0¢Y)
_ Q(@(ifl)7 @(Fl)) + H(@(ifl)’ @(ifl))

10



> Q(@(Z)y @(1—1)) _ Q(@(i—l)’ @(1—1))

= 0.

Viimane vorratus kehtib, kuna EM-algoritm leiab sellise ©® mis maksimi-
seerib Q-funktsiooni. Jérelikult, /(O®|x) = ¢(O0~V|X) ehk ka L(0W]X) =
L(06=D]x).

]

EM-algoritm koondub lokaalseks maksimumiks. Tulemus soltub algldhendi-
te valikust, mistottu globaalse maksimumi leidmiseks tuleks 1dbi proovida

mitmeid erinevaid algparameetrite komplekte.

1.2 HMM parameetrite hinnangute leidmine

Tuletame meelde, et vaatleme varjatud Markovi mudelit, kus X7 = (X1,..., Xr)
tihistab vaadeldud andmeid ning Z7 = (Z,,..., Zr) vastavat varjatud ole-
kute jirjendit. Varjatud seisundite hulk on S = {1,..., K}. Algtoen&osuseid
tahistame

7= P(Z =ilf), i€s,

ja iileminekutoendosuseid iga ¢t € {1,..., T} korral
pZ] = P(Zt+1 = j|Zt = 7;70)7 ij € S

Vaatluste emissioonijaotusteks olgu f;(x|6;), i € S. Néitame, kuidas avaldu-
vad EM-algoritmi hinnangud varjatud Markovi mudeli parameetritele, kui on

teada eelmisel sammul leitud parameetrite hinnangud (voi alglihendid) 6.

11



Hinnangute avaldiste tuletamisel on kasutatud ideid allikast Bilmes (1998).

Tuletatud parameetrite hinnanguid, mis maksimiseerivad ()-funktsiooni, té-
histame esialgu samamoodi kui funktsiooni argumente. Tahistuste iihtlus-
tamiseks kasutame edaspidi arvutustes ka toendosuste jaoks iildist toepara

tahistust p(-), sama kehtib ka peatiikis 2.

Meie mudelile vastav Q-funktsioon on kujul
= Y logp(”, 2" 0)p(=" ", 0),
z

kus 6 tdhistab koiki mudeli parameetreid, 8’ on meie esialgne parameetrite
hinnang ning summeerimine toimub iile 27 € Z ehk iile koigi pikkusega T
varjatud olekute jadade. Konkreetse jirjendi 27 korral avaldub p(z”,27|0)

jargmiselt:

T-1 T
p(a”, 2"10) = p(z"|O)p(a" 12", 0) = 7oy | | Pavmn | [ Fe(e]62)-
t=1 t=1

Seega ()-funktsioon avaldub kujul

T—
Q,8) = > logm,p(z"|2",¢') ZZ 08 Pzzn P(2T [T, 0)
Z

Z t=1

T
+2210gfzt xt|02t ( T|xT79/)'

Naeme, et koik parameetrid, iile mille soovime funktsiooni () maksimisee-
rida, on avaldunud iiksteisest eraldi soltumatutes liidetavates, mida saame

tikshaaval maksimiseerida.

12



Algtoendosuste ja iilleminekutoeniosuste hindamine

Alg- ja iileminekutoendosuste hindamisel tegeleme @-funktsiooni kahe esi-

mese liidetavaga. Vaatleme esimest liidetavat:

K K K
Dlogm,p(z" 2" 0) = > D1 D logmp(a ..., 2|2, 6)
Z z1=1 z2=1 zr=1
K K
= Z 10g7rz1 Z (z1,22..., 272", 0")
z1=1 2=1 =1

K
= Z log 7., p(z1 |27, 0) = Zlogmp(Zl =ilz”, 0.

z1=1 =1

Parameetrite m; hinnangute leidmisel kasutame kitsenduse Zfil m = 1 ar-

vesse votmiseks Lagrange’i kordajate meetodit:

(Zlogmp = d|2” 9)—|—7(im—1)> =0,

=1
Z = [
p( 1 Z|.I' ) )

Uy

v=0 = vm=-—p(Z =ila’,0).

Summeerime iile 7, et leida Lagrange’i kordaja ~:
K K
ZWT@' = Z —p(Zy =ila",0) = y=-1

=1 i=1

Seega ; avaldub kujul

= p(Z, = i|]2",8").

Vaatleme niiiid teist liidetavat. Fikseerime t € {2,...,T — 2} (tuletuskiigu

lihtsustamiseks vildime juhte ¢ = 1 ja t = T — 1, kuid on ilmne, et tulemus

13



kehtib ka nende korral) ja summerime esmalt iile Z, siis:
D log ez, (2" 2", )
Z

K K K
= Z Z Z 2 108 Davaron (210, - - oy 26, 2611, - - 2], 0)

Seega teine liidetav on kujul:

T—-1 T—1
D0 10gpe, 0 2", 0) D logpee,p(2T ", 0)
Z t=1 t=1 Z
T-1 K K
Z Z logpup =14, 441 = j|IT701)'
t=11=1j5=1

Kasutame jéllegi p;; avaldiste leidmisel igale iileminekumaatriksi reale kehtiva

kitsenduse ZJK=1 pij = 1 arvesse votmiseks Lagrange’i kordajate meetodit:

T-1 K
Opi (Z 2108 pip(Ze = i, Zuys = jla".0) +%<pr >> =0,
ij

t=11i1=1j5=1 7j=1

T-1 4 :
Zy =i, Zopr = jla”, 00
p(Zs =i, Zyya = jla, )_i_%:()’
t=1 Pij
-1
Vilij = — Z P(Zy =i, Zyy = jlaT, 0).
=1

14



Summeerime iile j, et leida Lagrange’i kordaja ~;:
K T—
Z Vilij = Z (Ze =i, Za = jla™,0"),
=1 t=1
1

Vi = — (Zt—z|as 0.

?TMW

-
Il
—_

Jarelikult, p;; avaldub kujul

> P(Zt =1, Zy = jla", o)
Zt 1 p(Zt = i|lzT,0")

Pi; =

Emissioonijaotuste parameetrite hindamiseks tuleb vaadata kolmandat -

funktsiooni liidetavat, mis lihtsustub jargmiselt:

T
Zzlongt $t|92t) ( T|x (9/)
t=1

Il
1=

K K K
Z Z Z log fo, (24|0.)p(21, ..., 20, - .o, zr|2”, 6)
zt=1 =1

t=121=1

T K T K
= Y log £ (|6, )p(zi|a”, 0) = D0 log filwi|6:)p(Z, = il2",6").

t=12z=1 t=1i=1

Emissioonijaotuste parameetrite hindamine normaaljaotuste segu

korral

On selge, et f;, © € S, parameetrite hindamine soltub sellest, millise jaotuste
klassiga on tegemist. Vaatleme tépsemalt olukorda, kus emissioonijaotuseks

on iga oleku korral M komponendiga Gaussi segumudel:
M
fi(x16:) Zczzfzz (6:¢) = ) cad(|pa, Sa),
=1

15



seega ¢ tahistab komponendi ¢ kaalu tiheduses f; ning 0; = (0;1,...,0;m),
kus 0;p = (pie, 2i¢) téhistab f; komponendi f;; parameetreid, ¢ € {1,..., M}.
Kuna niiiid on meil kaks varjatud tunnuste jada, peame ka ()-funktsiooni

vastavalt modifitseerima:

Q0,0") EZlogp 2D mT0)p(2T, mT 2T, ),

kus varjatud seisundite jada M = (M, ..., My) viidrtus m”

= (my,...,mr)
néitab, millise segujaotuse komponendiga iga ajahetke korral parasjagu tege-
mist on. Summeerimine toimub niiiid ka iile koikvoimalike m” viirtuste hulga
M. Vottes arvesse, et c,,m, = P(M; = my|Z; = z), saame p(zT, 27, mT|0)

esitada konkreetsete 27 ja m” korral jirgmiselt:

p(a’, 2t m0) = p("|O)p(m]2", O)p(a" |m", 27, 0)
T-1

= Tz 1_[ Pzizeiq H thmthtmt xt|02tmt)
Varjatud tunnuste jaotuse kohta kehtib
Zp(zT, m”|z",0) = p(z"|xT,0).
M

Seega, kui emissioonijaotusteks on normaaljaotuste segu ja meil on kaks var-

jatud seisundite ahelat, avaldub @-funktsioon kujul

T—
=Zzlogﬂzlp(zT,mTlch79')+22210gpztzt+1pz m" |z, ¢)

T ZZ Z IOg Cztmtfztmt (mt|02tmt)) (Z mT|l' 9 )

Z Mt=1

16



T-1

—Zlogﬂzlp( T12T,6) —i—Z Z 108 Payeyy, (27 |27, 0)

Z t=1

TS S 08 o o (el T 7. ).

zZ M t=1

Néeme, et esimene ja teine liidetav on samaks jadnud, kuna nendes olevad

parameetrid ei soltu m” viirtusest. Kolmas liidetav avaldub aga jargmiselt:

T
Z Z Z log(Czymy frim: (xt|92tmt))p(zT7 mT|xTa 0')

zZ M t=1

K M T
= Z Z Zlog szfzé xthﬁ)) (Zt = iaMt = £|xT79,)

i=1¢=1t=1

=1

o~
o~

=

T
Zlogclgp (Z, =i, M, = ()27, 0"

1t=1

~
I

+ log fie(2|0s0)p(Z, = i, M, = £|2", 0").

=
M=
1=

1

Il
—

14

Il
—_

) t

Saame jillegi kahe liidetavaga eraldi tegeleda. Kasutame c;; optimaalse viir-

tuse leidmiseks Lagrange’i kordajate meetodit kitsendusega Zé\il cie = 1,

Civ — 1)) =0,

siis:

=

6 K M
Oci (Z Z Z log ciop(Z, =i, My = ()", 0") + %(

i=1¢0=1t=1 ¢

I
—

i p(Zy = i, My = €]27, ')

Civ

+IYZ:O’

T
ViCip = —Zp(Zt =i, M, = (|27,0).

t=1
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Summeerime iile koigi ¢ voimalike vidrtuste:

T
Z (Z, =i, M, = ()27, 9,

M
Z YiCie =
=1

Mﬂ I M:

i = — (Zt—z|x 0.

-+
Il
i

Seega

.= Zthlp(Zt =i, M, = (|z",0)
Z Zz;lp(zt = ?:|LL’T,(9/)

Leiame ka emissioonijaotuse f; komponendi ¢ parameetrid 6;,. Vastava (d-

mo6otmelise) normaaljaotuse tihedus on kujul:

1
fulel0w) = Gy

e —3(@—pi) TS, (- Nil)'
Vottes logaritmi, saame

d 1
log fie(x]0i) = ——108;(2”) - log | 0| — —(x — i) "S5 (@ — i)

Paneme téhele, et avaldise alguses olev konstant on iile u; ja >;, maksimi-
seerimisel ebaoluline. Kokkuvottes on (Q-funktsiooni vastava liidetava maksi-

miseeritav osa kujul

K M T 1
20 Z (—— log [Sie] — (2 — puae) "S5 (2 /m)) p(Z =i, M, = (]a",0).
i=1¢=11t=1

Keskvairtuste hinnangute leidmiseks votame sellest ;0 jargi tuletise ja vord-
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sustame nulliga, mis annab meile:

1 .
Z 3 (S + (&) (@ — p)p(Z = i, My = (2" ,0") = 0,
t=1
T
Z ,UZZ (Zt =1, M, = €|xT7 9/) =
t=1

Avaldame viimasest ji;:

Zthl vp(Zy = i, My = L]2™,6')
ZtT=1p(Zt =4, M, = (|27, 0) .

Hig =

Kovariatsioonimaatriksite >, leidmiseks kirjutame vaadeldava avaldise iim-

ber:

T
3 (-3 ow1ul = o = )" o ) ) (2 = 1,0 = £ )

1t=1

M=
M=

Il
,_.

14

7

M
Z( 1og|zw1|2p Z, =i, M, = (|27, 6

=1 t=1

~

ol zw

T
Zp Zy =i, My = l)z",0')tr (S5, Nyao) )

t=1

kus Npio = (2 — pie) (g — pie) ™. Vottes Z;Zl jargi tuletise, saame:

1 T
5 2 0(Zy =i, My = ]z, 0")(25 — diag(Xir))
23

1 T
- Z (Zy = i, My = |z7,0") (2N, 4o — diag(Nyi0)) = 2Si, — diag(Sy),

[\3

19



kus S;y = %Zthl p(Zy =i, M; = |z7,0") (S — Nyie). Vordsustades nulliga
saame, et 25;, — diag(Si,) = 0 ehk jérelikult S;; = 0. Seega

T
Do p(Ze =i, My = ", 8) (Si = (w1 = pue) (0 — pi0)") = 0,

t=1

kust saame avaldada >;:

_ Zf=1(xt — o) (T — Nié)Tp(Zt =1, M, = £|$T, o)

Ew T ; T o
Zt=1 p(Zt =1, M; = €|$ 79)

Paneme tdhele, et X;, hindamiseks tuleb eelnevalt hinnata ;.

1.3 Edasi- ja tagasi-toenidosused

Eelmises alapeatiikis leitud parameetrite hinnangute arvutamiseks kasuta-
takse praktikas suuruseid, mida kutsutakse edasi- ja tagasi-toendosusteks.
Koikide parameetrite hinnangud on avaldatavad nende kaudu. Alapeatii-
ki kirjutamisel on tuginetud allikale Bishop (2006), kust muuhulgas on re-
kursiivsete valemite tuletamisel kasutatud konkreetseid tingliku soltumatuse
omadusi lehekiiljelt 619. Kasutatud omaduste numbrid on toodud vastavate

vordusmérkide peal.

Vaatleme klassikalist varjatud Markovi mudelit (X7, Z7) parameetritega 6 =
(m,P,01,...,0K), kus 0y,...,0k on emissioonijaotuste fi,..., fx parameet-
rid. Edasi-toendosused oy (i) néditavad, kui suur on toepéra, et emiteeritakse
osaline vaatluste jada kuni hetkeni ¢ ning et samal hetkel on varjatud ahel

seisundis i:

ai(i) == pla,...,x, Zy =1]0), i€ S, te{l,..., T}

20



Parameetri 0 jitame jargnevates arvutustes mérkimata, kuna see on fiksee-

ritud. Hetkel t = 1 saame seega
()él(i) = p(l’l, Z1 = Z) = p(Zl = Z)p([['1|Zl = Z) = szz(xl)

Muutuja oy (i) jargnevad vairtused saame leida rekursiivselt:

K

Oét+1(j) = p(xla e Tg1, L1 = j) = ZP(%, e W1, Ly =0 Ly = j)
i=1

Il
.MN

s
Il
—

p(xh ce Ty, Ly = i)p($t+1, Ly = j|$17 ce Ty, Ly = l)

I
M=

Oét(i) P(Zt+1 = j|$17 e Ty Ly = l)
1

<.
Il

'p($t+1|$1,...,l't,Zt = Z'7Zt+1 :.])

(13.30)
(13.31)

(i) p(Zir1 = j|Zs = 1) p(we31| Ze11 = J)

Ih

Il
—

7

:<i

Analoogiliselt defineeritakse tagasi-toendosused

=

1

Oét(i)pi]) fi@ea), t=1,...,T—1.

Bi(3) = p(xis1,- .., x0|Zy =14,0), i€S, te{l,..., T},

mis néitavad, kui suure toepiraga emiteeritakse osaline vaatluste jada ala-
tes hetkest ¢ + 1 kuni hetkeni 7', kui hetkel ¢ on varjatud ahel seisundis .
Hetkel T" defineeritakse O7(i) = 1. Lihtsustamiseks jitame edasises jallegi 6

avaldistesse mérkimata. Ka tagasitoendosused saab arvutada rekursiivselt:

p(Tisty X1, Ly = 1)
p(Zt = l)

Bt(l) = p(:L‘tH, . 7'7;T|Zt = Z) =

21



P(Xis1, T, 2y =0, Zyyq = J)
P(Zt = 2)

Il

<
I
—

p(Zy =1, Zyq = j)
P(Zt = Z)

I
M=

p(It-‘rl) e 7xT|Zt = iJZt-i-l = .]) '

<.

A
@
Il
.

<
Il
-

P(Ts1, 20| Ly = J) (2 = j| 2y = 7)

I
1=

P(fl?t+1> cee 7IT|Zt+1 = j) Pij

.

|
P

—
[
w
[\

24) ) .
P(It+1|Zt+1 = J)p($t+2, cee »$T|Zt+1 = j)pij

1

I
D>

fi(@er) Bea(G)piy, t=T—1,...,1.
1

<.
Il

Paneme tdhele, et ajahetkele t ja seisundile ¢ vastava edasi- ja tagasi-toendosuse

omavaheline korrutis annab meile toepara

p(x”, Z, = i) = oy (i)B,(3), i€ S, tefl,..., T} (1)

Néeme, et edasi- ja tagasi-toendosuste rekursiivsel arvutamisel on meil jada
pikkuse kasvamisel tegemist viga viikeste numbriliste suurustega. See toob
meid probleemini, kus suure 7" korral 1&henevad oy (i) ja (;(i) t kasvades

nullile. Seepéirast kasutatakse praktikas arvutamiseks skaleeritud suuruseid
d/t(l) Ja Bt(Z)

~ . . x,...7$’Z:i &Z
at(l):p(Zt:Z|ZE1,...,:L‘t)Zp(1 nZi=1) _ tt()?

p(x1,. .., 2y) | I
Do p(xt+17"'7xT|Zt :Z) ﬁt(l)
5t(z) = = T )
P(@ei1s - wrlon, . w) T, en

22



kus ¢; = p(z1) ning ¢, = p(zu|r1,...,201), n = 2,...,T, nimetatakse

skaleerimiskonstantideks. Ndeme, et kehtib

T
p(xh) = plzy, ..., 2) @y, .. xp|TL, .. 2p) = ch. (2)

n=1

Skaleeritud edasi-toendosuste korral kehtib jargnev rekursiivne seos:

Cer1G41(J) = g

‘ K

a11(J) _ ity (pii i (w141) Z G (1)pij [ (Te41)-
ij )i

Hi;ll n [l en =1

Kuna Zjil i (j) = Z]K:lp(ZtH = jlz1,...,241) = 1, siis eelneva avaldise

pohjal saame skaleerimiskonstandid arvutada kujul:

Ci41 = Z Crr1Gu41 (] Z (Z @t(i)Pij> (@),

Skaleeritud tagasi-toendosuste puhul kehtib analoogselt rekursiivne seos:

Ct+1ﬁt $t+1 5t+1 )nga

”MN

kus saame kasutada juba eelnevalt edasi-toenfosuste kaudu véilja arvutatud

skaleerimiskonstante.

Parameetrite hinnangute arvutusvalemite lihtsustamiseks defineerime veel
muutujad v;(7) ja &(i,7), mida nimetatakse vastavalt silumistdendosusteks

ning paariviisilisteks silumistoendosusteks:

v(i) = P(Z; = ilz"), ieS, tef{l,...,T},

gt(%]) = P(Zt = i7Zt+1 :j|xT)7 i7j€ Sa te {17)T_ 1}
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Eelnevalt toodud tulemuste (1) ja (2) pohjal ndeme, et

N _ 1T = p(Z; =i7xT) _ () By (7) — (DB
V(i) = p(Z; z7) p(z7) 1—[521 c £(2) Be(d).

Paariviisilised silumistoendosused avalduvad aga kujul:

&(i,7) = p(Zy = i, Zy1 = jlaT) = 4 p(;;l) h

. ()P [5(Te41) Bra1 () _ ()P [5(Te41) Bra1(J)

Hle Cn (Hi:l Cn) Ct+1 HZ:tJrz Cn

G ()pij £ (x141) Bt ()

Ct+1

Kasutades edasi- ja tagasi-toendosuste pohjal arvutatavaid silumistoendo-
suseid, saame niitid koikide HMM parameetrite hinnangute arvutusvalemid
avaldada nende kaudu. Néiiteks alg- ning iileminekutéenéosuste hinnangud

saame arvutada valemitega:

i =p(Zy =ilz") = (i), i€,

Xz =i Zea = jl2T) 25 &)

pl] _ . - _ . ) Z?j € S
21211 p(Z; = i|xT) Z?:ll Ye(7)
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2 Tingliku soltumatuse mudel

Olgu meil antud MRT mootmiste jada X7 = (X7, ..., Xr) viédrtustega 7 =

(x1,...,27) ja vastavate KT mootmiste jada Y7 = (Vi ..., Yy) vidrtustega
vy = (y1,...,yr). Teame, et molema vidrtused soltuvad uuritava piirkonna
kudede klassidest, mida kiisitleme varjatud tunnustena Z7 = (Zy,...,Z7).

Eeldame, et vaadeldavate kudede klasse on kokku K ehk varjatud tunnuste
seisundite hulk on S, := {1,..., K}. Seega, vaatleme alustuseks varjatud

Markovi mudelit
(XT, YTv ZT) = {(Xh }/17 Zl)a (X27}/2a Z2)a ceey (XT7YT7 ZT)}7

kus alg- ning tileminekutoendosusteks on vastavalt m; ja p;;, ¢,5 € S,. Emis-
sioonijaotuseid varjatud seisundi Z; = ¢ korral tdhistame f;(z6; ¢) ja g:(y|6:4)-
Varjatud Markovi mudeli eelduste kohaselt on antud Z7 = 2T korral vaat-
lused (X1,Y1), ..., (X7, Yr) soltumatud. Lisaks eeldame, et vaatlused X; ja
Y; on antud Z; = z korral tinglikult soltumatud. Seega, iga t korral soltuvad
kahe jada vaatlused teineteisest vaid latentse tunnuse Z; kaudu ehk Y; tinglik
jaotus antud z7 korral avaldub:

PY,e AIXT =2") =) PY,e A|Z, =i,2")P(Z, = i|z")

VN

-
I
—

P(Y; e A|Z, = i)P(Z, = i|2"),

s

-
I
—

kus A on mingi hulk Y; véédrtuste piirkonnas.

Kirjeldatud omadusest tulenevalt nimetame seda varjatud Markovi mudeli

erijubhtu tingliku soltumatuse mudeliks. Eesmérk on Y7 prognoosimine X7
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kaudu, mida ténu eeltoodule saame teha tingliku keskvadrtuse abil:

K
E(Y|X" =a") = Y EYi|Z, = i)P(Z, = i|l2"), t=1...,T.

=1

Ulaltoodud mudel eeldab, et varjatud ahela seisundid ehk kudede klassid ja
nende arv on molema vaatluste jada jaoks samad. Kuna MRT ja KT jaad-
vustavad eri kudesid viga erinevalt, kusjuures moni kude voib olla teistest
viiga raskesti eristatav (nditeks luu ja 6hk MRT korral), siis tahame lubada
olukorda, kus KT ahela varjatud seisundite arv voiks MRT ahela omast eri-
neda. Uks voimalus selleks on modelleerida KT jaotust seisundi Z, = i korral

kui M komponendiga normaaljaotuste segu:

M M
y|Zt = Z Z Ciege y|0Zg = Z Ci€¢(y|/1“€,g7 0-82,9)7 1€ SZ:
=1 /=1

kus g, on niilid segujaotuse komponendile ¢ ehk varjatud seisundile R, = ¢
vastav KT vaatluse tihedus. Paneme tahele, et emissiooniparameetrid g4 ja
UZQ ei soltu seisundist Z; = i, kaalud ¢;; aga kiill. Lihtsustuse mottes oleme
lisaks eeldanud, et KT komponentide arv on iga MRT seisundi Z; = ¢ korral

Salna.

Saame niiiid vaadelda kahekordse seisundite jadaga W1 = (ZT, RT) varjatud

Markovi mudelit:

(XT7YT7WT) = (XT7YT7ZT7RT)
= {(Xh}/laZlaRl)v (X27}/27227R2)a ey (XTnyaZTvRT)}a

kus Z; maarab MRT vaatluse seisundi ja R; KT segujaotuse komponendi ehk

ka KT vaatluse seisundi. Seega, konkreetse seisundi W; = (z, ) korral kehtib
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ze S, ={l,...,K}jareS,:={l,..., M}. Seisundile (z,r) vastavaid vaat-
luste X; ja Y; emissioonijaotuseid tahistame fr. .y (2|0(...7) i@ 90 (U|0z0).9)
mille korral kehtib

f(z,r)(xw(z,r),f) = fz(x|9z,f)7 g(z,r)(y|9(z,r),g) = gr(y|07"7g)7

kus f, ei soltu KT seisundist r ega g, MRT seisundist z. Kuna MRT vaatlused
voivad olla mitmemootmelised (meil voivad olla modtmised mitme MRT-pildi
kohta), siis nende jaotuseid f;, i € S,, modelleerime kui mitmemootmelisi

normaaljaotuseid.

Eeldame, et iga t + 1 korral on Z;.; eelmisele ajahetkele vastavast KT sei-
sundist R; soltumatu. Lisaks eeldame, et iga t + 1 korral soltub R,,; vaid
sama ajahetke MRT vaatluse seisundist Z;;; ja on soltumatu eelmisele aja-
hetkele vastavatest seisunditest Z; ning R;. Selliselt avalduvad uuele mudelile

vastavad iileminekutoendosused kujul

Pwiwiy1 = P(Wt+1 = (Zt+177’t+1)|Wt = (Zt,’f’t))
= P(Zt+1 = Zt41, Ryp1 = 7’t+1|Zt =z, Ry = Tt)
= P(Zt—H = Zt+1|Zt =z, Iy = Tt)P(RtH = 7“t+1|Zt+1 = 241, 4 = 2, Iy = T‘t)

= P(Ziy1 = z1|Z = 2) P(Rep1 = 141|211 = Zi41) = Prizinr Covoirenn
ning algtoendosused on kujul

Twy, = PWy =wy) = P(Zy = 21, Ry = 11)

= P(Zl = Zl)P(Rl = 7"1|Zl = Zl) = Wzlczm.
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2.1 Tingliku soltumatuse mudeli parameetrite hinnan-

gute leidmine

Tahistagu 6 koiki tingliku soltumatuse mudeli parameetreid, mida soovime
hinnata ehk alg- ja iileminekutoendosuseid, kaale ning emissioonijaotuste pa-
rameetreid. Tuletame EM-algoritmi abil parameetrite hinnangud, kuid té-
histame neid kiesolevas alapeatiikis samamoodi kui funktsiooni argumente.

Analoogsed tuletuskiigud on pohjalikumalt 14bi tehtud alapeatiikis 1.2.

Tingliku soltumatuse mudelile vastav ()-funktsioon on kujul
= > logp(z", ", whO)p(w ",y 8),
w

kus 0’ tdhistab eelmisel sammul leitud parameetrite hinnanguid ning W on

koigi pikkusega T' varjatud olekute jadade hulk.

Parameetrite hinnangute leidmine iihe jada korral

Vaatleme esmalt olukorda, kus parameetrite hinnangud leitakse iihe vaatluste
jada pohjal. Konkreetse seisundite jada w’ = (wy, ..., wr) korral avaldub Q-

funktsioonis vaadeldav toepéra kujul:
pa,y" w'0) = p(w’ |0)p(a", y" w", 0)
= p(w"|0)p(="[w", O)p(y" |w", 0)

- H DPwiwy g1 1_[ f’LUt xt|9)gwt (yt|6)
t=

t=1

= T2 Ca1m H Pzizi i1 Copyaregn 1_[ th xtht,f)g?"t (ythmg)

t=1 t=1
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Saame seega (Q-funktsiooni avaldada viie liidetava summana ning seejirel

neid eraldi Lagrange’i kordajate meetodil maksimiseerida:

T—1
Q(0.0) = Y logm.,p(w” |z, y" 0') + > > logps,.,.,p(w” |27, y" . ¢)

w W t=1
T T
+ Y > 1og o p(w 2" y",0) + DD log foy (2462, )p(w” 27,y )
W t=1 w t=1
T
+2210ggn ?/t|‘9rf g) ( T|IT7yT70/)‘
w t=1

Esimene liidetav lihtsustub jargmiselt:

K
D log ., p(w” 2", y", ) Z

M
Y logmp(=T, 1T [Ty 0')
w el

TlMN
*mM:

K

= Zlogﬂzlp(zllmT,yT,H Zlogmp = ija",y", ),

z1=1

kust Lagrange’i kordajate meetodil kitsendusega Zfil m; = 1 saame
= p(Zl = i|$T7 yT7 9/)

Et leida p;; hinnang, maksimeerime teist liidetavat

T-1

K
Z logpmp Zt =1 Zt+1 - j|xT7yT 01)
7j=1

Mx

1
D 108 payy p(w” |27 y", 0)

T—
t=1 t=1 1

>

I
—

Vottes arvesse kitsendust Zjil pij = 1, saame, et iileminekutoendosused p;;

avalduvad kujul:

Zt 1 p(Zt =1 Zt+1 = j|xT7yT791)

pij =
’ Zt 1 p(Zt - Z|xT’yT’9,)
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Kaalude hinnangu valemi leidmiseks vaatleme kolmandat liidetavat

10g Ciép(Zt = i7 Rt = £|xT7 yT7 6/)7

=
M=

T T
D> 10g Crp(w” 2T y" ) = )

w t=1 t=11

I
—

14

Il
—

millest kitsendust Zé\il c;e = 1 arvestades saame

_ Z?:l p(Zt = i? Rt = €|ITa yTu ‘9,)
Y2 =i|aT,yT,0)

MRT emissioonijaotuste hindamiseks vaatame d-mootmelisi normaaljaotu-

seid f; parameetritega 6; r = (ui 5, Xi f):

fi(@]0is) = SN - exp ( =5 —pg) (e~ Ni,f))a i€ S;.

Parameetrite hinnangu saamiseks piisab, kui leiame @-funktsiooni neljanda
liidetava tuletise vastava parameetri jargi ning vordsustame selle nulliga ja
seejirel avaldame parameetri. Seega keskvaartuste p; 5 ja kovariatsioonimaat-

riksite 3J; ; hinnangute leidmiseks vaatame avaldist:

T T K
D108 foy(wi]0z p(w” |27y ", 0) = ZZ log fi(wdl0i.p)p(Z = il y",0)
t=14=1

W t=1
K

1:=1

1 ,
5(3715 — i) (my — Nuf))

4 d 1
(—glog(%r) ~3 log (|2 ¢]) —

t

p(Zt = Z.|-7;'T7 yT7 9,)

Vottes sellest p; ¢ jargi tuletise ja vordsustades nulliga, saame, et keskvaar-

tused avalduvad jargmiselt:

Zf:l xtp(Zt = i|xT7 yT7 01)
Y2 =izt yT,¢)

Hif =
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Analoogselt Y; s jargi tuletist vottes saame

S = 23:1(% — Wig) (@ — pig) p(Zy = iz, y", 0")
| Y1 p(Z =ila” y",0)

KT emissioonijaotuste hindamiseks tuleb leida parameetrite 6,4 = (11,4, 07 ,)
hinnangud M erineva segujaotuse komponendi jaoks, milleks on {ithemootme-

lised normaaljaotused g:

1 (y — e )2>
0, )= — . _ W) e
gf(y| Z,g) O'g,g\/% exp( 202

Eelnevaga analoogse tuletuskiiguga @-funktsiooni viienda liidetava korral

saame parameetrite avaldised kujul:

_ S yw(Re = 2"y, )
S p(Be = taT y",6)
o2, = ZtTl(ytT— peg)'p(By =tz y", 0)
’ Do PRy = LTy, 0)

He g

Parameetrite hinnangute leidmine N soltumatu jada korral

Siiani uurisime juhtu, kus hindame parameetreid vaid {ihe vaatluste jada poh-
jal. Meid huvitava rakenduse korral pea andmetele tekib aga palju soltuma-
tuid jadasid, seega vaatleme niiiid juhtu, kus meil on N erinevat soltumatut
vaatluste jada pikkustega 11, ..., Ty ehk (X701, Y1) ... (XTv YTV), kusjuu-
res 25:1 T,, = T. Uhe konkreetse vaatluste jada vidrtuseid tihistame vas-
tavalt ™ = (2f,..., 2% ) ja y™ = (y,...,y} ), n =1,..., N. Analoogselt
kehtib W' = (Z™», R™) korral Z™» = (Z},..., Z} )ja R™ = (R}, ..., R}.),
n=1...,N.
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Seega, p(z”,y", wT|0) = [T\, p(z™, ™, wT™|h) ja Q-funktsioonis on niiiid

N
logp(z",y" w'0) = > logp(a™, y"™ w'"|0),

n=1

kus seisundite jada w’™ = (w},wy, ..., w}, ) korral

™y, 16) = pla™ D)p( ™ ™, O)ply ™ )
Tn—1 Ty
= Ty 1_[ Puwpwy, 1_[ fwf (x?|9)gw? (yf|0)
t=1 t=1
Th—1 Tn
= mpcspry || PG, | ] £ (0010:0.0) 900 (0710r.9).
t=1 t=1

Néeme, et edasine tuletuskiik on analoogne juhuga, kus vaatlesime vaid iihte
jada. Saame Q-funktsiooni esitada jéillegi viie liidetava summana ning seejérel

neid eraldi maksimiseerida:

N
Q0,0") = ZZlongnp( TngTn T )
n=1yyn
N Tn_l
+ Z Z Z logngzfﬂp(anan?yTn’el)
n=1Wnr t=1
N Thn
+2 log c.pppp(w™™ |,y 0)
n=1Wnt=1
N T,
+ 30 30D o8 fp (@ |0 (™ 5Ty )
n=1Wnt=1
N T,
+ Z 10g grp (47|62 6 )P (w0 Tu|gTn yTn ),
n=1Wnt=1

kus W" on koigi pikkusega T;, varjatud olekute jadade hulk. Selliselt tuletades
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avaduvad N soltumatu jada pohjal hinnatud parameetrid kujul:

N
i Z Z:’ln = ,l.|'rTn7yTn79/)7

Tn—1 ) n y n n
Zn 1Zt 1 p( Z7Zt-‘r1 :j|xT ’yT ’9/)

Py S S = iy 9)

= Dot e P = By = Ua g™ 8)
Zn:l Zt:l p(Z] = i|xTn, yTn ')

D il )

Zn 121& (27 = it yTn, 0)
£y = Zomy Dy = i)~ pug) Dl = ey, 0)
Zn 121& (27 = it yTn, 0)

Zn 1Zt VYR = L™y, 0)

Y

Ne:g = n )
Zfzv 1 tTlp( =Lty 0)
N Th n n n
0.2 _ Zn 1 t= 1(yt ,ug 9) (R = €|$T 7yT 0/)
lg — N "
! Zn 1 t P p(RY = L|xTn, yTn, 0")

2.2 Parameetrite iimberhindamise valemid EM-algoritmis

Tingliku soltumatuse mudeli parameetrite hinnangute arvutamiseks saame
sarnaselt tavalise HMM-ga kasutada edasi- ja tagasi-toendosuseid. Alapeatii-
kis 1.3 defineeritud suurused avalduvad antud juhul samal kujul — selle erine-
vusega, et ithekordse vaatluste jada X7 asemel on meil kahekordne vaatluste

jada (X7, YT) emissioonijaotustega

M
p(z,y|Zy = 1,0) = fi(x]0; 1) Z ciege(ylbeg), i€ S..
(=1
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Seega silumistoendosused avalduvad tingliku soltumatuse mudeli korral ku-

jul:

Pyt Ze = il0") _ ou(i)By(i)
p(aT,yT0") p(aT,yT)0")’
.o . T T p(Zt = ia Zt+1 = ja xT’yT|0/)
&1, 7)) =p(Zy =i, 2y = Jlz7,y 79/) = p(aT, yT|0")
O‘t(i)p;jfj (Te41 |9;'7f) Ze]\i1 Cjégz(ywrl |92,g)5t+1(1)
p(aT,yT0") '

(i) = p(Z; = ila", y",0') =

Meenutame, et vaatluste toepira saab avaldada skaleerimiskonstantide kau-
du ning praktikas kasutataksegi silumistoenfosuste arvutamiseks skaleeritud

suuruseid. Leiame ka suurused . (3, ¢):

715(276) = p(Zt = i, Rt = f|$Ta?/T: 0/)
= p(Zt = Z.|I'T7 yT7 gl)p(Rt = £|Zt = ia xTa yTv 9/)

= ’Yt(z)p(Rt = £|Zt = i7yt7 9/)
p(Rt = £|Zt = i, 9')p(yt|Rt = g, Zt = i, 9/)
p(ytth = iael)
S| Re = 0,00) - ciuge(y]0)
(i) ST — ) ~.
(Y2 = 1,0) Zg:1 ciege(y:|0')

= (%)

Kuna vaatleme juhtu, kus parameetrite hinnangud arvutatakse N soltumatu

jada pohjal, siis votame kasutusele veel jargnevad téhistused:

(i) = p(Z7 = i|a™, y™, ),
t'7-: t:.> t+1:- s 7I7
&' i,5) =p(Z} =i,2], = jla™,y"™,¢')

Vi, 0) = p(Z =i, R = Lo’ y™, 6).
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Parameetrite imberhindamise arvutusvalemiteks on seega:

N
. 1 n
mz—z (27 =ia™ y™, 0 Z%
Tn—1 . N Ton1 enss s
ﬁu — Zn 1275 1 p( ZaZt-‘rl :j|xTn7yTn70/) — Zn:l t=1 St (17])
iJ T, n . N Tn—=1 _n/\
Zn P 11 (Zp = ilaTn ytn, 0") D1 2umn (D)
N T )
Cit = Zn 1Zt P2 =i, R} = Lz, y"™, 0) _ D1 21 (6, 0)
il = n . - N Tn /0’
Zn:l Zt:l p(Zf = i|aTn, yTn, 0") Zn:l Zt:l vi (i)

fuig = Zfzv 1 anl zpp(Z7 :‘ il y™, 0') _ Zg]:vl 221 x?'ﬂ(@)7
Zn 121& (27 = dlaTe, yTn, 0) PINED ISR ()
£, = Lot 2ela (@ =)o — o) (27 = iy 0)
7 Zn 1Zt (27 = it yTn, 0)
S Sl @ — ) (@ — i) ()
Zn 1 Zt (9
i, = Zn 1Zt YR = L™y, 0) _ ZnN1 Zt%yt (Zf; %:L.(iaé)),
7 Z =1 Zt  p(RE = LT, y™, 0') 2in—t til(Zizl V2 (1, 0))
&gg _ 27]:[ 1 tTnl(yt fuog)*p(Ry = La™, y™, 0")
7 Zn 1Zt (R = LTy, 6)
St 2 (U — ) (2 (@ 0)

ij:l 21(21‘{1 V(i €))

)

Paneme tdhele, et juht N = 1 annab parameetrite imberhindamise valemid

iihe jada korral.
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2.3 EM-algoritmi rakendamine simuleeritud andmesti-

kuga

Enne mudeli rakendamist paris andmetele teeme 1dbi lihtsa néite, et illust-
reerida ja kontrollida algoritmi t66d. Simuleerime viikse andmestiku, misja-
rel proovime kolme erinevat alglihendite komplekti, et nidha, kuidas mudel
erinevates olukordades parameetreid hindab. Mudeli rakendamiseks vajalike
funktsioonide programmikood on toodud lisas 1, andmete simuleerimise ja
parameetrite hindamise kood iihe alglihendite komplekti korral on toodud

lisas 2.

MRT seisundite arvuks maarasime K = 2 ja K'T seisundite arvuks M = 3.
Simuleerimisel kasutatud alg- ja iileminekutoendosused ning emissioonijao-
tuste parameetrid on dra toodud tabeli 1 (ja ka tabelite 2 ning 3) esimeses
veerus. Kokku simuleerisime 50 soltumatut vaatluste jada, neist igaiiks pikku-
sega vahemikus 500-1000. MRT vaatlused simuleerisime kahemootmelistest

normaaljaotustest.

Tabel 1: Hinnatud parameetrid esimese alglahendite komplektiga

tegelik parameeter | valitud algldhend | hinnatud parameeter

i (0505) (0604) (040 0,60)

Pij (83 62) (0307) (030 0:30)

Cit (0705 03) (03 05 01) (517 031 032)
iy (3), (8) (8) (%) (198 ): (599)
Sir | (o) (Bds) | (o5 ™): (3353) | (o%e08%), (10 131)
It 1,35 3,83 1,00, 3,30, 4,94

Ul?,g 1, 4, 6,25 1,2, 3,8, 6,7 1,07, 4,17, 6,78

36



Kahel esimesel juhul valisime teadlikult enamiku alglihenditest tegelikele pa-
rameetrite viartustele kiillaltki 1dhedased. Esimesel juhul (vt tabel 1) mééra-
sime aga seisundite keskviartuste alglidhendid tegelikega vorreldes suhteliselt
suvalised ning teisel juhul (vt tabel 2) tegime samamoodi kovariatsiooni-
maatriksite ja dispersioonidega, vastavad kohad on tabelis mérgitud paksus

kirjas.

Néeme, et esimesel kahel juhul on EM-algoritmiga saadud keskvéartuste hin-
nangud tegelike keskvidrtustega viga sarnased. Lisaks, MRT kovariatsiooni-
maatriksite hinnangud on moélemal juhul tipsed. KT seisundite dispersioonid
tulevad esimesel juhul samuti {isna tdpsed, teisel juhul on erinevus tegelike
parameetri vadrtustega veidi suurem. Muud parameetrid ndivad olevat iis-
na hésti hinnatud ega tundu eriti soltuvat keskviartuste ja dispersioonide

alglahenditest.

Tabel 2: Hinnatud parameetrid teise alglahendite komplektiga

tegelik parameeter | valitud alglihend | hinnatud parameeter
i (0505) (0406) (040 0,60)
Pij (03 02) (0307) (030 0:80)
Cit (07 06 03) (01 08 01) (021 032 027 )
i s (3). (8) (1) (2) (199): (599)
Sip | (o) (145) (33).(33) | (039 00s)s (00 150)
He.g 1,3,5 0,8, 3,2, 4,9 1,00, 3,31, 5,62
o7, 1, 4,625 3,33 1,19, 3,50, 5,44

Kolmandal juhul (vt tabel 3) kasutasime algldhendite leidmiseks olemasole-
vaid andmeid. Rakendasime andmetele K-keskmiste meetodit, et leida saadud

klasterduste pohjal kahe MRT seisundi ja kolme KT seisundi parameetrite
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hinnangute alglihendid. Ka iilejddnud parameetrite alglihendid hindasime
andmete pohjal, kasutades leitud klastrite esinemise sagedusi andmestikus.

Tapsemad arvutusmeetodid on naha lisas 2.

Tabel 3: Hinnatud parameetrid K-keskmiste meetodiga leitud algldhendite
komplektiga

tegelik parameeter | leitud alglihend | hinnatud parameeter
m; (0505) (042 0,38) (0:40 0,60 )
pij (03 038) (058 072 ) (20 0:30)
Cit (o1 06 03) (033 015 022 ) (031 0,46 023 )
Hi.s (3):(8) (219)- (516) (199)- (600)
Sig | (oat)s(Fds) | (0i2128): (066 122) | (0330 009 )s (099 1)
Hheg 1,3,5 0,76, 3,54, 6,91 0,97, 3,60, 6,43
Ul%g 1, 4, 6,25 0,86, 0,78, 1,98 1,25, 1,70, 3,51

Néeme, et ka kolmandal juhul on enamik parameetritest iisna hésti hinna-
tud, kuid KT seisundite keskviirtuste ja dispersioonide hinnangutes on suu-
remaid erinevusi tegelike parameetrite vadrtustega vorreldes. Esimese kahe
juhuga vorreldes on ka kaalude c¢;; hinnangud ebatdpsemad. Lisaks paneme
tahele, et algtoendosused on koigil kolmel juhul hinnatud samaks: méaratud
(0,5 0,5) asemel (0,4 0,6), mis vastab ka tegelikult realiseerunud algsei-

sundite sagedustele simuleeritud 50 jada seas.

Katsetasime alglihendite leidmist andmete klasterdamise abil veel kahel ju-
hul, kus kasutasime selleks vaid vastavalt 20 ja 40 jada. Tulemustes suuri

erinevusi ei kajastunud.

Paneme téhele, et kohad, kus antud néites saime kehvemaid tulemusi, on

valitud parameetrite komplekti keerukuse tottu ka pohjendatavad. Vaadates
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néiteks KT komponentide keskvairtuseid ja dispersioone, ndeme, et kompo-
nentide jaotused kattuvad omavahel suures osas ega olegi seetottu lihtsasti
eristatavad. Samas MRT seisundite jaotused on méiratud parameetrite kor-
ral viga selgesti eristatavad, sellest ka nende ja iileminekutoendosuste tapsed
hinnangud. Kokkuvottes nideme, et kui alglihendid on lihedased tegelikele

parameetritele, siis algoritm hindab kiillaltki hésti.
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3 Mudeli rakendamine MRT ja KT andmetele

Rakendame eelmises peatiikis kirjeldatud tingliku soltumatuse mudelit, et
prognoosida KT vaatluseid MRT vaatluste pohjal. Artiklis Kuljus et al.
(2018) on samale probleemile ldhenetud teisi varjatud tunnustega mudeleid
kasutades. Kirjeldame tingliku soltumatuse mudeli kditumist ning toome val-

ja sarnasused ja suuremad erinevused artikli tulemustega vorreldes.

3.1 Andmed

Alapeatiikk on kirjutatud artikli Kuljus et al. (2018) pohjal.

Kasutame viie patsiendi pea andmeid, mis artiklis on nummerdatud kui pea
1, 2,4, 8 ja 9. Iga pea kohta on olemas KT-pilt ning neli MRT-pilti, millest
viimased on saadud erinevaid magnetvéilja parameetrite komplekte kasutades
(tapsem kirjeldus on leitav artiklis). MRT vaatluste vddrtused varieeruvad
vahemikus 0-800. Tabelis 4 on toodud moned niited KT vdértuste kohta
Hounsfieldi skaalal.

Tabel 4: KT védrtused tavalisemate kudede korral (Naidich et al., 2012)

kude KT vaartus
ohk < —1000
rasv —100...—20
vesi —20...20
valgeollus 20...35
hallollus 30...40
lihaskude 20...40
kaltsifikatsioon > 150
luu 800...1200
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Eri allikatest voib aga erinevaid kudedele vastavaid KT vaartuste vahemik-
ke leida. Naiteks meie andmestikus on moned luule vastavad viirtused ka
suurusjirgus kuni 3000, mis viitab tihedamale luule (Bibb et al., 2015). KT

vaartuste jaotus peade 2, 4, 8 ja 9 korral on ndha joonisel 1.

v
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=} [s2)
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w
b
s |
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(=4 [ [ [ [ [ [ |
-1000 -500 0 500 1000 1500 2000

vaadeldud KT vaartus

Joonis 1: KT viartuste jaotus peade 2, 4, 8 ja 9 korral

Koik pildid on viidud kujule, kus moodetud véaartused on olemas iga voksli
jaoks kuubis suurusega 192x192x192, seejuures piltidevaheline vokslite iihti-
vus on tagatud. Et eristada pea vaatluste voksleid timbritseva ohu vokslitest,

on vilja arvutatud binaarne tunnus: 1 - pea, 0 - iimbritsev ohk.

Et saaksime 3-mootmelistele andmetele tingliku soltumatuse mudelit raken-
dada, tuleb need esmalt viia jada kujule ehk jdrjestada. Selleks on tavaline
kasutada Hilberti joont, mis piitiab 1abi ruumi liikudes arvesse votta ja siili-
tada andmepunktide lokaalset struktuuri. N&dide Hilberti joonest kahemoot-

melisel juhul on toodud joonisel 2. Pérast sellist andmepunktide jérjestamist
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on igal vaatlusel kaks naabrit.

Kujutades ette pea horisontaalset voi vertikaalset 16iku joonise 2 keskel, née-
me, et joon voib vahel peast vilja imbritseva ohu alasse liikuda ja seejirel
tagasi sisse poorduda. Kuna meid huvitavad vaid pea vaatluste vokslid ning
on kohti, kus joon véljub peast iihe voksli juures, kuid tagasi peasse siseneb
sellise kaudu, mis ei ole viimatise naabriks, siis ihe katkematu jada asemel

tekib meil mitu soltumatut pea vaatluste jada.

Joonis 2: Naide Hilberti joonest tasandil

Pea 1 vaatlustest moodustub néiteks 12 239 soltumatut jada, kus vaatluste
voksleid kokku on 1 853 702. Keskmiseks jada pikkuseks on 152 ning koige
pikemas jadas on 108 205 vokslit. Kokku on pea 1 kohta ka 2299 sellist jada,
mis koosnevad vaid {ihest vaatlusest. Teiste peade korral on koik suurusjir-
gud sarnased. Kuna andmeid on meil piisavalt ning iihe-elemendilised jadad
néiteks iileminekutoendosuste kohta mingit infot juurde ei anna, siis neid me

mudeli hindamisel ei kasuta.
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3.2 KT-piltide hindamine

Rakendame tingliku soltumatuse mudelit, et leida MRT-piltide pohjal KT-
pildi hinnang ehk nii-6elda substituut-KT-pilt. Teeme 1dbi néite, kus leiame
pea 1 jaoks substituut-K'T-pildi, kasutades parameetrite hindamiseks iilejaé-
nud nelja pea andmeid. Seega moodustavad pead 2, 4, 8 ja 9 meie treening-

andmestiku.

Mudeli parameetrite hinnangud leiame EM-algoritmiga. Peatiikis 2 ndgime,
et koikide parameetrite hinnangute arvutusvalemid on taandatavad edasi-
ja tagasi-toendosuste kasutamisele. Vastavad funktsioonid ja EM-algoritm
on implementeeritud statistikatarkvaraga R (vt lisa 1). Alglihendite valiku

protsessi kirjeldame jirgmises alapeatiikis.

Olgu vaadeldava pea kohta modtmised T voksli jaoks. Parast parameetrite

hindamist saame substituut-KT-pildi arvutada voksli kaupa:

K [ M
sK'T; :Z ( éw/:t&g) P(Z, =i|xT,é), t=1,...,T. (3)
—1
Vordluseks, tavalise HMM korral on arvutusvalemiks
T~ K A
SKTt = Zlal(xt)P(Zt = i|xT7¢)’ 1= 17 s 7T7
i=1

kus fii(z;) = E(Y|x, Z, = i,7) on KT vaatluse tinglik keskviiirtus ning 1
tahistab koiki HMM parameetrite hinnanguid (Kuljus et al., 2018). Pane-
me tihele, et kaalud P(Z; = i|z’) on molemas arvutusvalemis samal kujul.
Suurim erinevus seisneb aga selles, et sKT ¢+ arvutamisel tuleb MRT vaatluse

vadrtus z; otseselt ji;(x;) leidmiseks avaldisse sisse. Seevastu sKT; avaldises
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esinevad MRT véartused vaid kaudselt kaalude kaudu. Seega, teoreetiliselt

peaks HMM hinnang olema selle poolest informatiivsem.

Artikli Kuljus et al. (2018) eeskujul hindame kolm erinevat mudelit, kus MRT
seisundite arvuks midrame K = 5 ning KT seisundite arvuks kas M = 5,

M = 8 voi M = 10. Tahistame mudeleid vastavalt M5, M8 ja M10.

Mudelite tulemuste vordlemiseks arvutame vélja ka substituutpiltide kesk-
mised absoluutvead (MAE). Olgu j-ndale vokslile vastav tegelik KT véértus
KTj, siis
1 T
MAE = Y |KT; — sKTy).
j=1
Piirdume vaid iihe pea substituutpildi leidmisega, kuna suure andmehulga
tottu on mudelite hindamine arvutuslikult té6mahukas. Olenevalt seisundite
arvust voib iihe mudeli hindamise kogu protsess votta aega ligi 25 tundi.

Uhtlasi leiame, et iihe peaga niite libi tegemine annab piisavalt aimu mudeli

kéditumise kohta.

3.3 Mudeli parameetrite alglahendite valik

Kuna EM-algoritmi tulemus soltub algliahendite valikust ja algoritmi raken-
damine on meie andmete ning implementeeritud funktsioonide korral ajama-
hukas, siis mudeli hindamisel parima voimaliku tulemuse garanteerimiseks
tahame leida kolm head algparameetrite komplekti. Informatiivsete algla-
hendite leidmiseks kasutame aja kokkuhoiu mottes olemasolevate treening-

andmete vaiksemaid alamandmestikke.

Moodustame nelja pea andmetest viiksemad alamandmestikud kolmel erine-
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val viisil:
1) valime igast peast juhuslikult umbes neljandiku andmejadasid,
2) kasutame ainult pea 8 andmeid,
3) valime igast peast juhuslikult umbes pooled andmejadad.

Iga alamandmestiku korral leiame nn viikse EM-algoritmi (peatame algo-
ritmi pérast 5. iteratsiooni) abil iihe algldhendite komplekti. Viikse EM-
algoritmi rakendamiseks alamandmestikele on meil samuti vaja leida alglé-
hendid. Need leiame K-keskmiste meetodi abil, mis omakorda kasutab juhus-

likke alglahendeid.

Iga alamandmestiku korral rakendame nii MRT kui ka KT viartustele K-
keskmiste meetodit, et MRT véaartuste pohjal hinnata K klastri keskvaartu-
sed ja kovariatsioonimaatriksid ning KT vadrtuste pohjal M klastri keskvaar-
tused ja dispersioonid. Selle tulemusena saame iga voksli liigitada iihte MRT
klastrisse i, i € {1,..., K} ja ithte KT klastrisse ¢, £ € {1,..., M}. Kaalude
ci¢ alglahendite leidmiseks kasutame kahe klasterduse iihisjaotust. Néaiteks,
leides koikide (MRT klasterduse pohjal) klastrisse 3 kuuluvate vokslite kor-
ral, kui suur osa nendest kuulub (KT klasterduse pohjal) klastrisse 5, annab
see meile alglahendi cg; jaoks. Algtoendosused méidrame esialgu vordsete-
na 1/K ning iileminekutoendosuste puhul ldhtume sellest, et peadiagonaalil
oleks vordsed suuremad toendosused (> 0,5) ning iilejidinud toendosusmass

oleks jagatud igas reas vordselt.

Kirjeldatud alglahenditega viimegi vastavatel alamandmestikel 1dbi viikse
EM-algoritmi sammu. Saame koikidele parameetritele hinnangud, mille so-

bivust andmetega iseloomustab log-toepéra.
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Eelnevalt kirjeldatud protsessi ehk klasterdamist ja seejérel viikse EM-algoritmi
rakendamist viime koigi kolme alamandmestiku korral libi kolm korda, misjé-
rel valime iga alamandmestiku korral kolmest hinnatud mudelist log-toepéra
pohjal parima. Kokkuvottes saame niimoodi iga alamandmestiku kohta iihe

alglahendite komplekti ehk kokku kolm komplekti.

3.4 Tulemused

Hindasime mudelid M5, M8 ja M10. Toome véilja tdhtsamad tulemused ning
tahelepanekud. Miargime dra ka peamised sarnasused ja erinevused artikli

Kuljus et al. (2018) tulemustega.

KT komponentide parameetrite hinnangud on iga mudeli jaoks vilja too-

(k)

dud tabelites 5, 6 ja 7, kus ﬂ(k) jao,,

0g tahistavad k-nda algldhendite komp-

lektiga saadud hinnanguid. Parameetrid, mille korral saavutasime suurima
log-toepéra (vorreldes teiste algldhenditega leitutega), on mérgitud paksus
kirjas.

Tabel 5: Hinnangud viiele KT komponendi keskvdartusele ja standardhélbele
kolme erineva algldhendite komplekti korral

¢ 1 2 3 4 5

av) | 10217 -731,9  -44 337 8486
A | -1021,2 -709,2 -2,9 33,7 849,9
A0 | -10214 7437 4.2 327 8857
o) | 35 250, 87,5 91 4693
6| 4,3 2611 854 8,9 4684
o) | 40 2352 103,7 10,7 4538
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Tabel 6: Hinnangud kaheksale KT komponendi keskviartusele ja standard-
hélbele kolme erineva alglihendite komplekti korral

14 1 2 3 4 5 6 7 8

at) | -1021,2 -722,6 -40,3 32,5 72,7 584,2 1192,1 1549,8

ﬂfg) -1021,1 -719,8 -38,9 326 782 594,7 10783 1191,8

A 10211 7194 40,1 326 760 5956 11974 1250,6

o) | 42 2499 57,0 11,0 1387 221,6 259,6 9753
5 | 45 2497 58,6 11,0 143,1 2141 5479 2390
60| 45 2499 578 110 1414 2214 2531 8538

Kiill aga toome vilja, et suurest andmemahust tulenevalt oli log-toepérade
suurusjirk -190 miljonit ning kui vaadata nende protsentuaalseid erinevusi
erinevate alglihendite korral, siis eri mudelite puhul jdid need vahemikku
0,0003-0,097%. Seega, koigi kolme algldhendite komplektiga leitud hinnangud
on log-toepidra suhtes sarnased ja stabiilsed. Suurim log-toepéra oli mudelil
M10, milleks oli -187 812 223. M8 suurim log-toepira oli sellest 0,64% véiksem

ning M5 oma 0,81% véiksem.

Néeme, et {ildiselt kdituvad hinnangud erinevate alglihendite korral iisna
stabiilselt. Suuremaid erinevusi on mérgata eelkoige suurtele K'T' vadrtustele
vastavate komponentide osas, mis peamiselt sisaldavad infot luu kohta. N&i-
teks, M8 mudeli 7. ja 8. komponendi ning M10 mudeli komponentide 8-10
puhul on hinnangute varieeruvus erinevate alglihendite korral méargatavalt
suurem kui teiste komponentide korral. Jooniselt 1 ndeme, et piirkonnas 1500
iimber sarnaneb KT vidrtuste jaotus pigem iihtlase jaotusega, seega normaal-
jaotuse sobitamine voibki anda siinkohal ebastabiilseid tulemusi. Viga selgelt
on iga mudeli korral paigas aga naiteks esimene komponent, mille keskvaartus

vastab ohule.
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Tabel 7: Hinnangud kiimnele K'T komponendi keskvéirtusele ja standardhal-
bele kolme erineva algldhendite komplekti korral

¢ 1 2 3 4 5
110238 -10085 -5968 -485 337
i) | -1023,8 -1008,0 -594,8 -48,5 33,8
(
14
(

91 .1023,8 -1007,6 -593,1 -50,0 338

s 103 14,7 2715 53,9 8,1
5| 0,3 15,0 270,8 54,1 8,0
o2 103 154 2705 527 79

¢ 6 7 8 9 10

D413 308,9  946,3 14102 25714
40,1 273,4 799,8 1280,3 1460,0
91398 269.8 8253  1306,2  2460,6

6% | 382 1825 197,5 221,0 1042,0
50 | 37,9 192,0 2094 2122 5581

(
14
(
14
(
y4
s 423 211,7  240,7  170,7  458,2
(
V4
(
14

Paneme tahele, et viielt komponendilt kaheksale liikudes tulevad vilja uued
suuremate vadrtustega KT klassid, mida M5 mudel ei tuvastanud. Artikli
Kuljus et al. (2018) HMM mudelite korral voib mérgata, et seisundite arvu
suurendamine tekitas monda juba viiksema mudeli poolt tuvastatud viar-
tuste piirkonda uusi seisundeid juurde, andmata seejuures uut informatsiooni
suuremate KT vadrtustega klasside kohta. Naiteks, lileminek viielt seisun-
dilt kaheksale tekitas keskvairtusega -13 komponendi asemele komponendid
keskvidrtustega -47 ning -39 ja keskvaértusega 32 komponendi asemele kom-

ponendid keskvaartustega 29, 34 ja 43. Tingliku soltumatuse mudeli korral
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on hinnatud KT komponentide keskvadrtused aga iihtlasemalt kogu vaartus-
te piirkonna peale laiali jaotunud. Edasi kiimne komponendi peale liikudes
naeme, et néiteks mudelis M8 keskvidrtusega 32,5 hinnatud komponent on
niiiid jaotunud komponentideks keskvaartustega 33,8 ja 40,1, tdnu millele on

eristatud vastavalt valge- ja hallollus.

Leitud substituutpiltide keskmised absoluutvead on vélja toodud tabelis 8.
Arvutasime substituutpildid ka peadele 2, 4, 8 ja 9, kuid kuna samade peade
andmeid kasutasime tegelikult ka parameetrite hindamisel, siis ainus artikliga
Kuljus et al. (2018) korvutatav tulemus on pea 1 kohta kéiv esimesel real.

Artiklis on sama info teiste mudelite jaoks tabelis 1 esimesel real.

Tabel 8: Keskmised absoluutvead kolme mudeli korral

pea M5 M8 M10

174,44 156,38 158,66
174,12 155,13 159,36
185,44 167,12 170,71
177,42 158,31 161,68
177,51 163,83 165,01

© OO0 = N

Nédeme, et keskmine absoluutviga tuli madalaim mudeli M8 korral. HMM
korral oli sama niitaja esimese pea jaoks 146,31 ehk veidi madalam, kuid
suurusjark on sellegipoolest sarnane. M10 jaab M8 mudelile MAE poolest
napilt alla, sama on mérgata ka HMM korral. Sisuliselt pole MAE vaartus-
tel kahe viimase mudeli korral vahet, seega sellest aspektist voime 6elda, et
kiimne komponendi hindamine kaheksa asemel ei anna meile olulist lisainfor-

matsiooni.

Nii M8 kui ka M10 suurimaks murekohaks on viimaste ehk luule vastava-
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te komponentide hindamine. Nagu ka eelnevalt mainitud, siis KT vaartuste
jaotus joonisel 1 selgitab mingil méiaral olukorda. Ndeme, et lisaks vidrtuste
jaotuse sarnanemisele iihtlase jaotusega 1500 {imbruses on piirkonnas >1500
iiletildse viga vihe vaatlusi. Sellest tulenevalt on lisaks tulemuste ebastabiil-

susele ka vastavate komponentide standardhélbed viga suured.

Probleemne luu piirkond tuleb selgelt vélja ka joonistel 3 ja 4, kus on kujuta-
tud substituutpildi ja tegeliku KT-pildi erinevuste absoluutvaartused. Joo-
nistel toodud jadgid on silutud ehk tdpsemini, iga (mittekattuva) 20-iihikulise

viartuste vahemiku kohta on leitud keskmine jéik ja kantud joonisele.

= pea
S - pead2,4,8,9
©
o
8 |
0
¢ g
L
%
»
3 81
=
3
8
N
o
8
e T T T T T T
-1000 -500 0 500 1000 1500

vaadeldud KT vaartus

Joonis 3: Jadkide silutud absoluutviartused M8 mudeli korral

Jooniselt 3 ndeme, et erinevate peade korral kdituvad jadgid lisna sarnaselt.
Joonisel 4 on aga vorreldud esimese pea jaoks arvutatud substituut-KT-pildi
jadke kolme erineva mudeli korral: suurima toepira saavutanud M5, M8 ja

M10. Ndeme, et M5 tulemus erineb kahest iilejdéinust ning on oluliselt kehvem

20



vaartuste piirkonnas 1000-1500. M8 ja M10 seast iihte teisele eelistada on
raske, kuna M10 kiitub veidi paremini vidrtuste vahemikus 500-1000, M8
aga vahemikus 1000-1500.

silutud [sKT-KT|
100 200 300 400 500 600 700
!

-1000 -500 0 500 1000 1500

vaadeldud KT vaartus

Joonis 4: Kolme mudeli jaidkide vordlus esimese pea korral

Jadkide joonised sarnanevad iildkuju poolest artikli Kuljus et al. (2018) oma-
dega, kuid néiteks luu piirkonnas 800-1500 on tingliku soltumatuse mudelite
jadgid selgelt suuremad. HMM korral on vdédrtuse 1500 juures keskmine jaaki-
de absoluutvaartus veidi iile 400, meie mudelite korral jadb sama suurus aga
vahemikku 600-700. Ka chule vastavate vdartuste juures (-1000 iimber) on
HMM sooritus t60s leitud mudelite omast parem. Jadkide absoluutviirtuste
keskmine selles piirkonnas on HMM korral ligikaudu 100, tingliku soltuma-
tuse mudelite korral aga iile 200. Ulejdéinud negatiivsete viidrtuste juures
on visuaalsel vaatlusel HMM ja meie mudelite sooritus jadkide poolest sa-
mavéiirne. Vidrtuste vahemikus 0-1000 on aga HMM korral jaagid jéllegi

vaiksemad.
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Teame, et MRT piltidele jaddvustatud info luu ja ohu kohta pole nende sel-
geks eristamiseks piisav ning see kajastub ka meie prognoositud substituut-
piltides. Vaadates pea 1 KT- ja substituut-KT-pilte horisontaalsete 1oikude
haaval, on ndha, et on pea piirkondi, kus prognoositud pildid naevad tegeli-
kuga viga sarnased vilja, kuid on ka piirkondi, kus luu ja ohu prognoosid on

kas omavahel segamini aetud voi lihtsalt valed.

Joonistel 5 ja 6 on pea horisontaalsetest 1oikudest toodud kaks erinevat néi-
det. Roheline virvus vastab luule ning lilla ohule, taustavirvus ei kuulu pilti-

de ega hinnangute juurde, vaid on selliselt seadistatud.

Joonis 5: Loik 54, vasakult: KT-pilt, mudelitega M5, M8 ja M10 hinnatud
substituut-KT-pildid

Joonisel 5 on iiks paljudest 16ikudest, mis 1dbib piirkonda, kus on suu ja ham-
bad. Antud joonisel on hammaste néiol hea niide sellest, kuidas mones kohas
on luu ekslikult 6huks hinnatud. Lisaks on pea keskel olev ohuala suures-
ti tuvastamata jadnud. Mitmel jargmisel 16igul olid aga hambad korrektselt
tuvastatud. Naeme, et substituutpiltidest on mudeli M5 pilt koige miirasem
ehk pehmete kudede piirkonnas voib ndha luule vastavaid rohelisi tippe, M8
ja M10 omad on sellega vorreldes veidi selgemad. Joonisel 6 on niide nina
piirkonda ldbivast 16igust, kus substituutpildid vastavad tegelikule K'T-pildile

oluliselt paremini.
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Joonis 6: Loik 81, vasakult: KT-pilt, mudelitega M5, M8 ja M10 hinnatud
substituut-KT-pildid

Substituutpiltide arvutamise paremaks moistmiseks toome &ra hinnangu-
funktsiooni (3) parima mudeli M8 korral. Kasutame KT segujaotuste kesk-

vidrtuste hinnangute tihistamiseks X7, i e {1,..., K}, st
K
laz‘KT = Z éiéﬂé,ga
(=1
siis KT-pildi hinnangufunktsioon avaldub kujul

K
sKT, = Y pf"P(2, = il2" . 0).

i=1

Kaalude hinnangud ¢;, on dra toodud tabelis 9 ja iy 4 tabeli 6 reas /lélg). Nende

pohjal arvutades saame:
(AT pETY ~ (—835,1008, 33, —63, —14).

Nieme, et seisundile Z; = 1 vastava jil*T saamiseks kaalutakse kokku suuresti
fi1,g = —1021,2 ja 1o, = —722,6. Seisundile Z; = 2 vastav KT segujaotuse
keskvéirtus 457 on saadud suuresti fig , ja ji7 , kokkukaalumisel. Klass Z, = 3
vastab KT klassile keskvaartusega jis, = 32,5. Tabelist 9 ndeme, et KT

klassile 8 keskvéartusega fig , = 1549, 8 vastavad kaalud ¢; g on vaga vaikesed.
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Tabel 9: Kaalude ¢;; hinnangud parima mudeli M8 korral

|1 2 3 4 5 6 7 8

1 |0,5238 04164 0,0388 0,0026 0,061 0,0020 0,0000 0,0002
0,0001 0,0006 0,0000 0,0000 0,0073 0,2982 0,6745 0,0193
0,0000 0,0000 0,0000 0,9780 0,0220 0,0000 0,0000 0,0000
0,0058 0,0485 0,8420 0,0023 0,0921 0,0093 0,0000 0,0000
0,0161 0,1472 0,0345 0,1465 0,5514 0,0992 0,0004 0,0047

[ N L \V]

Kokkuvottes saame 6elda, et antud néites tuvastab tingliku soltumatuse mu-
del KT seisundeid kogu véirtuste piirkonna ulatuses iihtlasemalt kui teised
artiklis Kuljus et al. (2018) vaadeldud mudelid. Muus osas on mudeli sooritus
iildjoontes kas samaviirne voi veidi kehvem. Peamiseks probleemiks on luu
ja ohu eristamine ning parameetrite hindamine luu piirkonnas ja négime, et
KT seisundite arvu suurendamine seda ei lahenda. Ilmselt saab siit jérelda-
da, et mudelid, mis baseeruvad juhendamiseta oppel, ei ole antud {iilesande

lahendamiseks sobivad.

Jiargmise sammuna tasuks proovida mudeleid, kus anname ise néiteks ohu
ja luu kohta mudelile lisainformatsiooni ette, et sooritus nendes piirkonda-
des saaks paraneda. Teine potentsiaalne voimalus mudelit parandada oleks
kasutada mitme reziimiga varjatud Markovi mudeleid, kus erinevad reziimid
voimaldaksid paremini arvesse votta pea anatoomiat ja kudede erinevat jao-
tust erinevates piirkondades. Naiteks kudedevahelised iileminekutoenaosused

voivad pea erinevates piirkondades olla viga erinevad.
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Kokkuvote

Magistritoo eesmérk oli KT vaatluste hindamine MRT vaatluste pohjal, ka-
sutades selleks iiht varjatud Markovi mudeli erijuhtu. Toodi iilevaade klas-
sikalisest varjatud Markovi mudelist ja selle parameetrite hindamiseks kasu-
tatavast EM-algoritmist, et seejarel kirjeldada t60s kasutatavat tingliku sol-
tumatuse mudelit. Kasutati eeldust, et teades vaatlustele vastavate varjatud
tunnuste vadrtuseid ehk kudede klasse, on MRT ja KT vaatlused omavahel
soltumatud. Et voimaldada KT ja MRT vaatluste jaoks erinevat varjatud
ahela seisundite arvu, modelleeriti KT vaatluste jaotust kui normaaljaotuste

segu ning kisitleti selle komponente kui KT seisundeid.

Enne tingliku soltumatuse mudeli rakendamist MRT ja KT andmetele viidi
1&bi lihtne ndide simuleeritud andmetega, et illustreerida ja kontrollida vasta-
va EM-algoritmi t66d. Selgus, et algoritm to66tab viga hasti kudede klasside
korral, mille jaotused on teineteisest héasti eraldatud. Jaotuste suurema oma-
vahelise kattumise korral tulid parameetrite hinnangud veidi ebatdpsemad.
Sellegipoolest oli ndha, et kui alglihendid on ldhedased tegelikele parameet-

ritele, siis algoritm tootab kiillaltki hasti.

To66 viimases osas rakendati tingliku soltumatuse mudelit viie pea andme-
tele, millest iihele leiti iilejddnud nelja pea pohjal hinnatud parameetritega
substituut-K'T-pilt. Selleks hinnati kolm erinevat mudelit, kus MRT seisun-
dite arvuks méaédrati K = 5 ja KT seisundite arvuks kas M = 5, M = 8
voi M = 10. Mudeleid nimetati vastavalt M5, M8 ja M10. Iga mudeli hin-
damiseks kasutati kolme erinevat alglihendite komplekti. KT parameetrite
hinnangud toodi vilja iga mudeli iga alglihendite komplekti puhul. Tulemusi

vorreldi nii erinevate alglihendite komplektide vahel kui ka mudelitevahe-
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liselt. Lisaks vorreldi neid artikli Kuljus et al. (2018) tulemustega, kus on

samale probleemile lihenetud teisi varjatud tunnustega mudeleid kasutades.

Leitud hinnangud kiitusid erinevate alglihendite komplektide korral iisna
stabiilselt. Mudeleid omavahel vorreldes selgus, et M5 andis koige kehvema
tulemuse. M8 ja M10 seast iiht teisele eelistada oli raske, kuid M8 niis kesk-
mise absoluutvea pohjal andvat veidi parema tulemuse. Vorreldes artiklis
Kuljus et al. (2018) kasutatud mudelite sooritusega oli tingliku séltumatuse
mudel iildjoontes kas samaviidrne voi veidi kehvem. Positiivsena paistis aga
vilja, et antud néites tuvastas tingliku soltumatuse mudel KT seisundeid

kogu vaartuste piirkonna ulatuses iihtlasemalt kui teised mudelid.

Mudeli peamiseks probleemiks oli luu ja ohu eristamine ning parameetrite
hindamine luu piirkonnas, kus vaatluseid oli vihem ning nende jaotus sarna-
nes pigem iihtlase jaotusega kui neile sobitatud normaaljaotusega. Probleem
kajastus selgelt mudelite jadkide joonistel ning oli visuaalselt ndha ka mone
konkreetse substituut-KT-pildi horisontaalse 16igu korral. Kuna MRT-piltide
pohjal iiksi ongi raske luule vastavaid kudede klasse ohust eristada, siis ilm-
selt pole juhendamiseta oppel baseeruvad mudelid siinkohal piisavad. Tasuks

proovida mudeleid, kus anname ise ohu ja luu kohta lisainformatsiooni ette.

Uldiselt oli sellegipoolest niha, et mudelil on juhendamisega oppe voi mit-
me reziimiga varjatud Markovi mudeli korral potentsiaali saavutada héid
substituut-KT-piltide hinnanguid. Sama mudelit oleks huvitav rakendada
monele teisele anatoomiliselt lihtsamale keha piirkonnale, kus kudede klasse
on lihtsam eristada. Ilmselt oleks mudeli sooritus sellises olukorras parem

ning voib-olla annaks tulemusi ka reaalselt dra kasutada.

o6



Kasutatud kirjandus

Bibb, R., Eggbeer, D. & Paterson, A. (2015). Medical Modelling (Second
FEdition). Oxford: Woodhead Publishing,.

Bilmes, J. (1998). A Gentle Tutorial of the EM Algorithm and its Application
to Parameter Estimation for Gaussian Mixture and Hidden Markov Models.

TR-97-021. Berkeley: International Computer Science Institute.

Bishop, C. M. (2006). Pattern Recognition and Machine Learning. New York:

Springer.

Izenman, A. J. (2008). Modern multivariate statistical techniques: regression,

classification, and manifold learning. New York: Springer.

Kuljus, K. et al. (2018). Comparison of hidden Markov chain models and
hidden Markov random field models in estimation of computed tomography

images. Communications in Statistics: Case Studies, Data Analysis and App-

lications. 4(1), 46-55.

Naidich, T. P. et al. (2012). Imaging of the Brain: Expert Radiology Series.
Philadelphia: Elsevier Health Sciences.

Rabiner, L. R. (1989). A tutorial on hidden Markov models and selected
applications in speech recognition. Proceedings of the IEEE. 77(2), 257-286.

37



Lisad

Lisa 1. Edasi-tagasi-toendosuste ja EM-algoritmi prog-

rammikood
forwsc = function (pm, pi0, emissions){
K = nrow (pm)
T — nrow(emissions)
if (T==1) emissions = matrix(emissions , nrow=1)
phi = matrix(pi0, nrow = 1)

alpha = matrix(rep(NA, K x T), nrow = T)
scale = rep(0,T)
for (i in 1:T) {

if (i > 1) phi

= phi %% pm
phi = phi %% diag(emissions|[i,])
sumphi = sum(phi)
phi = phi/sumphi
scale[i] = sumphi
alpha[i, | = phi
}

answer

list (alpha=alpha ,scale=scale)

return (answer)

backwsc = function (pm, emissions ,lastrow ,scale){
K = nrow(pm)
T —

= nrow(emissions)

beta = matrix(rep(NA, K x T), nrow = T)
beta[T, ] = lastrow

phi = matrix(lastrow , ncol = 1)

for (i in seq(T — 1, 1, —-1)) {
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phi = pm %% diag(emissions|[i+1,]) %% phi
phi = phi/scale[i+1]
beta[i,] = phi

}

return(beta)

sequenceEM =
function (pi0 ,pm,cm, fmatr , gmatr, fgmatr ,mri,ct , pikkus) {

K = nrow (pm)
(cm

M = ncol )
edasitn = forwsc (pm, pi0 ,fgmatr)
alpha = edasitn$alpha; scalevec = edasitn$scale

beta = backwsc(pm, fgmatr ,rep(1,K) ,scalevec)
gammaz — matrix (alphaxbeta ,nrow—pikkus)
gammazr = vector("list" K)
gammazrT = matrix (rep (0 ,K+«M) nrow=K)
for (i in 1:K) {
gi = matrix (gammaz[,i],ncol=1); c¢i = matrix(cm[i,],nrow=1)
nim = c¢(1/gmatr%«%t (cm) [,i])
gammazr [[1]] = (gi%%ci)«gmatr*nim
gammazrT[1,] = colSums(gammazr [[i]])

}

gammar = Reduce(’+’ ,gammazr)

ksilist = vector("list" 6 pikkus—1)
for (t in 1:(pikkus—1)) {

fg = matrix(fgmatr[t+1,],ncol=1)

ksilist [[t]] = (1/scalevec|[t+1])x

t ((fg%%alpha |t ,]) *c(beta[t+1,]))*pm

}
ksisum = Reduce(’+’, ksilist)
if (pikkus==2) {
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gammazNpup — gammaz|1 ,]

} else gammazNpup = colSums (gammaz|—pikkus ,])

ctsum = rep(0,M); ct2sum = rep(0,M)
for (t in 1:pikkus) {
ctsum = ctsum+ct [t ]+*gammar|t ,];
ct2sum = ct2sum-+(ct[t]) "2+«gammar|[t , |
}
mrisum = vector("list" K); mrisum2 = vector("list" K);
for (k in 1:K) {
mrisum [[k]] = rep(0,mriarv)
mrisum?2 [[k]] = matrix(0,nrow=mriarv ,ncol=mriarv)
for (t in 1:pikkus) {
mrisum [[k]] = mrisum [[k]]+gammaz[t ,k]+mri[t ,]
mrisum2 [[k]] =

mrisum? [[ k]]+gammaz[t k]| * (mri[t,]%*%t (mri[t,]))

}

loglikup = sum(log(scalevec))

answer = list (piNup=gammaz|[1,], ksisum=ksisum ,
gammazNpup=gammazNpup , gammazrNup=gammazrT ,
gammazNup—=colSums (gammaz) ,gammarNup=colSums (gammar) ,
ctsum=ctsum , ct2sum=ct2sum , mrisum=mrisum ,
mrisum2=mrisum2 , loglikup=loglikup)

return (answer)

CondIndEM = function (pi0 ,pm,cm, meanct, varct ,meanmri, covmri ,

obslist ,mriarv,converit ,maxiter) {
N = length(obslist);
iter = 0; logliknew = 1; goon = TRUE;
K = nrow(pm); M = ncol(cm); loglikvec = rep(0,maxiter)

while (goon—TRUE) ({
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piN = rep(0,K); ksiN = matrix (0 ,nrow=K, ncol=K)

gammazNp = rep (0,K); gammazrN = matrix (rep (0,K+«M) ,nrow=K)
gammazN = rep (0,K); gammarN = rep (0,M)

meanctN = rep (0,M); varctN = rep(0,M)

meanmriN = vector ("list" ,K); covmriN = vector("list" K)

for (k in 1:K) {
meanmriN [[k]] = rep(0,mriarv)
covmriN [[k]] = matrix (0 ,nrow=mriarv ,ncol=mriarv)
}
loglikN = 0
for (e in 1:N) {
pikkus = nrow(obslist [[e]])
mri = obslist [[e]][,2:(mriarv+1)]
ct — obslist [[e]][,1]
fmatr = matrix (0 ,nrow=pikkus , ncol=K)
for (k in 1:K) {
fmatr[,k] = dmnorm(mri,mean—meanmri[[k]],
varcov=covmri[[k]] ,log=FALSE)
}
gmatr = matrix (0 ,nrow=pikkus , ncol=M)
for (1 in 1:M) {
gmatr[,1] = dnorm(ct ;mean—meanct[]],
sd=sqrt (varct[1]) ,log=FALSE)
}
fgmatr = fmatr*(gmatr%:%t (cm) )
if (pikkus>1) {
uplist = sequenceEM (pi0 ,pm,cm,fmatr ,gmatr,
fgmatr ,mri, ct , pikkus)
}
piN = piN+uplist $piNup; ksiN = ksiN+uplist$ksisum
gammazNp = gammazNp+uplist $gammazNpup

gammazrN = gammazrN+uplist $gammazrNup
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gammazN = gammazN+uplist $gammazNup
gammarN = gammarN+uplist $gammarNup
meanctN = meanctN+uplist $ctsum
varctN = varctN+uplist$ct2sum
for (k in 1:K) {
meanmriN [[k]] = meanmriN [[k]]+ uplist $mrisum [[k]]
covmriN [[k]] = covmriN [[k]]+ uplist $mrisum?2 [[k]]
}
loglikN = loglikN+4uplist$loglikup
}
pi0 = piN/N;
for (k in 1:K) pm[k,]
for (k in 1:K) cmlk,]
for (1 in 1:M) {

= ksiN [k,] / gammazNp|[k]
= gammazrN [k, ]| / gammazN [k |
meanct [1] = meanctN[1]/gammarN][1]
varct [1] = varctN[l]/gammarN[l]—(meanct[1]) "2
}
for (k in 1:K){
meanmri [[k]] = meanmriN [[k]]/gammazN [k ]
covmri [[k]] = covmriN [[k]]/gammazN [k]—
meanmri [ [ k]]%+%t (meanmri [[k]])
}
loglikold = logliknew; logliknew = loglikN
loglikN

iter = iter+1; loglikvec[iter]

relcrit abs ((logliknew—loglikold)/loglikold)
goon = (relcrit >converit)&(iter <maxiter)

}

vastus = list (pi0=pi0 ,pm=pm,cm=cm, meanct=meanct ,

varct=varct ,meanmri—meanmri ,
covmri=covmri,iter=iter ,
loglikvec=loglikvec[l:iter])

return(vastus)
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Lisa 2. Naite programmikood

K=2
M= 3
mriarv = 2

p0 = ¢(0.5,0.5)

pm = matrix(c(0.7,0.3,0.2,0.8), byrow=TRUE, nrow=K)

mc = as(pm, "markovchain"); names(mc) = c("1","2")
meanmril = ¢(1,2); meanmri2 = c¢(4,6)
meanmri = list (meanmril , meanmri2)

covmril = matrix(c(1,0.4,0.4,1) ,nrow=2,byrow=TRUE)
covmri2 = matrix(c(2,1,1,1.5) ,nrow=2,byrow=TRUE)

covmri = list (covmril ,covmri2)

meanct = ¢(1,3,5)

sdet = ¢(1,2,2.5)

¢l = ¢(0.7,0.1,0.2)

c2 = ¢(0.1,0.6,0.3)

¢ = list(cl,c2)

N = 50
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)
(500:1000,N)
X = matrix(rep (0,(mriarv+1)ssum(T)) ,ncol=mriarv+1)
(rep(0,2%sum(T)) ,ncol=2)
vaatlused = vector("list" N)
seisundid = vector("list" ,N)
for(n in 1:N){
pikkus = T[n]

t0 = sample(names(mc) ,1,prob=p0)

Z = rmarkovchain(n = pikkus, object = mc, t0 = t0)
seisundid [[n]] = Z

if(n==1) i =0 else i =sum(T[1:(n-1)])

for (t in 1:pikkus){

k — as.numeric(Z[t])

X[i+t,] = c¢(rmnorm (1 ,mean = meanmri[[k]],

varcov

covmri[[k]]) ,n)
1 = sample(1:3,prob=c[[k]],size=1)

Y[i+t,] = c(rnorm(n=1,mean—meanct|[1],sd=sdct[]]) ,n)
}
vaatlused [[n]] = cbind(Y[(i+1):(i+pikkus) ,1],
X[(i+1):(i+pikkus) ,1:mriarv])

kx = kmeans(X[,1:mriarv],2,iter .max=50,nstart=10)

ky = kmeans(Y[,1],3,iter .max=50,nstart=10)

meanmril alg = kx$centers|[1,]

meanmri2 alg = kx$centers|[2,]
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meanmri_alg = list (meanmril alg ,meanmri2 alg)
covmril alg = cov(X[kx$cluster==1,1:mriarv|)
covmri2 alg = cov(X[kx$cluster==2,1:mriarv])

covmri alg = list (covmril alg,covmri2 alg)

jirk = ¢(2,3,1)
meanct alg = ky$centers[jrk|;meanct alg
varct_alg = c(var(Y[ky$cluster—jrk[1],1]),
var (Y[ky$cluster==jrk [2],1]),
var(Y[ky$cluster=—jrk [3],1]))
cm_alg = matrix(prop.table(table(kx$cluster ,ky$cluster) 1)
,arow=2) [, jrk|
tileminekud = table(kx$cluster [1:sum(T)—1]—-kxS$cluster [2:sum(T)|)
pl2 = ileminekud ["—1"]/sum(kx$cluster[—sum(T)]==1)
p21 — dileminekud["1"]/sum(kx$cluster[—sum(T)]—=2)
pm_alg = matrix(c(1-p12,p12,p21,1-p21), byrow=TRUE, ncol-K)
p0_alg = prop.table(table(kx$cluster [c(1,cumsum(T[1:(N-1)])+1)]))

converit = 0.0001

maxiter = 20

res = CondIndEM(pi0=p0 alg ,pm=pm alg ,cm=cm alg , meanct=meanct alg,
varct=varct alg ,meanmri=meanmri alg ,covmri=covmri alg,

obslist=vaatlused ,mriarv=mriarv ,convecrit , maxiter)
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