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Cayley graafid

Jaana Tonisson

Liithikokkuvote

Kéesolev bakalaureusetto tutvustab rithmade graafilist esitlust Cayley graafide
néol. Teema valikut pohjendab asjaolu, et vastavad graafid on algebras ja graafi-
teoorias suhteliselt vihe kéasitlust leidnud. Lisaks iihendavad Cayley graafid kahte
olulist modernse matemaatika haru - rithmasid ja graafe. Cayley graafid annavad
voimaluse visualiseerida rithmi, mis on antud oma tekitajate ja maédravate seostega.

Definitsioon. Olgu G 16plik rithm ja S tema tekitajate hulk, st G = (S). Rithma
G Cayley graafiks nimetatakse suunatud graafi I' = I' g, mille tippude hulgaks on
G ja tipust g suundub tippu A suunatud serv siis ja ainult siis, kui leidub s € S,
nii et h = gs. Vastav kaar margistatakse tekitajaga s.

g S h =gs

*———@

T60s defineeritakse Cayley graafide moistmiseks olulised moisted riithma- ja graa-
fiteooriast, lisaks Hamiltoni ja Schreieri graaf, millede korral on vélja toodud ka
seotus Cayley graafidega. To66st leiab moningaid Cayley graafide omadusi ja ra-
kendusi. Koige mahukam osa t66st on peatiikk, milles on iseseisvalt koostatud koik
kuni 16-nda jérguni mittekommutatiivsete rithmade Cayley graafid.

VOTMESONAD: mittekommutatiivsed rithmad, rithmade graafiline esitlus, graa-
fid, Cayley graaf



Cayley graphs

Jaana Tonisson

Abstract

This bachelor’s thesis introduces a graphical representation of a group given by
a set of generators and relations with the help of Cayley graphs. The topic is
not usually covered in abstract algebra nor in graph theory, yet is important for
connecting two important branches of modern mathematics - groups and graphs,
and providing a method for vizualizing groups.

Definition. Let GG be a finite group and let S C G be a subset. The corresponding
Cayley graph I'(gs) has vertex set equal to GG. Two vertices g,h € G are joined
by a directed edge from ¢ to h if and only if there exists s € S such that h = gs.
Each edge is labeled to denote that it corresponds to s € S. If I' is a graph such
that there exists a group GG and generating set S C G with I' = I'(g g, then I' is
said to be a Cayley graph.

In order to understand Cayley graphs, important group and graph theory concepts
are defined. In addition, Hamilton and Schreier coset graphs are being introduced,
while bringing out the results on hamiltonian cycles and paths in Cayley graps,
and the fact that a Schreier coset graph is a generalization of a Cayley graph. A
substantial paragraph of the thesis includes drawing all the Non-abelian groups of
order 16.

KEYWORDS: non-abelian groups, graphical representation of a group, graphs,
Cayley graphs



Sisukord

Sissejuhatus
1 Mboningaid moisteid riithma- ja graafiteooriast

2 Cayley graaf
2.1 Cayley graafide omadusi . . . . . ... ... .. ... ...

2.2 Moningaid Cayley graafide rakendusi . . . . . . .. ... ... ...

3 Kuni 16-nda jarguni mittekommutatiivsete
riihmade Cayley graafid

3.1 Rithma elementide korrutamine tekitajatega . . . . . . . .. .. ..
4 Cayley graafid ja Hamiltoni graafid
5 Schreieri graafid

Kirjandus

12
13

15

16

17

37

39

41



Sissejuhatus

Olgu antud rithm tema tekitajate ja méaravate seostega. Kéesolev bakalaureuset66
tutvustab sellise rithma graafilist esitlust Cayley graafil. Teema on uurimise alla
voetud kolmel pohjusel:

e Cayley graafide suhteliselt vihene késitlus algebras ja graafiteoorias;
e rithmade visualiseerimise voimalus;

e kahe olulise modernse matemaatika haru - rithmade ja graafide iihendamine.

T66 eesmargiks on anda iilevaade Cayley graafist kui iihest riihmade esitamise
voimalusest ning tutvustada kuni 16-nda jarguni mittekommutatiivsete rithmade
Cayley graafe. Lisaks annab t60 kerge iilevaate Cayley graafide seotusest Hamiltoni
ja Schreieri graafidega.

Kéesolev t66 on pohiliselt referatiivne, tema kirjutamisel olid aluseks allikad [G],
[CM], [F]. Téiesti iseseisvalt on koostatud kolmas peatiikk.

Esimeses peatiikis tuuakse vialja antud t00 kontekstis olulised olevad riihma- ja
graafiteooria moisted, lisatud ka moned lihtsad néited.

Teine peatiikk on pithendatud Cayley graafidele. Esimeses alapunktis defineeritak-
se Cayley graaf ning tuuakse vilja moningad omadused. Teises alapunktis kesken-
dutakse iilevaatlikult moningatele Cayley graafide rakendustele.

Kolmandas peatiikis tutvustatakse koiki kuni 16-nda jarguni mittekommutatiiv-
seid rithmi ja nende Cayley graafe. Vilja on toodud erinevad graafide koostamise
voimalused, kasutades nii graafide varvimist kui servade tahistamist muudel viisi-

del.

Neljas peatiikk annab iilevaate Cayley graafide seotusest Hamiltoni tsiiklite ja ahe-
letega ning t66 viimases peatiikis keskendutakse iilevaatlikult Schreieri graafidele,
mis on tuntud kui Cayley graafide iildistused.

Kuigi Cayley graafid ei ole leidnud algebras ega graafiteoorias laialdast késitlust,
leiab t66 autor, et materjali on teema kohta piisavalt ning uurimisprobleeme jéat-
kub.



1 Moningaid moisteid rithma- ja graafiteooriast

Antud peatiikis defineeritud moisted rithma- ja graafiteooriast on aluseks kédesole-
vale bakalaureusettole.

Esmalt defineerime olulised rithmateooria moisted. Olgu mainitud, et moistete
esitamise jarjekord ei ole méarav, moistetele tuginetakse kogu t66 véltel.

Definitsioon 1.1. Hulkade X ja Y otsekorrutiseks nimetatakse hulka X x Y,
mis koosneb kéikvoimalikest paaridest (z;y), kus z € X jay € YV

XxY ={(z;y) |re X,yeY}

Erijuhul, kui X =Y, tihistatakse X x X = X2,

Definitsioon 1.2. Mittetiihja hulka G nimetatakse riihmaks, kui temas on antud
binaarne tehe %, mis rahuldab jargmisi omadusi:

1° tehe * on assotsiatiivne, s. t. a* (b*c) = (a*b) * c iga a, b, ¢ € G korral;

20 tehte * suhtes leidub iihik e, s.t. leidub selline e € G, et a xe = e *x a = a iga
a € G korral;

3% igal elemendil a € G leidub poéordelement, s.t. iga a € G korral leidub selline
beG, etaxb=bxa=ce¢.

Jargnevalt tdhistame tehet * korrutamisena, ehkki see voib vabalt olla ka moni
muu tehe (naiteks liitmine). Rithma G tehtega * tdhistatakse (G; *).

Definitsioon 1.3. Olgu n positiivne naturaalarv. n-ndat jarku substitutsioo-
niks nimetatakse bijektiivset kujutust f : X — X, kus X = {1, 2,..., n}. Koigi
n-ndat jarku substitutsioonide hulk .S,, moodustab kujutuste korrutamise suhtes
rithma — substitutsiooniriihma .S,,. Substitutsiooni f € S,, esitatakse kujul

Kui veel

siis



Kéesolevas t60s joonestatakse substitutsioonirithma S5 Cayley graaf.

Definitsioon 1.4. Rithma (G; %) nimetatakse kommutatiivseks ehk Abeli riih-
maks, kui tehe * on kommutatiivne, st

a*xb=>bxaiga a,b € G korral.
Naide 1.1. Abeli rithmad on naiteks (Z; +), (Q;+), (R;+), (C;+).
Abeli riihma definitsioon on vajalik kdesolevas t06s eelkoige moistmaks seoseid
Cayley ja Hamiltoni graafide vahel neljandas peatiikis.

Definitsioon 1.5. Rithma G mittetiihja alamhulka A nimetatakse rithma G alam-
rithmaks, kui A on samuti rithm rithma G tehte suhtes.

Naiide 1.2. Rihm (Z; +) on rithma (Q; +) alamrithm, rithm (Q; +) on omakorda
rithma (R; +) alamriihm.

Definitsioon 1.6. Olgu a € G. Rithma G alamhulka
aA={ab|be A}
nimetatakse riithma G vasakpoolseks korvalklassiks alamriihma A jérgi.

Analoogiliselt alamhulka
Aa = {ba | be A}

nimetatakse riihma GG parempoolseks korvalklassiks alamriihma A jérgi.

Jargmise definitsiooni jaoks olgu G rithm ning N tema alamrithm.

Definitsioon 1.7. Alamriihma N nimetatakse rithma G normaaljagajaks ja
tiahistatakse N < G, kui a 'ba € N iga a € G ja b € N korral:

ac€G,beN=a'hac N.

Definitsioon 1.8. Olgu N rithma G normaaljagaja ja G/N = {aN | a € G} koigi
vasakpoolsete korvalklasside hulk normaaljagaja N jérgi. Siis G/N on rithm, kui
defineerida korrutis hulgas G/N jargmiselt:

(aN)-(bN) = (ab)N, a, b€ G.

Saadud rithma G/N nimetatakse rithma G faktorriithmaks normaaljagaja N jér-
gi.



Markus 1.1. Kommutatiivses riihmas on iga alamrithm normaaljagajaks ning
seega saab selle rithma jaoks moodustada faktorrithma iga alamrithma jéargi.

Riihma korvalklasse késitleb antud t60 eelkoige kahes viimases peatiikis, Hamiltoni
ja Schreieri graafide korral. Faktorrithma moiste tundmine on oluline moistmaks
seoseid Cayley ja Hamiltoni graafide vahel.

Definitsioon 1.9. Kujutust ¢ : G — H rithmast G rithma H nimetatakse (riih-
made) homomorfismiks, kui

p(ab) = ¢(a) - ¢(b)
iga a,b € G korral.

Definitsioon 1.10. Homomorfismi ¢ : G — H nimetatakse

1. monomorfismiks, kui ta on injektiivne,

[N}

. epimorfismiks, kui ta on siirjektiivne,

3. isomorfismiks, kui ta on bijektiivne,

4. rithma G endomorfismiks, kui G = H,

5. rithma G automorfismiks, kui ta on isomorfism ja G = H.

Maérkus 1.2. Rithma G koigi automorfismide hulka tahistatakse Aut(G) ja see on
rithm kujutuste korrutamise suhtes.

Definitsioon 1.11. Rithmade G ja H otsekorrutiseks nimetatakse rithma
G x H, milles korrutamine on defineeritud rithmade G ja H korrutamistehte abil
jargmiselt:

(a; b) - (¢; d) = (ac; bd), (a;b), (¢; d) € G x H.

Definitsioon 1.12. Olgu G rithm. Riihma G alamhulka S nimetatakse selle rithma
tekitajate hulgaks, kui rithma G iga element g avaldub kujul

g=s7's3? ... st
mingite s1, Sa,...5x € S ja €1, €9,..., & € {1; —1} korral (s. t. rithma G iga
element saadakse hulga S elementide ja nende poordelementide korrutisena). Kui
S on rithma G tekitajate hulk, siis téhistatakse G = (5).



Rithma G element ei pruugi avalduda iiheselt tekitajate ja nende poordelementide
korrutisena. Et otsustada, millal kaks mainitud korrutist on vordsed, on vaja teada,
millal kehtib vordus si's5?...s:* = e (s1, S2,...8, € S; €1, €9,..., & € {1; —1}).
Koiki selliseid vajalikke vordusi nimetatakse riithma G maaratavateks seosteks.
Rithmade iiks sagedasemaid esitusviise ongi nende esitamine tekitajate hulgaga ja
vastavate maaravate seostega.

Naide 1.3. Lopmatu tsiikliline rithm C, on esitatav iihe tekitajaga ja 0 méérava

seosegas:

Co={a)={...,a% a2 atd, a, d* d* . .}

Loetleme kiesolevas t60s hiljem kasutatavaid loplikke rithmi, esitades need tekita-
jatega ja maaravate seostega:
e n-ndat jarku! tsiikliline riihm C,,:
Co={a|la"=¢)={l,a,d*...,a" '}
Selle rithma tekitajaks on a ja méaravaks seoseks a™ = e.
e Kvaternioonide rithm Q:
Q= {(a,b|la*=e, a®>=b* blab=1a"").

See rithm on antud kahe tekitajaga a ja b ning kolme méirava seosega a* = e,
a’? =1? (ehk a?v™2 = ¢) jab~tab = a~! (ehk b~ taba = e voi ab = ba~1). Kasu-
tades maaravaid seoseid, on kerge niha, et kvaternioonide riithma iga element
on iiheselt avaldatav kujul b'a’, kus i € {0, 1}, j € Zy = {0, 1, 2, 3}*:

Q={bd |iec{0,1}, j € Z}.
Kvaternioonide rithm on 8-ndat jarku rithm.
e Dieedri rihm D,,:
D,={a,b|b*=a"=e, blab=a"").

Dieedri rithma D,, iga element on iiheselt avaldatav kujul b'a’, kus i € Zs, j €
Loy

D, ={bd’ |i€Zy, jE Ly} ={1,0a,a...,a" " b, ba, ba’,..., ba" '}.

Rithm D,, on 2n-ndat jarku riihm.

'Riihma G jirguks nimetatakse selle riihma elementide arvu.
2Siimboliga Z,, tihistatakse jidgiklassiringi mooduli n jirgi: Z, = {0, 1, 2,..., n — 1}.



e Mirgimuudurihm Ay:

Ay =(a, b|a®>=b"= (ab)* =e).

Jargnevalt defineeritakse kdesoleva t06 konktekstis olevad olulised graafiteooria
moisted.

Definitsioon 1.13. Utleme, et graaf on paar G = (V, F), kus V on mittetiihi
hulk ning £ hulk, mille elementideks on hulga V' kaheelemendilised alamhulgad.

Hulga V elemente nimetatakse graafi tippudeks, hulga E elemente graafi servadeks.

Toodud definitsioonis loetakse servadeks ainult tippude hulga kaheelemendilisi
alamhulki, seega ei tohi graafis esineda silmuseid®, ega kordseid? servi.

Definitsioon 1.14. Loplikku, suunamata, ilma kordsete servade ja silmusteta
graafi nimetatakse lihtgraafiks. Graafi, milles esinevad silmused ning servade
kordsus, nimetatakse multigraafiks.

Olgu margitud, et kdesolevas t66s on termin graaf kasutusel lihtgraafi tdhenduses.

Mirkus 1.3. Ulaltoodud definitsiooni phjal jareldub, et servade hulk E on 16plik.
Reeglina loeme ka, et graafi tippude hulk V' on loplik.

Lihtgraafi definitsioonist jareldub, et graafis on iga tipupaari jaoks kaks voimalust
- nende vahel on kas (suunamata) serv voi ei ole. Graafiteoorias uuritakse relatsioo-
ne, mis on oma olemuselt stimmeetrilised (nditeks linnadevaheline kaugus) kui ka
relatsioone, millel on kindel suund (néiteks alluvusrelatsioon kaitsevées). Vastavalt
raagitakse siis suunamata ja suunatud graafidest.

Definitsioon 1.15. Suunatud ehk orienteeritud graafiks nimetatakse graafi, mil-
le tippude vahelised servad on tippude jarjestatud paarid.

Definitsioon 1.16. Servale e € E vastavusse seatud jarjestatud paari (u, v) tippe
nimetatakse selle serva otstippudeks, sealjuures tippu u nimetatakse algtipuks ning
tippu v lopptipuks.

Mairkus 1.4. Suunatud servade tahistamiseks lisatakse serva lopptippude poole
suunatud noolekesed, suunamata graafide puhul nooli ei kasutata. Kéesolevas t66s
nimetatakse graafi suunatud servi kaarteks.

3Silmuseks nimetatakse serva, mis seob tipu tema endaga.
4Kordsete servade korral ithendab kahte tippu rohkem kui iiks serv.
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Naide 1.4. Lihtne ndide suunatud graafist. Paneme téhele, et koik kaared on
tahistatud noolekestega.

Definitsioon 1.17. Ahelaks ehk teeks P tipust u tipuni v graafis G = (V, E') nime-
tatakse servade jarjendit (eq, ..., ex), mille korral leidub tippude jarjend (v, . . ., vy)
nii, et u = vg,v = vy, jaigai € {1,...,k} jaoks ¢; = {v;_1,v;}.

Definitsioon 1.18. Graafi G nimetatakse sidusaks, kui koik tema tipud on oma-
vahel ahelate ehk teedega iihendatud.

Mairkus 1.5. Niites (1.4) viillja toodud graaf ei ole sidus, sest tema kaks vasak-
poolset tippu ei ole omavahel teega iithendatud.

Definitsioon 1.19. Tipu astmeks nimetatakse temaga intsidentsete® kaarte arvu.

Definitsioon 1.20. Graafi nimetatakse regulaarseks, kui koikide tippude ast-
med on vordsed.

Mairkus 1.6. Niites (1.4) vilja toodud graaf ei ole ka regulaarne, sest tema tippu-
de astmed ei ole vordsed.

SKui graafi tipp v kuulub servale e, siis Geldakse, et tipp v ja serv e on intsidentsed.
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2 Cayley graaf

Eelnevas kirjeldasime riihma esitamist tekitajate ja méadravate seostega. On ka
muid voimalusi rithma esitamiseks. Uheks selliseks voimaluseks on rithma esitami-
ne Cayley graafina. Cayley graafina on sobiv esitada rithmi, mille tekitajate arv on
viike. Vastasel juhul on tekkiv graaf halvasti jalgitav. Kédesolevas peatiikis anname
Cayley graafi definitsiooni ja kirjeldame selle moningaid omadusi. Jargmises pea-
tiikis koostame koigi mittekommutatiivsete riithmade Cayley graafid, kui riihma
jark on iilimalt 16.

Definitsioon 2.1. Olgu G 16plik rithm ja S tema tekitajate hulk, st G = ().
Riihma G Cayley graafiks nimetatakse suunatud graafi I' = I'¢ g, mille tippude
hulgaks on G ja tipust g suundub tippu h suunatud serv siis ja ainult siis, kui
leidub s € S, nii et h = gs. Vastav kaar margistatakse tekitajaga s.

g S h = gs

r——— 0

Naide 2.1. Vaatleme loplikku tsiiklilist rithma
Cs = {a | a® =e) = {e, a, a* a*, a*, a°}.

Selle rithma Cayley graaf on

Naide 2.2. Vaatleme lopmatut tsiiklilist rithma
Co=(a)=1{...,a?% a?' e aa*. .}

Siin S = {a} ning vastav Cayley graaf on

12



Markus 2.1. Tavaliselt eeldatakse, et tekitajate hulk S on siimmeetriline, st S =
S~! ja ei sisalda iihikelementi e. Siin S = {s7! | s € S}.

Mairkus 2.2. Kui G on 16plik, siis ei pea eeldama, et s € S = s~ ! € S. Toe-
poolest, sellisel juhul leidub naturaalarv n, nii et s~ = s ja seega s~ ! tekitatakse
juba S poolt. Kui G on lopmatu, siis on vaja eeldada, et s € S = st ¢ S.

2.1 Cayley graafide omadusi

Cayley graafide joonestamiseks on erinevaid viise. Eristamaks milline tekitaja mil-
liseid tippe iihendab, on Arthur Cayley vilja kdinud graafide virvimise. Igale te-
kitajale s € S méasratakse kindel virv, millega viirvitakse vastav serv z —» xs. Le-
vinud praktikas kasutatakse virvimise asemel noolekesi, punkte ja punktiirjooni.
Niiteid vérvide, noolte, punktiirjoonte jms kasutamisest leiab kogu t66 ulatuses.

Omadus 2.1. Cayley graaf soltub tekitajate valikust.

Naiide 2.3. Niites 2.1 vaadeldud rithm Cg = (a) avaldub otsekorrutisena Cg =
(b) x (c), kus b = a? ja c = a® ehk

Co= (b, c|b®=c*=e, bc=ch).

Tekitajate hulgale S = {b, ¢} vastav rithma Cy Cayley graaf on

korrutamine elemendiga b

~_, korrutamine elemendiga c

13



Vahetult Cayley graafi definitsioonist jarelduvad kaks jargmist omadust.
Omadus 2.2. Iga Cayley graaf on sidus.

Omadus 2.3. Cayley graafide tippude astmed on vordsed ehk Cayley graafid on
requlaarsed.

Definitsioon 2.2. Graaf G on tipptransitiivne, kui automorfismirithm Aut(G)
toimib tippude hulgal V(G) transitiivselt.

Omadus 2.4 ([F]). Iga Cayley graaf on tipptransitiivne.
Jareldus 2.5. Mitte koik sidusad requlaarsed graafid ei ole Cayley graafid.

Niide 2.4 ([F|). Jérgneval joonisel on esitatud sidus regulaarne graaf, mis ei ole
Cayley graaf. See graaf ei ole tipptransitiivne.

Jareldus 2.6. Mitte iga tipptransitisvne graaf ei ole Cayley graaf.

Naiide 2.5 (|F|). Peterseni graaf ei ole Cayley graaf. Peterseni graaf on esitatud
jargneval joonisel.

14



Kaesolev t66 késitleb olukordi, kus ette on antud mingi riihm ning sellele leitakse
Cayley graaf. Juhtudega, kus ette on antud mingi graaf kindlal riithmal, ning kind-
laks tuleks mééarata, kas tegemist on Cayley graafiga, tegeleb néiteks Sabidussi
teoreem.

Teoreem 2.7 (Sabidussi [S]). Olgu I' graaf. Sellisel juhul eksisteerib rihm G ja
tema tekitajate hulk S, nii et I' = I'q g siis ja ainult siis, kui Aut(I') sisaldab
alamrihma Gg, mis toimib graafi ' tippude hulgal V(T') transitiivselt. Sel korral
G = G).

2.2 Moningaid Cayley graafide rakendusi

Graafidel on viga palju rakendusi, neid saab kasutada igal pool, kus on vaja kir-
jeldada, mis millega seotud on. Naiteks voivad tipud téhistada linnu ja servad
linnadevahelisi teid. Graafide abil saab kujutada ka abstraktsemaid objekte, nii-
teks voivad tipud olla mingi suure projekti etapid ning servad t66d, mis viivad
iihest etapist teise.

Cayley graafid leiavad rakendust loomulikult arvutiteaduses, hiiperboolsete ja au-
tomaatsete rithmade uurimisel, kombinatoorika struktuurides ning Escher-tiitipi
korduvate mustrite koostamisel arvutigraafikal [CG|. Moningaid teisi Cayley graa-
fide rakendusi on néidatud t66s [CFS].

Joonis 1: M.C. Escheri korduv muster Circle Limit [
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3 Kuni 16-nda jarguni mittekommutatiivsete
rithmade Cayley graafid

Teada on madalat jarku rithmade kirjeldused. H. S. M. Coxeteri ja W. O. J. Moseri
monograafias [CM] on antud koigi 1oplike rithmade kirjeldused jérguni 16 (kaasa
arvatud). Nendest mittekommutatiivsed on parajasti 17 rithma. Selles peatiikis on
koostatud koigi nende 17 mittekommutatiivse rithma Cayley graafid.

Seitseteist mittekommutatiivset rithma jarguni 16 on jargmised:

1. Ss={a, b|a®=0>=(ab)? =¢), | S3| =6
2. Dy={a, b|a*=0*=(ab)> =€), | Dy | =8

3. Q={(a, b|a®=0b"=(ab)?), | Q| =8

4. Ds={a, b|a®>=0b*=(ab)* =€), | Ds | =10

5. Dg={a, b|a®=0*=(ab)? =€), | Dg | =12

6. Ay={a, b|a®>=0=(ab)?=¢€), | Ay | =12

7. Gr={a, b|a®=0b*= (ab)?), | G; | =12

8. Dy={a, b|a"=V"=(ab)?=¢), | D;| =14

9. Gg=Cyx Dy={a, b, c|a*=b*=c*= (ab)?* = e,

ca =ac, cb="bc), | Gy | =16

10. Gio=Cox Q= (a, b c|at=e, P =a?=c,
ca = ac, cb="bc), | Gip | =16

11. D8:<(I, b|a8:b2:(ab)2:€>, ’D8| =16

12. Ga={a, b| V> =e, b lab=2a?), | G2 | =16

13. Giz={a, b| V> =e, b lab=0a"3), | Gi3| =16

4. Guu={a, b|la*=b'=¢, blab=a'), | Gy | =16

15. Gis={a, b|a*=0*= (ba)?> = (b"ta)?> =e), | G5 | =16

16. Gig = (a, b, ¢ | a®> =b* = * = e,cba = bac = acb), | Gig | =16
17. Gyr = {a, b | a*=b*= (ab)?), | Gi7 | =16
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3.1 Riihma elementide korrutamine tekitajatega

Mittekommutatiivsete riihmade Cayley graafide koostamiseks on rithma koik ele-
mendid viidud kujule b'a’. Erandina on selles t66s rithm A4, mille elemendid on
kujul at’ ning leidub ka elemente kujul ba’h’; rithm Gy; riihm Gip; ning rithm
G16. Kolme viimase rithma puhul on tekitajaid kolm, neist kahe esimese rithma
elemendid avalduvad kujul ¢¥/a”, riihma G elemendid aga kujul c'a’b.

Cayley graafi definitsioonist jareldub, et rithma iga element on iiheks Cayley graafi
tipuks. Selleks, et maarata dra tapsed seosed iga riithma elemendi ehk graafi tippude
vahel, on iga element 1abi korrutatud iga tekitajaga.

Korrutamiste teisendamisel kasutatakse reeglina jargnevaid seoseid:
b-bl=e (3.1)

b~'a"b = (b ab)* (3.2)

Paljudes riihmades on médratud seos (ab)? = e, millest jireldub, et:

ab-ab=¢e

Korrutades vordust vasakult elemendi a poordelemendiga a™!, saame:

bab=a"'e = bab = a™*
Kui lisaks b = e, siis b = b~! ning eelnevast jéireldub, et:

b lab=a"" (3.3)
Korrutamiste lahenduskiik on vélja toodud kahe esimese riithma, S5 ja D, korral.

Ulejésinud rithmade korral toimub korrutamine analoogiliselt. Koikidele eranditele
on t60s tahelepanu juhitud.
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1. Kolmanda astme substitutsioonide hulga rithm S5 on esitatav kujul

So=la,b]a® = =(ab) =e), | S | =6

Sellest jareldub, et rithma elemendid on
Ss={ba’ |i=0,1; j=0, 1, 2} = {e, a, a® b, ba, ba®}.

1

Kasutades teadmisi, et a® = ¢ = a™! = a? ja b® = ¢ = b~! = b ning

seoseid (3.1)—(3.3), saame
ab="b-b"tab=ba"! = ba®,
a?b=0b-b"'a’b=10- (b_lab)2 =b- (a2)2 = ba' = ba,
bab="b""'-ab=a"! = d?

ba*b =b"" - a’b = (b~'ab)* = (a*)* = a

Seega rithma S3 Cayley graaf on

ba

€ CL2

korrutamine elemendiga a

----------------- molema suunaline korrutamine elemendiga b

Paneme téhele, et puuduvad nooled punktiirjoonel ei tdhenda graafi suuna-
matust. Tegemist on molema suunalise korrutamisega, s.t

eb=b,

bb=c¢e
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2. Dieedri riithm D, on esitatav kujul
Dy={a,b|a*=b"=(ab)* =€), | D,| =8
Sellest jareldub, et rithma elemendid on
Dy={bd’ |i=0,1;, j=0,1,2, 3} = {e, a, a®, a®, b, ba, ba*, ba’}.

Kasutades seoseid (3.1)—(3.3) ning teades, et a* = e = a™! = a3 ja b? =
e => b~! = b, saame:

ab="b-b"tab=ba"! = ba®,
a’b="b-b"'a*b=0b-(b"rab)? = b (a*)? = ba® = ba?,
a’b="b-b"'a*b=0b-(b"ab)® =b- (a®)® = ba® = ba,

bab="b-ba® = b* - a® = d®,

ba’b =b-ba® = b* - a® = d?,

balb=b-ba=0*-a=a

Seega rithma D, Cayley graaf on

ba ba?

korrutamine elemendiga a

~_. korrutamine elemendiga b

Néeme, et molemasuunalist korrutamist saab téhistada ka vastavalt eraldi
kaartega, nagu seda on riithma D, Cayley graafi korral tehtud.
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3. Kvaterioonide riithm ) on esitatav kujul
Q=(a, bla®=0"=(ab)?®), | Q| =8
Sellest jareldub, et rithma elemendid on

Q={bd |i=0,1,7=0,1,2 3} ={e, a, a* da’, b, ba, ba®, ba*}.

Paneme téhele, et riithma poolt ei ole defineeritud seost (3.3), s.t (ab)? ei
pruugi vorduda tihikelemendiga e.

Korrutades seose abab = b? paremalt elemendiga b~!, saame:
aba =b
Korrutame saadud tulemuse aba = b vasakult elemendiga b":
b laba = e

Seejirel korrutame seose b~laba = e paremalt elemendiga a~!. Saame kehti-

ma seose (3.3):
b lab=a"

Vottes molemad pooled ruutu, saame:
bVladb=a?=bb=a’=bV=a’=d=a = a' =e,

millest jireldub, et a=! = a?.

Korrutame riihma koik elemendid tekitajatega ja saame, et rithma @) Cayley
graaf on

ba? ba?

b N ba
—————— korrutamine elemendiga a

~___ _— korrutamine elemendiga b
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4. Dieedri rithm Ds on esitatav kujul
Ds={a, b|a®=0"=(ab)?>=¢), | Ds | =10

Sellest jareldub, et rithma elemendid on
Ds={ba’|i=0,1;j=0,1, 2, 3, 4} =
={e, a, a®, da®, a*, b, ba, ba®, ba*, ba*}.

Arvestades, et @® = ¢ = a7! = a* ja > = ¢ = b~! = b ning seoseid

(3.1)—(3.3), saame, et rithma D; Cayley graaf on

ba*

ba?

ba *ba?
———— korrutamine elemendiga a

----------------- molema suunaline korrutamine elemendiga b
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5. Dieedri riithm Dg on esitatav kujul

D¢ = (a, b|a6:b2:(ab)2:e), | Dg | =12

Sellest jareldub, et rithma elemendid on
Dg={ba’ |i=0,1; =0, 1,2, 3, 4, 5} =

={e, a, a®, da®, a*, a°, b, ba, ba®, ba®, ba*, ba’}.
Teades, et a® = ¢ = o' = a® ja b*> = ¢ = b~! = b ning arvestades ele-
mentide ja tekitajate korrutamisel ka seostega (3.1)—(3.3), saame, et rihma
D¢ Cayley graaf on

ba’s- aba’

———— korrutamine elemendiga a

----------------- molema suunaline korrutamine elemendiga b
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6. Méargimuudurithm A, on esitatav kujul

Ay = (a, b|a3:b3:(ab)2:e), | Ay | =12

Sellest jareldub, et riithma elemendid on

Ay =1{d'V |i=0,1,2;7=0,1, 2} = {e, a, a* b, ab, a®b, b*, ab®, a*b*}.

Paneme tihele, et rithmas A, on 12 elementi, kujul a0’ on vilja toodud aga
9 elementi. Leiame puuduvad kolm elementi.

Oletame, et liks puuduv element on bab. Kontrollime, kas
bab € {e, a, a*, b, ab, a®b, b*, ab®, a’b*}

Teame, et ab - ab = e. Korrutades vordust vasakult elemendiga a™!, saame

bab = a~ "

Teades, et a® = ¢ = a~! = a?, saame

bab = a®

Element a? eksisteerib juba riihma iihe elemendina, seega ei ole element bab
iiks mérgiruuduriihmade elementidest.

Oletame niiiid, et ba? on iiks puuduv element. Kontrollime, kas
ba® € {e, a, a*, b, ab, a*b, b*, ab®, a*b*}

Selleks kdime libi iga rithma elemendi, oletades, et puuduv element ba® on
vordne iihega neist.

b’ =ec=b=a =a=ba*#e
ba? =b=—=a’*=e=ba’> #b
ba®> = b* = a®> = b = ba*> # V*
ba’ =a=ba=ec=b=a' = ba*#a
ba? = ab = ba®> = b ta” ! = b*a® = e = V? = ¢ = ba® # ab
ba’* =ab® = ba’ =ab"' =ab-b>=b""a" b=

=Vl =a'b=a=a"'=a’ == ba’ # ab®
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b’ =ad’b = b’ =a b= abd’* =b=b"la=b=
— a = b = ba® # a’b
ba’> =’ = b’ =a 'V = abd®> = = b la=0 =
— a =0’ = e = ba® # a*b*
Nieme, et mitte iikski oletus ei kehti, jarelikult on ba? rithma A, iiks puuduv

element. Analoogiliselt eelnevaga leitakse, et rithma puuduvad elemendid on
veel ba?b ja bab?.

Rithma A, elemendid on seega
Ay ={e, a, a* b, ab, a®b, b*, ab®, a®b*, ba*, ba’b, ba’b?*}

Elementide korrutamisel tekitajatega on arvesse on voetud, et a=! = a? ja

b~ = 1?. Samuti kasutatakse seoseid (3.1)—(3.3).
Seega rithma A, Cayley graaf on

a’b? ba?

22
a ) bab‘

ab®

a? ~ ba®b

———— korrutamine elemendiga a
korrutamine elemendiga b

Antud rithma Cayley graafis on néha graafi varvimist. Tekitajale a on méa-
ratud sinine virv, millega virvitakse koik servad z < xa ning tekitajale b
on jaetud must varv.
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7. Rihm G7 on esitatav kujul
Gr={a, b|a®=b*=(ab)?), | G; | =12
Sellest jareldub, et rithma elemendid on
Gr={ba’|i=0,1;j=0,1, 2 3, 4, 5} =
= {e, a, d*, da®, a*, a®, b, ba, ba®, ba®, ba*, ba’}.

Paneme tihele, et rithma poolt ei ole defineeritud seost (3.3), s.t (ab)? ei
pruugi vorduda iithikelemendiga e. Analoogiliselt rithma () korral 1abiviidud
teisendusetega (vt lk 18) saame kehtima seose (3.3) ning leiame, et a® = e.

Rithma G Cayley graafi paremaks moistmiseks on vélja toodud kahe ele-
mendi korrutamine tekitajaga b

ab="b-brab="b-a"' = ba® (3.4)
ba’b = b-bb~'a’b = b-b-(b~'ab)® = b-b-(a®)® = b-ba* = b-ba = b*a = a* (3.5)

Rithma G Cayley graaf on

ba’s- —aba’

————— korrutamine elemendiga a

.................. korrutamine elemendiga b

Paneme téhele, et punktiirjoone korral ei ole tegemist molemapoolse kor-
rutamisega, ning tegemist ei ole ka suunamata graafiga. Sinisega méargitud
korrutamisel on kaar suunatud véljapoole (vt (3.4), punasega mérgitud kaa-
red on suunatud sissepoole (vt (3.5)).
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8. Dieedri riithm Dy on esitatav kujul
D;={a, b|a"=b*=(ab)? =¢), | D; | =14
Sellest jareldub, et rithma elemendid on
D;={bd’ |i=0,1;j=0,1, 2, 3, 4,5, 6} =
={e, a, a®, a®, a*, a°, a® b, ba, ba®, ba®, ba®, ba®, ba®}.

Rithma D; Cayley graaf on

korrutamine elemendiga a

----------------- molema suunaline korrutamine elemendiga b
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9. Riithm Gy on esitatav kujul

Gy =CyxDy={a, b, c|la* =b*=c*= (ab)? =e,ca=ac, cb=bc), | Gg| = 16

Sellest jareldub, et rithma elemendid on
Gy={cg|lg€ Dy i=0, 1} =
={e, a, a*, da®, b, ba, ba®, ba®, c, ca, ca®, ca®, cb, cba, cba®, cba®}
Moned rithma Gy elementide korrutamised tekitajaga b:
ab=b-b"tab=b-a" ' = ba®
ba*b = b 'a*b = (b 'ab)® = (*)* =a’ = a
cab = ¢ - ba® = cba®

cha®b = cbba = cb*a = ca

Seega rithma (g Cayley graaf on

b . ba?
e N a-
.... c . - °
] ) L
cb  cha?
} \ A
1 r ' Y
cba  cba®
.'Cd3 N cd‘ %o,
/ ... [ ] .
a a
o D2

——— korrutamine elemendiga a

------------- molema suunaline korrutamine elemendiga b
sssssssesssee  MmoOlema suunaline korrutamine elemendiga ¢
~___— molema suunaline korrutamine elemendiga c
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10. Rithm G on esitatav kujul

Gio=CoxQ={a, b, cla*=e, b* =a®> =%, ca=ac, cb=bc), |Gy | = 16

Sellest jareldub, et rithma elemendid on
GIOZ{Clg|g€Q7 ZIO, 1}:
={e, a, a*, da®, b, ba, ba®, ba®, c, ca, ca®, ca®, cb, cba, cba®, cba®}

Rithma Gy Cayley graaf on

b B ba?
A A
e -
C ca
cb~/ cba?
/ \\\,Q
N\ / 4
1 ./ o
icha  cba?
///
~ea® ca®"
a’ ' a?
v -
ba ba?

————  korrutamine elemendiga a
————  korrutamine elemendiga b
———— korrutamine elemendiga c
------------- molema suunaline korrutamine elemendiga ¢
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11. Dieedri riithm Dg on esitatav kujul
Ds={a, b|a®=0b*=(ab)> =¢), | Dg| =16
Sellest jareldub, et rithma elemendid on
Ds={ba’ |i=0,1;j=0,1,2, 3, 4,5, 6, 7} =
= {e, a, d*, d®, a*, @, a®, ", b, ba, ba®, ba®, ba*, ba®, ba®, ba"}.

Rithma Dg Cayley graaf on

———— korrutamine elemendiga a

----------------- molema suunaline korrutamine elemendiga b
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12.

Rithm G5 on esitatav kujul

Giz=(a, b| VP =e, b lab=0d?), | Gr| =16

Sellest jareldub, et rithma elemendid on
Gio={bla’ |i=0,1;j=0,1,2 3, 4,5 6, 7} =
= {e, a, d*, d®, a*, @®, a®, ", b, ba, ba®, ba®, ba*, ba®, ba®, ba"}.
Paneme tihele, et b~ tab = a3. Korrutades seost vasakult elemendiga b, saame
ab = ba®
Korrutades eelnevat seost ab = ba® paremalt elemendiga b~!, saame
a=ba*b !,

millest jireldub, et a = (b7'ab)? = a = (®*) = a=a’ = da® =e.

Seega riihma G2 Cayley graaf on

———— korrutamine elemendiga a

----------------- molema suunaline korrutamine elemendiga b
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13.

Rithm (13 on esitatatav kujul
Giz=1{(a, b|b*=e, b lab=0a"?), |Gz | =16
Sellest jareldub, et rithma elemendid on
Gis = {biad |i=0,1; j=0,1,2 3 4, 5 6, 7} =
= {e, a, d*, d®, a*, @, a®, ", b, ba, ba®, ba®, ba*, ba®, ba®, ba"}.
Paneme tihele, et b~'ab = a~3. Kasutades seost b~ = b, saame

bl tab)b=b"taPb = (btab) P =(aP) P =d = a=d" =’ =e

Seega rithma (G13 Cayley graaf on

———— korrutamine elemendiga a

----------------- molema suunaline korrutamine elemendiga b
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14. Rithm G4 on esitatav kujul

Gu=1{(a, bla"=b"=e¢ dblab=0a""), | Gua | =16

Sellest jareldub, et rithma elemendid on
Gu={bd |i=0,1,2 3, j=0,1, 2 3} =
={e, a, a®, a®, b, ba, ba®, ba®, V*, b?a, b’a?, b*a®, b, b’a, b*a®, ba’}).
Moned rithma G4 elementide korrutamised tekitajaga b:
ab=0b-btab=">b-a"' = ba®

ba*b =b - b(b*1a3b) =b- b(a3)3 =b-ba® = b3a
b2ab = b*ba® = b2’

b3a’h = bPba = b*a = a

Seega rithma (14 Cayley graaf on

v’ b3a?

b? b7a

h O\ »

N
a ba?
b%a? bla?

b3 N b3 61,2

————  korrutamine elemendiga a

~___ _— korrutamine elemendiga b
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15. Rithm G5 on esitatav kujul
Gis={(a, b|a"=0b"=(ba)®> = (b'a)* =¢), | G15 | =16

Sellest jareldub, et rithma elemendid on
Gis={bad’ |i=0,1,2 3;j=0,1, 2 3} =
={e, a, a*, da® b, ba, ba*, ba®, b*, ba, b’a?, b%a®, b3, bPa, b*a?, b*a®}.

Paneme tihele, et (ba)? = (b~'a)? = e. Korrutame molemaid seoseid pare-

malt elemendiga a~!:

baba = e = bab = a~! (3.6)
b labla=e=btab ! =a!

Kahest eelnevast jareldub:

bab=0b"tab™!
Korrutame vorduse bab = b~'ab~! nii vasakult kui paremalt elemendiga b:
bab® = a

Votame arvesse, e b* = e = 0> = b~2. Peale saadud avaldise b*ab? = a
korrutamist paremalt elemendiga b? saame:

b’a = ab? (3.7)

Teades, et a* = e = a®> = a2 ja, et kehtib seos b*a = ab?, saame:
a’ = a2 = bab - bab = bab*ab = b - b*a*b = b3a®b = b~ 1a?D,

millest jareldub:
a®=b"ta%
Korrutame saadud vorduse vasakult elemendiga b ning saame:
ba® = a’b (3.8)
Selleks, et juhtida tdhelepanu riithma G4 ja rithma G5 Cayley graafide eri-

nevusele, on vilja toodud samade elementide korrutamine tekitajaga b. Tei-
sendamisel on rakendatud seoseid (3.6)—(3.8).

ab="b"1-bab=0b"ta"t = b3a?
ba*h = ba - a®b = baba® = o 'a® = a
b%ab = b*b3a® = v’a® = ba®

b2a*b = b a7 = abb = ab® = b3a
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Seega rithma (15 Cayley graaf on

b ba?
b> bia
) 3 o
e a
J > > J
1 1 r 1
a’ | a
N
a a
b*a? \ bia?
/
b3 b3 a2

————— korrutamine elemendiga a

korrutamine elemendiga b
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16. Rithm G4 on esitatav kujul

Gis = {a, b, c| a* =b* = = e, cba = bac = ach), | G5 | = 16
Saab néidata, et (|[P2]):
Gig=(a, b, c|a*=b"=c=e,ac=ca,b"'vb=ca® b tab=a"")
Sellest jareldub, et riithma elemendid on
Gig={cat* |i=0,1,7=01,2 3, k=0, 1} =
ca’b, }.

={e, a, a®, a®, b, ab, a®b, a’b, c, ca, ca®, ca®, cb, cab, ca®b,

Rithma G4 Cayley graaf on

a’ e
. o g Q
o L]
.. ..
3 U
%a°b B Da*
. \\\ .
\\ 2
cab B \ cab
L] Q i
L] o H
.. X.. :
®e L o® § l
/ /lca ca? ; //'
/ /
4 / o4 +/
Y / / \
/ , /
/ | lc ca’l/ /
/ \ L] o
L] L)
/ L] L]
: ... ...
e S
ch O\ ca’b
E o .
° - 2 = ] 0
..- a°b ab 0..
| o® %
° - oo @)
a? a
———— korrutamine elemendiga a
ssssssecsssee  moOlema suunaline korrutamine elemendiga b
------------- molema suunaline korrutamine elemendiga ¢
~___— molema suunaline korrutamine elemendiga c
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17. Rithm G317 on esitatav kujul

Gir={a, b|a" =0 = (ab)?), | Gir | =16

Sellest jareldub, et rithma elemendid on
Gu={ba’|i=0,1;j=0,1,2 3 4,5 6, 7} =
= {e, a, d*, d®, a*, @, a® ", b, ba, ba®, ba®, ba*, ba®, ba®, ba"}.

Paneme téhele, et riithma poolt ei ole defineeritud seost (3.3), s.t (ab)? ei
pruugi vorduda iihikelemendiga e. Analoogiliselt varasemate juhtudega riih-
made Q) ja G7 korral saame, et b='ab = o' ning leiame, et a® = e.

Olgu vélja toodud kaks seost tekitajatega korrutamisel
ab=>b"'bab="b-a"' = ba" (3.9)

ba*b = ba® - ab = ba*ba” = b - ba’a” = b*a'® = a*a”® = a'" = a (3.10)

Seega rithma G17; Cayley graaf on

korrutamine elemendiga a

--------------- korrutamine elemendiga b

Paneme tahele, et ka punktiirjoonele on lisatud nooled. Koik punktiirjoonega
kaared avalduvad analoogiliselt seostele (3.9) ja (3.10).
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4 Cayley graafid ja Hamiltoni graafid

Selleks, et lahemalt Cayley ja Hamiltoni graafide vahelisi seoseid uurida, definee-
rime koigepealt Hamiltoni graafi.

Definitsioon 4.1. Hamiltoni ahelaks nimetatakse sellist graafi I" ahelat, mis labib
koiki tippe tapselt iihe korra.

Definitsioon 4.2. Hamiltoni tsiikliks nimetatakse kinnist Hamiltoni ahelat.

Definitsioon 4.3. Sidusat suunamata graafi nimetatakse Hamiltoni graafiks
siis, kui selles graafis leidub koiki tippe ldabiv tsiikkel, nn Hamiltoni tsiikkel.

Hamiltoni tsiiklite leidumisega graafides on tegeletud pikka aega. 1969. aastal viitis
Lovasz, et iga Cayley graaf sisaldab endas Hamiltoni ahelat. [PR]. Sellest hiipotees-
ist lahtuvalt leidub hulganisti teoreeme Hamiltoni ja Cayley graafide seose kohta.
Saab néaidata, et kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 4.1 (|[PR]). Iga loplik rihm G, milles on vihemalt kolm elementi, omab
tekitajate hulka S, nii et |S| < log, |G| ja vastav Cayley graaf I'c.s sisaldab Ha-
miltons tsiklit.

Joseph A. Gallian tostatab kiisimuse Hamiltoni tsiikli olemasolust Cayley graafis
Fgs, kui G = (a) x (b) = Cy,, x Cpp, S = {a, b}, m, n > 1 ning m ja n on
ithistegurita. Ta toestab jargmised kaks teoreemi.

Teoreem 4.2 (|G]). Olgu G = {(a) x (b) = C,,, x Cy, S = {a, b}; m, n > 1. Kui
arvud m ja n on thistequrita, siis Cayley graafil U.s et leidu Hamiltoni tsiklit.

Teoreem 4.3 (|G]). Olgu G = {(a) x (b) = C,,, x Cy,, S = {a, b}; m, n > 1. Kui
arv m jagub arvuga n, siis Cayley graafil I'c.s leidub Hamiltoni tsiiklit.

Leidub Abeli rithmade Cayley graafe, mis ei sisalda Hamiltoni tsiikleid, kuid mis
sisaldavad Hamiltoni ahelaid.

Teoreem 4.4 (|G|). Olgu G mingi loplik Abeli riihm ning olgu S mittetihi rihma
G tekitajate hulk. Siis Cayley graaf I'c s sisaldab Hamiltoni ahelat.

TOESTUS. Tdestuse viime ldbi induktsiooniga tekitajate arvu |S| jargi. Oletame,
et |S| =1 ja S = {a}. Siis rithm G on tsiikliline ja G = {e,a,d?, ...,a™ '}, kus m
on rithma G jark. Sellisel juhul tuleb Cayley graafiks hulknurkne graaf (vt néidet
2.1), mis on ilmselt Hamiltoni ahel.
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Olgu niiiid |S| > 1. Teame, et tekitajate hulgast S viiksema tekitajate arvuga
rithmade jaoks teoreemi véide kehtib. Valime s € S. Olgu 7' = S\ {s} ja H = (T)).
Mérgime, et H voib olla vordne rithmaga . Induktsiooni eelduse kohaselt graafis
Iy 1 leidub Hamiltoni ahel (aq, as, ..., ax). Naitame, et

<a17a27 «ey A, S, A1, A2, ..., Ak, S, A1, G2, "-7ak)7

kus ay, as, ..., ai esineb |G| /| H| korda ning s esineb |G|/|H|—1 korda, on Hamiltoni
ahel Cayley graafis I'¢ .

Kuna S = T'U{s} ja T tekitab rihma H, siis korvalklass Hs tekitab faktorrithma
G/H, st G/H = (Hs). Faktorrithm eksisteerib, sest G on Abeli riithm. Seega
rilhma H korvalklassid on H, Hs, Hs?, ..., Hs", kus n = |G|/|H| — 1. Alustades
rithma G iihikelemendist, 1dbib ahel (ay, as, ..., ax) igat rithma H elementi ainult
tihe korra, sest (aq,as, ..., a;) on 'y r Hamiltoni ahel. Tekitaja s viib selle ahela
litkumise korvalklassi Hs iihe elemendini. Alustades sellest elemendist, labib ahel
(ay,aq, ...,a;) igat Hs elementi tépselt ithe korra. Edasi viib tekitaja s saadud
ahela korvalklassi Hs? iihe elemendini, kus igat elementi libitakse tdpselt iiks
kord. Protsessi jitkudes libitakse koikide korvalklasside Hs3, Hs*, ..., Hs" koiki
tippe ainult iithe korra. Pohjusel, et iga I'g s tipp on tipselt tihes korvalklassis Hs',
labitakse iga ' ¢ tippu ainult tihe korra. Seega leidub Hamiltoni ahel. Vastavalt
induktsiooniprintsiibile kehtib teoreem mistahes tekitajate arvu korral.

[]
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5 Schreieri graafid

Schreieri graafid on Cayley graafide tildistused. Kui Cayley graafide korral on graa-
fi tippudeks hulga elemendid, siis Schreieri graafi korral on graafi tipud mingi
kindlaks méaratud alamrithma korvalklassid. Kéesolevas peatiikis defineeritakse
Schreieri graaf ning tuuakse ndide, mis on lahendatud iseseisvalt.

Definitsioon 5.1. Olgu G rithm ning {x1, xs, ..., 4} selle rithma tekitajate hulk S.
Olgu H lopliku indeksiga® n rithma G alamriihm. Defineerime I' = T'g 5y kui graafi,
mille tipud on alamrithma H parempoolsed korvalklassid ning mille servad on kujul
Hg — Hgx;, kus 1 < ¢ < d. Seda graafi I' nimetatakse Schreieri korvalklasside
graafiks ehk Schreieri graafiks.

Naiide 5.1. Vaatleme substitutsiooniriihma G' = S, ning tema alamrithma A =
{f €Sy | f(3) =3} Parempoolseid korvalklasse alamriihma A jérgi on 28 = 4
tiikkki ning nendeks on A; Agy; Age; Ags, kus

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
91:(2 3 4 1)’92:(2 41 3)’93:<3 41 2)‘
Korvalklassi A elemendid on
() (020
() (1) (1200

Lisaks leiame koik korvalklasside Agq; Ags; Ags elemendid ja korrutame koikide
korvalklasside elemendid paremalt rithma G tekitajatega

_(1234), (1234
@=19 314/ {314 2

Korvalklassi A korrutamisel tekitajaga a, A = Aa, saame:

fla— 123 4 fam 123 4 fa = 123 4
=11 392 4) 2= {4 32 1) B \4 31 2)

6Rithma G parempoolsete korvalklasside arvu alamriihma H jérgi nimetatakse selle alamriih-
ma indeksiks.
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123 4 123 4 1
f4“:<1 3 4 2>’f5“:<2 3 4 1>’f6“_(2

Korvalklassi A korrutamisel tekitajaga b, A LN Ab, saame:

123 4 123 4 1
flb:(?) 2 4 1)’f26:<3 2 1 4)’f3b:<3
123 4 123 4 1
f4b:(3 4 2 1)’f5b_(3 41 2)’f6b_<3

Rithma S, Schreieri graaf on siis
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