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Sissejuhatus

Kaéesolev bakalaureuseto6 kasitleb moningaid murruliste tuletistega seotud oma-
dusi ning algtingimusega diferentsiaalvorrandi ligikaudset lahendamist juhul, kui
vorrandis esinev otsitav funktsioon on Caputo a-ndat jarku murruline tuletis, kus
a € (0, 1). Kahe konkreetse niite korral saadud numbrilised tulemused néitavad
meetodi abil saadud ldhislahendi kiillalt suurt tapsust.

Bakalaureuset66 esimesed kolm peatiikki on referatiivsed, mis pohiliselt tugine-
vad toodele [2], [4] ja [5]. Peatiikis neli toodud iilesande lahendamisega seotud mee-
todi kirjeldus parineb artiklist [6]. Peatiikis 5 esitatud splain-kollokatsioonimeetodi
kirjeldusel oli aluseks monograafia [1]. T66 nédidete osas olen toonud samad néited,
mis t60s [8], et oleks voimalik vorrelda erinevate meetodite abil saadud tulemusi.

Esimeses peatiikis toome sisse matemaatilise analiiiisi kursustest Euleri gamma-
ja beetafunktsiooni omadused.

Teises peatiikis esitame Riemann-Liouville’i integraali ja Riemann-Liouville’i
tuletise definitsioonid koos moningate omadustega.

Kolmandas peatiikis defineerime Caputo murrulist jarku tuletise.

Neljandas peatiikis esitame Caputo tuletisega diferentsiaalvorrandi ja esitame
sellise iilesande numbrilise lahendamise skeemi.

Viiendas peatiikis kirjeldame t66s rakendatavat splain-kollokatsioonimeetodit.

Kuuendas peatiikis arvutame vilja ldhislahendi Caputo tuletisega diferentsiaal-
vorrandile.

Viimases peatiikis rakendame t60s kirjeldatud meetodit konkreetsete naidete
korral. Lopuks me esitame vastavad tabelid ja joonised vaadeldud meetodil saadud
tulemuste kirjeldamiseks.



1 Gammafunktsioon

Selles peatiikis esitame matemaatilise analiiiisi kursusest tuntud Euleri gamma-
ja beetafunktsiooni omadusi. Neid ldheb vaja kiesoleva t60 jargnevates osades.
Seejuures tugineme G. Kangro opikutele [3] ja [4].

Definitsioon 1.1. Parameetrist « soltuvat paratut integraali

IN{)) ::/ ettt dt
0

nimetatakse gammafunktsiooniks.

Niitame, et paratu integraal

/ e "t dt (1.1)
0
koondub, kui a > 0.

Olgu a > 0. Kirjutame integraali (1.1) kahe integraali summana:

00 1 0o
/ e o7t dt = / ettt dt + / ettt dt. (1.2)
0 0 1

Vorduse (1.2) parema poole esimene liidetav on juhul o < 1 punkti 0 fimbruses

tokestamata. Kuna
e~ ! et 1

< Py < e t € (0,1],

tlfa

siis matemaatilise analiiiisi kursusest tuntud integraalide vordluslause pohjal integ-

raal .
/ ettt de
0

koondub. Uurime niiiid vorduse (1.2) parema poole teist liidetavat

/ ettt dt. (1.3)
1

Paneme tahele, et

lim e ot = 0.
t—o00

Seega leidub parameetrist o soltuv konstant M, et iga ¢t > 1 korral

e—ttOé+1 < M



ehk
ettt < M2,

Sellest vorratusest jareldub integraalide vordluslause pohjal, et péaratu integraal
(1.3) koondub. Kuna vorduse (1.2) parema poole molemad liidetavad koonduvad,
siis koondub ka vasak pool.

Jargmisena tuletame gammafunktsiooni taandamisvalemi. Olgu o > 0. Ositi

integreerides saame, et
00 o o
+ a/ el dt = a/ ettt de.
0 0 0

Seega gammafunktsiooni definitsiooni pohjal

MNa+1)= / et dt = —e 1"
0

INa+1)=al(x) iga a> 0 korral. (1.4)
Taandamisvalemit korduvalt rakendades leiame, et kui n € N ja @ > n — 1, siis
MNa+ 1) =ala—=1)---(a—n+ 1)I'(a—n+1).

Seega, pidades silmas vordust

1) = / e tdt =1,
0
saame (vottes eelnevas taandamisvalemis o = n)
I'(n+1)=n! igan € Ny korral. (1.5)

Defineerime niitid beetafunktsiooni.

Definitsioon 1.2. Parameetritest a,b € (0, co) soltuvat pératut integraali

1
B(a, b) ::/ N1 =)t de
0

nimetatakse beetafunktsiooniks.

Gammafunktsiooni ja beetafunktsiooni vahel kehtib seos

I'(a+b)

Bla:0) = 5oy

ab> 1, (1.6)

mille toestus on esitatud G. Kangro opikus [4, 247-249].



2 Riemann—Liouville’i integraal ja murruline
tuletis

Caputo murrulise tuletise defineerimiseks on vaja koigepealt sisse tuua Riemann-
Liouville’i integraali ja tuletise, millele lisaks toome vilja moned kasulikud oma-
dused. Jérgnev esitus tugineb téodel [2], [5] ja [7].

Olgu D operaator, mis seab 16igus [a,b] (a,b € R, a < b) diferentseeruvale
funktsioonile f vastavusse tema tuletise f:

(D) = f(t), t€ab]. (2.1)

Olgu J, operaator, mis teisendab 16igus [a, b] integreeruva funktsiooni f funktsioo-
niks (J,f), mis on médratud valemiga

(Lﬁ@z/f@&yté@ﬂ (2.2)

Iga n € N korral hakkame kasutama siimboleid D" ja J!' tdhistamaks operaatorite
D ja J, n-kordset rakendamist:

D' =D, Jr=J,,
D" = DD}, Jr = J,J

Defineerime Dy = I ja J° = I, kus I on iihikoperaator, s.o I(f)(t) = f(t).

Teoreem 2.1 (vt nt [3, 1k 367|). Olgu f: [a,b] — R pidev funktsioon ja olgu
F:la,b] = R, kus

F(t) = /tf(T) dr, te€la,b.
Siis funktsioon F on diferentseerug, kusjuures
F' = f.
Olgu funktsioon f pidev 16igus [a, b]. Siis teoreemi 2.1 pdhjal

DJ.f = f,

seega iga n € N korral
D"J'f=D" 'DJ,Jr f =D I f = DL (2.3)

millest matemaatilise induktsiooni meetodi abil jareldub, et

D"J"f=f, neN, (2.4)
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seega operaator D" on operaatori J," vasakpoolne péordoperaator.

Olgu a,b € R, a < b, ning olgu n € N. Téhistame 15igus [a, b] n korda pidevalt
diferentseeruvate funktsioonide hulga siimboliga C"[a, b]. Me kirjutame C°[a, b] :=
Cla, b].

Lause 2.2. Olgu m,n € N, m > n, ja f € C"[a,b]. Siis

(D"f)(t) = (D™ f) (1), t € [a,b].
TOESTUS. Valemi (2.4) pohjal iga t € [a, b] korral
f&) = (D™ f) (8),
seega

(D"f) () = (D"D™ "I ) (8) = (D™ ) ().
0

Lause 2.3 (vt nt [7, lk 221-224]). Olgu f loigus [a,b] integreeruv funktsioon. Siis
1ga m € N korral kehtib valem

D) = oy [ = e tefa

(n—1
Markus 2.1. Eelmist valemit tuntakse Cauchy valemi nime all.
Jargmine definitsiooni on iiks viis defineerida iildistatumat integraali.

Definitsioon 2.1. Olgu a > 0. Operaatorit gz JS hulgal C|a, b], mis on defineeri-
tud vordusega

(rn 2 F)(1) = ﬁ / (t— 1) f(r)dr, t€ [a,b],

nimetatakse Riemann—Liouville’i a-jarku integraaloperaatoriks. Funktsiooni ryJ; f
nimetatakse funktsiooni f Riemann-Liouville’s a-jirku integraaliks.

Jirgnevas defineerime gy Jo = I, kus I on iihikoperaator.

Kui a € N, siis seose (1.5) pohjal g JS = JS.

Edaspidises tdhistame siimboliga [«] vihimat tdisarvu, mis on suurem voi
vordne arvuga o € R.

Lause 2.4 (vt nt [5, 1k 37]). Olgu o, 8 > 0 ja f € Cla,b]. Siis
(RLJ((; (RLJff)) (t) = (RLJg+ﬁf) (t), t e [CL, b] (25)
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Definitsioon 2.2. Olgu a > 0 ja m := [«]. Olgu funktsioon f € Cfa,b] selline,
et g J " f € C™[a, b]. Siis operaatorit g DS, mis on defineeritud valemiga

(reDGf) (t) = (D™ re g~ f) () (t € [a,])

nimetatakse Riemann-Liouville’s a-jirku diferentsiaaloperaatoriks. Funktsiooni py Dy f
nimetatakse funktsiooni f Riemann-Liouville’s a-jarku tuletiseks.

Jargnevas defineerime p;D? = I, kus I on iihikoperaator.

Paneme téhele, et kui o € N, siis m = [a] = « ja

(reDSf) (t) = (D™ Re ] f) (t) = (D™ re ™ f) (1)
= (D™ g Jyf) (t) = (D™If)(t)
= (D"f)(t), tE€]la,b]

Teiste sonadega, o = m € N korral operaator gy D" iihtib tavalise m-jirku dife-
rentsiaaloperaatoriga D™.

Lause 2.5. Olgu o > 0, a,b € R, f € Cla,b]. Siis
(reDg (reJ3f)) (8) = f(E), T € [a,b].
TOESTUS. Olgu @ > 0, m := [a], a,b € R, f € Cla,b]. Siis definitsiooni 2.2
pohjal
(reDg (R Jg ) (1) = (D™ re ™ (redg £)) (), (t € [a,b)).
Lause 2.4 ja seose (2.4) abil
(re D5 (reJ3 f)) (8) = (D™ re ™" (reJ f)) (t)

= (D™reJ7"f) (1)
=f) ()= f({), tela,b]

Lause 2.6. Olgu o, >0, a,b € R. Kui 1) € Cla,b] ja f =g JOTP4, siis

(reDg (reDIF)) () = (reDEHF) (1), t € [a,0]. (2.6)

TOESTUS. Kui o = 0 v6i 5 = 0, siis véide (2.6) kehtib. Olgu o, f > 0 ja m := [«]
ning n := [3]. Kui ¢ € C[a,b] ja f = rrJo P4, siis definitsiooni 2.2 pohjal

(re D2 (reD2f)) () = (re DS (re D2 rrJITP))) (2)
= (D" rpJI (D" rpJL P e JETPY)) (t),  t € [a,b).



Lausete 2.4 ja 2.5 ning seose (2.4) alusel
(D™ rp = (D™ mrJy " rpJoPy)) (t) = (D™ prJ (DnRLJZfMlP)) ()
= (D" pp ) (D" g7 RLIGY)) (1)
= (D™ g I (D" I R JO0)) (2)
= (D" re i R J5) (1)
= (D" reJ") (t)

= (D"J7 ) (1)
=9¢(t), te€lab].
Seega
(reDf (reDZf)) (1) = (1), € [a,0].
Kuna
f=rJ7,
siis
RLDgH_ﬁf =1.
Jarelikult

(re D2 (reD2F)) () = (reDXTPF) (1), t € [a,b).
O
Jargnevas niites ndeme iiht pohjust, et miks on Riemann-Liouville’i murrulisele

tuletisele lisaks defineeritud Caputo murruline tuletis. Nimelt selgub, et Riemann-
Liouville’i murruline tuletis konstandist ei pruugi alati olla 0.

Niide 2.1. Olgu a,b € R, a > 0 ja m := [a|. Olgu f(t) = ¢, kus t € [a,}] ja
¢ € R. Leiame selle a-ndat jarku Riemann-Liouville’i tuletise.

Olgu algul & = m € N. Siis Riemann-Liouville’i a-ndat jarku tuletise definit-
siooni jarel tehtud tdhelepaneku tottu

(re DG f) (8) = (D™ f)(t) =0, te€[ab].
Olgu niiiid o ¢ N. Siis definitsioonidest 2.1 ja 2.2 jareldub, et
(reDgf) (t) = (D™ re g~ f) ()

con (o e )




Kuna

D" t—a)"*=(m—-a)(m—-—a—-1)---(m—a—(m—=1))(t—a)™ ™

=(m—-a)m—-—a—-1)---1—a)t—a)™® tEe€la,b],

siis valemi (1.4) (m — 1)-kordse rakendamise teel saame

Seega saame, et o ¢ N korral

(r D) (1) = T

mis ei ole vordne nulliga kui ¢ # 0.
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3 Caputo murruline tuletis

Selles peatiikis toome sisse Caputo murrulise tuletise. Jargnev esitus tugineb po-
hiliselt t66del [2] ja [5].

Olgu o > 0, m := [a], a,b € R, f € C™ '[a,b]. Tihistame (m — 1)-jirku
Taylori poliinoomi funktsioonist f siimboliga T,, 1[f; al:

m—1 (k)CL
Talfial) (1) = S 1@y (3.1)

Definitsioon 3.1. Olgu a > 0, m := [a], a,b € R. Olgu funktsioon f € C™ ![a, b]
selline, et rrJ" "% (f — Thu-1(f; a])) € C™|a, b]. Siis operaatorit ¢ D¢, mis on defi-
neeritud vordusega

(D f)(t) = (re DG (f = Tra[f3a])) () (¢ € la, b))

nimetatakse Caputo a-jirku diferentsiaaloperaatoriks. Funktsiooni «D; f nimeta-
takse funktsiooni f Caputo a-jarku tuletiseks.

a’

Jargnevas defineerime CDg = I, kus I on iihikoperaator.

Paneme tihele, et kui o = m € N, siis operaator ¢D? iihtib tavalise m-jirku
diferentsiaaloperaatoriga D™. Toepoolest, sellisel juhul

(eD3f) () = (e DG (f = Ti-a[f5al)) (#)

(re D (F)(1) = (re DG Tm-1f5 al)) (1)
= (

=

D) (t) = D™ (Tl f,a]) (1)
D™f)(t), tE€l[a,b],

sest m-jarku tuletis (m — 1)-jarku poliinoomist on null.
Paneme ka tédhele, et

(cDgreJg f)(t) = f(t) (3.2)

Toepoolest, definitsiooni 3.1 pohjal saame

(eDgreJs F)(t) = (r Dy (reJy f — T-ilreJs fia])) (t)
= (re.Dy (reJ3 f)) (1)
— (reDg (TralreJy fra])) (2).

12



Lausest 2.5 jareldub, et

(re Dy (rrJy f)) (t) = (e Dy Iy f) ()
(If) ()
f(t).

Definitsiooni 2.1 pohjal

(0T f) () = ﬁ / a— )t () dr
1
=T

(@)

Seega
(To-1lreJg f1a]) () = 0.
Niitest 2.1 jareldub, et
(re DG (T—1[re g f1a])) = 0.
Jargmist lauset kasutatakse kirjanduses tihti definitsioonina.
Lause 3.1. Olgu a > 0, m := [a], a,b € R, f € C™[a,b]. Siis
(D N)(t) = (reJ "D f) (t), t€ [a,b].

TOEsTUS. Olgu algul & = m € N. Siis eelneva arutelu alusel Caputo m-jarku dife-
rentsiaaloperaator iihtib tavalise m-jarku diferentsiaaloperaatoriga. Lisaks eelmise
peatiiki pohjal saame, et

_ 0 __ m—ao
I =grJ, = red)

kus I on ithikoperaator. Seega kehtib véide erijuhul o = m € N. Olgu niiiid o ¢ N.
Siis

(cDa F)t) = (re Dy (f — Ti-1lf;al)) ()
= (D" rp JJ = (f = Trnalf3a])) (¢)

- [ ) - Tanal i)

m— )

13



Ositi integreerides, kus

u = f<T> - Tmfl[f; a] (T)v du=D (f(T) - Tmfl[f; a] (T)) dT,
_(t— r)m-a-l . o (t—r)m«
dv= I'(m—«) ar, - I'(m—a+1)

Saame

/ C= D" ) - Ta[fal(r)) dr

I'(m—a)
(t - T)m—a ' T=t
- Tm—a+1) (f(7) = Tnal i al()) —a
1 ¢ .
a7 ), (PUE) = Tualfiah () - ) dr
1

Seega

rRL) O = Toealf3a]) = reJ) T D(f — Tona[f; al).

Kui integreerida avaldist gy J"~*(f — T,,_1[f; a]) ositi m korda, siis

(Re ) (f = Tmea[f;a)))(8) = (eI D™ (f = Trea[f; a]))(t)
= (redy ' reJy" D™ (f — Talf;a]))(2)
= (J'redy D" f)(t), t € [a,b].

Jarelikult

(re Dy (f — Tnoalf;a]))(t) = (D™ re 7 (f — Tn-alf;a]))(t)
= (D™J) gr ) D™ f)(1)
= (reJy D" f)(t), t€[a,b].

O

Jargnev néide toob vilja olulise erinevuse Caputo a-ndat jirku murrulise tule-
tise ja Riemann-Liouville’i a-jirku murrulise tuletise vahel.

14



Niide 3.1. Olgu a,b € R, a > 0 ja m := [«]. Olgu f(t) = ¢, kui t € [a,}] ja
¢ € R. Definitsiooni 3.1 ja lause 3.1 pohal saame

(cDg )(t) = (re g *D™ f)(t)

= T o) / t(t — )iy
R /at(t — 1) 0dr

1 t
. dr =0.
F(m—a)/ao T=0

Teisiti oeldes, Caputo a-ndat jarku tuletis konstandist on null.
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4 Murrulise tuletisega diferentsiaalvorrandi
lahendamine

Selles peatiikis toodud materjal péarineb artiklist [6].
Olgu a € (0,1). Soovime leida Caputo murrulise tuletisega lineaarse Cauchy
ilesande

{cDa*y(t) +p(t)y(t) = q(t), teo, ], (4.1)
y(0) = yo,

lahendit y = y(t) 16igul [0,b]. Jirgnevas téhistame z = ¢Dgy. Valemist (3.2)
jareldub

y=rrJyz+c, ceR

Definitsioonist 2.1 saame

1

(reJo'2) () = m/o (t—s5)*12(s)ds, te€]o,b].

Kuna y(0) = yo, siis

Yo = (RLJSZ) (0) +c
=0+c

=c.
Seega
= re gz + 10 (4.2)

Asetame avaldise (4.2) diferentsiaalvorrandisse ¢ Dy + p(t)y = ¢:

(D5 (e 5z +10) ) () + p(8) (G 2) (8) + 0) = a(0)

Vordusest (3.2) ja niite 3.1 tottu jareldub siit, et
p(t) /t -1
2(t) + (t =) "2(s) ds = q(t) — yop(t),
I'(@) Jo
ehk

0+ | %@ — 9 a(s) ds = q(t) — yoplt (4.3)

16



Tahistades

saame vorrandi (4.3) kirjutada kujul

2(t) + /OtK(t, s)z(s) ds=g(t), 0<t<b. (4.4)

Viimane on Volterra tiiipt integraalvorrand, kus otsitavaks on z. Lahendades vor-
rand (4.4) saame leida suuruse z vorduses (4.2). Ulesande (4.1) lahendi y leida
vorduse (4.2) abil. Antud t66s vaatleme iihte ligikaudset meetodit vorrandi (4.4)
lahendamiseks ning seejérel iilesande (4.1) l&hislahendi leidmiseks kujul (4.2).
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5 Splain-kollokatsioonimeetodi kirjeldus

Siin peatiikis esitatud splain-kollokatsioonimeetodi kirjeldusel on aluseks monog-
raafia [1].
Vaatleme Volterra integraalvorrandit kujul

z(z) + /Or K(z,s)z(s) ds=g(x), 0<z<b, (5.1)

kus K ja g on antud funktsioonid. Jaotame iga n € N korral 16igu [0, b] n osaloiguks
solmpunktidega
0=a" <2” <. <z =0

Tahistagu A,, solmpunktide hulka, s.t

n

A, = {x(()n), xﬁ”), e xgi)l, x(")} )
Hulka A,, nimetatakse 16igul [0, b] antud vérguks. Voru on dhtlane, kui
n b
2 =i h i=01,...,n h=—.
n

Vork A, jagab 16igu [0, b] osahulkadeks

0y = [x(()")jxgn)]’ 0; = (;L’gn)’xyi)l]’ j = 17 N 1.

Valime m (m € N) kollokatsiooniparameetrit m, . .., n,, selliselt, et
O<m<--<n, <L
Seejirel defineerime kollokatsioonipunktid valemiga

xﬁ) = $§n) + nehy, (5.2)

kus

hy=a =2 j=01,....n—1, k=1,....m.

Vorrandi (5.1) l1ahislahendit z, (x) otsime polinomiaalsete splainide (tikiti (m—
1)-jarku poliinoomide) ruumist

S,(,:i(An) = {w :[0,0] = R, w(x) € Tm-1, 7=0,1,...,n— 1},

TEo;
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kus 7,1 on koigi dlimalt (m — 1)-jarku polinoomide hulk. Paneme téhele, et
w € Sr(,;_li voib olla katkev punktides xgn), j=1,...,n—1.
Lahislahendi z,(x) leidmiseks asetame ta algvorrandisse (5.1) otsitava z(x)

asemele ning nouame, et vorrand oleks rahuldatud kollokatsioonipunktides ;U(.Z),

J
17=0,1,....n—1Lk=1,....m:
2
(n) (e ds = o(z™
Zn(xjk )+ ("Ejk ,8)2n(s)ds = g(xjk ), (5.3)
0 :

j=0,1,....n—1, k=1,...,m.

Seosed (5.3) voime integraali aditiivsuse tottu kirjutada kujul

zop
Z(zl) + o K@, 8)zn(s) ds = g(z), k=1,...,m;
%o
(5.4)
j—1 xg:)l x(_z)

wl@f)+ ) [ K s)zs) ds+ [ K () s)zls) ds = g(al}),

j=1...n—1,k=1,...,m.
(5.5)

Jérgnevas anname vorranditele (5.4) ja (5.5) teise kuju. Selleks teeme integraalides

"
K(xy, 8)zn(s) ds

(™
ja

(n)
K(xy,;), $)zn(s) ds

2™

vastavalt muutujate vahetused s = :cz(") +h;Tjas = atg.") + h;7. Siis esimesel juhul
ds = h; d7 ja teisel juhul ds = h; d7 ning seega

(n)

;09 1
o K(xﬁ), s)zp(s) ds = hi/ K(xﬁ), x; + hﬂ)zn(:pl(-") + h;T)dT
zi" 0
ja
(n)
Tk Mk
/( ) K(xﬁ), $)zp(s) ds = hj/ K(xEZ),xg-n) + th)zn(x§n) + h;T)dr.
:vjn 0
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Toome niiiid sisse (m — 1)-jarku Lagrange’i fundamentaalpolinoomid Ly (7), mis
vastavad kollokatsiooniparameetritele 0 <y < --- <1, < Lt

Lin =[] —2%, 7e0,1, k=01,...,m. (5.6
121, 1k e T

Siis

an(a” + hir) = Z (@™ + ) Li(7), 2 4 hir €0, i=0,...,n—1.
k=1

(5.7)
Tahistame
Z5) = 2, (a\)) = 2,2 + hy), j=0,1,.n—1LEk=1,...,m
Siis saame seosed (5.4) ja (5.5) esitada kujul
JF hO/ %k ,900 = hoT) ZZOl )Ll g(xé’;?)
1=1
w+2h/ (@, + he) 3 20 L)
1=1
Mk m (n)
+h_7A <K<jk7j +h’7—z _g<jk;)
kus j = 1,...,n—1; k = 1,...,m, millest saame lopuks suuruste Z](Z) (1 =
0,...,n—1,k=1,...,m) suhtes vorrandisiisteemi
m Mk
20+ 0 > ([ R A+ hon L) ) 280 <o) 69
1=1
j—1
=0 (5.9)

2 o +hﬂh<»w)4ﬁzﬂé%,

ZP+> " h i (/1<K<x§’;>, 2™ 4 b Li(1)) dT) Zm
(
k=

kus j =1,.
Vorrandlsusteeml (5. ) v01rne lahendada jargmiselt. Vottes j = 0, saame li-
neaarvorrandite siisteemi Z()k (k=1,...,m) suhtes:
m U
Zéz) + ho Z (/ (K(:péz),xo + hoT)Ly(7)) dT) Z(g?) = (x(()g)) k=1,...,m.
1=1 0
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Lahendades selle siisteemi leiame suurused Z01 e Zéfrz. Kasutades saadud suu-
rusi kirjutame lineaarvorrandite siisteemi (5.9) vélja j = 1 korral:

m Mk
Zi) +h Y ( / (K (&, 2 + ) Li(7)) dT) AR
0

=1

m 1
= g(z\7) — hOZ(/ (K (&%, 25 + hor)Li(7 ))dT) ZM k=1,...,m.
0

=1

Lahendades selle siisteemi, leiame suurused Zﬁl yee Z (™ Jitkates analoogiliselt
leiame Z3, ..., ZW . Z,S"JM, .z - Olles leldnud koik suurused Z]k (=
0,...,n—1,k=1,...,m) saame vorrand1 (5.1) lahislahendi z,(x) vaartused kohal

z=2" 4 hyr, kus 7 € [0, 1], leida valemi (5.7) abil.
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6 Cauchy iilesande lahislahendi leidmine

Oletame, et oleme leidnud vorrandi

t
t —i—/ K(t,s)z(s) ds=g(t), 0<t<b.
0

ldhislahendi z, () eelmises peatiikis kirjeldatud splain-kollokatsioonimeetodi kaudu
m = 2 korral, s.t kasutades kahte kollokatsmomparameetnt mjamn, 0 < <
12 < 1. See tdhendab, et meil on leitud suurused Z =z,(Tjk), j=0,...,n—1,
k = 1,2. Leiame iilesande (4.1) lahendile
y(t) = (redg'2) () + o
ldhislahendi kujul
Un(t) = (g J5zn) (1) + 0, t €[00, 0<a<l.

Riemann-Liouville’i a-ndat jarku integraali definitsiooni alusel (vt (5.7))

un(t) = ﬁ/o (t— )Ly () d7 + 1. (6.1)

Oletame, et t € 0; (i =1,...,n —1). Siis

/Ot(t—f) dT—Zizjk / (t—7) 1Lk( ;J‘”j) dr

Kui t € 0y, siis

/Ot(t — 1) a(r)dr = Zg) /m:(t —7)* Ly (T ;Oxo) dr. (6.3)

22



Osutub, et valemite (6.2) ja (6.3) paremal pool olevate integraalide summa saame
tapselt vilja arvutada. Toepoolest, esiteks leiame, et
zj

Tjt1 B Tjt1 L
/ (t—7)*"'Ly <T xj) dr = / (t — T)aflihj dr
T hj T m—12

J J

1 1 Tj+1
= (— / (t—7)* trdr
m — 12 hj z;

J

. Tj+1
) (t—7)*tdr
hy Je; (6.4)

Zj+1
— 1) / (t—7)>t dT)

J

1 1 [%+
= (— / (t—7)* trdr
m—m2\; J.,

J

— ﬁ+ o t— afld
R ) (t—1) T
J x;

J

Tj+1
/ (t—7)* trdr

J

Integraali

leiame ositi integreerimise abil. Olgu

u=r, du — dr.
t_ [e%
dv = (t —7)*tdr, v:—( 7) |
a
siis
Tj+1 t_ o |Ti+1 Tjy1 t_ a
[ T iy (R P
I a i T; «
’ Ty J
= _xjﬂ(t —xj1)*  xi(t —x,)” B (t — 7)ottt
o a ala+1) .
_ xj(t — SL’j)O‘ — xj+1(t - xjﬂ)a N (t — xj)oz-l—l —(t— xj+1>a+1
@ ala+1)

Integraali [*7** (¢ — 7)* ' d7 puhul

) «
J Tj
_ (E— ) — (= 2540)°
- .
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Seega

/xjﬂ(t—T)Oé—lLl (T_xj) dr = 1 i<xj<t_xj)a_ijrl(t_ijrl)a
- hj m — 12 h’j a

(1 = ) = (= 200"
ala+1) )

- (% +772) (=) —a(t - ﬂfm)“)
(6.5)

+

Teiseks saame, et

T—Xj

Tt o Tj+1 — —Th
/ (t — T)a71L2 (T xj) dr = / (t— T)ailhji dr
: hj o 2 — T

7 J

1 IR
— <— / (t—7)* trdr
e =M\ Ja,

J

T [Tt Fit1
-3 / (t =) dr — / (t—7) dT)
i Ja; 25

j J

1 1 Tj+1
— <— / (t —7)* trdr
N2 =M \hj Jo,

J

_ ﬁ + o (t — 7)1
h. 7]1 T) T].
J Tj

J

Analoogiliselt leiame

/mm(t e, (T2 dr = L1 (ot — )" — a2 (t — 2540)°
- hj e — 71 hj «

J
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Kolmandaks saame, et

t o t T—xi _
/(t—T)O‘_lLl (T h”“”) dT:/ (¢ =)t b= " i
< ) lrdr

( e ldT—nQ/zt(t—r)aldT)
( —7)* 'rdr

(h,+n) /i(t—T)a_ldT).

Integraali

¢
/ (t—7)* trdr

leiame ositi integreerimise abil vottes

dv = (t —7)* dr, V= —

L)

SL’Z<t — .Ti)a (t — T)OH_l

Siis

«

/x %(t B A U i

a ala+1) |,
_ ZL‘Z(t — l‘i)a (t — l‘i)a—H
a ala+1) -

Integraali [* (¢ — 7)*~!dr korral kehtib

/;(t _ptdr = T

t

o

T
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Seega

¢ T — T 1 1 (2t —x)®  (t—x)ot?
t—7)'L L) dr = — (= i i
/m( g 1( hi ) ' ?71—772<h¢( o« 04(04+1))

xX; (t — l’i)a
(hz‘ i 772) a )
Neljandaks leiame, et

t T — ¢ SR -m
t—7)* L - dT:/ t— et T
/xz< ) ’ < hi ) $z< ) 2 — T

1 1 [t
— _ t_ a—1 d
M — M (hi /x< T rdr

ZT; t

t
— (t—7)*tdr — / (t —7)* ! dT)

T4

1 1 [t
= <— / (t—7)* trdr
ne —m \ i Ja,

z; !
— (-Z + ?71) / (t—7)>t dT)
h; ;
Analoogiliselt integraali (6.8) arvutuskiigule saame
¢ T — 4 1 1 [ 2(t —x)®*  (t— )t
t — a—lL 7 dr — - i i i
/mi( v 2( hi ) ' 712—7)1<hi< a N 04(04+1))

_ (}xl_ +m) W) (6.11)

(6.9)

(6.10)
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Seoste (6.1)—(6.2), (6.4)—(6.11) pohjal jouame 16puks valemi

0 = T Z (Zﬁ) S T
o ™ () (e )
—Z [%‘ (t — =) _}fjﬂ(t — Tj41)”
+ (t— xi)az; :L %};xﬁl)aﬂ _ (% + 7}1) : ((’5 — ) — (- xj+1)a)]>
e v R Rl
- M e () e
+ Yo,

(6.12)

mille abil saame arvutada iilesande (4.1) ldhislahendi y,(t) viédrtuseid ¢ € [0, b]
korral, kust € oy, i =1,...,n— 1. Kui i = 0, s.t kui t € oy, siis seoste (6.1), (6.3),
(6.8)-(6.11) alusel jouame 16puks valemini

n t—x0)* (t—mxp)t? Z0
) | Zolt = 2o A PR
ot |: ho + (Oé + 1)h0 h() + & ( :EO)

1
m —n2)(a+1)

" t—x0)®  (t—x)*t! Zo
. Z( ) .T()( 0 Y C(f — o
02 |: h() + (Oé + 1)h0 ho + n ( $0)

Yn(t) = (

+ Yo-
(6.13)
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7 Naiteid Caputo tuletisega Cauchy iilesande
lahendamisest

Selles peatiikis lahendame kaks konkreeset Cauchy iilesannet peatiikkides 4-6 kir-
jeldatud meetodil. Tdpsemalt on niidetes arvutatud vaadeldava iilesande ldhisla-
hendi y, mitmesuguste n viirtuste korral, y, erinevust tépsest lahendist y (viga
yn —y) ning vigade suhteid (mis iseloomustavad vaadeldava meetodi koonduvuskii-
rust). Lisaks vastavates tabelites toodud tulemustele on tulemusi iseloomustatud
ka arvuti poolt joonestatud graafikute abil. Ulesannete lahendamisel on kasutatud
autori poolt Scilabi keskkonnas kirjutatud programme, mis on antud lisas.

Naiide 7.1. Vaatleme Cauchy iilesannet

eDYPy(t) + y(t) =t* +
y(0) =0,

mille tépne lahend on (vt [5])
y(t) =t*, te]0,10].

Olgu aluseks iihtlane vork A, = {z{”, ... 2"}, kus

10

2™ =i h, i=01,...,nh
n

Rakendame meetodit kui solmpunktide arv on n = 2,4, 8,16, 32, 64, 128, ja fiksee-
rime kollokatsiooniparameetrid 7; ja 7, jargmiselt:

1 2

3 Ty

m =
Vorgupunktide 551(‘") (1=0,...,n) kaudu defineerime punktid ngﬂ), i=0,...,n—1;
7 =0,...,10, jirgmiselt:
() (n)
m _ I (T —2)
Xy =i+ 10 ;

i=0,...,n—1,j=0,...,10.
Vea maxyco,10] |Yn(t) — y(t)| ldhendit €, arvutame jirgmiselt:

_ (n)y _ (n) ; — _
€n _z‘:(l)?.%(—uzmoﬁi(mw()(” ) yn(XZ] ), i=0,...,n—1

28



Vea suhted arvutame jargmise valemi abil:

Jargmine tabel iseloomustab viga erinevate n korral.

€n
Sp=-"

€2n

n €n Sh

2 1.9763234 | 4,152
4 10.4759944 | 4,111

8 | 0.1157813 | 4,064
16 | 0.0284894 | 4,022
32 | 0.0070826 | 3,993
64 | 0.0017736 | 3,978
128 | 0.0004459

Tabelil ndeme, et meetod on suhteliselt kiire koondumisega antud néite korral.
Jargmisena toodud graafikud n = 4, 32,128 korral 16igus [0, 1] kinnitavad meetodi

koonduvust.

— léhend y,

11— tapne lahend y

— léhend y,

11— tapne lahend y
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n=128

— léhend y,
0.9 4

— tépne lahend y

0.8 4

0.7 4

0.6

05 4

0.4

0.3 4

0.2

0.1 4

Jargmine ndide, millele me rakendame meetodit, parineb K. Viljako bakalau-
reusetoost [8].

Naiide 7.2. Vaatleme Cauchy iilesannet

DT/ 1

D3/3 1/4 _ 1/4
oDy y(t) + 7 y(t) =t + 5t +7F(13/12)

y(0) =5,

mille tépne lahend on (vt [8])

t € [0, 10],

y(t) =>4+ 5, t |0, 10).

Olgu, nagu eelmises niites, iihtlane vork A,,. Rakendame meetodit kui solmpunk-
tide arv on n = 2,4, 8,16, 32,64, 128, ja fikseerime kollokatsioonipunktid n; ja 7
jargmiselt:

1 2

7)1:§7 7)2=§-

Vorgupunktide xﬁ") (i =0,...,n) kaudu defineerime punktid Xi(f), 1=0,...,n—1;
7 =0,...,10, analoogiliselt eelmisele néitele, jargmiselt:

e — T
Xi(]m:%(n)ij (z+110 i )’ i=0,....n—1,7=0,...,10.

Samuti analoogiliselt eelmisele niitele arvutame maxcjo1q) [yn(t) — y(t)| ldhendit
€, jargmiselt:

— (my _ M|, = -
€n = z‘:(I)T_l_EEL(—lj:rn(la.?,(m |y(XZ_] ) yn<XZ] )|7 t 07 s N L.
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Vea suhted arvutame jargmise valemi abil:

€n

€2n

Sn

Jargmine tabel iseloomustab viga erinevate n korral.

n €n Sh

2 1 0.0473157 | 1,499
4 1 0.0315556 | 1,520

8 1 0.0207599 | 1,565
16 | 0.0132678 | 1,609
32 | 0.0082480 | 1,640
64 | 0.0050299 | 1,659
128 | 0.0030324

Eelmise niitega vorreldes ndeme, et meetod on antud néites aeglasema koon-
duvusega. Jargmisena esitame arvuti joonestatud graafikud n = 4,32, 128 korral

16igus [0, 0.5].

— léhend y,

||— tépne lahend y

|l— tépne lahend Y

— léhend y,

31



n=128

55

— léhend y,
5.45 | .
— tépne lahend y

5.4 o

5.35 o

53 4

5.25 o

52

5.15 o

5.1

5.05 o

T T T T T
0 0.05 01 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Graafikud kinnitavad meetodi koonduvust.
Peatiikis vaadatud néidete alusel saame jareldada, et t60s kirjeldatud meetod
koondub.
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Lisa

Peatiikis 7 ndidete lahendamisel kasutatud Scilabi programm:

cle //kustutab konsoolis oleva
clear //kustutab eelmised andmed
format (10); //mitu komakohta

//

//Parameetrid

//

//Loik [0, b]

b=10; //[0,b]

// Alfa—ndat jarku Caputo tuletis
a=—0.5; //alfa

//solmede arv
n=16;

//Kollokatsiooniparameetrid muutmiseks
Eta=zeros (1,2);

Eta(1)=1/3;

Eta(2)=2/3;

//

//Naited
//

//ndide 1
//

//algtingimused y(x0)=y0
x0=0;
y0=0;

a=1/2; //mis jarku Caputo tuletis
function f=vaba(x

)
f=x"2+( 2.x( x.7(3/2) ) )/gamma(5/2);
endfunction
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function p=kordaja (x)

p—1;
endfunction

//lahend

function y=lahend (x)
y=x."2;

endfunction

//nédide 2

////algtingimused y(x0)=y0

//x0=0;

//y0=5;

//a=2/3; //mis jarku Caputo tuletis
//

//function f=vaba(x)

// f=x ...

[/ #5x(x 7 (1/4))+ (gamma ((7/4))* (x~(1/12)))/gamma((13/12));
//endfunction

//

//function p=kordaja (x)

[/ pexT(1/4);

//endfunction

//

////lahend

//function y=lahend (x)

[/ yex. T (3/4)+5;

//endfunction

//

//Edasi tuleb splain—kollokatsioonimeetod

//

//teoreetiliste arutluste kidigus saadud
function g—vabauld(x,a)

g—vaba (x)—kordaja (x)*y0;
endfunction
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function K=tuum(x,s,a)
K=(kordaja(x)x(x—s)~(a—1))/(gamma(a));
endfunction

//defineerime vorgu
//Vorgu punktide maatriks
vX=zeros (1,n+1);
r=1 //r>=1, r=1 annab ihtlase vdrgu
//Annan ette vorgu
for 1=0:n
VX (i+1) b (i /n) 1)
end

//1dikude pikkused :
pikkused=zeros (1,n);
for 1=0:1:(n—1)
pikkused (i+1)=vX(i+2)—vX(i+1);
end

//kollokatsiooniparameetrite kasutamine
X=zeros (2,n); //punktide x_ij maatriks

//middran dra vorgu X _ij

for i=1:2
for j=1:n
X(i,j)=vX(j)+Eta(i)*xpikkused(j);
end
end

function f=Lagrangel(x)
f=( x—Eta(2) )/( Eta(l)—Eta(2) )
endfunction

function f=Lagrange2(x)
f=( x—Eta(l) )/( Eta(2)—Eta(1l) )
endfunction
//arvutame natuke teistmoodi varasemast (nagu t60s)

A=zeros (2,2);
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B=zeros (2,1);
c=zeros (2xn,1);

//maatriks A

A(1,1)=pikkused (1)*integrate ("tuum( X(1,1),...
vX(1)+pikkused (1)*s)*Lagrangel(s)’,’s’, 0 , Eta(l) );
A(1,2)=pikkused (1)*integrate ( tuum( X(1,1),...
vX(1)+pikkused (1)*s)*Lagrange2(s)’,’s’, 0 , Eta(l) );
A(2,1)=pikkused (1)*integrate ("tuum( X(2,1),...
vX(1)+ pikkused (1)xs)*Lagrangel(s)’,’s’, 0 , Eta(2) );
A(2,2)=pikkused (1)*integrate ("tuum( X(2,1),...
vX(1)+pikkused (1)*s)*Lagrange2(s)’,’s’, 0 , Eta(2) );

A=A+teye (2,2);
//maatriks B
B(1)=vabauld( X(1,1) );
B(2)=vabauld( X(2,1) );
//maatriks C
C=linsolve (A,—B);
//tdidame c
c(1)=C(1);
c(2)=C(2);
//algul lahme ridapidi, siis veerupidi
for r=2:n; //veeru nr on 2v—1
A=zeros (2,2);
B=zeros (2,1);
for v=1:n //rea nr on 2r—1
if v<r then
B(1)=B(1) —...
pikkused (v)*integrate ("tuum( X(1,r
vX(v)+pikkused (v)*s)xLagrangel(s)
0, 1 )xc(2xv—1);
B(1)=B(1) —...
pikkused (v)*integrate ("tuum( X(1,r
vX(v)+pikkused (v)*s)*Lagrange2(s)
0 , 1 )xc(2xv);
B(2)=B(2) —...
pikkused (v)*integrate ("tuum( X(2,r) ,...
vX(v)+pikkused (v)*s)«Lagrangel(s)’,’s’,...
0, 1 )xc(2xv—1);
B(2)=B(2) —...

2 Y

) Y

2 )

Y b
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pikkused (v)*integrate ("tuum( X(2,r) ,...

vX(v)+...

b Y

pikkused (v)#*s)xLagrange2(s)’,’s’ ...

0 , 1 )xc(2xv);
elseif v—r
A(1,1)=pikkused (v)x*...
integrate ("tuum( X(1,r),...
vX(v)+...
pikkused (v)x*s)*Lagrangel(s)’,’s’, 0
A(1,2)=pikkused (v)x*...
integrate ("tuum( X(1,r) ,...
vX(v)+...
pikkused (v)#*s)xLagrange2(s)’,’s’, 0
A(2,1)=pikkused (v)*...
integrate ("tuum( X(2,r) ,...
vX(v)+...
pikkused (v)#*s)xLagrangel(s)’,’s’, 0
A(2,2)=pikkused (v)*...
integrate ("tuum( X(2,r),...
vX(v)+...
pikkused (v)x*s)*xLagrange2(s)’,’s’, 0
else ;
end
end
A=Ateye (2,2);
B(1)=B(1)+vabauld( X(1,r) );
B(2)=B(2)+vabauld( X(2,r) );
C=linsolve (A,—B);
c(2xr—1)=C(1);
c(2xr)=C(2);

end

//1lahislahend y n
function y=lahendyn (t)
y=0;
//1i=0 + 1

b

Y

Y

b

Eta (1)

Eta(1)

Eta(2)

Eta(2)

//algul on meil 16igus [x0,x1]|, seejarel (xi,xi+1]

if (vX(1) <=t & t <= vX(2) ) then
y=0;
y=y + c(1).x( vX(1).%...
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( ( t—=vX(1) ).~ a )./pikkused (1) +...
(((t=X(1) ).~ (a+l) ) ./...
(a+1).xpikkused (1) ) ) —...
vX(1)/pikkused (1) + Eta(2) ).x*...
(t=vX(1) )"a ) );

—c(2).x( vX(1).%...

vX (1) ).~ a )./pikkused (1) +...
t—vX (1) ).”(a+1) ) ./...
+1).«xpikkused (1) ) ) — ...

1)/ pikkused (1) —+...

) )ox( (t=vX(1) )Ta ) );
gamma(a+1).x( Eta(l)—Eta(2) ) )...

end
for i=2:n //i=1 + 1,..., n—=1 + 1, i on juba +1
//kontrollin , mis osahulka (vX(i), vX(i+1)] t kuulub
if (vX(i) <t & t <=vX(i+1) ) then
y=0; //igaks ju
for j=1:(i—1) //dige
y=y + c(2*j—1) w(vX(j).x ...
( ( t=X(j) ).~ )/plkkused(J) —...
vX(jH+1).%( ( —VX(J—H) )."a )./ ..
pikkused (j) + ...
)

( ((t=X(j) ).~ (a+l) —...
(t—vX(j+1))."(a+1) ) ./( (a+1) *
pikkused (j) ) ) — ( vX(j)/..
pikkused (j)..
+ Eta(2) )*( (t—vX(j) )."a —
(t=X(j+1) ).7a ) );
y=y —) c(2xj).x( vX(j).x( (t—vX(j))

/pikkused(j) — vX(j+1).x...
( (t—=vX(j+1))."a )./ ...
pikkused (j) + ( (t—=vX(j)). (a+l) — ...
(t—vX(j+1))." (a+1) )...
./ ( (a+1).xpikkused (j) )..
— ( vX(j)/pikkused (j) + Eta( ) ) k...
X)) (XG0
v=y + ¢(2%i—1).x( vX(i).x( ( t—X(i) )...
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“a )./

pikkused (1) + ( ( ( t=X(i) )."(a+1) ) ./ ...

( (a+1).xpikkused (i) ) ) — ( vX(i)/...
pikkused (i) ...

+ Eta(2) ).x( ( t—vX(i) )"a ) );
y=y — c(2%1).x( vX(i).x( ( t—=vX(i) ). a
pikkused (i) + ( ( ( t—vX(i) ).~ (a+1) )
( (a+1).xpikkused (i) ) ) —...
( vX(i)/pikkused (i) + Eta(l) ).x(
(t—vX(i)...
)"a ) );
v=y./( gamma(a-+1).x( Eta(l)—Eta(2) ) )...
+ y0;

end
end
//kui on valjaspool me 1diku, siis y=0
if t < vX(1) | t > vX(n+1) then
y=0;
end
endfunction

//

//Viga ja joonestamine

//

Xid=zeros (11,n);
for i=1:n
for j—=0:10
Xid (j+1,1)=vX(1)+(j/10)*(vX(i+1)—vX(i));
end
end

//ilusti iihes veerus

for j—1:11
JoonistavadXid (j)=Xid(j,1);
end
for i=2:mn
for j—2:11
JoonistavadXid (11+(i—2)x10+(j —1))=Xid(j,1);
end
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end

for i=1:length (JoonistavadXid)
gr(i)=lahendyn( JoonistavadXid (i) );
end

clf;

plot (JoonistavadXid, gr, ’blue’);

plot (JoonistavadXid, lahend(JoonistavadXid), ’red’);
F=4,;

legends (| '$\ text{ldhend} \ y_n$’;...

'$\ text{tdapne lahend } y$'],...

[2,5],0opt=2,font _size=F); // Graafiku legend

title ('n = ' + string(n),’ fontsize ' ,F);

JoonistatavadVead=zeros ( length (JoonistavadXid), 1 );
for i=1:length (JoonistavadXid)
JoonistatavadVead( i, 1 )=lahendyn (...
JoonistavadXid (i) )...
— lahend( JoonistavadXid (i) );
end

JoonistatavViga—max( abs(JoonistatavadVead) )

//Vead kollokatsioonipunktides ja solmedes

for i=1:n
//vead kollokatsioonipunktides
kolvea (2%i—1)=lahendyn (X(1,1))—lahend (X(1,1i));
kolvea (2%i)=lahendyn (X(2,i))—lahend (X(2,1i));
//vead sdélmedes
solvea (i)=lahendyn (vX(i))—lahend (vX(i));

end

solvea (n)=lahendyn (vX(n))—lahend (vX(n));

kolviga=max( abs(kolvea) ) //viga kollok.
solviga=max( abs(solvea) ) //viga solmpunktides

//viga iile koigi arvutatud veade
viga—max( JoonistatavViga , kolviga, solviga )

41



Lihtlitsents loput6o reprodutseerimiseks ja loputoo
iildsusele kattesaadavaks tegemiseks

Mina, Margus Lillemée,

1. annan Tartu Ulikoolile tasuta loa (lihtlitsentsi) enda loodud teose ,Numb-
riline meetod Caputo tuletisega diferentsiaalvorrandi lahendamiseks “, mille
juhendaja on Arvet Pedas,

1.1. reprodutseerimiseks siilitamise ja iildsusele kittesaadavaks tegemise ees-
miérgil, sealhulgas digitaalarhiivi DSpace-is lisamise eesmérgil kuni au-
torioiguse kehtivuse tdhtaja loppemiseni;

1.2. iildsusele kiittesaadavaks tegemiseks Tartu Ulikooli veebikeskkonna kau-
du, sealhulgas digitaalarhiivi DSpace i kaudu kuni autorioiguse kehti-
vuse tdhtaja loppemiseni.

2. olen teadlik, et punktis 1 nimetatud oigused jadvad alles ka autorile.

3. kinnitan, et lihtlitsentsi andmisega ei rikuta teiste isikute intellektuaaloman-
di ega isikuandmete kaitse seadusest tulenevaid oigusi.

Tartus, 12.05.2016



