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ОБ ЭВОЛЮТАХ ПОВЕРХНОСТИ Мг С ПЛОСКОЙ НОРМАЛЬНОЙ

связностью в е5

Т.Вировере 
Кафедра алгебры и геометрии

Подмногообразия Мт с плоской нормальной связностью в 

евклидовых пространствах Еп были предметом многих исследо

ваний (см. обзор C6J ). Рассматривались, в частности, и их 

эволюты (напр, в С12 3 , с 10 Л ), изучение которых в общей 

теории подмногообразий в Eh значительно продвинул Р.Мулла- 

ри с 7 л .

В настоящей статье рассматриваются поверхности с 

плоской нормальной связностью в Е5 . Проводится более углуб

ленное исследование ее эволют, т.е. огибающих полей -̂мер

ных нормалей, где р*2 , в том частном случае, когда т-2 и 
n.=S . При £=*3 эволюта является фокальной псевдоконгруенци- 

ей прямых в Еу ; она используется для канонизации репера. К 

рассматриваемой поверхности M z в Es присоединяется ряд 

геометрических образов и исследуются их свойства и взаимо
связи. Основные результаты общей теории сформулированы в 

теореме I и предложениях 1 - 5 .  Обнаруживались интересные 

аналогии с теорией кривых в Ej , в частности,при изучении 

эволют при |d»2i-
В § 7 даны некоторые эквивалентные между собой условия, 

которые приводят к поверхности Мг , принадлежащей гиперсфе

ре в Es (теорема 3). Полностью охарактеризованы рассматри

ваемые , у которых эволюта,как псевдоконгруенция прямых 

в Е 5 , является нормальной (следствие к теореме 3).

§ I. Предварительные сведения 

Пусть в Еп задано подмногообразие M m  • Оно являет

ся базой своего касательного векторного расслоения Т(Ит) 

и нормального векторного расслоения Т̂СИщ) со слоями, со
ответственно, Т̂-СМгтО и (Мт) в точке осеМт. К пос
ледней присоединяется ортонормированный репер , где 

и принадлежат, соответственно, к ТхДИт) 

и Т^(Мт) . Здесь и в дальнейшем индексы пробегают следую

щие значения: 3,3- ,Х, -- - -1 • > п  •> š i  1 'S1" ^  и
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£>•••- m ^ V - ^ -

Деривационны e формулы такого репера \эс,е̂ имеют вид 
c&r = w 3 е3 ̂ d e 3 - сое̂  ̂ , где oo^ = o, со̂+соJ  - О 

и удовлетворены структурные уравнения

сйо3- СО̂ЛСО̂ > из|лсОэ .
Кроме того

со»0. (1Л)

Отсюда путем дифференциального продолжения с помощью леммы 
Картана получаются уравнения , , ,

« * " ¥ ’■ (1.2) 
в силу которых i  < *  * I

^  Д feie w  А 00; гт

л оо̂ - - j  °°^л ̂
Теперь деривационные формулы можно представить в виде

=■ со6̂ ,

<г€б̂ — оо1^ + )

uxtejb ,

где векторы определяют первую_ (главную ̂нормаль

ную плоскость с T ^ C ^ U  к Мт в точке х.
Ин̂катрисой_нормальной кривизны_ в точке =с подмного

образия Мт называется множество j которое описыва

ется точкой с радиус ом-вектором 5с + ЧНЗ'1̂' , если единич

ный вектор вращается свободно в касательной плос
кости Т̂СМт) . Плоскость R-j4 индикатрисы. J A проходит 

через конечные точки векторов ^  -г Ьц и параллельна векто

рам ^ > ^ < 3  • Перицентром подмногообразия в точке сс 
называется в Г 7 Л точка на прямой, проходящей в N^  

через ос перпендикулярно к плоскости R-,* , такая что 

|c^.-õ£1~4j , где js - расстояние точки ос от R-^ •
Точка ^  с радиусом-вектором 5: + называет

ся фокальной точкой подмногообразия Мт в точке эс , если 
при некотором смещении dõc точки сс на Мт вектор при

надлежит нормальной плоскости T ^ C M f n V  Так как 

clip = (оос+ f u & f ö  + (d^. + ) C i > 
то для указанного смещения система .

cSü - ž ^ T ) 10* " 0ч*1"1 > Vимеет нетривиальное решение ( c o v - ^  ) и поэтому фокаль

ные точки ^ составляют в каждом Т ~̂(Мт) фокусную_гипер- 
поверхность порядка пг с уравнением

(1.4)
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Среди фокальных точек могут существовать точки, для которых 

вектор принадлежит нормальной плоскости Т (̂рО  при лю

бом смещении сСос" точки ос на . Они называются эволютны- 

ми точками подмногообразия ГДп в точке ос , их множество ̂  

определяется системой уравнений

«-5)
В С 7 3 доказано, что Ззс содержит перицентр и является ор

тогональным дополнением к в т£(Мт)- Множество 
называется эволютой подмногообразия Мпг

Из уравнений (1.3) следует, что в расслоении касатель

ных векторов Тх(мт) и в расслоении нормальных векторов 

7з  ̂ОЛт) определены связности: соответственно, связность 

Леви-Чивита V и нормальная связность \7Х . Правые части фор

мул (1.3) являются, соответственно, их формами кривизны 

и п £ . _

Нормальное векторное поле называется па
раллельным в нормальной связности Ч 1' , если CII; 6 J

О. (1 .6)
Согласно предложению 2 в С6 3 это равносильно тому, что 

подмногообразие Ит+1 , образованное нормальной к пря

мой с направляющим вектором £ , имеет ранг щ , т.е.Т̂(Мт+4) 

остается неизменным при смещении точки у, по образующей.

§ 2. Канонизация репера 
Ниже в настоящей статье рассматриваются поверхности 

с плоской нормальной связностью \7Х в Е  ̂ , т.е. в дальней

шем '1, z •> ■■ = и Последнее ус

ловие равносильно в силу (1.3), условикЦ коммутируемости

5  (.С  -о -
матриц 0,°̂ = I II и II II • В этом случае все эти ма

трицы приводимы одновременно к каноническому виду ортогональ
ным преобразованием векторов е* и . Направления этих 
векторов е,, и , при которых

die > (2.1)
называются главнь1ми_направлениями поверхности с плоской 

VL , интегральные линии их полей - линиями кривизны L II 3. 
Нормальные компоненты векторов кривизны линий кривизны 

называются главными_векторами_кривизны; ими являются

' (2.2) 
Поверхность с плоской V 1-называется каштановой С 5Л, 

если ее главные векторы кривизны ^  и линейно независи
мы в каждой точке хеМ  ̂. Главное нормальное пространство
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Рис. I
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N4 такой Mi имеет размерность 2 , а ее индикатриса яв

ляется отрезком на прямой R3-i , описываемым точкой с радиу

сом-вектором + , где £>Нс)г'= 1-■
В случае поверхности с плоской V х в Е5 фокусная 

гиперповерхность Rx в каждом (Hj) распадается,в си

лу (1.4) и (2.1),на две плоскости Е.£ размерности 2, назы

ваемые фокальнь!ми_плоскостями̂ каждая из них определяется 

уравнением ^  ^ .
■1-Z-JJ (2.3)

Главный вектор кривизны направлен по нормали к при 

каждом {,= 4,2,.

Для картановой поверхности с плоской V  в E s

значит фокальные плоскости Е̂. пересекаются по 
прямой, которая,в силу (1 .5), является эволютной прямой 
=ПЕх в Ti(Mj) и состоит из эволютных точек для 

в точке ос е

Канонизируем репер так, чтобы Щ- был направляющим век

тором эволютной прямой а был коллинеарен к радиусу- 
вектору перицентра. Тогда в уравнениях (2.3) должна отсутст

вовать координата и они должны быть удовлетворены при

^т0 ПРИВ°ДИТ к 0;
где и являются абсциссами конечных точек от

резка, являющегося индикатрисой , если за начало на пря

мой R 3a взята точка (см. рис. I).

Формулы (1 .2 ) принимают теперь вид 
coJ-|3to/()u5i = |ic02')60̂ ^ ^ c o ^  = Too2', oo^ = coJ-Oi (2.4) 

а их дифференциальное продолжение приводит к 

boj =* -t- ’

coj-

cojm -fjQvo*- jvo*-), (2.5)

d p  ~ cy^co'S

еЦ ~ ( - { * * , со* + ( _ - tA)c o \

+'Ci.)coS (-̂ЧгЛЛг.'У0^

Как видно, репер полностью канонизирован. Мы будем так выб
ранный репер называть кад оническим _эволютным репером карта

новой поверхности Мг с плоской V^e E f -

Теорема I. Система (I.I), (2.4) и (2.5), определяющая 
картанову поверхность М̂, с плоской V 1 в В5 в каноничес
ком эволютном репере, находится в инволюции и определяет
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ЭТУ с произволом одной функции двух. аргументов.
Доказательство. Путем внешнего дифференцирования из

(2.5) получается следующая система ковариантов:

(чЛ Л̂+ ‘■eato*)‘л ̂  + ч* <***)А t0̂ “ о,

(  +  ч х со1) Л  <лУ +  (  4 * ^  +  ^ 4  to 4)  л  «О**- О ,

+  +• ^ с О > С О г =  О , (2  б )

+ v^cO^AtO^ О,

♦ (4Ь +
(  сОч, + б^оо*) л  cd* +■ (  сС6л + бцсол) /\соя'-« О;

(.гСС̂ + ХГхсОг) + (^Ч ,4* ^0 = 0 ; ^
где ) Ч'и;4*/F* >Sbo S*.>$4, >
являются многочленами от и от коэффициентов правых
частей уравнений (2.5). Матрица полярной системы С1Л для 

этой системы имеет вид

ч*1А 0 О ядг 0 О О О
О О 0 -c\tz О О О
0 0 X - 0 О О О
I 4 0 О I2" 0 0 V О
0 0 0 О О о

О 0 О О О I 4 О о

О 0 О О О О V

При параметрических о̂пределитель седьмого порядка 

этой матрицы отличен от нуля, вначит зл= f .С другой сто

роны, (2.6) содержит восемь независимых форм, поэтому ^А+- 

Я) А и число Картана Q =  <3 ■ После примене
ния леммы Картана из (2.6) следует, что

<£чл= А1оо1 + ̂ 2>эг' } А̂со'-ь ,

Я|ЪЛ= В̂сол +ъеяус?'-) Вдье̂ч-ге̂сО4,

<*е<- (Г г )Ц ^Ч (^(Го ) ^ ) ^  (2.7)

С V *■)̂ с о Ч  ( £ > „ + i) L ^ ) СОл;

- Алсол+ (и« + Т'̂')00) с̂ 1яГ (t~iz+ /~ji) CA->)
где ■эе.̂ае,̂ и 7 ^  выражаются через коэ

ффициенты правых частей уравнений (2.4) и (2.5). Новыми коэ

ффициентами являются A ^ A ^ B ^ B * ,  > L 4i)L 22>)A 4 , Лг} 
их число N - 9  . Таким образом, G(« N , и рассматриваемая 
система находится следовательно в инволюции. Теорема доказа
на.
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С7Д-
Картановы поверхности с плоской V а Е5 , у ко

торых коэффициенты в правых частях первых трех уравнений
(2.5) отличны от нуля, будем называть поверхностями основ- 

ного_типа.

§3. Трехмерная эволюта 

Рассмотрим трехмерную эволюту картановой

поверхности с плоской V L основного типа в Е5 , явля
ющуюся огибающей семейства нормальных пространств (Mj) 

Так как касательной к М3 во всех точках прямой являет

ся Т^СМ*) и связность V плоская, то М*, является ло
кально-евклидовой (ср. П102 , где показано, что эволюта 
для с плоской VL в Е4 является поверхностью нулевой 

гауссовой кривизны). По этой же причине имеет ранг 2 и 

обладает двумя семействами торсов С 4 3 . На каждой прямоли

нейной образующей ^  имеется два ее 'фокуса - точки:, кото

рые смещаются вдоль при некотором смещении точки ос на 
. Их мы будем называть эволютно-фокальными точками 

для E s в  точке ос&
Точку ^  на той или другой фокальной плоскости ,

) называем фокально-квалиэволютной точкой̂ если 

ее радиус-вектор г£ обладает свойством, что нормальная 

компонента смещения cAĵ l не выходит из Е  ̂ при любом сме
щении точки ос на

Предложение I. Фокально-квазиэволютными точками карта

новой поверхности с плоской Ч1’ основного типа в Е5 

являются ее эволютно-фокальные точки и только они.
Доказательство. Пусть ч с радиусом-вектором гГ*=

лежит на Е̂. , т.е. i - О и 

является фокально-квазиэволютной точкой, т.е. нормальная/ J  oi е> ы \
компонента (cUf ее смещения ам ортогональна

5£с (^З Ц ъ )-° - (3.1)

Из первого условия дифференцированием получается, что

Отсюда ■+ , (3.2)

что вместе с (2.5) приводит при и , соответствен
но, к системам

г°■
I b y  -О,и ^  -Ъ,(3.3)

I  л - Y ? - n t f  * (> I  - о ,

2



определяющим̂ случае Мг основного типа,однозначно две 

точки aj* и в T^(MjJ') с радиусами-векторами
— >
Ч, *  ас + 4- -  — ■ e.r  tt- =  ос +  +  есг • ^ . 4 )

^  t Ь t >  * *  г ,
Эти точки, как видно, лежат на эволютной прямой \ Ч  |

С другой стороны, эволютно-фокальные точки определяют

ся как такие точки » У которых + t«o|] ё£+

+ r L  со£ +'Ь<л\2€и + + Sl * —5 -J ̂  |j г 5̂ коллинеарен к eg-

при некотором смещении ctõ? . Отсюда для них,в силу (2.5), 

получается система

<- ( ^ 4 + ф  °  > 
которой удовлетворяют точки с радиусами-векторами (3.4) при, 

соответственно, сог= О и 00^=0 . Предложение доказано.

Замечание. Если в предложении I не требовать, чтобы 
картанова Мг с плоской \7'L была основного типа, то могут 

прибавляться фокально-квазиэволютные точки, не являющиеся 
эволютно-фокальными точками. Это случится, если 1 ^ 0  или 

6^=0 . Например, при Сг=0  фокально-квазиэволютные точки 

составляют на Е  ̂ прямую, проходящую через эволютно-фокаль- 

ную точку , и высекаемую плоскостью в Т^СИ  ̂ с урав

нением . i а V er
- м  Ä 0  •

Из (2.5) и (2.6) легко вывести, что картановы с плоской 
V х и с ^ - 0  существуют с произволом семи функций одно

го аргумента. Геометрически они характеризуются тем, что ли
нии кривизны одного семейства являются геодезическими.

§ 4. Соприкасающиеся гиперсферы

Понятия соприкасающихся сферы и окружности в (см. 

напр. С 9 3 ) допускают некоторые обобщения на случай картано

ва М*, с плоской V L в Е_5-.
Если на дана некоторая линия с натуральным пара

метром 'S , то вдоль нее 5?- 5с (Ч) . Пусть гиперсфера ра

диуса R , имеющая центр в точке С с радиусом-вектором сГ, 

проходит через точку <1- этой линии. Обозначая 
= П5с(̂  -'сЛ2'—  R 2, и =  I õ c ^ 4) -сТI -  R  ̂ имеем

=  ct(<sу С - с *\ -V R 3 > 
откуда видно, что при 'S-*-'io расстояние точки линии
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от гиперсферы является бесконечно малой величиной того же 

порядка, что и ^(*) , так как

& т ,  ̂ |  = Z R  *  О .Л+Ло *-[Л)
Говорят, что линия имеет с гиперсферой касание порядка 

к , если , а следовательно и , имеет отно

сительно Л-Л<з порядок малости vc-H , т.е. если \£{л0')>‘=
= ̂  [л0̂  =  ... =  ̂  —  О •

Будем искать гиперсферы, с которыми линии кривизны кар- 

танова с плоской V'L имеют касание наибольшего возмож
ного порядка и будем их называть соприкасающимися гиперсфе

рами .

Непосредственно находим, что

^  ~ 2j (5cf- сГ'у Sc
^  -  Z Z .(õ c- c !)-  X  + А ] (

^  = 2, (5с с4) • "5с 5с ■ 5с ~у
Вдоль линии кривизны либо cL\ ) со3"- О , либо со*= О)
со4'~ ct\. Поэтому 5с = ~&L , где с = л в первом и с — я. 
во втором случае. Требование = о для обеих линий кривиз

ны приводит к тому, что 5с-'с’ является нормальным к N1 ^ 
вектором, т.е. c V 5c+ Далее, из (1.2) и (2.1) следу

ет, что (,5c-c,')-õc4 и поэтому из требования о
для обеих линий кривизны получается, что центр гиперсферы 
должен находиться на прямой Л^  с уравнениями (2.3). Требо

вание nf — О , которое в силу Sc*JL 5с! равносильно 

(õcT-"cY5c =-о приводит к тому, что должен быть орто

гонален к V ̂  » т-е- к условию
(3,2) для той или другой линии кривизны. В итоге получается 
следующий результат

Предложение 2. В каждой точке тс картановой поверхно
сти Мд_ с плоской основного типа в Е- существует 

две гиперсферы, с которыми любая линия на М- , проходящая 
через dc , имеет касание второго порядка, а та или другая 

линия кривизны имеет касание третьего порядка. Центры этих 
соприкасающихся гиперсфер находятся в эволютно-фокальных 
точках ^  и прямой ^  •

Доказательство. Осталось лишь выяснить, что если обе 
линии кривизны имеют в точке сс с гиперсферой касание вто

рого порядка, то то же самое можно сказать для любой линии 

на И2̂ , прохрдящей через ос . Это следует из того, что 
для этой линии 3? * оУ + , а нормальная ком-

2*
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понента вектора 3? равна ^  Ц.6/, (со +̂ eU-

Каждая из двух соприкасающихся гиперсфер, указанных в 

предложении 2 , пересекается с соприкасающейся гиперплоско
стью по 3-мерной сфере, центр которой нахо
дится в перицентре , являющемся общей проекцией центров 

и этих гиперсфер на Т^СмЛ© 1\1^ • Так как в 
силу (3.4) у- нас ^  « 5а + + u f  то 'Ci 
* исё(Л̂ - р*' -  ̂ и у —  2j €*5-, где ^ с *у  
*■ L  гЦ_ и учтено, что .rL Отсюда

^i<V) = 'М'Ц > $ (4 о ) = » » силУ чего из ка"
сания второго порядка любой линии на Мд, , проходящей че

рез асеМ̂ , с соприкасающимися гиперсферами следует ее ка
сание того же порядка с рассматриваемой 3-сферой, являющей

ся 'их пересечением. Итак, получен следующий результат.

Предложение 3. В соприкасающейся гиперплоскости 

T-ic('vUN)© Noe. картановой поверхности Мг с плоской V 1  
основного типа в Е45- существует единственная 3-мерная сфе

ра, с которой любая линия на Иг , проходящая через зс , 

имеет касание второго порядка. Центр этой 3-мерной сферы на

ходится в перицентре ; радиусом ее является .

Здесь вместо этой соприкасающейся 3-мерной сферы в

N-^ можно взять также ее "большую 2-мерную сфе
ру", которую из нее высекает 3-мерная плоскость, натянутая 
на Тх- ( и перицентр . Это пересечение является 

наиболее близким аналогом к соприкасающейся окружности кри
вой в F 3 ■

Этим считаем оправданным наименование перицентра в 

дальнейшем центром кривизны_ картановой поверхности основно
го типа с плоской

§ 5. Полярная плоскость и полярная квазиэволюта

Плоскость в трехмерном нормальном пространстве 

картановой поверхности М*. с плоской V 1 в Е5- , проходя

щая через эволютную прямую , ортогонально к прямой хсх, 

будем называть полярной_плоскостью поверхности в .точке 

ос . В эволютном каноническом репере она натянута на центр 

кривизны с радиус ом-вектором и на век
торы ~ен и ^ 5  . ^

Ищем в каждой полярной плоскости точки, обладающие свой

ством, что нормальные компоненты их смещения при смещении 
точки ос вдоль той или другой линии кривизны принадлежат
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полярной плоскости. Аналитически это означает, что для точ

ки ^ с радиусом-вектором + + +

+ L  ̂  + ^  + L  ̂  С01 +
должно быть dt^-e^ -0  при со1Ф- О, <-о~= О или при сс> — 0^ 
со%0 , что в силу (2.5) приводит к

0 ^ 4  + ̂  ̂  ^  = о или р* ° '

Искомые точки, как видно, заполняют на полярной плоскости 

две прямые, которые мы будем называть полярно-квазифокаль- 
ными̂рямыми̂ Эти прямые проходят через эволютно-фокальные 

точки у как следует из (3.4).
Прямую на полярной плоскости, перпендикулярную к эво- 

лютной прямой > проходящую через центр кривизны 

будем называть полярным_перпендикуляром и обозначать . 
Полярно-квазифокальные прямые пересекают ее в точках 

с радиусами-векторами ,
j c j :  ’

которые симметричны относительно с̂, точкам , по

которым главные нормали с направляющими векторами &л- с \ ё ^ у 
Р К + Ч-Ж пересекают полярный перпендикуляр и 

которые имеют радиусы-векторы

s'- I Ч  * К  Д Г -s v  •

Эти точки ^  и ^  мы будем называть главньми_поляр- 

ными_точками (см. рис. I). Из (5.1) и (2.5) легко следует, 

что для ^  или ^  при смещении точки "эс вдоль линии кри
визны, соответственно, c o V o ,  или ссЛ=о, 

нормальная компонента смещения принадлежит главной нормаль

ной плоскости , причем они являются единственными таки
ми точками на .

Так как и не могут совпасть в случае картановой 
Мх, с плоской V L в , то полярно-квазифокальные прямые 
также не могут совпасть. Если они пересекаются, т.е. если

4 * О , (5.2)
то их точка пересечения с радиусом-вектором

- õc + ё? + __ ё̂ (5 *3 }

обладает свойством, что нормальная компонента ее смещения 

принадлежит полярной плоскости при любом смещении точки ос 

на Мх • Точку 5..̂  с этим свойством мы будем называть по-
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ля2НО-квазиэволютной_тоукой в точке -се. , а описываемое 

ею подмногообразие,(в общем случае двумерную поверхность)- • 
полярной_квазиэволютой̂

Картанову Мгс плоской V^b Ь5 о с н о в н о го  типа при (5.2) 
будем называть поверхностью г̂нерадьного типа. Получено 

Предложение 4. Картанова поверхность с плоской V^ 

генерального типа в Е 5 характеризуется тем, что на каждой 

ее полярной плоскости имеется единственная полярно-квазиэво- 

лютная точка, являющаяся точкой пересечения полярно-квази- 
фокальных прямых, каждая из которых проходит через соответ

ствующую эволютно-фокальную точку и точку, симметричную от

носительно центра кривизны главной полярной точке.

/

§ 6. Параллельные нормальные векторные поля и 

двумерные эволюты

Известно, что каждый нормальный вектор >̂о картанова 

с плоской V 1" в может быть включен в нормальное 

векторное поле Š  > параллельное в V 1 и что в этом случае 
параллельно и поле ^  2-мерных направлений, ортогональное 
к ^  (см. напр. ПИ, 6 Л ). Из доказанного в С 6 Л (предло

жение 2 ) следует также, что этот случай характеризуется тем, 

что гиперповерхность , образованная нормальной плоско

стью, идущей в 2-направлении поля ^  , имеет ранг 2 .
Также известно, что линейчатое подмногообразие ран

га 2 обладает теми же самыми фокальными и метрическими свой
ствами, что конгруенция прямых в Г43 ; этим мы уже 

воспользовались в § 3. Аналогично, гиперповерхность ран

га 2 обладает теми же свойствами, что конгруенция 2-мерных 
плоскостей в Е •̂

Для последней доказано в- £ 3 Л , что она является кон- 

груенцией касательных плоскостей к некоторой двумерной по
верхности У\-̂ в тогда и только тогда, когда она вполне 

фокальна, т.е. ее фокальная квадрика распадается на две пря
мые .у являющиеся фокальными прямыми.

Эти результаты наводят на мысль, что для каждого парал

лельного If на рассматриваемой в нормальные плос

кости, определяемые по , огибают некоторую двумерную по

верхность 141, . Покажем, что это действительно так.
Итак, пусть на картановой с плоской V х в за

дано параллельно нормальное векторное поле ^  ^ , т.е. 
пусть удовлетворены (1.6). Тогда
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• (б Л)
Точка ̂  находится на указанной нормальной плоскости, если 

ее радиус-вектор у * удовлетворяет условиям

—  о, O J -^У "!^0 , С*4.;я, • (6.2 )
Она является точкой двумерной поверхности, для которой эта 

плоскость касательная, если

Дй*- ̂  = О ) ^ - О ,  • (6.3)

Дифференцирование дает из (6.2) в силу (6.1) - (6.3), что

—  dõc- -~е̂ + С |Г-  ̂ = О •
Если ’ то отсюда при с- \ и i- % . получаются

условия • _ мд+ ( 1 >з4* ^ ^ _ о ,

- С ^  С£>К =  О
и так как последние должны быть удовлетворены при любом 

смещении, то „ л

Эти уравнения совпадают с уравнениями (2.3) и поэтому вместе 

с Сб.2) определяют точку пересечения рассматриваемой нормаль
ной плоскости с эволютной прямой Лэс . В применяемом канони

ческом репере эта точка имеет координаты » по
лучаемые решением системы (6.4), и так как в 

силу (6.2 ), то ее радиусом-вектором является

здесь, конечно, предполагается, что О
Предложение 5. Поле двумерных нормальных плоскостей 

картановой с плоской V 1 в Е5- состоит из касательных 
плоскостей некоторой двумерной поверхности тогда и только 

тогда, когда это поле параллельно в связности V*~ , а его 
плоскости непараллельны эволютной прямой , или, что 

равносильно, поле нормалей к этим нормальным плоскостям, не 
содержащихся в М̂араллельно в . При этом точка касания 

лежит на эволютной прямой.

Доказательство. Достаточность установлена выше. Необхо

димость вытекает из того, что гиперповерхность касательных 

плоскостей некоторой двумерной поверхности в ЕГ̂ имеет 
ранг 2. Если эти плоскости нормальны к рассматриваемой 

то из предложения 2 в С 6 3 следует, что их поле параллель
но в . Второе утверждение доказано выше.

Двумерную поверхность, указанную в предложении 5, ест
ественно называть двумерной эволютой картановой с плос
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кой V  . Так как параллельное поле определяется любым 

заданием ~г-=с , то такая имеет 2-параметри-

ческое семейство 2-мерных эволют, которые заполняют 3-мер
ную эволюту

§ 7. Поверхности с совпадающими эволютно-фокальными 

точками

В предьщущих параграфах была построена общая теория 
картановых поверхностей И*, с плоской V 1 в Es  . Откры
лись возможности использовать полученные конструкции для вы

деления специальных классов этих поверхностей.

Прежде всего можно дать новую характеристику уже иссле

дованным ранее поверхностям с плоской связностью ван- 
дер - Вардена - Бортолотти 7  = V ®  V 1 . Среди рассмат

риваемых нами поверхностей они выделяются дополнительным ус

ловием, что они имеют нулевую гауссову кривизну.

Теорема 2. Для картановой с плоской V х и с несов

падающими эволютно-фокальными точками в следующие усло

вия эквивалентны между собой:

1° имеет нулевую гауссову кривизну;

2° ее фокальные плоскости ортогональны;

3° ее эволютные прямые составляют нормальную (т.е. об

ладающую ортогональной поверхностью) псевдоконгруэнцию.

Доказательство. Гауссова кривизна 3<Г определяется как 

коэффициент в формуле

и так как ctiO ^  —  из* а  А  ь Л ,  ~  ~  +  с\ х̂ > 0 0  А  0 0  5

то 1° равносильно с » т>е. с , что экви
валентно 2°.

Эволютные прямые составляют нормальную псевдоконгруэн
цию, если условие , . п_ ч

дает вполне интегрируемое пфаффово уравнение. Этим уравне

нием является А- ̂  + dfc =- о
причем,в силу (2.5)̂внешний дифференциал левой части равен

^  ̂  00 ,д ̂  (7 Л ) 
Следовательно, из 2° следует 3°.

В случае несовпадающих эволютно-фокальных точек в си

лу (3.4)



т.е. О и из 3° следует 1°. Теорема доказана.

Заметим, что 1° и 2° эквивалентны между собой и без 

предположения об эволютно-фокальных точках, причем из них 

следует 3°. Однако, свойство 3° имеет место и без того, что 

выполнены 1° и 2°, именно, при -+ =• О ■ Поэтому

представляет интерес исследование класса поверхностей, опи

сываемого следующей теоремой.

Теорема 3. Для картановой М*, с плоской 7̂ генераль

ного типа в Eg- следующие условия эквивалентны между собой: 

1° ее эволютно-фокальные точки и совпадают на 
каждой эволютной прямой ;

2° полярно-квазиэволютная точка лежит на для 
каждой точки осе ;

3° существует параллельное в связности V 1  поле нор
малей, пересекающих эволютную прямую ■

Если обладает этими свойствами, то с_ и

эта точка абсолютно неподвижна в , причем принад

лежит гиперсфере с центром g y

Доказательство. Выше выяснилось, что 1° равносильно 
тождеству

(7.2)
которое,в силу (5.3)̂ эквивалентно 2°.

Из 3° следует (7.2). Действительно, если (1.6) имеет 
место при , то

что, в силу (2.5). приводит к

I,5“" Q >

при С , а это влечет (7.2).

Остается доказать, что из (7.2) следует 3° и остальные 

утверждения теоремы. Итак, пусть имеет место (7.2). Тогда 
существует функция ^ на , так что

<7 *3 )
В силу (2.5) при этом

Iptfcäj. (7.4)

Отсюда внешним дифференцированием получается, что е(̂лЯь= О, 
-t- ̂  ä,'4) .st'jo д л =  о > раскрытие последнего

дает уравнение , л

■ (7.5)
Из (3.4), (5.3) и (7.3) следует

^  ~  ^  =с- +  >
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a (7.4) и (7.5) влекут
Д-Sc —  О .

Теперь поле нормалей параллельно в связности У1" ,
так как

—  “ <^0С - -сОсе,: -1- ■

При этом — 5,(ž5s.— О  т.е.

I ^  I —  C«Hv?t7. 
а это' говорит о том, что любая точка принадлежит ги

персфере с центром в точке • Теорема доказана.

Следствие. Если псевдоконгруэнция эволютных прямых кар
тановой с плоской V L основного типа в Е̂- нормальна, 

то либо локально евклидова, либо принадлежит гиперсфере.

Действительно, в этом случае правая часть в (7.1) рав

на нулю и либо имеют место (7.2) и последнее утверждение тео

ремы 3, либо , т.е. 3 ^ = 0

Замечание. Гиперсферу, которой принадлежит , удов

летворяющая условиям теоремы 3, можно рассматривать как ту, 
в которую сливаются обе соприкасающиеся гиперсферы во всех 
точках
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ON THE’EVOLUTES OP A SURFACE WITH FLAT 

NOR1ŽA.L CONNECTION IN E s 
T.Virovere 

S u m m a r y

If a surface in E5 has flat normal connection and 

its first normal planes are twodimensional (i.e. is of 

Cartan's type), then the envelope of its normal spaces (the 

evolute) is a focal pseudocongruence' of striaght lines 3 ^  

orthogonal to these planes. It is shown that in every point 

x e  there 'exist two tangent hyperspheres which have

third order tangency with one curvature lines through oc 

There centres are focal points of the evolute pseudocongru

ence. The p l a n e  t h r o u g h  orthogonal to x c - ^ , where 

a n d  occj^l c , is c a l l e d  p o l a r  plane. Points on  it, whose in

f i n i t e s i m a l  d i s p l a c e m e n t s  h a v e  n o r m a l  c o m p o n e n t s  on the same 

polar pl ane, w h e n  X' m o v e s  on one of curvature lines, cons

t i t u t e  t w o  straight lines, which in general intersect in a 

p o i n t  2-с-л S^(^)c Es is characterized by one of next 

equivalent conditions: 1) > 2) focal points of evo

lute pseudocongruence coincide, 3) there exists' a parallel 

normal direction field, intersecting in every Xfe 

Every parallel normal direction field ^ generates a 2-evo- 

lute as an envelope of the plane field, orthogonal to ^ .

3*
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ГИПЕРПОВЕРХНОСТИ ДЮПЕНА С ГОЛОНОМНОЙ СЕТЬЮ ЛИНИИ 
КШВИЗНЫ В

М.Вяльяс 

Кафедра алгебры и геометрии

В последнее время многие исследователи ввели в рассмот

рение класс гиперповерхностей Дюпена, т.е. гиперповерхностей 

V n в евклидовом пространстве E h+4 , главные кривизны ко
торых имеют постоянные кратности и постоянны вдоль интеграль
ных поверхностей соответствующих им распределений кривизны 
(см. Г 8, 9, 10 ] ).

Хорошо известно, что в евклидовом пространстве Ез по
верхностями Дюпена являются лишь сферы, плоскости и циклиды 

Дюпена. Последние характеризуются тем, что их линии кривиз

ны являются окружностями или прямыми ( или их частями). В 

Г 4 ] и Г 5] это классификация обобщена для полных гипер

поверхностей Дюпена Vn в Е с  двумя главными кривизна
ми с кратностями jo и n-р соответственно; при этом говорят

о гиперциклидах Дюпена типа (р,и-р) .В [9] они классифи

цируются без предположения полноты с точки зрения геомет
рии Ли гиперсфер.

Гиперповерхности Дюпена с тремя различными главными 

кривизнами изучаются в [8 ] . Такие гиперповерхности при 

п=3 встречаются в классе конформнс-евклидовых гиперповерх

ностей \Д, в Е4 ( c m . [I] ). Гиперповерхности Дюпена V 3 в

, все линии кривизны которой окружности, плоскости ко
торых для линии каждого семейства либо имеют общую прямую, 

либо параллельны между собой, рассмотрены в [ 2 ] , где они 

названы гиперциклидами Дюпена - Маннгейма и доказано, что 
они не только конформно-евклидовы, но имеют кроме того изо

термическую сеть линии кривизны, которая , согласно резуль
тату Финци [6] , голономна. Полное геометрическое описание 
всех изотермических гиперповерхностей Дюпена Уп в да
но в [3] .

В настоящей статье доказывается, что в евклидовом прост

ранстве Е h существуют гиперповерхности Дюпена с тремя раз

личными главными кривизнами, линии кривизны которых образуют 
голономную сеть, но которые не являются конформно-евклидовы
ми. Доказано, что у такой гиперповерхности плоскости окруж-
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ностей кривизны одного и того же семейства в общем случае 

пересекаются всегда в одной неподвижной точке, которая мо

жет, в частности, быть бесконечно удалена или заменяться 

прямой, обычной или бесконечно удаленной. Проведена класси

фикация всех гиперповерхностей Дюпена с голономной сетью ок

ружностей кривизны по этим свойствам.
I. Пусть дана гиперповерхность \Д> в Е ̂  . Присоединим 

к ее точке 36“ е Wb ортонормальный подвижный репер так, что 
первые три его вектора касательные и идут в главных направ

лениях, т.е. дают канонический вид второй фундаментальной 

формы. Этот репер естественно называть каноническим. В фор

мулах его инфинитезимального перемещения

dx = e-jW, dex = е3а>̂ ; э,х = (П
имеем со* = - сох и

co=0 ,cOp= kj>to (2 )

(по индексу р не суммировать!), где - главные

кривизны поверхности V 3 . Предположим, что все они разные, 
т.е. . Теперь дифференциальное продолжение
системы (2 ) приводит к

сор = Гк?мР- ГЦсо' + (Ц -Ц)~ААс о * , (3)

d f e p  =  +  ( f c p -  П р ( О  +  С k p - ^ * ) Ц , р t o  ,  ( 4 )
где здесь и в дальнейшем р , , м - любая перестановка чи

сел I, 2 , 3.
Так как главные кривизны гиперповерхности Дюпена , по 

определению, постоянны вдоль соответствующих им линий кри

визны, то в формулах (4)'имеет место равенство ар=о. Пусть 

линии кривизны составляют голономную сеть. Тогда уравнение 

со'"" - 0 вполне интегрируемо и поэтому Д - 0 . Следовательно 
(3) и (4) принимают вид

м̂р = ftp со - Гпоо\ (5)

-  ( f e p — W < ^ )  F n p t o  +  с  f c p ~  * ( 6 )
Дальнейшее продолжение уравнений (5) приводит к

аг,р = АпРР«МА*Р%+±(АГ4+г*г  ̂ (?)

где Ачг̂ А*др . При этом внешнее дифференцирование урав
нений (б) приводит лишь к соотношению

Аирр (fep- = 0 ,

откуда в силу ^  ф следует, что А*рр=0 и уравне
ния (7) принимают вид

£(ЛЦ> + Гр̂Р̂Мч)-̂ + ̂(Г̂р'Грл)4̂  > (8)

где
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Atvpiy — — An.^|o. (9)
Отсюда при дифференциальном продолжении получается

+ — Гч̂(П«̂4-£Гр<̂-*-£к̂ + Ач.<̂р)со +

+ [(l^Vf+ A n.p̂ + |-ГрчП1Р + i \

-(1ар^+АПР+ч’̂ 1Ч+ -цЧМЦ,р]̂’1, (jo) 
т.е. система (2), (5), (6), (8), (10) является замкнутой. 

Легко проверить, что (9) и (10) согласованы в том смысле, 

что не дают никаких дополнительных соотношений. После неко
торых вычислений получается, что эта система вполне интегри

руема. Итог можно сформулировать следующим образом.

Теорема I. Гиперповерхность Дюпена Уь в с голоном- 

ной сетью линии кривизны и с тремя различными главными кри

визнами определяется в каноническом репере вполне интегри

руемой системой, которая состоит из уравнений (2), (5), (6), 

(8) и (10) при конечных соотношениях (9), где р, с̂, я —  

произвольная перестановка чисел I, 2, 3.

Из результатов [I] следует, что такая гиперповерх - 

ность Дюпена является конформно-евклидовой тогда и только 

тогда, когда 1^= Цр при всех парах чисел I, 2, 3.
2. Класс рассмотренных в теореме I гиперповерхностей 

Ya в Ei, обозначим через . Оказывается, что их можно 
характеризовать в более общем классе некоторыми геометриче

скими свойствами следующим образом.

Теорема 2. Гиперповерхность Va в Ец с Ц * fe** 

линии кривизны которой составляют голономную сеть, являет
ся гиперповерхностью Дюпена тогда и только тогда, когда 

удовлетворено одно из следующих условий:
1) все ее линии кривизны - окружности или прямые или 

их части,

2) она является огибающей трех различных двухпараметри- 
иеских семейств гиперсфер или плоскостей.

3) все три ее фокальные гиперповерхности вырождаются.
Доказательство̂ Необходимость. Пусть У ъ в являет

ся гиперповерхностью Дюпена, описываемой в теореме I.

Вдоль ее линии кривизны, на которой со*' = со - 0 , глав
ная кривизна fep постоянна и при 0 точка Ср с радиу

сом-вектором Cp = :x-*-fepeM , как легко установить, неподвиж

на. Следовательно, вдоль этой линии происходит касание рас
сматриваемой гиперповерхности V3 с гиперсферой, центр кото
рой находится в точке и радиус равен Ц,1 , Линия явля
ется характеристикой 2-параметрического семейства гиперсфер
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и поэтому есть окружность. Если k^ = 0 , то вдоль соответ

ствующей линии кривизны вектор не изменится, т.е. 

вдоль этой линии Va касается с гиперплоскостью, ортого

нальной к , и линия есть прямая. Этим необходимость ус

ловий I), 2) и 3) доказана.

Достаточность. Пусть гиперповерхность в Ец. с

линии кривизны которой составляют голоном- 

ную сеть, отнесена к каноническому реперу. Тогда в этом ре

пере удовлетворяется система уравнений (2), (4), (5) и (7).

Рассмотрим линию кривизны, вдоль которой сс̂ = = 0 .  ̂

Для нее из (I) получим d x  = epCop ; ciep^Rpe^+r^pe-v+^e^od, 

П̂е«+ Ц»®*,) = ~ ( + + р

+ (Ачррв̂ + А<̂ррвп.+ •
Линии кривизны этого семейства являются окружностями тогда 
и только тогда, когда в уравнениях (4) и (7) имеют место 

dp - 0 и Ачрр = О . Они будут прямыми когда Ьр=0. Следо

вательно, условие I) приводит к Va класса

Пусть удовлетворено 2). Так как характеристики 2-пвра- 

метрического семейства гиперсфер или -плоскостей являются 

всегда линиями кривизны огибающей, то в этом случае удовлет

ворено I).

Наконец, пусть удовлетворено 3). Фокальная гиперповерх

ность рассматриваемой гиперповерхности \Д> описывается точ

кой с радиусом-вектором которая опреде

лена лишь при (|з = i, Z,b). Ее касательная гиперплос
кость натянута на векторы

- Г^ен) 5 Система этих векторов имеет ранг, меньше,

чем три, тогда и только тогда, когда ар = Q , р =

(причем ранг, в силу предположений на и feь, равен всег

да 2 ); значит V 5 принадлежит классу Теорема доказана.
3. Пусть Va является гиперповерхностью Дюпена класса £ 3  

и пусть у нее ; класс таких \Д, обозначим SD̂ Cp). Плос

кость окружности кривизны радиуса fcp определяется точкой 36 
и векторами е F, П е̂.̂  Ищем на ней точку с

радиус ом-вектором х. -*'3ер+ Ч,(г*ре<1Л так, чтобы
смещение сЦ этой точки принадлежало рассматрваемой плоскости 

при смещении этой плоскостй в данном семействе. Так как при 

этом вектор dy должен иметь нулевые коэффичиенты при и еа, 

то мы получим систему

4 - 4- - 0 j

I  - Щн.+ =о, Ш )
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ГДб Внр<^ = А ч.р<у - +

Гиперповерхность Дюпена V3 класса ЗЭ̂р) будем называть 
гиперповерхностью общего типа, если у нее 

fyv ^ о.

В этом случае на каждой плоскости окружности кривизны рас
сматриваемого семейства система (II) определяет единст

венную точку ^  с радиусом-вектором

^  *  сс +- ( b j g Q  е р »  (ПЦ,- [уО f p

f̂ rtßnp̂ , — Пц̂Е><̂р>с *

Непосредственный подсчет с помощью формул (I), (2), (5),

(6), (8) - (10) покажет, что ci ^ O  ; поэтому имеет место 

Теорема 3. Пусть V3 является гиперповерхностью Дюпена 
общего типа в классе £>j(p). Тогда плоскости ее окружностей кри

визны радиуса пересекаются в одной неподвижной точке.

4. Рассмотрим гиперповерхности Дюпена \/ъ класса 

у которых при одной конкретной четной перестановке 
индексов I, 2 , 3 имеет место

Г я̂В .̂- ПЦб̂рч ~ 0 . (13)

Тогда в общем случае существует гладкая функция уК- на У ъ ? 
такая что

riV a f f T  1 “ Z1 f - (14)

Отсюда после дифференцирования получим уравнение

= (̂ р-1)(̂ Г^̂ -.ДрГря  ̂+ ) (15) 

которое, как нетрудно установить, вполне интегрируемо в 

классе при (14). Получится следующий результат.
Теорема 4. Пусть V 3 является гиперповерхностью Дюпе

на класса ̂ (р), для которой имеет место (13) при одной конк
ретной перестановке р, ^  ,п  индексов I, 2, 3. Тогда эта 

гиперповерхность определяется в каноническом репере системой, 

которая состоит из следующих уравнений:

(2), где р = i , г ., ъ ,
(5) и (6), где р, п. —  любая перестановка из I, 2,

3 и подставлены (14),

(8), где , * —  любая перестановка из I, 2, 3, кро
ме и подставлены (9) и (14),

(10), где р , <\ - либо р , ̂  либо ^ , р , ̂  и 

подставлены (9) и (14),
и уравнения (15). Эта система вполне интегрируема, 

рассматриваемая V 3 существует с произволом постоянных.
В ситуации теоремы 4 неподвижная точка (12), где след
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ует положить р = р ,бесконечно удалена; плоскости окружности 

кривизны радиуса ft^Bce параллеьны направлению вектора

ГП р ~ +■ (16)

которое оказывается неподвижным, так как для дифференциала 

этого вектора получаем _
dWp = Мр̂Пу̂СО + ■+• r^pW + Г̂*(  ̂.(17)

Рассматриваемый класс гиперповерхностей Дюпена обозна

чим через S>~W ,
При̂р=± гиперповерхность класса обладает

свойством Маннгейма для окружностей кривизны радиуса fep1 
(см. [7] с. 291): плоскости этих окружностей составляют пу

чок, т.е. либо а) проходят через неподвижную прямую, либо 

б) параллельны между собой. Покажем это.

а) Пусть Г\ч =ПЦ,*0 ; тогда прямая,проходящая через

точку с радиусом-вектором х +- П^ер в направлении вектора

(16), является неподвижной, так как дополнительно к (17)

имеем _А . р
d(x +  = Hyi. mpCO .

Класс гиперповерхностей Дюпена с этим свойством обозначим 

через

б) Пусть - Гп = 0 ; тогда плоскости окружностей 

кривизны радиуса fep сохраняют свое 2-направление, потому 

что тогда щ>и любом смещении точки 36 на рассматриваемой 

гиперповерхности d e p=  ( ГЦ>е<̂ + и

<i( Гчге+̂ fepSij) — — (Г*р + Цр + fep) со
+ (ripê -»- Г\р̂*-+ + Ц,р<о%).

Класс гиперповерхностей Дюпена с этим свойством обозначим 

через £ь5(р)-

Предложение I. Гиперповерхность Дюпена класса при
надлежит классу р) uJ3^(p) тогда и только тогда, когда 
плоскости окружностей кривизны радиуса с̂оставляют пучок.

Доказательство̂ Осталось показать достаточность. Пусть 
V$ является гиперповерхностью Дюпена класса .

Если все плоскости ее окружностей кривизны радиуса fefp 

проходят через одну прямую, то любая точка этой прямой опре

деляется условием, что она не выходит из этой плоскости при 

смещении последней в рассматриваемом семействе. Следователь

но, эта прямая определяется любым из уравнений (II), система 
которых должна поэтому иметь ранг I. Это приводит к 
тождествам (14) при ^ p = i  и поэтому к V3e 1^й(р).

4
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Если все плоскости.окружностей кривизны радиуса 

параллельны, то de ̂ при любом смещении точки 30 на V 3 
выражается линейно через ер и ГЦ>е̂+ + Ц,ец. Так 
как = (П,р Г\р е. п, + со — — ("̂164,10 , то это
приводит к Г«.<̂ = П̂ = 0  и, следовательно, к Vb £- (|р ).  
Предложение доказано.

5. Рассмотрим гиперповерхность Дюпена V5 класса £)3(р,̂ )= 

=&а<р)Л©>ф у которой при одной конкретной перестановке 
Я индексов I, 2 , 3 имеют место

= 0 и ГнрЬр̂н- Гр.0>я̂р= 0 . (18) 

Теперь существуют гладкие функции и Иг̂ на V 5 , такие 
что

Г̂-ДрЦп, , Ьчр̂, = н р , (19)

гр. -/<\Щ » B pv- * Bt*vp • (20)
Аналогично как в п. 4 отсюда получаются два уравнения

= я(*̂ + ), (21)

-b/^r^pOi + p^to), (2 2)
система которых, как нетрудно установить, вполне интегрируе

ма в классе <£>э при (19) и (20). Мы приходим к следующему 
результату.

Теорема 5. Пусть Ц является гиперповерхностью Дюпена 

класса <£)5(р,̂), для которой имеют место (18) при одной конк
ретной перестановке р, ^ , к индексов I, 2, 3. Тогда эта 

гиперповерхность определяется в каноническом репере систе
мой, которая состоит из следующих уравнений:

(2 ), где р = I, £, ъ ,
(5) и (6 ), где р> ч, » * - любая перестановка из I, 2 ,
3 и подставлены (19) и (20),
(8), где р , <\ , ч —  любая перестановка из I, 2 , 3, 
кроме р , ̂  ^  и Ч,сГ,р и подставлены (9), (19) и 

(20 ),
(10 ), где р , - подстановка р, Ц, и подстав

лены (9), (19) и (20) и уравнения (21) и (22). Эта си

стема вполне интегрируема, рассматриваемая Уъ существует 

с произволом постоянных.
Класс гиперповерхностей Дюпена, описываемых в теореме

5, обозначим через р) П =. . У гиперпо
верхности этого класса плоскости окружностей кривизны радиу

са fep параллельны неподвижному направлению вектора т~р 

и плоскости окружностей кривизны радиуса ^  параллельны 

неподвижному направлению вектора югр . При = i в клас

се возникают подклассы £>3ср)П<̂(<у) и SVp'JnS^cy^
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а при и.. = /<-^= I  - подклассы ■ßjCfl Л

5 ”<r,V a.Š“(fl О и £ 3‘У>-
Из результатов п. 4 получается':
Следствие. Гиперповерхность Дюпена класса принад

лежит одному_из классов 5->г>(р»£р , <§L>b<p,cp } S5b(.f) П 
и Šb^(p) Л при одной конкретной перестановке

р,<̂ ,и тогда и только тогда, когда плоскости окружностей 

кривизны составляют пучок как при радиусе fĉ1 , так и при

6. Рассмотрим гиперповерхности Дюпена V3 класса 

5̂Ур)Л£3бу)Л£)э(«) у которых при всех перестановках р ,* индек

сов I, 2, 3 имеет место

fy. ГЦЬ̂рт.=- 0 . (23)

Тогда существуют гладкие функции p = на V 3 так,

что
^  рЬе̂рк. (24)

при всех четных перестановках р > "■ ■ Обозначим Г̂ч , Гпр , 
r pv, соответственно, через , 1у , С п.. Теперь получаются 

уравнения V ч

а/сР= (/V°</lpÄrw + )* (25)
где f,£v?'t —  любая четная перестановка из I, 2, 3. Их 
система вполне интегрируема в классе при (24). В общем 

случае (9) и (24) позволяют вместе выразить А«.р<у через 

коэффициенты уравнений (2) и (5), поэтому самостоятельная 

роль уравнений (10) исчезает здесь полностью. Мы приходим к 

следующему результату.
Теорема 6. Пусть V3 является гиперповерхностью Дюпена 

класса Для которой имеет место (23) при всех пе

рестановках р , , п. индексов I, 2, 3. Тогда эта гиперпо
верхность определяется в каноническом репере системой, кото
рая состоит из уравнений (2), (5). (б), (8) и (25) - где 

р, , п, любая четная перестановка из 1, 2, 3, в которые 
следует сделать подстановки (9) и (24). Эта система вполне 

интегрируема, рассматриваемая Уъ существует произволом 
постоянных.

Класс гиперповерхностей, описываемых в теореме б, обо

значим П ^ р» V 1-) •
В нем можно различить ряд подклассов:

£>~(Р) п ££W> п

z,*
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П {cp f) £ )ъc*o,
<£>7C P> n <• V  П S 5( t) ,

<£>~(|0 n <£5s^ i  П Šb^(t),

Cip) Л £ £ 0y> Л Jb~(*) .
Особо следует выделить подкласс n <©3tcp П ■£>bi*-'> =
=  р , t), который соответствует случаю f a - и 

который совпадает с одним подклассом конформно-евклидовых 

гиперповерхностей в Ец -  именно подклассом (см. [I]),

Гиперповерхности этого класса обладают изотермической 

сетью из линий кривизны; в [2] они называются гиперцикли- 

дами Дюпена - Маннгейма; их строение исследовано в [3] .

Введенные выше подклассы позволяют в Сг указать еще 
следующий непустой подкласс П

Что касается содержащихся в нем П П J5~(40

и •©Г(Р) ^ П , то они оказываются пустыми.
Достаточно показать это для первого, так как второй является 
для пего предельным.

Предложение 2. Класс гиперповерхностей Дюпена 

П является пустым .
Доказательство̂ Допустим, что в классе 5->;»,( су

ществует гиперповерхность подкласса £>3(ijO П£>̂ (̂ ')

Тогда для нее должны иметь место равенства 

ГЦ, = Г\* , Гр* = П.р = ^ ■
Из соответствующих формул (8) получаем, что 

+■ = ° »

+■ ^  fep krt - О Ч

Аа̂р +• fenVp .

Если здесь использовать соотношения (9), то легко получается 

равенство .
Ц(ЦЛО*о,

которое противоречит предположению V  3 б<0э(р,̂,ч). Предложение 

доказано.
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DUPIN HYPERSURFACES Y/ITH H0L0N0MIC NET 

OF CURVATURE LIMES IN t 4 

M.Väljas

S u m m a г у

Dupin hypersurface is a hypersurface Vn in Euclidean 

•space E n -м which has constant multiplicities of the prin

cipal с .rvatures and each of latter is constant along its 

leaf of Lue curvature distribution 18,9,10].

impin hypersurfaces in E 3 are only spheres, planes 

and Dupin cyclides (i.e. hypersurfaces in E 3 whose cur
vature lines are circles or straight lines).

üupin hypersurface V„ with two distinct principal curva

tures of multiplicities p and n-p are classified in [4,5,93*



Dupin hypersurfaces with three distinct principal cur

vatures were investigated in [8 ] . Those of them in , 

whose planes of the curvature circles at eacn family have a 

common straight line or are parallel each other, are in [2] 
called Dupin-Manngheim hypercyclide; they have the property 

that their nets of curvature lines are isothermal and there

fore they are conformally flat (see [2}).
In this paper we prove the existence of Dupin hyper

surfaces V 3 in Ej, with three distinct principal curvatures 

and with holonomic net of curvature lines (Theorem 1). The 

class of such Dupin hypersurfaces X/̂  in E^ (in general 

they are not conformally flat) we denote by © 3. It is pro

ved for a general V^€<£)j that it’s planes of curvature 

circles of a given family have the fixed intersection point 

(Theorem 3).

In the class several subclasses are separated Ъу

the next characteristic properties:

£)^(p) - the planes of a family of curvature ci. cles 

with radius are parallel in a fixed direction (i.e.

their fixed intersection point is infinity),

the planes of a family of curvature circles 

with radius have a fixed common straight line,-0 0  *
the planes of a family of curvature circles 

with radius are parallel (i.e. the latter straight

line is infinity).

A classification of Dupin hypersurfaces is

given Ъу means of these notations. _ ^

In particular there is proved that Sb3(<o П

is emty (Proposition 2); of course £)ъ(р)П 

is emty too. The subclass П П ̂  SjC'O 0

is the subclass of Dupin-Mannheim hypercyclides V 3 in E  ц 
or the subclass of conformally flat
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О ГЕОМЕТРИИ НЕКОТОРЫХ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

ПЕРВОГО ПОРЯДКА ПРИ ги, НЕИЗВЕСТНЫХ ФУНКЦИЯХ ДВУХ 

НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ И С РАЗЛИЧНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

Х.Кильп 
Кафедра алгебры и геометрии

1. Задание квазилинейной системы дифферен
циальных уравнений первого порядка с частными производными 

при иг неизвестных функциях двух независимых переменных и 
с несовпадающими характеристиками определяет расслоение мно

гообразия независимых и зависимых переменных I4m+JL на tw - 
мерные слои М«v с двумерной базой М х. База является 

пространством независимых переменных системы. При этом, на 

»ч -мерных слоевых многообразиях М™. задаются »̂v-ткани и на 

двумерных интегральных многообразиях системы rru-ткани харак

теристик (см. СiJ ).

В настоящей работе доказывается обратное утверждение. 

Пусть дано локально тривиальное дифференцируемое расслоение 
с двумерной базой и с т ,-мерными слоевыми многообра

зиями и на слоевых многообразиях даны т-ткани. Пусть в этом 

расслоении дано дифференцируемое сечение и на нем m -ткань. 
Тем самым на многообразии Н^,+2. реализуется структура, эк

вивалентная структуре некоторой квазилинейной системы Smic-o*

2. Пусть на (*> + */) -мерном дифференцируемом многообразии 

Нтн, локальные координаты которого являются первы
ми интегралами вполне интегрируемой системы do^-o, со^~о
С X, JI,... * i,X 'r dt, ь,... =ЗД... , tvi+l) задана квазилиней
ная система Š v дифференциальных уравнений

С*\ ü.*) Ь-К **) (I)
с различными корнями А4 = А.*(эсА, U.*) характеристического 
уравнения djjt 11 - A FH - о • Преобразования, сохраня

ющие квазилинейность данной системы, имеют вид 'осА-'эс'ЧaĉJ, 
'u/* = £.х*, <ц<М • Если (х.х) - первые интегралы вполне ин
тегрируемой системы о у то допустимые преобразования за
дают локальное расслоение многообразия N ^ +̂ на »vt -мер-
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ньге слои Мщ, с двумерной базой М t ? являющейся пространст

вом независимых переменных (хА), Характеристические кривые 
задаются теперь на интегральных многообразиях системы 

уравнениями со*'4 « + Структурные уравнения мно
гообразия Мт+Хс заданной на нем квазилинейной системой 

$**.1:43 имеют вид (см. [I]):

м*а (со1* Хлсо<) - о} (2)

o U A * со̂ Лсо̂ (3)

o L « ^  ^Л«оЧй^*Л£(4)

С5)

причем

Заданная на многообразии Mi*+t квазилинейная система 

S V  а, с о восстанавливается по последним структурным урав
нениям (2), (3), (4).

Инфинитезимальные перемещения касательного репера име
ют вид

ole.,“-ь>\

cU*,= -со\ёл -*i* еъ -сов̂е^;

А e* = - eA .

На слоевых многообразиях И*, задается m -ткань, 

причем векторы е* являются касательными к линиям ткани. 

На интегральных многообразиях системы задается >vt -ткань 
характеристик, причем векторы ё,, - А* ё х являются каса
тельными к линиям этой ткани.

3. Ставим обратную задачу. Пусть дано локально триви

альное дифференцируемое расслоение Г; М*, с дву
мерной базой Мх и с fH -мерными слоевыми многообразиями 
М*,. Пусть на типовом слое задана »ч -ткань. Пусть 

дано дифференцируемое сечение и на нем 

hv -ткань. Структура расслоения многообразия М Ht+ с wi «тка
нями на слоевых многообразиях !Ч ̂  влечет существование пЪд- 

многообраэия таких реперов * V  = £ е*., в каждой 
точке /и. € что векторы ё* касательны к слоевым 
многообразиям и касательны там линиям . frn -ткани.
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Рассмотрим такие подвижные реперы многообразия что

векторы е Т  Векторы, направленные по

касательным*̂ линиям м -ткани на многообразии и

инва|>иантные в смысле многообразия обозначим через

ёл -А* . Пусть координаты базы Й t являются пер-

вши интегралами вполне интегрируемой системы оИ s о, а 

координаты (х^иО многообразия Мщ+д̂где oĉ JT'Cx.*), 
являются первыми интегралами вполне интегрируемой системы 

cô -Of со^-о . Тогда на М*. формы «о*- £>*1^ > 

удовлетворяют структурным уравнениям 14 *

öL СО*4 * + <̂ > *  CoJ'ACO*’.

На формы £ Х~ со*14 ̂  .удовлетворяют структур
ным уравнениям 

d (Z X ‘ л

с( №+А<соч) = tfl/д А̂со1)

где Ji= ( £ \  + &  ео\,)-___ ^
Так как направления еч-А*1 инвариантны на <-нмъ); т.е.

• 4 * v

то

В пространствах Т*. имеем

сI  ёх~ -toxŠjb  - Ь>1 i<p ,

С помощью отображения распространим

величины А* на все многообразие М м+ь тогда

ol A* tA^C«!,-«*,)-( » А* (ооНА̂кИ),

при этом

о Ц е ^ё ^*

=- б со «4 -  А* «*0 (* ч - а-4 ё J  -  с W *4 - А* «  ̂ ) € р ,

Далее, линия ы. -ткани, касательная к векторному полю 
в Mr*,, задает локальную однопараметрическую группу пре

образований (^t )Л} которую можно рассматривать как группу 

преобразований многообразия

5

33



Отнесем вектор (€4 - Х*€^ ) С̂м )̂ к вектору ёл 
при соответствупцем л и потребуем инвариантность поля

- А* ес относительно группы О?*)*, что равносильно равен
ству нулю производной Ли £  ё4) (см. [2]). Так 
как

I ё* ( « 4 - ^ 4 )  = [ е4-Ачe j  = - (с**л + А<со̂) е.̂  

то M t l .

Тем самым получены структурные уравнения 

dco^ = ä>̂ *. ̂  со̂;

d U *  - со̂ леи* л Сык + A W 3 +

dLÂ  = А * ^ ) -  W lu\  = Я<* «о«/1 (6)

(сравни с формами (3), (4), (5)).

4. На многообразии M * tt определяется поле 2-мерных 

плоскостей “U. —  ̂Г €̂Ти(М*,+̂  определяемых в каждой точке >к, 
свободным базисом

Ё j,= «А ■+ f’Aejk

и характеризуемое уравнениями

d (А*(м )» A ' P i < -  Я«Р*« V P 1  » V  

* х < t'p* игч-Tif̂ .
Отсюда видно, что не ограничивая общности, можно взять Г  ̂- 

Г* т.е. rrv-параметрическое семейство 2-мерных плоскостей 
Г«, а̂ннулирует- систему иУ̂-=. (yj + ЭУ°'иУ')̂ или, что то же 

самое,

со** л [иь^+Х'1 аИ ) = о 
(сравни с формулами (2)). При Г̂ = о получим плоскости

T * U t M O J .
В результате выделилось подмногообразие реперов, реали

зующее на многообразии структуру, эквивалентную
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структуре квазилинейной системы с различными харак

теристиками, причем характеристические корни А* являются 

лишь функциями независимых переменных (см. формулы (5)).

Тем самым доказана
Теорема. Пусть дано (т+ 1)-мерное локально тривиальное 

дифференцируемое расслоение М>ч+1̂ с двумерной базой и с 

fcv -мерными слоевыми многообразиями. Пусть на слоевых много

образиях даны и. -ткани. Пусть в данном расслоении дано 

дифференцируемое сечение и на нем rv-ткань. Тогда на много

образии 14 ***.*, реализуется структура, эквивалентная структу
ре квазилинейной системы дифференциальных уравнений в част

ных производных первого порядка с и*. неизвестными функциями 

двумя независимыми переменными и с различными характеристи

ками, характеристические корни которой являются функциями 

лишь независимых переменных.
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ON GEOMETRY OP SOME SYSTEMS OP THE FIRST ORDER 

QUASI-LINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS 

WITH TWO INDEPENDENT VARIABLES К UNKNOWN FUNCTIONS 

AND DIFFERENT CHARACTERISTICS 

H.Kilp 

S u m m a r y

The geometric theory of systems, mentioned in the hea

ding, by the method of E.Cartan was founded by the author in 

her paper D] . The geometrical structure of manifold of in
dependent and dependent variables with such system on it was 

described in the paper £1].

In the present paper some inverse problem is resolved.
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КОНСТРУКЦИЯ КЭЛИ-КАТАЛAHA ДЛЯ НЕКОТОРЫХ 
ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ ДЮПЕНА

Ю.Лумисте 

Кафедра алгебры и геометрии

Введение

Гиперповерхность в евклидовом пространстве Ê t-i на
зывается гиперповерхностью Дюпена (см. [II , 12 , 13] ), ес

ли кратности ее главных кривизн постоянны на М„,, а сами гла

вные кривизны постоянны вдоль интегральных подмногообразий 
соответствующих им главных распределений.

В настоящей статье рассматриваются следующие классы ги

перповерхностей Дюпена: 1) изотермические и 2) с кратностями 
n.-i и 1 главных кривизн, отличных от нуля. Выясняется их гео

метрическое строение в терминах евклидовой геометрии в E n.+i*

Гиперповерхность в £f>+i называется изотермической, 
если И,г можно покрыть атласом, в каждой карте которого пер

вая и вторая фундаментальные формы имеют, соответственно,ви

ды с1ьд ~ г2г’ CeL$ -к.. ». СО. 1)
& ‘j rW-' = ^  oLui ,

где er и ЛI / . . . , —  функции от точки X . Все изотер
мические гиперповерхности М„ в 1 при м,~>Л описаны в 
[31. Такая гиперповерхность является либо 1) сферическим ве
ером: гиперповерхностью, составленной из (г-‘0 -сфер, постро
енных на полярных радиусах некоторой плоской линии, как на 

диаметрах, причем в гиперплоскостях, ортогональных к 2-плос
кости этой линии (направляющей линии), либо 2 ) гиперцилинд

ром с [о.-1)-мерными плоскими образующими, либо 3.) гиперцик- 
лидой Дюпена - Маннгейма в Ёц : гиперповерхностью Дюпена в 

с тремя различными главными кривизнами, отличными от ну
ля, у которой плоскости линий кривизны (окружностей) состав

ляют три пучка, либо 4) гиперконусом Клиффорда в : сово

купностью прямых в Еч , проходящих через фиксированную точ - 
ку (вершину) и составляющих с проходящей через нее фиксиро
ванной плоскостью постоянный угол.

Гиперциклида Дюпена - Маннгейма и гиперконус Клиффорда 
в являются гиперповерхностями Дюпена, а среди остальных
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изотермических гиперповерхностей в при пЗ̂ гиперпо

верхностями Дюпена являются сферические вееры с направляю

щей окружностью (см. [3], Предложение 2) и круговые конусы, 

и только они.
Геометрическое строение последних двух ясно из их конст

рукции; они имеют кратности а-1 и 1 главных кривизн . Ясно 

также геометрическое строение гиперконуса Клиффорда в Е̂ : 

его прямолинейные образующие пересекают гиперсферу S  3 С Е̂ 

с центром в вершине в точках поверхности КлиффЬрда. Послед

няя при стереографической проекции отображается в циклиду 

Дюпена в Е, , для которой известна конструкция Кэли-Катала- 
на (см. [10], стр. 292), позволяющая ее легко строить из ок

ружностей, являющихся ее линиями кривизны.

В настоящей статье в п. 2 показывается, как эта конст

рукция может быть обобщена для гиперциклиды Дюпена - Манн- 
гейма в б** (теорема 1). В качестве подготовительной работы 

в п. I дается новое обоснование классической конструкции Кэ- 

ли-Каталана; кроме того доказывается изотермичноеть циклиды 

Дюпена, установленная еще Дарбу [7], а также классическая 

теорема Маннгейма ( [10], стр. 291).

Заметим, что конструкция изотермической ) -цик
лиды Дюпена в виде сферического веера с направляющей окруж
ностью является аналогом конструкции классической Кэли-Ката- 

лана.

Этими конструкциями выяснена геометрическая сущность 

основных результатов аналитических исследований, проведенных 
в {8, 9], где найдены решения уравнений Гаусса и Петерсона - 

Кодацци для коэффициентов правых частей в (0.1) и (0.2).Один 
класс решений (Cas?4 в [9]) соответствует нашей гиперцикли- 

де Дюпена - Маннгейма и покажет существование конформно плос
кой гиперповерхности в Е/ч с тремя различными и отличными от 
нуля главными кривизнами. (Аналогичный пример cfe^=0 дал ра

нее Вербицкий [1]; см. также [2_], где аналитически найдены 
все конформно плоские гиперповерхности в с различными и 

отличными от нуля главными кривизнами и где наиболее простой 
класс состоит из гиперциклид Дюпена - Маннгейма.)

В § 2 настоящей статьи дано естественное обобщение кон
струкции Кэли-Каталана для общих (1,п-1 ) -циклид Дюпена 

(теорема 3). Предварительно (теорема 2) доказано, что для 
них справедливо естественное обобщение классической
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теоремы Маннгейма.

§ 1. Гиперциклиды Дюпена - Маннгейма в

1. Целесообразно начать изложение с классических цик- 

лид Дюпена в с привлечением современного аппарата.Пусть 

у поверхности в £3 главные кривизны различны, отличны от 

нуля и постоянны вдоль соответствующих им линий кривизны.
В каноническом репере тогда (см. напр. [4], стр. 133-134)

Ci)L (По i не суммировать!), (1.1)

- 0 (rm)öLcoi), -&i +  (1 .2 )
(Здесь и в дальнейшем в п. 1 либо = либо t- = 3,j = l ).

Дифференциальным продолжением из (1 Л } получаются

Oj 'I -  GO j , d ih u -=a.i cü, + ^ { t u-kd)cci'i j (1.3)
а из (1.2) следует, что ас ~ 0 * Дифференциальное продол
жение уравнений (1.3) при сц =  0 приводит >

d \  -+• ^  ̂  ■+* ( ^  у (1.4)
где —  некоторый новый инвариант поверхности, для кото

рого из (1.4) в свою очередь получается

- I- (V  fe■)0CL f • ( ^ )coJ.. (1.5)
Система из (1.1), (1.3) npHq,. = Q , (1.4) и (1.5) вполне 

интегрируема и определяет рассматриваемую поверхность с 

произволом 9 постоянных.

Эта поверхность изотермическая. В самом деле, из указан

ной системы следует, что ci (1Л со1 1- -^00”) - 0 > так что, по 

крайней мере локально, ^  oo1 + ̂сох-о(сг . Поэтому d(̂ °LOl)=0 
и существуют такие локальные параметры , что oOL- 

и сЛл* - e’Z<r(ciu^+cL(^)/ причем 4/iv-линиями являются линии 
кривизны.

Из (1.3) у (1.4) следует, что-fê и t L зависят только 

от одного параметра: = ((.(ui)
Так как при U; =comt, т.е. при coJ - 0 имеем

d x  = -etuT ^ е  ■-t- &te3')oe'-
где и постоянны, то каждая линия кривизны является 

окружностью с радиусом ( ^ V & a ) Л/х и центром в точке С; с 

радиусом вектором сL = Ос + ( h*)_1 (^  <? -t- fct е*). Вдоль 
каждой окружности кривизны точка F0 с радиусом-вектором 

-эс+'&ГЧ» неподвижна, так как ol(t - 0 (rrvct{GoJ ) , при
чем на этой окружности происходит касание поверхности со 
сферой с центром Fc и радиусом к- 1 . Следовательно, рас
сматриваемая поверхность является дважды каналовой поверх
ностью, называемой циклидой Дюпена.
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У циклиды Дюпена с 1Л1 ^ 0  плоскости окружностей кри

визны одного семейства проходят через фиксированную прямую 

/Сц » которая идет через точку Zic радиусом-вектором zL =
= ос -+- еь в направлении вектора

е/ - feA- et; - ̂  W+гЩ^+кь),
так как <1*.= 1^;А m LCö\ (̂СлзЧ̂оо*) пл,
(теорема Маннгейма). Здесь т л » поэтому направления 

прямыхулл и которые мы будем называть прямыми Маннгей

ма, перпендикулярны. Так как (_ct -  2 ^) m t =  0  , то центры 
окружностей кривизны лежат в плоскости ^  , проходящей 

через /U.J и ортогональной куСсс , причем плоскости этих 

окружностей проходят через /с • . Следовательно, каждая та
кая окружность, а вместе с тем и циклида Дюпена, симметрич

на относительно .
Окружности кривизны, лежащие на плоскостях симметрии 

^  и , называются главными окружностями. Через каждзую 
точку Х0 циклиды, лежащую на оси симметрии ул , про

ходят две главных окружности, радиусами которых являются 

обратные величины к значениям главных кривизн в этой точке. 

Поэтому в каждой плоскости р>0 лежат две главных окружности 

с центрами на ^  Г) у% , причем на этих окружностях - к '1 ~
+ т-е- ^ = 0 .
Концы общего перпендикуляра прямых иуО,х называют

ся главными точками (Тл и СГХ Здесь O' имеет радиус-вектор

^  =  х + 2 ( ™ 1г г1{е.[£,1+?*+вД-2£.-М-к&,--ММе1+

Если в качестве X  взять ранее упомянутую точку Х0 * в ко

торой ^  и обращаются в нуль, то эта формула упрощается:

Плоскости окружностей кривизны, проходящие через , 

пересекаются с у̂  по прямым, проходящим через O'i . Сами 

эти окружности кривизны пересекаются с ^  в точках глав
ных окружностей на *>■ . Отсюда следует, что является 

центром подобия этих главных окружностей. Мы приходим к сле

дующей конструкции Кэли - Каталана: циклида Дюпена получа
ется, если взять на плоскости две окружности, провести че

рез их центр подобия прямые, их пересекающие, выбрать пары 
точек пересечения так, что касательные к окружностям в точ
ках одной пары непараллельны и на отрезках между точками 
каждой пары, как на диаметрах, строить окружности в плоско

стях, перпендикулярных к первоначальной плоскости. Все по-

39



строенные окружности образуют циклиду Дюпена,

2. Переходим к гиперциклиде Дюпена - Маннгейма в .
В [3] выяснено, что она определяется вполне интегрируемой 
системой

00̂  = 0, СЛр=̂сор, оо =̂̂сор--£рсо̂ (2Л)

+ > (2 .2 )
+ + (2.3)

где является произвольной перестановкой из 1, 2, 3,

а кл, kz и —  различные и отличные от нуля главные кривиз
ны. Гиперциклиды Дюпена - Маннгейма составляют простейший 

класс конформно плоских гиперповерхностей в , главные 
кривизны которых обладают этими свойствами (см. [2] ), при

чем единственный класс изотермических гиперповерхностей в 
с этими свойствами (см. [3]).

Аналогично, как в п. 1, устанавливается, что линия кри
визны в направлении вектора вр является окружностью, так 

как при оО̂ = оо*=0 имеем
dx = £ p C O ^  сЦ>

^е/г+-'̂ р€̂ )=: — ■+■ -кр )<2рСа}'5-
Центр этой окружности находится в точке Ср с радиусом-векто

ром „ ,
Ср =  х +  ( ^  +  4  + +

причем радиусом окружности является ч-

Вдоль каждой окружности кривизны точка hp с радиусом- 

вектором ^  = ос e« неподвижна, так как <^p=0(moGtw^cö.), 

Поэтому эта окружность является линией касания гиперциклиды 

Дюпена - Маннгейма со сферой с центром ^  и радиусом 

Следовательно, мы имеем дело с трижды 2-каналовой гиперпо
верхностью (т.е. с огибающей трех различных 2-параметриче- 
ских семейств гиперсфер одновременно).

Ниже мы предполагаем, что ни один из 1Л ) (Z/ (3 не об

ращается в нуль тождественно и говорим в этом случае о ги- 
пе̂циклиде Дюпена - Маннгейма общего типа (случай, когда, 

например, L , ~ 0  получается предельным переходом).
Плоскости окружностей кривизны одного семейства гипер

циклиды Дюпена - Маннгейма общего типа проходят через фикси
рованную прямуюкоторая идет через точку ^  с радиусом- 

вектором ? s o t t  Л р в направлении вектора

"V=Г<гЦ‘ - V * ь
так как ds-n = •

Непосредственно проверяется что _L > т.е. на-
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Рис. I
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правления трех прямых попарно ортогональны. Для
радиусов-векторов и точек
и *;г прямых уи.̂  и имеем

( . ~ ~ 0 .

Поэтому существуют три гиперплоскости И,} к ,  уъ , которые 

содержат две из этих прямых и ортогональны к третьей; нуме

руем их! так, что содержит yu.^ и ̂  и ортогональна к /у

Центр Ср окружности кривизны лежит в гиперплоскости , 

так как (ср~ ,)ы у ~ 0  . Кроме того, плоскость этой окруж

ности проходит через прямую Ар , ортогональную к у? . Следо

вательно, каждая из этих окружностей кривизны, а вместе с 
ними и гиперциклида Дюпена - Маннгейма, симметрична относи

тельно гиперплоскости ^  . Гиперплоскости /л , yz и иг явля

ются, таким образом, гиперплоскостями симметрии рассматривае

мой гиперциклиды, которая поэтому симметрична также относи

тельно их пересечений f ]  Vx , vx Л ^  П ул и ул Г) '/г Г\ у3 . 
Последнее из них есть прямая, являющаяся общим перпендикуля

ром прямых уил, /ах и /л,г .
Сечение рассматриваемой гиперциклиды Дюпена - Маннгейма 

гиперплоскостью симметрии называется главным сечением. 

Оно оказывается циклидой Дюпена в у,; . Действительно, из 

симметричности гиперциклиды относительно ^  следует, что ее 

нормаль в любой точке Хр сечения лежит в ^  , т.е. ортого

нальна к гпг. Следовательно, во всех точках Х0 имеем 

что равносильно 1+-0 . Вдоль сечения, таким образом, 

с1?г ~0; а это равносильно со*- 0  . Сечение является той ин

тегральной поверхностью пфаффова уравнения со*=0 на гипер- 

циклиде, на которой . Если учесть эти равенства в урав
нениях (2.1), (2.2) и (2.3), то получается система (1.1),
(1.3) (прио.4=0 ), (1.4) и (1.5), определяющая циклиду Дю

пена, с той только разницей, что вместо i /(j иЗ теперь 

и ъ  , а вместо теперь ^  .
Три циклиды Дюпена, являющиеся главными сечениями, име

ют общую ось симметрии ^ П»1 • Через точку Х0 пересе
чения этой оси с гиперциклидой проходят три окружности кри
визны гиперциклиды с радиусами и 1 , которые по

парно лежат на одном главном сечении. Если вращением в Fa, 

вокруг оси ^ О Л ̂ привести 2-плоскости этих окружностей в 
совпадение, то получается картина, представленная на рис. 1, 
где окружности одной плоскости проведены одинаковой линией, 

а точки на оси {Х;х-эс0+ ^ € ^  указаны значением параметра t.
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Точки пересечения оси с прямыми /<.(> fju. и ̂  опреде

ляются при этом значениями параметра

Это нетрудно установить, если найти сперва выражения радиу

сов-векторов этих точек в произвольной точке X , используя 

задание, например, радиусом-вектором ее точки Яр и на
правляющим вектором mp , а затем перейти к точке Х0 на оси, 
положив =  -Ц =&£-0 .

Определим, с другой стороны, центр подобия окружностей 

на одной плоскости. Для нахождения его абсциссы -Ь0 получа

ется уравнение (см. рис. Т)

- Ьо + -кр1 _  - к-х

решением которого является среднее из значений (2.4).

Получается следующее обобщение конструкции Кэли - Ката-

лана.

Теорема 1 . Гиперциклида Дюпена - Маннгейма общего типа 

получается, если 1 .) взять в некоторой гиперплоскости у  цик- 

лиду Дюпена, 2 ) найти те центры подобия окружностей, являю

щихся ее главными сечениями, через которые проходят ее пря

мые Маннгейма, 3) провести через третий центр подобия все

возможные прямые, пересекающие ее, 4) выбрать пары точек пе

ресечения с непараллельными ее касательными плоскостями и 

5) на отрезках между точками каждой пары, как на диаметрах, 
строить окружности в плоскостях, ортогональных к * . Все 
эти окружности образуют гиперциклиду Дюпена - Маннгейма.

Таким образом, гиперциклида Дюпена - Маннгейма опреде

ляется однозначно любым из трех своих главных сечений, яв

ляющихся циклидами Дюпена. При этом для каждой циклиды Дюпе

на в некоторой гиперплоскости пространства существует 

точно одна гиперциклида Дюпена-Маннгейма в Eq , для кото

рой она является одним из главных сечений. Аналитически это 

следует из того, что по системе (1.1), (1.3) (при a t - С ),

(1.4) и (1.5) однозначно восстанавливается система (2.1),

Другим следствием проведенных рассуждений является 

то, что циклиды Дюпена объединяются естественным образом в 

тройки таких, которые являются главными сечениями одной ги

перциклиды Дюпена - Маннгейма. В частности выяснено геомет

рическое значение инварианта в уравнении (1.4): см. рис 
1.'

2 кР _____ . (2.4)

(2.2) и (2.3).

6*
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3.Гиперповерхность Дюпена в с кратностями л.~\ и
1 главных кривизн исследована в [5, 6^ под названием 

0 - 1 , 1)-циклиды Дюпена. Мы будем называть ее (п- 1 И)-гипер

поверхностью Дюпена. Ниже изучение ее геометрического строе

ния доводится до обобщенной конструкции Кэли - Каталана для 

них.

Пусть гиперповерхность в h ^ l  имеет в каждой точке две 

различные и отличные от нуля главные кривизны 4? и с 

кратностями, соответственно, п-1 и 1 , которые постоянны 

вдоль интегральных подмногообразий соответствующих им глав

ных распределений. В каноническом репере тогда

' - &  и'1- > ~ ’&?,яОО,г > (3.1)
где ч 1 , а и -к к^О. Отсюда после дифферен
циального продолжения при аУ'Х получаются

= (3.2)

и так как у гиперповерхности Дюпена с^а-=о (mod ...,1Лл~1), 
то здесь а п - О,

Следующее дифференциальное продолжение приводит теперь 

к уравнениям

de —  + № )  , (3.3)

^ In ~ 'facoa (3.4)
из них аналогично следует, что

= (3.5)

а внешнее дифференцирование последнего уравнения дает 

тождество. Следовательно, -гиперповерхность Дюпена

в Елг1 определяется вполне интегрируемой системой (3.1),

(3.2) при йл- 0, (3.3), (3.4) и (3.5), т.е. с произволом 

-И) постоянных.

Заметим, что при л- 2 отсюда получается система Пфаф

фа для классической циклиды Дюпена (см. § 1, п. 1), если 

обозначить к- кл и вместо к ввести формулой

I t ;
Уравнение <_̂/г - 0 и система иЛ = 0 определяют на 

(а-4, I) -гиперповерхности Дюпена главные распределения, и 

для их интегральных подмногообразий, соответственно,

<d.x - с ~ ̂  +- ■+• i\’£irM ̂ сJ1",

сЦсггвп. ) - - (^г + к')€,и1
И

§ 2. Геометрия (а- А ,1)-гиперповерхности Дюпена в Е„т1

44



d-cx - ел иЛ, d.en - (X  i t +- rt1.,) иУг, 
dL(X^e, +кпел+л)= - С. X ^ i N f e . C K  w'\

Отсюда видно, что при -fc&n+ Ö  этими интегральными подмного

образиями являются, соответственно, (л-1) -сфера и окруж

ность. Центр (п-'t)-сферы находится в точке С с радиусом- 

вектором
с =  ос +к~)~ +  ken+i), 

ее радиусом является U n +  ̂ Г /а- • Центр окружности находит

ся в точке Сп с радиусом-вектором

СЛ - а +  С +  Г ^(^ ^ ' € £  -V^/V^-h ); 

ее радиусом является (.X, i.1 } а.

Вдоль (a-'l)-сферы точка F  с радиусом-вектором net 

неподвижна и k постоянно, поэтому вдоль нее проис
ходит касание (а-Л } 1 )-гиперповерхности Дюпена с гиперсфе
рой с центром F и радиусом . Аналогично, вдоль окруж

ности точка (-. с радиус ом-вектором эс -+- непо

движна и hn, постоянна, поэтому вдоль нее происходит каса

ние рассматриваемой гиперповерхности Дюпена с гиперсферой 

с центром и радиусом -к"1 . Таким образом, эта гиперпо

верхность является одновременно 1-каналовой и (гг-1) -кана- 

ловой.

Для нее справедлива следующая обобщенная теорема Манн

гейма.

Теорема 2 . У Сп-1 И ) -гиперповерхности Дюпена в Еп+̂ 

гиперплоскости ее (n-'l) -сфер кривизны имеют общую Са~',Э- 

плоскость или параллельны, а 2-плоскости ее окружностей 

кривизны имеют общую прямую или параллельны.

Доказательство. Характеристика семейства гиперплоско

стей (r.-J\) -сфер кривизны состоит из точек V  , для радиу

сов-векторов ц - ~х. +■ t- + которых cLj, 

принадлежит этой же гиперплоскости. Это приводит к уравнению 

Л + &4гп)-= О.
Если не все коэффициенты при равны нулю, то

определяется ^п~ /{) -плоскость, проходящая через точки с 
радиусами-векторами

^ < - х +• tn t ( j к ~ I, - л-1 j Ĉ e^-i-^enti).

Здесь предполагается, что векторы е1;. в  касательной 

-плоскости (jt--О -сферы кривизны выбраны так, что 

все t, > .. , отличны от нуля. Нормальным вектором харак

теристической {п-1)-плоскости является
п - ^ - i n ).

Эта {о. - М-плоскость неподвижна, так как п - 0 ,
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• n = 0 , как показывают несложные вычисления.
Если 1Л~ . -Чп-Л=к - In-kkn-O , то, как нетрудно 

показать
dec - <г̂ос>I + (ixen + &<2n+.<)oy)

+ +  (£ие114 1геп.и) ̂ co'N
т.е. гиперплоскости (ja— i) -сфер кривизны параллельны.

Аналогично, 2-плоскость окружности кривизны, проходя

щая через точку X  с направляющими векторами и 2  I: <?• 4
4 - ^п€п+1 при £ЛФ0 содержит неподвижную прямую, про
ходящую через точку с радиусом-вектором ~£У1~ х 
в направлении вектора

здесь ?n-i m noo‘v, <*™Л=-та(̂<;<лГ + £ггСо,г)пРи 1^0 анало
гичные вышеприведенным вычисления покажут, что все 2-плоско
сти окружностей кривизны параллельны. Теорема доказана.

На случай (л-'Ь'О-гиперциклид Дюпена общего типа, т.е. 

с непараллельными гиперплоскостями (\\-л )-сфер кривизны и 
с непараллельными 2-плоскостями окружностей кривизны, обоб

щается естественным образом конструкция Кэли - Каталана.

Теорема 3 . Чтобы получить (п-/1,1 ') -гиперповерхность 

Дюпена общего типа в £ a+i следует в некоторой 2-плоскости 

взять две окружности, провести через их центр подобия пря

мые, их пересекающие, выбрать пары точек пересечения так', 

что касательные к окружностям в точках одной пары непарал

лельны и на отрезках между точками каждой пары,, как на диа

метрах, строить (п-Л)-сферы в гиперплоскостях, перпендику
лярных к первоначальной 2-плоскости. Все построенные таким 

образом (*'-4Ь-сферы образуются-■'Mj-гиперциклиду Дюпена.
Доказательство. ’Общая - 1j-плоскость /л всех гипер

плоскостей ('-ь-^сфер кривизны имеет направляющие векторь 
w к ~ ~  4- ( Спеп

Так как • <^\-0 , то (л-i) -направление этой (п-О-плос

кости ортогонально к направлению общей прямой2-плос

костей окружностей кривизны. Центр (n-'h-сферы кривизны 

находится в точке С с радиусом-вектором 

с +  + +
и поэтому центры всех (л.-сфер кривизны лежат на 2-плос

кости ^  , проходящей через ,Ап ортогонально к yU. , так 

как (с - 2nV  глк-0 . Аналогично, центры Сл всех окружностей 

кривизны, имеющие радиусы-векторы

crt = х -г- ( "Z if +  ( X  (i е, 4 к кел+л > - 
лежат на гиперплоскости у , проходящей черезуи ортогональ-
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но к , так как (cn-^ ^ V  тл = 0. Поэтому (n-'iИ)-гиперпо

верхность Дюпена симметрична относительно ^  и У , а следо

вательно и относительно их пересечения уп и , которое яв
ляется ее осью симметрии. Сечения гиперциклиды ее 2- и 

(л.-Л) -плоскостями симметрии будем называть главными сече

ниями, а ее осью симметрии —  главными точками. 

Через каждую главную точку проходит окружность кривизны, ле

жащая в уп , и С".-*0-сфера кривизны, лежащая в у , причем 

в данной главной точке их диаметры на оси имеют неравные 

длины и 2 к '1 . Другие концы этих диаметров являются 

также главными, поэтому главных точек на оси имеется, вообще 

говоря, четыре, и главные сечения представляют собой пару 

окружностей на и пару (п.М)-сфер на у .
F-сли взять подходящую через ось ^(]и произвольную 2- 

плоскость п̂ерпендикулярную к ^  . и перечень j-гипер

поверхность Дюпена 3-плоскостью, натянутой на̂„и то в 

качестве пересечения получается циклида Дюпена, которая мо

жет быть получена конструкцией Кэли - Каталана на базе ок

ружностей главного сечения на У*,. Остается на окружностях 

этой конструкции, перпендикулярных к ^  , как на больших ок

ружностях, строить (>г-1 )-сферы в гиперплоскостях, перпенди
кулярных к этой 3-плоскости циклиды Дюпена, чтобы получить 

исходную (п-4,1) -гиперповерхность Дюпена. Теорема доказана.
Заметим, что изотермическая (п-'Ь'О -гиперповерхность 

Дюпена, являющаяся сферическим веером с направляющей окруж

ностью, получается в этой конструкции в том случае, когда 

одна из окружностей, из которых состоит главное сечение на 

, вырождается в точку.
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CAYLEY-CATALAN CONSTRUCTION FOR SOME 

DUPIN HYPERSURFACES 

Ü .Lumiste 

S u m m a r y

Dupin hypersurface in an Euclidean space is the

hypersurface, which has constant multiplicities of the prin

cipal curvatures and the latter are constant along leavas of 

their principal distributions [11-13]. For general Dupin sur
face (Dupin cyolide) in the Cayley-Catalan construc

tion is well-known([Ю], p. 292).

In the present paper this construction is generalized 

for 1) isothermic Dupin hypersurfaces with nonvanishing prin-

41»



cipal curvatures in Ел„., n.£"* (they are found in [l] and 

are: a) Dupin-Hannheim hypercyclide in E nri and Ъ) hypersur

face in Ert+i •, generated by (a-1)-spheres which diameters 

are radius-vectors of points of a circle in its plane and 

which lies in hyperplanes orthogonal to the plane of the 

circle), 2) Dupin hypersurfaces with two principal curva

tures of multiplicities t and rv-1 in Ep^. The construc

tion for the case 2) is a direct generalization of the 
classical Cayley-Catalan construction and in a particular 

case coincides with the former definition of 1b). For the 

case 1a) the construction is analogous but is based on a 

Dupin cyclide in a hyperplane £5 in Every Dupin-Mannheim 

hypercyclide contains three associated Dupin cyclides as 

its sections with three symmetry hyperplanes.

7
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НЕПРИВОДИМЫЕ ПОДМНОГООБРАЗИЯ МАЛЫХ РАЗМЕРНОСТЕЙ 

С ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ ТРЕТЬЕЙ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ ФОРМОЙ

Ю.Лумисте

1. После цикла глубоких исследований Вилмса, Валдена и 

Феруса [19, 20, 13, 14] , которыми выяснено строение под

многообразия с параллельной второй фундаментальной формой 

схд, в евклидовом пространстве Еп. , интересы в этой области 

обратились к обобщениям на случаи более общих объемлющих 

пространств. Подмногообразия с параллельной в прост

ранстве постоянной кривизны Иа(_с̂ рассматривал В.Мирзоян 

[3] , их строение в некотором частном случае при с>0 вы

яснил Мацуяма [16] . В произвольном римановом пространстве 

их исследовал Штрюбинг [18] , а в симметрическом пространст

ве Найтох [17] . В псевдоевклидовом пространстве некоторые 

такие подмногообразия рассматривал Мэгид [15] .

В другом направлении представляет интерес переход к 

изучению подмногообразий Мт в с параллельной третьей 

фундаментальной формой оц . Так как = , где Ч —
линейный оператор ковариантного дифференцирования смешанного 

тензора на в Еа относительно связности ван-дер-Вардена—  

Бортолотти, а параллельность -хх или о(ъ означает, что, соот

ветственно , Vosz~ о или V о^-О , то условие параллельно

сти включает̂в качестве частного случая сх, -  0 также 

условие параллельности . Поэтому исследования подмного

образий с параллельной расширяют известные результаты о 

подмногообразиях с параллельной и используют их.

Такие исследования были начаты в [4, 5, 2, 9, Ю] . Не

давно выяснилось [1] , что подмногообразия Мт с параллель

ной ^  в распадаются на произведения подмногообразий 

Мт. с параллельной в некоторых Ет̂ , попарно вполне 

ортогональных в Ел , которые сами эти способом уже не распа

даются и являются в этом смысле неприводимыми. Знание таких 

неприводимых |Мт с параллельной позволяет легко перечис

лить все подмногообразия с параллельной в Е̂, .

В настоящей статье найдены все неприводимые M m  с парал

лельной о<-г, в Еп при m  = l /tгг. =2. и . В частности за

вершается перечисление всех iV4  с параллельной в ,
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начатое в f2l*.

Теорема 1 . Подмногообразие Мд (т.е. линия) с параллель

ной в ЕЛ является при сх, =0 либо прямой Е, , либо 

окружностью S,(<t) , а при оц#0 либо спиралью Корню С,(а) 

на плоскости E z  , либо сферической спиралью Корню (а, О 

на сфере S a(*)C Е3
Теорема 2 . Гиперповерхность с параллельной =<з в

является при о<3- 0  либо плоскостью En_ i , либо гипер
сферой , либо произведением сферы в.рЮ и плоско

сти , а при =£0 произведением плоской спирали 

Корню СДсО и плоскости Еп_^ . Неприводимыми среди них 

являются лишь гиперсферы S n_., ) .

Теорема 3 . Неприводимая поверхность Мд с параллельной 

эц в является при <хг -0 сферой Ŝ ('t) в Е3 , а при 

<хч£0  поверхностью В. (.с.г) в гиперсфере S^('t) , образо

ванной сферическими бинормалями линии с натуральными уравне

ниями &  = в сферической геометрии, где ebenst 

и г —  радиус гиперсферы .

В евклидовом пространстве Еь~ прибавляется одна непри

водимая поверхность /VU  с параллельной <*х (см. [13] ): по

верхность Веронезе Уз.С'т) , которая является таким изометри

ческим погружением эллиптической плоскости кривизны ^-г в 

(см. fi2] ), при котором все движения эллиптической 

плоскости индуцируются вращениями в Е5 вокруг центра ги

персферы S M (^) (т.е. которая является "максимально симмет

ричной поверхностью” по Р.Муллари [6] ; см. также [8] ).

Предварительные результаты о поверхностях РАХ с парал

лельной ^  в Е5- получены в 1"9] и [10] . Полную классифи- 

кацию поверхностей с параллельной в Еа дает сле

дующая теорема.

Теорема 4. Поверхность lM2 с параллельной о*, в евкли
довом пространстве Е^ есть одна из следующего списка: 

Поверхности с - 0 (т .е . с параллельной о<г  )•. 
неприводимые 1) С  Е ч С  En. / i )  Vi ( ' i ) c S J, ( 't )C E ? C E a ,
приводимые 3) E., x E j - Е.г С Е п, М  БД 'И х  Еч С Е 3 С Е^., 

ь )  х С  S :,CV*^Jl-t-t7X)C  Et, С t n .
Поверхности с оцФО : 

неприводимая с ) ß , ( c )x ) c S ?(( i ) C E ^ C E l l ,

* Авторы благодарны К.Рийвес, указавшей на неполноту 

классификации и на неточности в [2] , частично исправленные 
в добавлении к [2 ] при корректуре.
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приводимые ?) С,,{а) х Ц С t3 С , S) С̂Са) x S 1('r)C С

9) Сл (а) x C ^ a 'JCE^C  Еа> 1о) С̂(с<,ъ)х Е1С Е̂С Ел> 

И) (о;ъ) X  (ч: ) С Ь<̂ С Еа ,
42.) c / K O x C ^ a ' J C ^ C t ^

Л3) С О̂эд)х С? (ал') с Е6- С Еп,.

Заметим, что здесь сферы S ^ C O C E ^  и поверхности Ве

ронезе Уд/'г) С S^('z) С являются примерами стандартно 

погруженных симметрических R -пространств, которыми по [~13] 

исчерпываются все неприводимые подмногообразия с параллель

ной с*г в Еп . Замечательно, что в классе неприводимых по

верхностей 1М2 с параллельной <ч3 в Еа к ним прибавляются 

лишь поверхности Вд(с,г)С S^(rr)C Е̂ , описанные в тео

реме 3.

2 . Для главного расслоения 0(Е П) ортогональных репе

ров

ciх — £ j со > de ] — С ̂  -̂ц — G ), (1 )

cLOO = 00 ЛС/О̂ } с̂ООх =  ̂ ,'К > (2 )

где 3, "к,... =  -I,..,, п. , а для расслоения (9 (M m , ) адап

тированных к Мт реперов, кроме того,

с о *  п  о  7 oö* —  u i ^  С  с  =  4 j t ) ,  ( з )
п °( ■: '* >< г ~ /х \\ % ij =  h lj к W; C C ^ tJ K - ̂  . (4 )

v  t? ■« A W ‘ , я ; - s r - c  я ;, (5)

где С, j;.-. = 4; • • •, rn _> ы , p r .. - m , n , 7 являет

ся ковариантным дифференцированием в связности ван-дер-Вар- 

дена —  Бортолотти, а

Q-p = citäß - OC^AUj.^  ̂ -doJj - и.* ЛСл£ (б)

-2-формы кривизны, соответственно, нормальной связности

и Леви̂Чивита связности подмногообразия Мл, . Здесь

(2) получаются внешним дифференцированием из (1), а среди

(3) - (5) следующие уравнения получаются из предыдущих диф

ференциальным продолжением (т.е. внешним дифференцированием 

и применением леммы Картана; более подробный вывод см. *2]). 

В частности,

Щ  = < ^ ' ^ < - « ^ + < 4 ,  (7)

— „'Jt , Ч <ГУ V. ■?* i О* 'i О К X
V7 4 Ч,кЧ “ * ~ , (8 )

Из (2) и (3) следует, что



s ; = - ^ 4 * 4 * ?cöW .  О)

3. Параллельность или равносильно, соответст

венно, с ?-£'*. = о или v4*jK-0 , причем из (4) и (8 ) 

видно, что первое равенство влечет второе.

В силу (5) при параллельной

< - ß ; - - e ; Q ! ~ C Q j = o .  «о)

4. Доказательство теоремы 1.

При п\~1 адаптацию репера можно довести до построения

сопровождающего базиса Френе, причем для линии в некотором 

Е С̂ имеют место следующие формулы Френе (см. напр. [7], 

с. 258): dx - б 1 cts, ^
tie, - кл o U , = -e^ols V<T3 & 2с(д,
d e 3 = кгс{л + ̂ к%^>  ... j = -Q 

Следовательно, в (3) в данном случае ио1 =сU и

4>лл ~ j ^ и = • ■ • - ̂ АЛ ~ 0 •
Из (4) в силу того, что o U , u>i = -..= ^ a  =  0 , по

лучим а * j , _ п

a H 3 V i ^JK- 0  в силу =  ̂ къс1л; со* —  ... = <4  = 0 следует, 
что _ „

К  ~Ълк1~0, {к лк2) \ к лкг - 0, к ,к 2^ ~ 0 . (11)

Если в последнем равенстве ^, =  0 , то cU,,=C и |ЧЛ1 явля

ется прямой. Если к г -0 , то Ц -0 и где 

а и С —  постоянные. При а = 0 получим окружность, при

а. Ф 0 , после подходящего изменения начала параметра \ плос

кую линию с натуральным уравнением &,=ал , т.е. спираль 

Корню С, (clV

Пусть . Тогда Ц = 0 и р -3 . Среднее уравне

ние (II) примет вид ; £

„ -а ** ~
и отсюда к х~ с к л , с =oo*st ФО . Подстановка в первое урав
нение (II) дает уравнение , решением которого 

является ._______________
■Нл =  \ГА л 1 -V 2.-><4 + t>

с постоянными Л ,* и В, где A ß  — ^ 3= c i . Здесь A B ФО, 

поэтому подходящим изменением начала параметра 6 получим

кл --- V А л а -+- В  , &, =  1 - —  .
■+■ Р>

Нетрудно проверить, что линия с такими натуральными уралне- 

ниями находится на сфере S~(*) радиуса = центр С ко

торой, имеег радиус-вектор
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v av*+ в v ^  * в 4 
Геодезическая кривизна этой линии на сфере S2(*) равна 

^  -ал ,

где а =  ± V"Ä » т*в* линия является сферической спиралью 

Корню Cf (<*>*) . Теорема! доказана.

5. Доказательство теоремы 2.
При m  - л-1 направим векторы репера в собственные на

правления тензора (т.е. в главные направления гиперпо

верхности). Тогда £* = 5"̂  и в (9) £ * - 0 , ̂  = ~1̂сслцУ 

(не суммировать!), а из (10) следует, что

V M j  ~ 0  ■ ^  ■ (12)
Если все равны нулю, то является гиперплос

костью, т.е. произведением прямых. Если fe,ФО, кг- , 
то rt й Л П,

СО j — *4 1 ^ >

где а, ri-1 и отсюда внешним дифференцировани

ем получается, что
=  со / o L  ̂ /*■ со ^  ,

Теперь подстановки в (4) дают:

С = а . < la= - w ,  С * = О с=о,

а из V-G;jK- 0  при С = j-a, следует, что все \а = 0 , 

т.е. оо1а- 0  . Это приводит к тому, что (1) примет вид 

dUx =  £.,со +  = 2лк л(х>', d < ^  = -  е i fe, сс*, с1£г ■= ооЛ ,
т.е. ГЛп-1 является произведением некоторой плоской линии 

с (п.-2)-мерной плоскостью и поэтому приводима. Из теоремы 

1 следует, что эта плоская линия может быть либо окружность, 
либо плоская спираль Корню.

Пусть кл± 0 } ..., = , где^^рчп-!.

Из (12) следует, что -... =кр-к ФО . Если -р <n~i , то 

(3) дает:

wj, U ^ - Ü ,  * •

где ц, ... =  A, ..v  у* > ja,... = p H ,  ..., п-1 . Отсюда 

внешним дифференцированием получаемся, что

1) ~ ~k.'\u 00ix.
Теперь подстановки в (4) дают:

а из V £* к = о при С ~ ji , j * j г, * = *£ следует, что все ^-О, 
т.е. dJk = О, со‘1г= 0  . Это приводит к тому, что (1) примет 
вид _

d i  «е^о0и+е с̂оЛ* +е о̂сч, Je« = -&?;,oöl\
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e <a°°ja. •>
где k-oon<,t. Гиперповерхность Мл-i является произведением 

сферы S r(i) радиуса t-fe’ , центр с который имеет радиус-

вектор , И ПЛОСКОСТИ
Если ?=n~i , то Мл-1 является гиперсферой 

Теорема 2 доказана.

6 . Доказательство теоремы 3. * 

Применим для М* в канонический репер, построенный в 

[И] , с. 253. Тогда

Vi = ^ t a ; = 1\л=<х-а.,
4>л1 (13)

гдеа.̂ ^̂ 0 .Из (9) следует, что

<21 =  - 2 afccö AtA* £ ?  = ( a ^ W - ^ ) G o W ,  

а из СТО) получается
сЛр = 0, а(а.л+ 2вх-о(л-р *)=0 ,

€ СЯо.ЧГ+ао(-сча-А5) = 0 , ^ «  =  0 .
Отсюда либо а-4 = 0 ,  либо

а>0 , 4 =  аа- оса-/^а- 0 . (14)

В первом случае ГАа является вполне омбилической и есть, 

как известно, либо плоскость (при cx=-ß = 0 ), либо сфера 

So (л) . Остается исследовать второй случай.

Подстановка (13) при (14) в (4) дает:

cL(oti-a) — yiooij = ^ 11со< +  €>112.00%  (15)

2 а  oõ? - -^^яа.00̂  (16)

ск (̂о( - <х) ~ ß> (л) $ =: >̂1*^00 -V- %>\̂ xLü > (17)

2-ccCOg ~ 4 <ччОО —' ^ Ai 2. СО ̂

elfi -+ (<*-a^ — 4 ^ 0 0  ,

ч̂ча. -  'С «.“ ̂

С * + ( » < + й ) С  =-[Ъ%алл ,
(о<-<*) Ъ3иг+

Если теперь учесть v ^ ljK= 0  при ч = ̂  и при тройке 

(■М;*-) * равной (1 ,1 ,2 ) или (1 ,2 ,2 ), то получается, что

1̂13. % izz^ ггл ~ 0 ; я̂з.г ~ аа̂иъ
а это равносильно

4 aa C O * c 4 ^ 0 .  (19)

Пусть здесь ы? = 0 , т.е. 4>^х- £ т - 0  . Тогда в си-
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лу (13) и (14) 

de,
где векторы

— (с* +  а)<2̂  +  ^  = («<-а)^ + ß&i
взаимно ортогональны. Для них находим 

сЦз =£ - [’(o(+a11+ ^ J]e, +[С ,?3

J.S, = { - и « - « ) '* ? ! ? * + w L ä + O W  «?,

причем вторые квадратные скобки,в силу (14) и (18);коллине- 

арны̂ соответственно, и ^ . Если /̂фО , то ортогональ

ные и ^  отличны от нуля.и ГЛХ является произведением 
линий, определяемых уравнениями со1 = 0 или сод=0  . Если р> = 0, 

то один из векторов и •£, равен нулю в силу (14), а дру

гой коллинеарен к ^  . Пусть, например, - 2,<хь± , Ха ~ ̂  • 

Тогда de*, - Яаё̂со" > <^^--Ьх£,со +£, W* , del, со̂ , <кег- 0 
и Мх также является произведением аналогичных линий, при

чем линии с оо1 = 0 —  прямые. Таким образом, при ui*=0 по

верхность ГА а приводима.

Остается исследовать случай, когда в (19) coij = 0 . В 

этом случае все ~ ® и ft - oovtst.
При ß - D  мы получили бы из (14), что либо o<-ta~0 , 

либо <х-сх=0. В первом случае ^  - %>]лг - 0 и условие

что7 4 1Ч1=-0 дало бы = 0  , т.е. опять w *  =  0
приводит к приводимости М* . Аналогичный результат получил

ся бы во втором случае.

Итак, пусть у?>Ф0 . <* . Из (18) теперь следует,

что

(«*-<*) +  0 , £*агС*+а)=0 ,

в силу чего существуют X и /а. , такие, что

&*** --АС -̂а), а ̂а(о<■+ а), %l2Z =̂ а(о(-л). 

Из (15) и (17) _  ^  .
-- ---  — ---.---  — Л (Xj + СО ,

С< -t'Ol Oi-Ct '
После внешнего дифференцирования и раскрытия по лемме Карта

на получим
d A  -уи сол ~ о-оо' +  Т(лГ> (20)

JyCc +  X w f  =  t w  +  (21)

Подстановка в V = 0  приводит теперь к соотношениям

гг Т »-а ‘уАд У =Aza~4°<i-a) t/t1, (22)

Ал£<х-а) "tyb-1 С°<' + а) —  0 .

Последнее из них дает после умножения на -x-ta, что
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- -+-у(л'( < х ~ 0 j

следовательно, существует V  , такое, что 

X ~Zaf!>~i {oL+a)V') yU ~ & Z aУ, 
где £ •= 1 i . Теперь (16) и (15) сводятся к

= Ч'fcAoo1 +ßod“), скА = £ ß 1 (AÄ+pr)cof, 
где А = öt̂ -cx . Из (14) следует, что (ы-а) = ; поэтому

Яа ̂  А'ЧА4+ £а), 2 *  = A ~ 4 A a-/ia). По формулам (22)

G- = ff Ч ^-А ^Г *, Т = £А~1/ГЧр*-А4,),У'5, f *А“аС ^-А ^^Л.

Подстановка в (20) и (21) дает:
( Zfi ЗА \ а 

^  = -  •

Таким образом, рассматриваемая в определяется 

вполне интегрируемой системой (которая была анонсирована в 

добавлении к [2] ; см. также Г9] )

—  С/О̂ = 0 , = А 0о\ Сл̂ - ^  00, (л>* ~{$ 00 , tf)J - fi> (л5~,
4.А — ~-(А "*_̂ i)w1 > c01 s s (_£Асо +1̂ (а̂)} сОу ~О,

= e y  (-Х ” ̂ " ) ^ i  > = e ~ ± i‘
Отсюда следует, что точка с € ̂  с радиусом-вектором 

"с - х неподвижна, так как d c = 0  . Следовательно tAz
принадлежит гиперсфере S4( * ) с центром с и радиусом t-ß~L. 
Относительно начальной точки с ее точка определяется радиу

сом-вектором X *  =  X  -  С =  -  '1ё[1 .

Одно семейство асимптотических линий на в сфериче

ской геометрии гиперсферы Sg('t) определяется уравнением 

А со1 + eßco* = 0 . Поворачиваем базис {e1,e>z\l выбирая в 

качестве е<, единичный касательный вектор линии этого семей

ства. Тогда i
= (А*+/5*Г Л Cf> гл ~&Л%_) ех' = (Аа+ ^ )  ^(AÜ, -+ £/Ц_),

OO1' =  (A4/J*)'V*(/iCO - € A w a)> CÄJ*/- ( A a+/itr y4 (Aw4sf>ccü)

A e v  =  - £*х* «?'.■+■ ix 00=1 

d e V  * - ^  Hui1'),

где Ц = СА-£^) —  удвоенная средняя кривизна поверхности 

Мг в сферической геометрии. Простые вычисления покажут, 

что d H  =‘ьслг' , где -p = oo»4st Ф0 . ( Ее связь с преды
дущими величинами следующая: р = У' A~* ß>~л ( А2+fi>z) .  )
Так как со*-0 и попрежнему со, = 0 , то ГЛХ имеет нулевую 
гауссову кривизну и, плоскую нормальную связность в .

При этом «V и со/ - полные дифференциалы и поэтому 

со1 — ct^ , СС'1 - .

е
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Рассмотренные выше асимптотические линии, семейство ко

торых определяется уравнением со* =  0 , или -oonst, явля

ются большими окружностями гиперсферы S 300 и, следователь

но, геодезическими в сферической геометрии. Для их ортого

нальной траектории, определяемой уравнением о^’= О , или \-  
сферическая главная нормаль идет по вектору ,а 

И является ее сферической кривизной -&s . Так как =

= -fes'e;l'clAi- :̂ e1/d/il при , то кручением этой траекто

рии в сферической геометрии является эе5= - ~  , а бинормаль 

идет в направлении вектора е.,* , т.е. совпадает с рассмотрен

ным выше асимптотическим геодезическим. При этом вдоль изу

чаемой траектории = ?  » т.е. & s = рло- t - . Подходящим 

преобразованием параметра получается для этой траектории 

следующие натуральные уравнения в сферической геометрии:

j •? = coAst , .г = const.
Теорема 3 доказана.

7. Доказательство теоремы 4. 

Применим для Мя в частично канонизированный репер, кото

рый обобщает репер, примененный в п. 6 и при использо

вался, например, в [8]. В этом репере дополнительно к (13) 

имеют место

*f, =  y, 4 = 0 , С  = у. <23>

*!r,-=Oi м . - = 6 » - / Л- <24)
Из (9) следует, что теперь

2 Ч,= -2a ž « W ,  521 =  2 ^ = 2 ^ 0,

где аг... •= 5">..., п, , а (10) сводятся к

<хй|3>=0, < х ( с 0 > (25)

-V- £+  ctiX — <х —  ß>'L— )= 0 / сх4 -4 = 0 .

I.Пусть здесь а^ФО . Тогда сх=̂ = 0, 4 = у=«Уз+-0- 

Подстановка в (4) дает следующие соотношения:
пЪ _п О* SL' — — 2 Й*1

га, ” ^^ ’ -̂мг Л21 1яг >_ _
&vH ^!ц+  &2лг~^ ^

b l £ллх, ^Ь1г +  = ̂ .V3

В силу параллельности с>ц в (8 ) имеем Yr^>ljK= 0  и поэтому 

при внешнем дифференцировании из (8 ) получается, что

4 *  ̂  -  о.
j J я

Отсюда при следует, что -0 ; в частности
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— 0 и теперь из предыдущих соотношений вытекает, что 

%нс v = - 0  . Таким образом, оц-О и следовательно счд 

параллельна.

Сделав подстановки в v 4 ^ - 0  имеем d a  = 2 со̂-о03-=

= сС>з = (Д = со| -0. Вместе с о? = 0 > ос*? =асо\ оо* = -асог.,

00̂  =аоОЛ, (Х)\ =аслл , cof-ЧЪа.о^ > сОд-=У?асОг, oi* - col ~ 
получим теперь вполне интегрируемую систему (ср. [6] , [8] , 

[9] ). Формулы (1) принимают вид 

cix = со1 •+•
dlê  = COa \Гз буОО1 ),

de* = -Q^t+a^-e^ccTi-^w -тёс̂дх>, 

düê  — — a. (_<£-, cC) - -V* 2.Й, ,

= -оси̂Г+вс̂оМ- w*, 

d e y - - Уз л (е, w  oo*), d e ? = «7 ^ 5  .

Отсюда видно, что рассматриваемая Мд принадлежит некоторо

му Ес • Так как с =х +^-^- постоянный вектор, то ЖдСЯЛО, . vaa
где * = ЛчГ ’

В [6] найдены уравнения трехмерного конуса,при пересече

нии которого с гиперсферой %Съ) получается изучаемая Мд:

*1*1“ * l ( H  -Из X S) , ас|-Х**̂Х (̂-1(ос  ̂+ Х^̂ З|Ьу)

(здесь по сравнению с Гб] сделаны замены 1 е* 2 , }«-»*{ ). Поэ

тому Мд в параметрическом виде задается уравнениями

*t =  ̂ - u V .  3j = J = u V ,  t:,=^=k V ,

\  = jfe 0 ^ >а-(<>)*] х>- = *-[(«'>% Си5)2- З!«’)1],
где ’

(гС Г -+-(игГ+(иг ̂  — 
и совпадает с классической поверхностью Веронезе Vх(ч )

II. Пусть a i-  0 • Если ci = & = 0  , то M «  является впол

не омбилической и поэтому есть либо плоскость £=д , либо сфера 

S^(0 С Ез • Остается исследовать неприводимые Мд с парал

лельной о^ФС в tn в случае, когда а>0, ^ = 0  . Что каса

ется приводимых Мд с параллельной <х, , то для них, в силу 

теоремы 2, возможны лишь случаи 4), 5) и 7) — 13), указан

ные в теореме 4.

Итак, пусть £ = 0 , а > 0 . Подходящим поворотом векторов 

репера и ̂  в их плоскости можно сделать # -0 (см. [8]), 
после чего (23) - (25) принимают вид

^  = 0  i V, ^  «г
и (14). Подстановка в (4) при ос-4 и o< = f дает, в частности



и теперь из V - ^ ^ = 0  и 7 ^ гг~0 получается, аналогично 
как в п. 6 , что

а это равносильно

^ a lcofol^ = 0 .

Случай, когда и), = 0  , приводит в силу теоремы Г из 

т  к приводимому Мя с параллельной сх3 и плоской V 
(так как при (S -О, о.г-ы.г-р?= 0 у нас 2 ? = 52^ = 52^.=0 ) и 

поэтому к одной; из поверхностей 4), 5) и 7)— 13).

Если со =̂0 , то аналогично как в п. 6 получается, 
что все £ ^ « - 0  , а из (4) при сх=̂> следует, что -0. 

При ß — О получилось бы, как и в п. б, что öõ* -0 . Поэ

тому нас интересует случай, когда со!, = 0  . Теперь формулы 

(1 ) принимают вид

d x  - e,cd' i- öi(л^

С., — Ч- Щ СО̂ "+■ ̂  >
с1ег = - «Г, cõf + -t ея сд)1 )

- - €1 COt —  ,

dLt̂ î = ~ В-̂ С*̂ 6<j СО̂ , .

Таким образом, рассматриваемая неприводимая Мя с параллель

ной оц£ 0  принадлежит некоторому и поэтому описывает

ся теоремой 3, т.е. является поверхностью ßa(c,-t) c S ' ^ O -  

Теорема 4 доказана.
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SMALL-DIMENSIONAL IRREDUCIBLE SUBMANIFOLDS 

WITH PARALLEL THIRD FUNDAMENTAL FORM 

U.Lumiste 

S u m m a r y

Submanifolds with second fundamental form <Хг parallel 

in the van-der-Waerden - Bortolotti connection V are found 

in Euolidean spaces [19*20,13,141 and investigated in seve

ral other ambient spaces [3,15-18}. The third fundamental 

form Vo<£ = o<3 is said to be parallel in V, if (par

ticularly if сц-0, i.e. if <хг is parallel).

Submanifolds \vith V 0(3 -0 in Euclidean spaces are in

vestigated in [2,4,5,9»10j. In the present paper all comp

lete curves, surfaces and hypersurfaces with Vo^-0 are 

found in Ea , In case <*3 +  0 they are: Cornu spiral C,(<a) in 

Ea and spherical Cornu spiral Cf (a,'*) in SjjWcE3 product 

of one such spiral with a straight line or a circle, pro

duct two such spirals and the only irreducible surface with 

tf<x3 = 0;<*3 * 0 “ spherical regulus Вд(су̂)у generated by sphe

rical binormals of a curve in S.McEzj with spherical natu

ral equations $ S - C  x s = - ̂  ; product of C,(a) and plane 

Ejv-a, i*1 £»i- Irreducible (i.e. non-product) surface with 

o^— 0 in E ^  is either sphere 5Л(г)СЕз or Veronese sur

face Ух(ъ) С (t) С Eg-, but the only irreducible hyper

surface with 7 ^  = 0 i*1 Em, is hypersphere (which 

have оЦ-0 ).
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НОРМАЛЬНАЯ ДЕФЕКТНОСТЬ ПОДМНОГООБРАЗИЯ 

В РИМАНОВОМ МНОГООБРАЗИИ

В.Мирзоян

Ереванский политехнический институт им. К.Маркса 

Введение

Пространство дефектности риманова многообразия и прост

ранство относительной дефектности подмногообразия евклидова 

пространства, относящиеся к тензору кривизны, были введены 

и изучены в [5] . В частности была доказана теорема об ин- 

волютивности распределения, образованного пространством де

фектности риманова многообразия. На основании неравенства 

между размерностями указанных пространств и коразмерностью 

подмногообразия были сделаны важные выводы о невозможности 

некоторых изометрических погружений в евклидовы пространст

ва. Исследование пространств дефектности и относительной де

фектности продолжалось в работах [б - 9] .

В работе [3] автором было определено понятие прост

ранства нормальной дефектности подмногообразия евклидова 

пространства. Были изучены также некоторые свойства этого 

пространства. В частности в [з] доказана теорема об инво- 

лютивности распределения, образуемого на подмногообразии 

пространством нормальной дефектности и указана связь с про

странствами дефектности и относительной дефектности.

Настоящая работа посвящена изучению свойств простран

ства нормальной дефектности подмногообразия в римановом 

многообразии. Расширяются и углубляются результаты, получен

ные в [3] . Дано несколько определений пространства нор

мальной дефектности и показана их эквивалентность. Выведены 

необходимые и достаточные инволютивности распределения TJ 

пространств нормальной дефектности (теорема 1 ) и указаны не

которые случаи, когда они удовлетворены (теорема 3). Найде

ны условия, при которых размерности подмногообразия и его 

пространства нормальной дефектности имеют одинаковую чет

ность (теоремы 4 и 6 ), и сделаны следствия о невозможности 

некоторых изометрических погружений. В случае пространства
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постоянной кривизна доказаны некоторые геометрические свой

ства подмногообразия, на котором распределение Т, и орто

гонально дополняющее его распределение ~ТЛ± сопряжены отно

сительно второй фундаментальной формы (теорема 7).

§ 1. Необходимые сведения из геометрии 

подмногообразий

Пусть М является m -мерным подмногообразием п-мерного 

риманова многообразия ГЛ . Риманова связность V многообразия 

М индуцирует в касательном Т(И) и нормальном ТХ(М) 

расслоениях подмногообразия М естественные связности: в 

Т(п) связность Леви Чивита V индуцированной метрики на 

<М , а в ТХ(М) нормальную связность У1 , которая вектор

ным полям Х и , как сечениям в Т(М) и Т-Чм), соответ

ственно, ставит в соответствие в точке компоненту ко- 

вариантной производной ( во втором прямом слагае

мом T X_L(М) разложения Тх {(л) = Тх(гл) <В (М). При 

этом для любых касательных к № векторных полей X У и лю

бого нормального к ГЛ векторного поля % имеют место фор- 

ифглы ( [4] , с. 38,40)

V X V = Vx y +  с̂СХЛ), (I)

' Vx ^ = -А5( Х ) + V ^  S, .  (2)

где в правых частях первые слагаемые в точке принад

лежат ТХ(М) , а вторые —  Тх̂(М ) . В формуле (1) схх яв

ляется билинейной симметрической формой со значениями в 

Она называется второй фундаментальной формой подмногообразия 

ГА' . В формуле (2) в точке является симметриче

ским эндоморфизмом пространства ТХ(М.) и называется вторым 

фундаментальный тензором подмногообразия N\ , соответствую

щим нормальному векторному полу ^ . Форма и тензор 

связаны между собой тождеством ( [4] , с. 41)

3(А 5СХ),У̂ = | ( * г(Х;У ^Ъ
где ^ и -метрики в Т(1*0 и Т((Ц) соответственно. Под

многообразие М называется вполне геодезическим, если *д = 0 . 
Если А ̂  - ЛI , где ^  —  некоторая функция, I —  тождест

венное преобразование , то М называется омбилическим отно

сительно нормального векторного поля % . Если М является 

омбилическим относительно каждого нормального векторного по

ля, то оно называется вполне омбилическим подмногообразием.

Пусть X ; У' % —  векторные поля на М и [Х/У ] — ком-
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Мутатор полей Я, У . Тензор R  , определяемый равенством

R (Х,У)2 = Vx 7y| -

называется тензором кривизны многообразия М . Как известно, 

тензор R обладает следующими свойствами ( [43 , с.15,16):

R  (х/У)2 f  R ( V,%)Х +■ R (*,X)9 =  О, (з)

(VX 'R)(V/^ + ( ^ R ) ( V )-»-(V^R)(X,5)= 0. (4 )

Эти равенства называются, соответственно, первым и вторым 

тождествами Бианки. Тензор R , определенный равенством

I  7rx,W**
где Х,У —  произвольные касательные, а | —  произвольное 

нормальное к К векторные поля, называется тензором кривиз

ны нормальной связности. Указанные тензоры связаны между со

бой уравнением Риччи ( [43 , с. 47)

R (Х,У) 5, n') = I  ( Л ' - g (ГЛЬА„1Х,У), (5)
где —  нормальное векторное поле, а [А^А^З = А^

Нормальная компонента (яЦх,У)2)̂  вектора R(X^V;? ,где 

Х,У,1? —  касательные к ГЛ векторные поля, входит в урав

нение Кодации ( [43 , с. 46)

(RCX,»zy  =lVx«üK4?)-(7y<K*KX,?), (6) 

где 7 = 7  Ф 7-1- обозначает связность ван дер Вардена - Бор- 

толотти. Если многообразие М является пространством по

стоянной кривизны, то уравнения Риччи и Кодации принимают, 

соответственно, следующий вид ( [43 , с. 47)

CVx ocxK 4 ? ) =  tVyXaKX,*). (8 )

Если R ^  =С , то говорят, что нормальная связность подмно
гообразия N\ плоская.

За всеми остальными сведениями отсылаем к монографии & 3 .

§ 2 . Пространство нормальной дефектности 
подмногообразия

В касательном пространстве Т-ц-См) в точке ас£Г*\ опре
делим подпространство ~  (х) равенством

Т,(!> = \Хб Гх(м) ;R-l(X,V>=0 W *

Это подпространство будем называть, как ив [З3 , простран
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ством нормальной дефектности подмногообразия М в точке X , 
а его размерность yU,(x) —  индексом нормальной дефектности 

в этой точке. Очевидно, что нормальная связность У1 подмно

гообразия М является плоской тогда и только тогда, когда 

^ил(эс4) =  m  в каждой точке тсеМ.

Если Ф О } , то . Действитель

но, пусть = па -1 . Тогда R ^ C X ^ ^ O  для любых

Х£Т,(.х) и У^̂Сэс)-1- , где Т,С=с)х —  одномерное 

ортогональное дополнение к Т,Сх) в СМ ) . Отсюда 

следует, что R-L ( X ;V ) = Ö  для любых Х,У ТхСМ) , что 

противоречит условию ФО.

Приведем еще один способ определения пространства Tj(x). 

Для каждого У^Т^См) определим в Тх(м) пространство ТХ{У) 
следующим образом:

Тс(У) = { 2 €Т^СМ); RJ-(V,?) = o}.
Точно так же, как в [3J , можно доказать, что

T,w = n T « w .
УбТх(м)

Если пространство 11С̂с) в некоторой области XIС ГА 
имеет постоянную размерность , то в этой области возни

кает -мерное распределение Т, . Ö настоящем параграфе 

исследуется вопрос об инволютивности этого распределения. В 

случае объемлющего евклидова пространства этот вопрос решен 

положительно [3] . В общем случае справедлива следующая

Теорема 1 . Для того, чтобы распределение Tj было инво- 

лютивным, необходимо и достаточно, чтобы для любых векторных 

полей X  / V  6 Tj и произвольного касательного к М вектор

ного поля ^  выполнялось равенство

( 7х(?АКУ,г) = ( 7 y R ' L) W , ? l .  (9)

До_к аз_ате л ь с т в о. Пусть векторные поля Х^У,такие 

как в условии теоремы, a f —  произвольное нормальное к 

векторное поле. Тогда

(V* R^tV/Z)? = V^tR^V/?«)- RX( V , 2 )1- 
- R-L (y,'7x 2 - ) 5 - R J-(V^)7xi ? =

вычисляя аналогично, получим

( 7 v R x ) C X ^ ) l  =  - R - 4 ' V vX,*V5.

Вычитая из первого равенства второе и учитывая, что связ-
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ность У имеет нулевое кручение, т.е. ^ХУ- VyX = СХ̂УЗ> 

будем иметь

СУХ̂ )(У Д )^ - ( 7 > R 1 )CX^)1 = R X (H,

Отсюда в силу произвольности 2  и i и следует, что усло

вие (9) необходимо и достаточно для инволютивности распреде

ления Т, . Теорема доказана.

Замечание_1. Если векторные поля "Н: такие как в 

условии теоремы 1, то НХ,У) % - О для произ

вольного нормального к ГА векторного поля 1 . В силу это
го необходимое и достаточное условие (9) инволютивности рас

пределения Т, можно представить также в виде

^VvR1 j ( ^ X ) 4 - C ^ R J-)CX,V)=.0, (9') 

где , а И —  произвольное касательное к М век

торное поле.

Теорема 2 . Если >тензор кривизны R 1 нормальной связно

сти 7х параллелен в связности V , то распределение Т| ин- 

волютивно и его листы являются вполне геодезическими в М .

Доказательство. Пусть 7 ^ R X =:0 для любого касательно

го к М векторного поля Ъ . Тогда (9) удовлетворено. Если

V  € Tj , а Х,2 —  произвольные, то

0 .~й 2ЯАКУ,Х)=- R X C V W

Следовательно, VjV € Т, для любого Ъ ; поэтому распреде

ление Т, параллельно и его листы вполне геодезичны. Теоре

ма доказана.

Замечание̂.В этом случае ортогональное дополнение "Г,х 

к Т, также будет параллельным распределением.

§ 3. Случаи с инволютивным распределением Т,

Ниже мы укажем некоторые случаи, когда равенство (9 ) 

имеет место для любых касательных к М векторных полей X t 
У, . Тогда условие теоремы 1 автоматически выполнено и 

распределение X, инволютивно.

Пусть R arc° , Ri,** , обозначают, соответствен

но, компоненты тензоров R , R x и второй фундаментальной 

формы olx относительно любого адаптированного к М орто- 

нормированного репера , где индексы пробегают следующие зна
чения: А, В,С, D - ... , П ; с. j. < Д = а , ол ̂  f T=m+V-.,n.

Через со £ , к; ̂ ,ч£ обозначаются 1-формы связностей 
У, V 1 соответственно. Как известно
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оОд i~ — 0 ? oo4’ “V" oCj 0 ) "t* oÔ j —0 .

Пусть (9 ) имеет место для всех У ,У, ?  , тогда 

оно равносильно следующему равенству:

{10)

где V* - VeK .

Вычислим левую часть этого равенства. Так как уравне

ние Риччи (5) равносильно уравнению

где , то мы имеем

V R iÄ  - )Ŝ u + ( ^  ] ~ (Ш

Уравнение Кодации (6 ) равносильно уравнению

V; ^ (12)

Поэтому, заменяя в (И) 7*-^ и , получим

V R.-j/  = (V. е»' )*£ ■* «4 (i С )- (5,-С )«(, IV,-it) -

Если в этом равенстве произвести круговую перестановку ин

дексов к , i , j , то получим еще два аналогичных равенства. 

Складывая все эти равенства и делая необходимые сокращения, 

будем иметь

V.<?;/ * V; R- J  + « „ >  = - - R k /  С.

~ ■*" (13)

♦«.к.-,? ^  R k.x ■

Так как

- V/O^Uk) - R .j-4 tC; («г*)” vO( W k)-

"  ̂ Сы ~ Cv)j ,

то учитывая, что o o^ U k ) - и oo.< = - u)' , полу

чим а. r. ,
vR.-j,/1 R.ja -i«K + R.jV -

- R y;£ - R.>? ef« -

Если в этом равенстве сделать круговую перестановку индексов



к , t  ̂ , то получим еще два аналогичных равенства. Скла

дывая все три равенства, делая необходимые сокращения и 

учитывая тождество Бланки (4), получим

- с?. 9̂  ̂ D.  ̂£ * _ р Р I о ., ̂  1,й> р .  ̂о ̂  р ^- vo(K V е “  S *  V  * f>iL -  bi-
Подставляя в (13) и учитывая кососимметричность R--/ поО
индексам i,  ̂ , будем иметь

? « R ; ^ J “ =  - 2 (й.Д'*-нR j ^ < * R ^ 4 e p .  ( M )

Тождество (14) выполняется для любого подмногообразия 

М в произвольном римановом многообразии М . Опираясь на 

это тождество, укажем некоторые случаи, когда имеет место ра

венство (Ю), а следовательно и (9 ) для любых Х,У,2.

(A) Подмногообразие И является вполне геодезическим 

в М у т.е. ^  = 0 .

(Б) Подмногообразие М является вполне омбилическим, 

т.е. £ ^ = \ ß <Ttj ( —  символ Кронекера). Действитель

но, в этом случае имеем

R . J + Rj*« Л «; + =

= - X ^ C R y «  +  Rj^T +  R ^

где последнее равенство написано на основании тождества Би- 

анки (3). Итак, правая часть в ('14) равна нулю и равенство 

СЮ) выполняется.

(B) Подмногообразие ГЛ является омбилическим относи

тельно некоторого (а-от»-О -мерного подрасслоения нормаль

ного расслоения T X (W) . Действительно, пусть ^ = V  5 Lj ,
-= гг, т.е. пусть ГЛ является омбилическим от

носительно нормальных векторных полей Ст1-а.,... ,£п. . Рассуж

дая так же, как и в предыдущем случае, получим, что правая 

часть в (14) равна нулю при /“> = m t 2., Из (14) в силу

R -? f  = 0  > получим

Теперь очевидно, что правая часть в (14) равна нулю также 

при Л — гг 1 1 .

(Г) Вторая фундаментальная форма подмногообразия К 

является параллельной, т.е. — О . В этом случае из

(12) имеем R ̂  <У - 0 . Тогда правая часть в (14) равна 
нулю.
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(Д) Имеют место R,{jK -  О . Это условие равносильно 

каждому из следующих условий: =  > ^ ( х̂ )^)Х=0

(R(X,y)£)T “0 для любых касательных к М векторных

полей Х,У,? и любого нормального векторного поля 

где CR(XjV)?)T  есть касательная компонента вектора 

R(XjV)%, Первое из этих условий совпадает фактически с 

(8 ).
(Е) Объемлющее многообразие М является пространст

вом постоянной кривизны. Тогда условие ( R (Х,>У);£)х-=0 

выполняется для любых касательных к М векторных полей 

Х,У,з?- ( [41 , с. 47). Следовательно, правая часть в (14) 

равна нулю тождественно.

Замечая, что (А) и (Б) являются частными случаями (В), 

а (Г) - частным случаем (Д), можем сформулировав следующую 

теорему (в которую мы включаем и часть Теоремы 2).

Теорема 3. Пусть пространство нормальной дефектности 

Т̂(эс) подмногообразия М риманова многообразия М в не

которой области НСМ имеет постоянную размерность. Тогда 

каждое цз нижеперечисленных условий является достаточным, 

чтобы в области 11 распределение было инволютивным:

(а) многообразие М является пространством постоянной 

кривизны;

(б) ?А является омбилическим относительно ( n - m - 1)- 

мерного подрасслоения нормального расслоения, где 

п. «  4Ат  М  , пг\ =  JUrn М  j
(в) вторая фундаментальная форма <кг подмногообразия 

М удовлетворяет условию

(Vx «0 (Y,?)*lfy.O(X,?)

для любых касательных к М векторных поЛей X,V,?;

(г) тензор кривизны R-1- нормальной связности V-1- яв

ляется параллельным в связности V •
Во всех указанных случаях тензор R x удовлетворяет 

уравнению

(Vx R-L)(V>?)i-(7y R-L)(?;X) +  (72 R-i ) ( X »  =  0

для любых касательных к подмногообразию М векторных полей

х,у,г.
Замечание 3. Локальное строение подмногообразия М »вто

рая фундаментальная форма которой удовлетворяет условию (в) 

теоремы 3, может при- некоторых дополнительных предложениях 

быть описано.
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Пусть, например, подмногообразие М допускает такое 

нормальное векторное поле \ , что [А?,А^З= 0  для лю

бого нормального векторного поля . (Такое поле было в 

[21 названо коммутирующим). Тогда подпространства собст

венных векторов Т** (t -4> ---А) > отвечающих собствен

ным значениям тензора А? , будут инвариантны относи

тельно всех тензоров и достаточные условия инволютив- 

ности образуемых ими распределений, сформулированные в [2] 

(теорема 3) будут выполняться. Кроме того подпространства 

ТН будут попарно ортогональны и сопряжены относительно 

второй фундаментальной формы схх . Итак, при указанном до

полнительном условии М несет ортогональную сопряженную 

систему.

§ 4. Размерность пространства нормальной 

дефектности

Определение пространства нормальной дефектности можно 

представить также в следующем виде:

Т , Ы =  R ; j « X ‘ = o b  (15)

u,a = 015 = rn-H, n . Если хотя бы при одной фикси

рованной паре значений <у; р ) ̂ 0  , то система 

в (15) имеет только нулевое решение и пространство Тл (х) 

пусто, Следовательно, условие

dUit(R4<f ) =  0

для любых является необходимым для того, чтобы про

странство Т,Сх.) было непустым или, что то же самое, чтобы 

система в (15) имела ненулевые решения.

Пусть коразмерность подмногообразия М равна 2.Тог

да oiyfb — rn-H , т +2 и система в (15) сводится к следую

щей системе:

« 6 )
Заметим, что если m - o U m M  является нечетным числом, то 

djdt С rnri ) - 0 (определитель кососимметрической ма
трицы нечетного порядка всегда равен нулю) и система (16) 

всегда имеет ненулевые решения.

Очевидно, что индекс нормальной дефектности /*ЛЫ) для 

подмногообразия коразмерности 2 можно определить по формуле

уа1(х) — гг\ — 'tctncj ■ (I?)

Покажем, что четности чисел у&л(л) и m  совпадают. Пусть
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адаптированный к подмногообразию М ортонормированный репер 

специализирован так, что -еи6Т,Сх)  ̂и. ~А , Тогда

остальные векторы е^̂ ,Тх(М) * 4,4 -/ а̂ Съ ) т будут

ортогональны к Т,(х). Подставляя в (16) координаты векторов 

Qy. » получим R v c j “0 • Следовательно, ( R tJm+*)

- rcm^ (̂гл т-М ) ~  Пп-̂А х̂К С другой стороны m  уСс,Сас) 

является порядком квадратной матрицы 5 поэтому

I R*Arn+-i I ФО , и так как эта матрица кососимметричес

кая, то число m - /с.,0) должно быть четное. Итак, спра

ведлива следующая

Теорема 4 . Пусть tA является m -мерным подмногообра

зием (т+Я.) -мерного риманова многообразия М . Тогда в 

каждой точке четность индекса нормальной дефектности

â -iCx ) совпадает с четностью m  .

Следствие 1 . Риманово многообразие >А четной (нечетной) 

размерности m  не может быть изометрически погружено в lm+2)- 

мерное риманово многообразие М так, чтобы индекс нормаль

ной дефектности погружения хотя бы в одной точке был 

нечетным (четным).

Пусть TR. — симметрическое тензорное поле на М. , ком

поненты которого определяются по формуле

"К?;; =  R ; «  R.-7- (18)

Если координаты вектора X = X t« (; удовлетворяют системе в 

(15), то Т ^^Х 1= 0  . Обратно, если TR^X*-=0 , то

T R ^ x J  =  R j ' ; x J = 0

Следовательно, R ^  X е =• 0 и пространство 1̂(х) мы можем 

определить как множество векторов Х=Х‘е,; £ Тх(М) таких, 

что T R - X 1 —  0 . Иначе говоря, Tj (х) является подпрост

ранством собственных векторов тензора TR , отвечающих ну

левому собственному значению. Тогда, очевидно, индекс нор

мальной дефектности можем определить по следующей общей фор- 

муле
ÂtCoc) =  m  -  ̂  У^х. • (19)

Заметим, что T I R - X lX J О для любого вектора X - X ‘ete 

6 Т*.0*0 ,причем Ж ^Х ^  > 0  тогда и только тогда, ког

да X ф Т, (х) • Следовательно, если пространство Т,(х) пус

то, то квадратичная форма 7 R t-J X ‘'XJ является положительно 

определенной.

Пусть X  = X fce (; —  некоторое касательное к М вектор

ное поле и мы положим у ■= X 1 X ; , где в ортонормирован- 

ном репере X- =  X t . Применяя к этой функции оператор
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Лапласа Д  ̂ - Л, } получим

^У =Х ' 5 ^ 7р7 ^  + ^ p X ‘)CVpX t),
где 7 р =  Sf<̂ 7ср . Если X; удовлетворяют уравнению A X t- 

, то с учетом неравенства TR.-XLX* Ъ О , бу

дем иметь
i A V  = m 4-xcx J + (7рх1) (? ‘Х )^ о .

Если подмногообразие М компактно, то из последнего нера

венства, в силу леммы Хопфа ( [4] , с. 11), получим ^pXt ~С, 

Tt}.j хс X '1 =  0 , т.е. векторное поле X параллельно в 

связности V и Хх̂Т,Сх  ̂ в каждой точке осеМ . Если Т,(х)= 

= {о?| в каждой точке, то квадратичная форма T ß ^ X 1 X d по

ложительно определенная и из 7TR-XlX J —  0 получаем Х1 = С, 

т.е. X —  нулевое векторное поле. Итак, справедлива следую

щая

Теорема 5. Пусть на компактном подмногообразии ри

манова многообразия М компоненты X 1 некоторого касатель

ного векторного поля X относительно ортонормированного ре

пера удовлетворяют условию

ДХ; =  TRijXÄ ) i, j = Al'mM, 

где Л — оператор Лапласа, а ТТ? ̂  определены равенством 

(18). Тогда векторное поле X  параллельно в связности V7 и 

Хх£ “Ц(х) в каждой точке эс£М . Если ~г1С^-)-{05 » то 

указанному условию удовлетворяют только компоненты нулевого 

векторного поля.

Замечание 4. Тензор THR можно использовать также и для 

описания строения подмногообразия М . Пусть тензор HR яв

ляется параллельным в связности V . (Это случится, напри

мер, если тензор кривизны нормальной связности R-1- паралле

лен в связности ван дер Вардена - Бортолотти, т.е. если 

V K R ('j.J - 0  , тогда, очевидно = 0  )• Тогда
можно показать, что распределения

т>и . Т >-{Х €Т х(м) ; Т*СХ)=АиХ], .

где /\и (и - ) — собственные значения TR , инволютив-

ны и параллельны. Следовательно, их интегральные многообра

зия являются вполне геодезическими в М . Кроме того, все 

Ли постоянны. Доказательство этих утверждений в точности 

повторяет доказательство второго утверждения теоремы 7 в [2].

§ õ. Случай объемлющего пространства 

постоянной кривизны 

В настоящем параграфе будем предполагать, что объемлю-
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щее многообразие М является пространством постоянной кри

визны и обозначать его через М(с) , где с — кривизна про

странства. Покажем, что в этом случае пространство нормаль

ной дефектности Т,(х) подмногообразия М можно определять 

различными способами, при этом будут выявляться новые свой

ства этого пространства.

Точно также, как в [31 (Лемма 1), можно доказать с 

помощью (7), что условия Х£~П,(х) и [А^,А^1Х =  0 

для любых Тхх(гл) эквивалентны. Поэтому пространство

Т.,(эй можно для подмногообразия M C  М (с) определить и 

равенством

ТЛЫ) ={Х €Т х(М)> [А*,А„]Х~0

Покажем, что ортогональное дополнение Т/Ох) кТ|(х) в 

Тэс(м) содержит lm. CA?, А̂З для любых € Т̂Х(М). 

Действительно, из уравнения Риччи (7) имеем

<3(ГА5,А^Х,У) = -? (Х,[А?,А,1У).

Отсюда следует, что ГА|,АЗ̂У-LX для любого Х€"Ц(х). 

Следовательно, А̂ЗУ € Т,-Чос).

Поэтому Т С̂х) инвариантно относительно операторов 

ГА*,АП1* • Эти операторы симметрические. Действительно,

<3 ( ГА*,А ]̂*Х, У) = - g (CAj,А̂З х > ГА* /A^3V ) =

=  g (X, ЕАьАЗ̂гУ)

ДЛЯ любых Х,У €1̂ с(М).

Если X^Tj(x) , то Ü A j ,A ?l3iX  ■= 0 для любых

Ч,Г\£ Тях (М). Следовательно, Tj (х) С Та? п , где Тх? 
обозначает подпространство собственных векторов оператора 

» отвечающих нулевое собственному значению. 

Обратно, если Х €Х ^П для любых I, г\ , то

О = ^ ( C A s<A n32X JX ) = - 3 ( C A 5>A nlX, ГА^̂ ЗХ).

Отсюда, в силу невырожденности метрики ^ , имеем ГА*/%ЗХ=0 

для любых т\ и, следовательно, X € (х) . Таким обра

зом, пространство Т|(х) можно определить равенством

т;сх)-1Х €1^См) ; [ A b A n32x  = o 

Если все собственные значения какого-либо оператора 

ГА^А^З1 отличны от нуля, т.е. скЛ ГА?, А^З^О , то 
Т,(х)={0  ̂ . Заметим, что собственные значения операто

ров C A ^ A ^ l 1 неположительны. Действительно, если 

ГА|,А "̂1аХ =ХХ , то
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g ( r A t, V X 'tA5 A 1X) = ~ 3 (tA * ' V 1X'X) =

=  - ^ C X X , X )  =  -X^(X,X).

Отсюда, в силу положительной определенности метрики <3 , 

следует, что X  4 0 .

В дальнейшем нам понадобится понятие -̂мерного вполне 

коммутирующего подрасслоения Кр нормального расслоения 

*‘Гх(1у0 > введенное автором в [21 . Напомним его определе

ние.
Подрасслоение Гч/Р нормального расслоения ТА(М) назы

вается вполне коммутирующим, если каждое нормальное вектор

ное поле ^ , такое, что } является комму

тирующим, т.е. второй фундаментальный тензор А* коммутиру

ет с тензорами А  ̂ для любого нормального векторного поля?|,

Теорема 6 . Пусть m  -мерное подмногообразие М п.- 

мерного пространства постоянной кривизны И (с) допускает 

( n - m -  з.-) -мерное вполне коммутирующее подрасслоение нор

мального расслоения. Тогда в каждой точке хеМ четность 

индекса нормальной дефектности совпадает с четно

стью т .

Доказательство. Пусть подрасслоение К " ' ~ а' является 

вполне коммутирующим и пусть адаптированный к М ортонорми- 

рованный репер выбран так, что > -: , принадлежат

Тогда ортогональны к N’n"m ‘a- и

СА̂ ,А втУ= ^А€,,Аел+а1 = 0 , ?,<г =
Отсюда и из уравнения Риччи (7) при получим

R - ^ = 0 , : Следовательно, сис
тема в (15) для настоящего случая сводится к системе (16). 

Рассуждая аналогично, как при выводе теоремы 4, получим, что 

и имеют одинаковую четность.

Следствие 2. Риманово многообразие М четной (нечетной) 

размерности т  не может быть изометрически погружено в п- 

мерное пространство постоянной кривизны М(с) так, чтобы 

это погружение допускало (п. - т  ~Z)-мерное вполне коммутиру
ющее подрасслоение нормального расслоения и чтобы его индекс 

нормальной дефектности О) хотя бы в одной точке 

был нечетным (четным).

Замечание 5 .. Условие теоремы 6 выполняется, в частности, 
для подмногообразия М

I ) омбилического относительно (а - m  -2)-мерного под
расслоения N'n_rv'~a нормального расслоения или
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2 ) допускающего С n - т  -2) -мерное параллельное под- 
расслоение нормального расслоения, такое, что в 

нем индуцируется плоская связность или

3) имеющего 2-мерное первое нормальное пространство 

^ G*) в каждой точке (здесь заметим,

что является ортогональным дополнением

подпространства нормальных векторов ^ таких, что 

А| - 0  , до нормального пространства T’X'L (И)).

Для доказательства достаточно отметить, что указанные 

выше подрасслоения в случаях 1 ) и 2 ) являются вполне комму
тирующими, а 3) есть частный случай случая!) (см. [2*1 ).

Пусть в некоторой окрестности 'IIС IM cLimT^rO^-cc^t. 

Тогда в силу теоремы 3 в этой окрестности распределение Т, 

инволютивно.

Предполагаем теперь, распределение Тл и его ортого

нальное дополнение Т,х в Т(гл) сопряжены относительно 

второй фундаментальной формы ыг подмногообразия М .(Это 

имеет место, например, когда М допускает коммутирующее 

нормальное векторное поле % , а Т,(х) совпадает с подпро

странством собственных векторов второго фундаментального тен

зора , отвечающих некоторому собственному значению X , 

или же является прямой суммой некоторых таких собственных 

подпространств). При этом предположении в каждой точке гсСУ. 

имеем ö<3.lX,y) =  0 для любого X (ц(х) и любого N с TlJ-(x), 

Если адаптированный к М ортонормированный репер выбран так, 

что £иеТ1(х') (и,v-,ur ~ \ > .../уил) и следовательно 

<2г£ Т,-1 ('х) ('t/̂  •* ■, > т0 = = 
~С. Отсюда следует, что . Тогда 

т.е. CO.V - 0 на интегральном многообразии М, распределе

ния 'Tj , и расслоение как подрасслоение нор

мального расслоения для ГЛ, , является параллельным на М . 

Покажем, что в нем индуцируется плоская связность. Действи

тельно, так как в выбранном репере = С , то мы 

имеем

В этом равенстве вторая сумма, очевидно, равна нулю, а пер

вая сумма представляет из себя компоненту тензора 

кривизны нормальной связности подмногообразия fvV1 . Следова

тельно = 0  для любых и связность в Т 

плоская.

Если, кроме того, тензор 4 х параллелен в связности
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ван дер Вардена - Бортолотти, то распределения TJ и Т,1 в 

силу Замечания 3 инволютивны и параллельны, т.е. их инте

гральные многообразия ^  и м/- вполне геодезичны в М.

В этом случае М, является подмногообразием с плоской нор

мальной связностью. Покажем, что в каждой своей точке 

имеет нулевой индекс нормальной дефектности. Действительно, 

тензор кривизны нормальной связности М,1 —  это ограничение 

на тензора кривизны подмногообразия М и он имеет ком

поненты . Если для некоторого вектора Х~Х*-ег 

имеет место » то в силу = 0 , получим,что

R , J x l = 0 , R j ^ + R ^ x ^ o ,
где Xй = 0  . Следовательно, X принадлежит пространству 

нормальной дефектности Т,Сх) подмногообразия М , т.е. 

является касательным к М, . Тогда Хг-0 и (М,1- имеет ну

левой индекс нормальной дефектности. Итак, справедлива сле

дующая

Теорема' 7. Пусть М является -мерным подмногооб

разием п, -мерного пространства постоянной кривизны М(с). 

Если в каждой точке лсеМ пространство Tj(x^ и его ортого

нальное дополнение в (М) сопряжены относитель

но второй фундаментальной формы <хг подмногообразия И , 

то нормальное расслоение ТХ(М^ , как подрасслоение нор

мального расслоения интегрального многообразия М., распре

деления TJ , является параллельным и в нем индуцируется пло

ская связность. Если, кроме того, тензор кривизны нормальной 

связности R 1 подмногообразия М параллелен в связности 

ван дер Вардена - Бортолотти, то И1 есть подмногообразие с 

плоской нормальной связностью. При этом распределение 

инволютивно и вполне геодезично и его интегральное многообра

зие имеет нулевой индекс нормальной дефектности в каж
дой точке.

В заключение укажем, что локальное строение подмногооб

разия, допускающего параллельное подрасслоение нормального 

расслоения, в котором индуцируется плоская связность, описа
но в [13 .
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15 IX 1985

THE NORMAL NULLITY OP SUBMANIFOLD Ш A 

RIEMANNIAN MA.NIF0LD 

V. I.'irzoyan 

S u m m a r y

The normal nullity space of submanifold in an Euclidean 

space was introduced by the normal connection curvature ten

sor in 3 as an analog of the nullity space of the Levi-Ci- 

vita curvature tensor (see 5-9 ).

Here this notion is generalized to the case of submani

fold in a Riemannian space. Several definitions are given 

for it with proofs of their equivalency. Necessary and suf

ficient conditions are proved for involutority of the normal 

nullity distribution (Theorem 1). Some cases are indicated, 

when these conditions are involved (Theorem 3).By the codi-
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mension 2 (and in a more general case) the dimensions of the 

submanifold and the normal nullity spaoe are even or odd si

multaneously (Theorem 4 (and 6)). Two consequences are made 

for the impossibility of some isometric immersions. The geo

metry of submanifold is investigated, if T1 and T^ are con

jugated with respect to the second fundamental form and the 

ambient manifold is a constant curvature space (Theorem 7).
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ДВУМЕРНЫЕ СИМПЛЕШЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ 

СИМПЛЕКТИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА Sfy

А.Парринг, А.С аарне 

Кафедра алгебры и геометрии

Целью данной работы является, исследование двумерных 

симплектических поверхностей в 4-мерном симллектическом 

пространстве

Симплектическое пространство - это аффинное пространст

во с регулярной кососимметрической метрикой. Кососимметрич

ность метрики вызывает некоторые трудности по сравнению с 

евклидовой геометрией, например, длина каждого вектора здесь 

равна нулю. Кроме того, в симллектическом пространстве су

ществуют такие подпространства, в которых метрика частично 

и даже полностью вырождается.

По этой причине в Sfy существуют поверхности двух ти

пов: с симплектическими или с аффинными касательными плоско

стями. В этой статье рассматриваются поверхности с симплек

тическими касательными плоскостями, называемые симплектиче

скими поверхностями. Симплектические поверхности размерно

сти 2щ впервые в отечественной литературе рассматривались 

в [I, 2 ] .

Применяются конструкции, имеющие явный геометрический 

смысл. В силу этого многие геометрически выделенные величи

ны автоматически имеют геометрическое содержание. Существен

ными источниками являются статьи £3 - б} .

Проводится классификация симплектических поверхностей 

в 5^.^ , исходя из следующих трех принципов.

Во-первых, имея в виду что с каждой симплектической по

верхностью связаны два главных расслоения: главное расслое

ние касательных реперов и главное расслоение нормальных ре

перов, оба со своими связностями, дается первая классифика

ция двумерных симплектических поверхностей по формам кривиз

ны этих связностей.

Вторая классификация двумерных симплектических поверх

ностей получается по типам фокальных подмногообразий касатель

ных и нормальных плоскостей (см. £б J). Выясняется взаимо

связь между двумя классификациями (см. ниже теорема 3.4).

В-третьих, к исследованию привлекается сферическое ото

бражение (см. [4 ] ) ,  которое каждой точке поверхности сопо-
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ставляет сферический образ касательной плоскости, являющий

ся точкой единичной сферы псевдоевклидова пространства 

Исследуется, какими будут сферические образы симп- 

лектических поверхностей. В общем случае образ поверхности 

является двумерным подмногообразием и классификация поверх

ностей проводится по типам фокальных множеств и индикатрис 

кривизны их образов.

§1. Сферическое отображение двумерных симплектических 

подпространств симплектического векторного прост

ранства

I. Четырехмерное симплектическое пространство Spy - 

это аффинное пространство, в котором задано кососимметриче

ское регулярное скалярное умножение < , >. Формы Пфаффа 

60 и ( Ъ  '*’>"• в в формулах перемещения
: СЭ° e V olžj ~  COŠf ( I . I )

f — f 4

подвижного репера {M j e-jj удовлетворяют структурным урав
нениям

J U
и уравнениям

•tc J

eî 3X “ +* (1.3)
гДе $7ус * У • Вазис { 7 3 можно выбрать так,

что регулярная кососимметрическая матрица <3=* ИЗэжП имеет

ВИД
Q  =

I 0 I
0 I I (1.4)

где
Т —

0 1
ft -

0 0

-1 0
и =

* 0 0
Базис в этом случае называется симплектическим.

Из (1.3) следует, что тогда ^

00 =■

имеет вид

*>; «?• ^7 «7

«А
- 6)}

«z -4?

(1.5)

2. В [4 J дано отображение симплектического векторно

го пространства в псевдоевклидово пространство . 

Напомним коротко эту конструкцию.

Пусть Vif и Vc векторные пространства над полем ве

щественных чисел IR и {^э<} и { Ей } произвольно фиксиро

ванные базисы, соответственно, в и V6 , где 0tf Иг =  

=. 4} ... , & . Определим отображение Л : — » V g  ?

II
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^  формулой

=ги?= х* лУ
9' ?*■?. +

at1 а*

V" у5

-> «у 

9* 3*

+ «!|
S +

*> =L»

s’ s’

(1 .6 )

с >

где

зиса L
Ч координаты векторов tc- и ^  относительно ба- 

Ä 3 j. Отображение Л обладает свойствами:

f  52Л Г (£+-£) Л ?  = £/13+ f A  2 ,
3* —  о£ S* Л Из определения отображения

следует, например, что

*4 ^  =  Л в-з , “ fc-f Л €-<f j (17)

—  ^Л е *„ gr =  5*/\£ , £ * =е ,Л ^ .
При :? < 3d переобозначим л ̂  =г е . Следовательно, 

базис i f * }  можно также записать в виде [

3. Рассмотрим преобразование базиса ~— * {.^*1

в Ц, , данное формулой ^  , где матрица А =

- элемент полной линейной группы <rL(*f, 1R }. Это 

преобразование б_азиса индуцирует преобразование базиса

I  ̂ Coat) У > } в Vq формулой

ё'СЦ&г) —  Л & ъ.) е , где

Ak f a
(1.8 )

Матрица Л  *= Ц | есть (С х. С] -матрица и называет

ся ассоциированной матрицей матрицы Л , Вообще, по форму

ле (1.8 ) можно каждой матрице А сопоставить однозначно оп
ределенную матрицу А , так что возникает отображение 

Ч1: Мц *---> М£ , где и Мс - множества матриц, соот
ветственно, порядков 4 и 6 , Отображение У имеет следующие

свойства ( [4 ]):
io 4CAB)zz ч (а ) *_св),

^  -  /  -  т  1
2

'f(A) ре-

о ^ [ а т J —  ГМ)Т,

3° если у над А регулярная матрица, то и 

гулярна, причем Y M “1) ~  Y M ) - f.
Свойство 3° означает, что Мн •— Мс индуцирует

отображение Y: £**(Ч, R ) ---» Gl-(t;St), которое по 1° является

гомоморфизмом групп.

Теорема I.I. (см. [4 ] , стр. ИЗ). Образ f  C&L [Ц, tk)) 
является подгруппой группы G-L(C>, JR}.

Элементарный подсчет размерностей покажет, что группа 

'{(GLfaJR)) является собственной подгруппой.
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4. Пусть векторное пространство Уц является симплек- 
тическим, т.е. пространством Jf it  . С каждым базисом {г*} 

связана регулярная кососимметрическая матрица 

В отображении 'f ей соответствует регулярная 6*6 матри

ца С ~  % с общим элементом

а __ } (1.9)

Отсюда следует, что ^  симметрична. Она дает возможность 

определить в Vg скалярное умножение ^ , п̂оложив

<етХж], ?(!/&)>  •= Г*
и, вообще, для векторов А —  3c.(*^v еpj и 4*=%

<  X, 7  > «  З&ЭЦОЬЪ) х-0***1#  (1Л1)

Здесь, конечно, суммирование производится по парам, где 

< Зч. и ^  . Если базис 1ех .} симплектический, то
G- имеет вид (1.4) и , следовательно,

I 0 0 0 0 0
0 0 0 0 I 0

0 0 0 -I 0 0

0 0 -I 0 0 0
0 I 0 0 0 0

0 0 0 0 0 I

(1.12)

Вычисляя канонический вид матрицы Ь, получш;, что Ус 

превращается в псевдоевклидово пространство

Отображение 'f*' + G-L (6 ? IR) можно даль

ше сузить на симплектическую группу и получить

из чего следуез

Мы
Л-

?■*
Если Л £ С ( , то Л £  Лт *= <3 ,

?{А&АГ ) == Учитывая свойства отображения *f

получим 'fMj *f f£-j Y M j ; =  или •АЬ-А'* -
Следовательно. Л  является элементом группы £

т.е. грутшь, элементе- которых удовлетворяют Итак,

мы имеем отображение V’.1 ® ( =К / — >  © ( % ; .

Теорема 1.2. Образ (-fyit}) симллектической труп-
пы является подгруппой группы <Ч1Ес].

Доказательство. Для произвольных Ж, ^ 
существуют 8 ё G'('Jptt) такие, что иГ(8>=
~  ^>. Так как А В '1 & G- ( )  , то (АВГ1)^  
из чего по свойствам Y  > получим

Элемент группы С ̂ р-ь) в общем случае зависит от 10 
параметров, а элемент группы & ( ^cJ от 21 параметра. Сле
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довательно, подгруппа Y (.& Ctyif)) является собственной.

5. Пусть т̂х- двумерное симплектическое подпростран

ство симплектического векторного пространства • Возь

мем такой симплектический базис — £4 } , что ли
нейная оболочка L(e<; £д.) дает. , где =з 1, и 

* l j =г 3; ^ , Обозначим через Ч] множество всех 
двумерных симплектических подпространств пространства ^f-ц . 
Каждому == L. с Ö'T сопоставим

По (I.II) длина 4. Преобразуя базис {<?г}в в

новый симплектический базис &1 «  «4 г* , где I I ^ N  

мы получим &(41) ~  d ti .̂Поскольку Лв-i: \Aj^= i , TO 
Z-см.) — Следовательно, мы получим отображение

Л : e * ( i y U ) — * % .
Пусть (точечное) псевдоевклидово пространство и

^  его направляющее псевдоевклидово векторное простран

ство. Зафиксируем в некоторую произвольную точку Ст. 
Множество V  =* { X J X  6 {OX Ir= есть единичная сфера 

центром & . По вектору ^си.) определим точку Л  на сфере 

Sj- , такую, что &М, с=г Возникает отображение 
? : )• >• V  ч в котором fy t —  **)>—> (̂и)\—> М..

Определение. Отображение f: (r-'tfijiJi— > назовем 

сферическим отображением множества двумерных симплектических 

подпространств симплектического векторного пространства

6 . Симпледтический базис {«эг} в ff-ч определяет в 

Ёс базис i E  а ]  — { <? , который по (I.I2) не явля

ется ортонормированным. Построим теперь по нему четыре орто- 

нормированных базиса. В последующих параграфах мы в том или 

ином случае будем выбирать наиболее подходящий из них.

Переходим от (.&«.} к с помощью формул

(1ЛЗ)

Щ = ?с , Е,' =  Еч),  Е^ ~ 1 к (ы % гЦ  _ /

где £  «=. ± 4 . Матрица ^  =  Л | W i  > где < E m  & ->»

имеет диагональный вид с диагональю

М , :р £. ± ire. 4^. (I Л 4)
/ г ■) |/ - 4 / ö /

Формулам о.е^*=^ соответствуют формулы л г=г 

=  где » как покажет несложный подсчет (см.

С.43), вьфажаются через следующим образом:

‘ в ,
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± Ц  =  ~ - Z ^ < f c ( o ! ? u Z ) ,  

Z >  =  ±tlj =?гГ ] =  -E?= %  ( ± a ? + t < 4 ) ,

I J  =  ¥ l , '  =  i  Г,‘ =  -Г с’~ %  (. u? ± <40,

I,r =  T i r ;  =  ± £0 =  - Z f -  '/<r (a? *  eeft 

£ ’= ~ e . £ - =  I  ( 4 ?  -*•««?],

(1.15)

r r = t ^ r  =  xbt f ^ + t f i ^  + fö? + t<0*j],
Z j  =  £ Ц  =  {l-tLof4-b>l) ± ( t a }  + a })]}

Z t =  H r  =  4= (°J +  ö i Л

z 4 =  -1£ Г =  тЬ=(а^~ 6-u’J + («?- £ ь>*Л.

При этом удовлетворяются, конечно, структурные уравнения

л г ? =  а  £  *  (1Л6)
-j / г-*> —* ^ «- -э •*- -f

7. Обозначая Е< с=.лСг 'Ч'х.я £*** и tr *= ,

0*  =  21**.#, где ^ 7» - * * ^  —  ’ будем иметь

«ffi* = « £ < ? *  (I.iv)

и в силу (I.16 )

(1.18)

^ = =  0?  Д $!i±zß1Ä0l 
d e ?^  ef/\ ^± x, e fAö*

e[ftf=r ± ie*A6H
cl$l ~  &л Л &£ ^Xt^LA в1 
ol$l^ € л  bi ±ив*-ло3 
cL&l— $?Ä BS illt f - A  G4

c№> öj

с№ Ц ~ £ л %  1 ± M , (I.I9)

e/<f= efA б £>& 0 V ,  

Je } =  л ̂  ̂  * V ;

j.e j =  o.

Эти формулы (I.18) и (I.19) являются структурными уравнения

ми четырехмерного подмногообразия у (£* с*,-*;). ̂на единич
ной сфере ^  . Так как Ес̂ = 0  , то^

I?7 + Ej постоянен. В силу (1.13) все векторы <<ас в Е-*«  

перпендикулярны к вектору is/ +  if̂  . Следовательно, подмно

гообразие $ (. G"l С } **)) является четырехг’ерной сферой̂ 
в Sr.
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В правых частях формул (I.I9) последние члены, которые 

мы обозначим через П>; , являются формами кривизны индуци

руемой на ? (6’/L- С&) 4))~ ^  связностью Леви-Чивита. С их по

мощью (I.I3) записываются в виде

del e —  Л б* +• 77 (1 .2 0)

По формулам ^  ̂  определяются компоненты тен

зора кривизны P-d&r/T“ этой связности. Из них отличны от ну

ля только те компоненты, у которых и 7 . Обозна

чим они через ~  Из (I.I9) следует, что

0 I I I
t  O I L

-I -I 0 -I

-г -t -e. о .
В дальнейшем нам будут нужны выражения форм 6^ и 

через ; именно они осуществляют сферическое отображе

ние f * G-'ifah) --->  . Мы имеем

в1= l/izfävrt), (ia ?  + ee»J,
f e  (о> ± с# ), 0V=  ( ai Г t 4 )

8,"= 

£? =  

fi? =

«*■

< =

« =

e?=
Кроме*

лучим

- г i  L ( « N  £ 4t) ± ,

%  =  -  oi +

^ 0* —  £ 1 * +  (öjf -  e offl, 

^ 0*'« xt- «/j ± (cej +  ОЙ, 

0 ^  =  у -f

- £ 0* =  («?■“ £ a£) -f C ö? - £ qjjj, 

0,с=* Й 0 Z = 0 .
w m h  ii л.?:>а где <ä “:

(1.22)

ж/

0

U  .23)

§2. Главные расслоения, связанные с симплектической 

поверхностью.

I. Пусть - двумерная поверхность в симплектическом 

пространстве . Симплектичность поверхности '#!*_ озна

чает, что касательная плоскость Чм [V t )  , а следовательно 

и нормальная плоскость T ^ ‘L ( ̂д.) , в каждой точке



симплектичны. Подвижной репер {Mj 2 * }  выбираем так, что 

"ŽL €  Тм ('&■) и K i & С /0i) , где ^ i и

Тогда

%СЛ =s < ? » * , « ^ > = 0  (2.1)

! W = u J <^, и - е л + ш ?е ^  (2.2)

Дифференциальными уравнениями поверхности ^  являются кро

ме того б)*4«  0 , а продолжение последних уравнений с помощью

(1.2) приводит к

# £ « # & .  (2.3)

Возникает главное расслоение Я : &  ^  всех

касательных к ^  реперов {М; Г«, с базой ^  , струк

турной группой GL [1; 1R) и проекцией Э£: {ty j v М 

Аналогично возникает главное расслоение 

всех нормальных к реперов {Mj Г,, Й,) с базой ^  , 

структурной группой G-J- (*/ ̂ ) и проекцией

Из (1.2) и. (1.3) в силу (2.3) получаются структурные 

уравнения этих главных расслоений, которые имеют вид (см., 

например, [б], стр. 88)
сicJ ̂  =s A  ̂ (2.4)

=  ь>1л<4 + i  Q f; (2.5)

где

S - t =  К ы  о*л О1 л  «*

R i* k  = Си, l in t * *  (2-6)

Из этих уравнений следует, что в обеих из этих главных 

расслоений определены связности, для которых яв

ляются формами кривизны, а (2.6) - тензорами кривизны. У 

последних существенными компонентами являются лишь и

Al, . Все остальные компоненты равны нулю или выражаются 

через них. Обозначим и . Из (2.6)

следует, что

Як =  *W Q, £,?*= t f iu j. (2.7)

Обозначим Rüc и . Так как

f a  ^  t & i ,
то легко установить Rüt = R * t  . Аналогично йолучим, что 

Rjiß — R(m.
Симплектическая метрика в Ч-н позволяет оба рассматри

ваемых главных расслоения редуцировать к структурной группе
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■ Cr С i,) . Для этого нужно лишь базисы { } и { £*} считать 

симплектическими. Тогда и имеют в

силу (1.4) вид
О I

-I О

0 -I

1 о

(2 . 8 )Ga =  <3̂ «=-

в силу чего

j -д _ (2.9)

Заметим, что симплектическая группа G- ( совпадает с 

группой SL^lj/RJ матриц Л с del A — 'I.
Нетрудно проверить, что при

t e'~ A f S j ,  , , J U U i l .  J d h l *  (2.Ю)
имеем

'R k ~  А * к  \ А 1а X f * 3 Rt  1 (2.11)

где \ At H=ÖAf Г* и К J =  II А< 1Г*. Следовательно,

R * и Ri являются тензорами. Тензорами являются тайле Rut 

и !Ц . Обозначим

R  =  I R k  I . Л “! W l ,  S = | | R i J ,  Я = IIRjjsI.

Матричная запись формул (2.II) следующая

'r =  A , R A V ,  (2.12)
где А*=11А;?|1 и A t s= IlA&l}. Аналогично

^ ^ A ^ R a T ,  'A z z Al X A J, (2.13)

Наконец, отметим, что из (2.7) с учетом (2.8) и (2.9) следу

ет

r 3 =  ü  pL - К & , R,l=  х(*«Ч’ - 4 ?  «А

Rj.= i (4 Z * £ - % W , Rt=  - К? (2.14)

(2.15)

(2.16)

R\ =  4 £ & + № - U L £ ,
R l «  I I U Ä  - 1 Г- g  4  + « t f l
Для RtJ и Rrf  получим

R n  •=* R^ у R«. s= Rif S3 Rt" я  — Ri  ̂ Ru, ~  " Ri j

R w s= r£ t Ryf =  ~  ft* “ “ ̂ 5; RhH ~  ~ %3 .
Непосредственно проверяется, что

UdURiU «  cid fl R^II. (2.17)
Л

Л 2. Теперь вернемся к симметрическим матрицам R. «  И Rütli 

и ^  =  П Rjfi И. Так как они по (2.13) преобразуются незави

симо друг от друга, то мы можем их одновременно привести к

88



диагональному виду преобразованием базисов { % i ]  — *■ { . Q j 

и I  Ett } -— > {ЗД соответственно в касательной и нормальной 

плоскостях с помощью подходящих элементов из группы

получаются виды

х п а  'о  i i v ^ ru Ty v w fi JiT<nu4r

=. S I- (2-, R). Для матрицы £

I)

2 )

3)

R  es

R =

f t «

I,

где a / 0, если lah-k R.—I, (2.18) 

где а.фО, если ЧалА R=Ч; (2.19) 

если (2.20)

Каноническим видам (2.18) - (2.20) соответствуют, в си

лу (2.16), следующие виды матрицы R *= II RкII :
I )  Яг= 0 а

2) Rt= 10 а

+а 0 0 0

0
t чО

Аналогичные канонические виды получаются для &
2 )в 0 

0 ±в 

соответственно, 

0 в 

в 0

H S 3) HIS
2) 4 = 0

в ß 0.В1 3>
10 0|*

Итак, матрицы R и Л приводимы независимо друг от друга к 

одному из следующих видов:

0о 0о

0 с 10 0оО II.
и -с oll, H L 0 0 0 о|

где с =  а для R h с «  &  для 3!.

Для канонических видов I и II имеем d-A R ФО и dct &Фй) 
а для видов III и 1У имеем cLd Rs=õ и "31=0.

Теперь разделим все двумерные симплектические поверхно

сти симплектического пространства по каноническим ви

дам матриц R. и ^  . Получаемые соответствующие классы по

верхностей В Sf-if обозначим R CD, . . . j  R. Ш ) и
Ш ) .

Теорема 2.1. Следующие пересечения классов С Sa у 

оказываются пустыми: R I D  Л 2  ОТ), * а )П Я (Ю , М И П Я Щ
Ш ) П Я Ш ,  Ч Ю Л Ь Ш ] ,  Я Ш ) Л % £ ) ,
R [%)П Ш J, я {$[)() $№), M E )  f) ®CJ) и k№) п tlMj.

Доказательство. Так как в силу (2.17) ddt. R «я то

R(i) о  ад ~ R ~ a ln m ) .  n u n n  Ш ) ,  R m  п 
№ )  л  м г), кш]лэд, адолзд и R d j / i

пусты. Для R(T) Л Ä(?j и #(2Г) Л 5! (IJ условие
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J i t t  R =. e ie t X  дает л4" + 4**=. о , а это противоречит ус

ловиям а. ф о и б* Ф  о . Остается установить, что 

R U I)  п  0 . Так как в этом случае RJ“ ф  0} R^ =  О

и R± — Ö, то из (2.14) и (2.15) следует:

fw ^«41 =. ö t-H&b. +■ о J
й * й ~ * № ф О г

0, -  4! J» «  Ö .
Эти условия несовместны. Действительно, записав первое

=  0,

из них в виде v .у
h i
4̂< Ьи.

находим, что t= Л ^  и »  A _ Третье условие 

теперь дает к (Ш  h l ~~ h i hx ) -  откуда X ■= 0 .
Следовательно, Аг 5=3 з̂л~0- Из пятого и шестого условий 
следует, что Ыг — 0 к 4L =  0 ; получается противоречие 

со вторым условием. Теорема доказана.

Следствие. Симплектические поверхности ^  С рас

падаются на следующие классы: d ^ R W n x o ) ,  4 f> n (t )n ita ), 
A 3 ~ R ( E ) n m ) ,  oiif — R (Ю  О Ш )  и J f - R ( iV ) n & ( l v i

3. Специализация репера так, что матрицы 1| Rcj-jj и tlRjpS 

имеют диагональные виды, соответствующие классам A i y . . . 7 
приводит к соответствующим соотношениям между компонентами

i-ž
Если 41 d i , то R«=  RjsaOj R

Из (2.14) и (2.15) получим

с  t l  -  4 й =  О,

~  ^  ^  hjL&4l ф О, (2.21 )

А* ^  h t—  L  ~  0)

с  4 -  -  «г * 1  +  <>.

Из второго условия следует, что V̂? и h l не могут быть 

равны н̂лю одновременно.̂Поэтому из первого условия получим, 

что и̂. ~ л Ч  и fix = A £|, . Теперь второе условие

дает - я  л и *  в
и это вместе с остальными условиями приводит к А »  f и

*= Л/ =■ 0, 

a_*j* _  + с*а л  чь о.
Отсюда аналогично s=. ju , £■$•=. ь. /ff и

А ч а -;г)‘ - & ]  -  (4)*- -(<*/* *  в.
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Отсюда ^  £  — ± 1, Итак, мы имеем =  и̂,—
и (Й А̂й З̂десь можно ограничиваться случаем 

£ =  <7, так как при £ = 4  преобразование е-* =  ̂  и ^,е“̂

сохраняющее канонический вид матрицы R*, приводит к случаю

£ =  * 4

Следовательно, для поверхностей из класса Л 4 справед
ливы . . , . .

* £ = < * = - < & ,  <Ь. =  Й = - 4 ,  (fJ - W 1**, (2.22) 

RJ-=
Если , то аналогично получим

г̂х— * fyf »  (2.23)

Rf —

Ниже мы будем исследовать поверхности классов и Дг. 

совместно записывая (2.22) и (2.23) с помощью £ «  ± *1 

* £  =  £<*, ^ = - 4 ,  ^ = - t 4 ’, (<i)*-£(<kjVe (2.24)

сг.гв>
Здесь £*= 4 при ^  и t e  —  4 при ^

Пусть теперь а̂. €  тогда R<:£o;

r £ =  0 7 R > t= - ßlf =  0, R* 0 и R » s  ö , т.е.

С < d ~  % & ~ 0 ,  t i &  +  -г&£=о,

<г^чЬв, (2.26)

Ai 4 .—  Q ii.  — O, - < i ^ +  ( f ü ^ o .

Из условия второго ряда следует, что fj< и ^  не могут 

быть равны̂нулю одновременно. Поэтому из первого условия 

H jl ~  и H i =г A fjj Подстановка их в первое условие

третьего ряда дает, что А =г 0 , т.е. ^м.= Нл. —  0, вс::с̂

ствие чего и *̂L =  0 . Итак, для поверхностей из класса 
справедливы

^пфОу * ъ .ф О  (2.27)

=  *» — ц.28,

Пусть %,€. Ац \ тогда R^=<?, R* =  R* =  R* =  О и 

Ф  0 , т. е.

4  я £ =  о, <i«i + « £

« * £ = « ,  + 1К Г- Ш Ц  (2 .29)

е <i =  о, <г & -  ( * £ Г ф о .
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Условия первого столбца дают, что ряцы ( Ч  <Д.)

и ^11 у 4~и. ) пропорциональны причем в силу последне

го условия второго столбца второй из них ненулевой. Следо

вательно, ^cj —  X у и теперь второе условие второго 
столбца приводит к Х =0, т.е. к & у —О.
Следовательно, для поверхностей класса Лц получаем

(2.30)

=  ф0. . (2.31)

Пусть, наконец, ^  тогда &L* = 0 и :=(?,

^й4а= 0> +

-  ( «Л  «о,

th .Q ~  О, =  0.

Из условий первого столбца опять следует, что

пропорциональны, а условия второго столбца приво

дят к тому, что ( А*..

Оформим полученные результаты (2.24), (2.27), (2.30) и

(2.31) в виде таблицы.

Класс по

верхностей
Условия на компоненты тензора 

fry в специализированном репере

At Ci=<) 
A l

4з

ф о , eäW p ž « - c < Ž J * J * < >

A r и £ £  пропорциональны,

§3. Классификация симплектических поверхностей 

по типам фокальных множеств.

I. В исследовании симплектических поверхностей Vi С Sf-q 
можно применить теорию конгруэнций симплектических плоскостей 

пространства sb .  разработанную в [3 ] . С симплектической 

поверхностью V3L С связаны две конгруэнции симплекти

ческих плоскостей: конгруэнция касательных плоскостей т(» ih  
= {т мШ  I м е М  и конгруэнция нормальных плоскостей 

ГЧЪ) =  {Т^СП) |Me«i.}. Строение фокальных множеств 

этих конгруэнций характеризует строение симплектической по

верхности %.■
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Сперва определим фокальное множество конгруэнции TCtflL

Точка X €■ Jm L®*.) с радиусом-вектором 5ic= L
называется фокальной точкой, если . ^

L -f oiaž *f scJ oü£J cJj
в некотором направлении & 0 принадлежит плоскости

T M № J.  Множество фокальных точек на симплектической плос

кости тм ( ъ ]  конгруэнции Т № ) называется фокальным 

множеством. Множество фокальных точек симплектической плос

кости Т „ ( П )  фокальное множество обозначим через f(M ). 
Из определения фокальной точки следует, что для нее система 

должна иметь ненулевое решение % ~ If > 

что приводит к уравнению ä t t 3 ^ £ 0 = 0 , принимающему

вид

( t - i C - & К ] * ’*1 + (Ч * и - & Ч К * г =  о ,

или, после использования (2.14),
R s- (ас*;*- -  I  ß* X *«5- -  Rt fr*/*' й 0. (3 J  )

Аналогично найдем уравнение фокального множества кон

груэнции на плоскости Тм̂ Ciy. Для точки XeTtCt]
имеем эс—Й +ж<*и, а из

с(зе «  (й )Чх^ J 4- «4t

для фокальной точки получим
сШ  <г; + х'?(,г о,

0T V ^  «J + »« i « ■ - - 41 - V *
Это уравнение фокального множества ^ № ) принимает по 

(2.15), таким образом, вид
RJ ( * > ) * • - R Ц[хУ- + 1 - 0 . (3.2)

2. Теперь проведем классификацию двумерных симплектиче

ских поверхностей по типам фокальных множеств 
|(м) „ f 4 M j и исследуем ее взаимоотношение с классами

Л и  — > А{Г.
Сперва найдем типы фокального множества /и ) при клас

сах А*,..., Лг.
Если €  Л*, то в силу (2.14) имеем R^«=»Ri и 

«= 0 . Из (3.1) получим (эс-'Ч1, —  (хг)1я  О, т.е. фокальное, 

множество является парой пересекающихся в точке
М€- Г*. прямых.

Если %. €  а̂. , то -~Ri Ф 0 и Ri —  О . Из

(3.1) получим (рс1]1 + 0. Фокальное множество яв

ляется парой мнимых,пересекающихся в точке М G'fti, прямых. 
Если то и . R? ==R2=»0. из (3.1) по-
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лучим М А~  а Фокальное множество является парой

совпадающих прямых, проходящих через точку М € ^1 .
Если ^  принадлежит классам Лц или Л ? , то 0. 

Значит, f(M] =  ГМ№ .

Сформулируем результаты в виде двух теорем.

Теорема 3.1. Фокальное множество f (М) симплектической 

поверхности v*Tc S fr является либо I ) парой вещественных 

пересекающихся прямых, либо 2) парой мнимых пересекающихся 

прямых, либо 3) парой совпадающих прямых, либо 4) совпадает 
с (VjJ.

Соответственно будем говорить, что принадлежит клас

су А*, либо Например, если есть пара 

совпадающих прямых, то € 3$.

Теорема 3.2. Связь между двумя классификациями следую

щая: &1 *=* ̂ 7  ~  и =  Ai^VAf.
Проведем аналогичную классификацию симплектических по

верхностей C. Sfi{ по типам фокального множества f СИ*
Если 'Vt. € A j , то в силу (2.15) имеем ЬфО

и £» 1=3 0 . Из (3.2) получим (эс.*)1, —  £ - { э с 0. Фокаль

ное множество есть гипербола.

Если то R Из (3.2)

следует, ч’го <0. Уравнением фокального множества 
будет •̂(эс9)*' +  ^  =  0. Фокальное множество

есть эллипс.

Если 'V’a.G d j , то в силу (2.15) и (2.32) имеем R* t= 
a  Rj =  0 и Rj =  кО. Уравнение (3.2) получает вид 

b- ise})*’ Фокальным множеством является пара парал

лельных вещественных прямых.

Если Aif , то в силу (2.15) имеем ^ С *3) 1'—
Поскольку ^ может быть, согласно (2.32) положительным или 

отрицательным, то фокальным множеством ^(М) является па

ра вещественных или мнимых параллельных прямых.

Если 'Ü’t.Gr A f ,  то R$ cz 0 . Следовательно, уравнение

(3.2) не имеет решений и

Теорема 3.3. Фокальное множество {  (М) симплектиче

ской поверхности 4%. с  $fi if яаляется либо I) гиперболой, 

либо 2) эллипсом, либо 3) парой вещественных параллельных 

прямых, либо 4) парой мнимых параллельных прямых, либо 5) 

пустым множеством.

Соответственно будем говорить, что ^  принадлежит 

С* 1 у Cjl j Cj ̂ Ctf либо
Теорема 3.4. Эти классификации связаны следующим об-
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разом: A i~ C 1} } и (ЛгОА^)\ С3 =  Cif.

§4. Сферический образ двумерной симплектической 

поверхности.

С помощью сферического отображения £: Щ  **) * 
построенного в §1, можно определить отображение fr-: ^

положив (V i) r= {Mj }i— p-cOfAt^i—
Напомним, что Л \—+ Jl означает, что $м s= К  где 

Ö'Q ^Cq - некоторая фиксированная точка. Выясним размер

ность образа & • {% .) и то, какова будет метрика в его ка

сательной и нормальной плоскостях.

Если ^  принадлежит классу А или Ах. , то из табли
цы (2.32) получим, что

CJ*=: +  (4 1)

<0?~  CJÜ«

относительно некоторого симплектического репера 

Отсюда üjJl ” — и -О*. Из (I.2I) следует, что

ЬА~ * / п . ($ ± 1 ы})> ' P s s f a l o i p e a f ) ,
Vre [± t f - 1  ©<% б¥= f/ne *  ««ty-

При выборе базиса { ? n  i в §1 рассматривались 4 возможно

сти. Если V i с   ̂ то в формулах (1.13) берем знак "+", и 

если V i ± л , то знак . Тогда подмногообразие Sr(Qi) 
в $if выделяется одинаковыми уравнениями, несмотря на то, 

принадлежит ли классу л» или А : „

0 s  0 у Ф3=  0, (4.2)

Для произвольной точки (.V i) имеем

Следовательно, =  2. Поскольку касательная плос-

кость Т*(?т («-»)) является подпространством касательной 

плоскости ), то можно найти ортогональное до

полнение "ПиХ ( ?т (1^)) к 73ц. (9 т (Vi)) до Tju С$к) .Ко
нечно, T i  ( t r in . »  не всегда определяется в силу метри

ки в ТЛ С *>ч)- Назовем двумерную плоскость 7}цХ ($т(£J) 
нормальной плоскостью к подмногообразию f r  (V i) в точке М. 
В силу (1.23) метрика касательной плоскости Т\М. (Чт (^ i)) —  

и метрика нормальной плоскости Хи~(?*г(% )) ~  

~  l 'k ) $ ] определяются, соответственно, матрицами
0

1
Ы ф  = -I

0

0

I > M «
-I

0

если V i  €: А 1 , и матрицами

U i ß  = IS 0

I ?

-I

0
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если еЛ^. Здесь 4, Ч и 3 . Итак, у

% ,€ г A t касательная и нормальная плоскости в каждой точке 
J l  подмногообразия JrC^Sj псевдоевклидовы типа 1 , а 

у С , касательная и нормальная плоскости, соответст
венно, типа и *■£*..

Если € Д3 , то из таблицы (2.32) получим, что 

—  ^44^у CJ^+ h l Q1) (4.3)
Из (I.21) при верхних знаках следует

е'= Йг (tj -«)«', е*- Уст {К + <£J<  
f e f i z  ((■Xu'+&b.‘S j! 0ч=*4А т  ( t y  а '+*■&&].

Отсюда '

$*■= 0 ^  ( &« +  t-ujö* “ ~~ ~  (4.4)

где + fu и не равны нулю одновременно. Пусть,

например, ^ ^  Ф. О7 тогда из (4.4) следует, что 03=

* где *  =  W , + 4 ) U l - 4 r i . Следовательно, многообра
зие ?т (№ } задается уравнениями f l * = e l „ 0'=*4<д ,я  

произвольной точки имеем

4 #  =  fl‘(et +  i?,j +  «*(«, +  *
т.е. касательная плоскость подмногообразия $т C^i) в точке 
Л определяется векторами + Ät?j и ***= . С

помощью (1.23) получим

<а;,а;>»  <3,, =
где ~  ̂ о .

Следовательно, у 4̂ . € касательная плоскость Тк.^'гЩ^ 
полуизотропна.

Если 6 Лц, то по таблице (2.32)

Cjj с flj *= j CäfSzOy 4) .

Если в формулах (I.2I) берем верхний знак, то 

Для произвольной точки €: f r  [V i) имеем
4 Л  =  0 4C Z i- Z 3]+

Касательная плоскость т* (fr сед в точке опреде

ляется векторами 5% =  ~ и £ ^ 4 ^ .  В силу (1.23)

получим > *=<2^, <4> —  0.

Следовательно, касательная плоскость Tu ( ? т С j вполне 

изотропна, т.е. является аффинной плоскостью.

Наконец, пусть 6 ^ г. 3 этом случае по таблице

(2.32) и пропорциональны, и А Ч * JtoW^

т.е, ь) 4 и также пропорциональны, 3 итоге

и ^  в силу формул (I.2I) оказываются кратными некото

рой форме, скажем и для точки с t r  t% .) получим

ciJ? =  *  х’<?» +



Подмногообразие Jt ($)является линией (или точкой, 

если А*= Xv =  A3 = А? =.0J.

Сформулируем полученные результаты в виде следующих 

теорем.

Теорема 4.1. Если двумерная симплектическая поверх

ность принадлежит одному из классов Ац  А*.) 

или Ац , то подмногообразие ?т(#г) является двумерным, а 

если V i € Л j- , то irC ^ i.) одномерно (или точка).

Теорема 4.2. Для двумерной симплектической поверхности 

4^ с  fyif класса А̂  касательная плоскость Т м  (?т СП)) 

и нормальная плоскость Тл а-гОУ) являются псевдоевклидо- 

выми плоскостями типа ; если , то Тл (*гСЧ) И
Tbl (?т те) являются , соответственно, плоскостями типов 

и . Если % . € ji£j , то Тл (?т(ЗД является полуизо- 

тропной. Если V^Cl A if , то Та (%т ($)) является вполне 
изотропной (т.е. аффинной). Если VI € то §r№i) оказы

вается линией или точкой.

§5. Классификация подмногообразий ?Т СК) при

классах Ai и А  по типам фокального множества.

I. Найдем сперва структурные уравнения подмногообразия 

fr (V i ) , если *£ принадлежит л» или . Мы исходим 

из структурных уравнений (I.18) и (I.19) единичной сферы \  
Из (I.I8) получим

+ 6 ' л ц 9 (5.1)

где “ ** Ч и =2, 3. Из (4.2) получим 0**= Q от
куда 0 . Следовательно, (5.1) влечет £*А б* =  0 .

Отсюда по лемме Картана

«Л“ * .  (5.2)
Здесь, конечно, Вг*. выражаются через и их продолжения

■ Для этого придется продолжить &  <*>1 + £ь)% z= О и 

Oi* ± =  о ив полученных формулах & 4 и (J- выразить 
через В* и 9* .

Из структурных уравнений (I.I8) и (I.I9), в силу в*» 6, 

теперь следует

i t 1= в*л ej, it  л «j + т Ui,
Ж =  «Га «г + i n i ,

ГДв • - J
П *= *«Л #+£П к ), П/1 + in f). (5.4)

Формы П£ и можно представить в виде
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п к= P* U  в‘Д вь, ■= б'л В*
Теперь уравнения (5.3) принимают вид

cLO*- В* Л Оч> d e 4-  в ' а  в?,

с [в }=  i  / %  в'ле*, < ^ i =  i V n »мв».

Здесь мы учитывали (I.2I):

Из (1.18 ), с учетом (5.2), получим

л 7-
|*и Ъщ в1 в«|

1в* BÄ
“ t

Bi
±г

- 1 Bi

•ifл

4 Ч  Зч|Bi f t

в'л«'', 

е'л ̂

откуда

B« Bi,

Bjir
-  г ftl + J

f t l "  J

1*6 Bii -f SilJa?; в* В*й ftrtlj

ного и нормального семейств T ( M < W ) = ( T *  (ГгСЩЦЛеКи! „ 

Т'Чй-ОУ) {Та ( St№ )) [ Аб V № 1 }  двумерного подмного

образия !тС % .) в случае, когда принадлежит классу Лг 
или будут

(в£ В* — Bi, ß},)Mc+ (Й Biv* * ßi)*v» +  -Й* (5.5) 

(?£)*“+ (B-ц В*, +й|!,В|ц, B*}*  ̂  +

+L(8«),' - bJ<5w ](?s)1+ < =  £>• ( 5 ' 6 >

Теорема 5.1. Фокальное множество F(Jk) для поверхно

стей ^  , принадлежащей классам Л̂  или , является: I) 

либо парой вещественных пересекающихся прямых, либо 2) парой 

мнимых пересекающихся прямых, либо 3) парой совпадающих пря

мых и либо 4) F(A) =  T ^  («тВД.
Теорема 5.2. Фокальное множество для поверхно

сти ^  , принадлежащей классам Л 1 и ^  , является: I) ли

бо гиперболой, 2) либо мнимым эллипсом, 3) либо парой веще

ственных параллельных прямых, 4) либо парой мнимых параллель

ных прямых, 5) либо F

§6. Индикатриса нормальной кривизны многообразия 

9т W  при классах Лу и Л*.
Найдем индикатрису нормальной кривизны подмногообразия
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?тС'г/ij, если принадлежит классам Л, или Для 

этого продифференцируем формулу 4Ж  = & 1 , получая

л 1Л =  m LZ i} =и »к+  е‘- » П ^ + Ф ']Ч с У 1 < ^ - Ю +’ь
где вектор %  ~  на плоскости "Dc ( St  (.%.)) . Обозна

чим координаты вектора **- через 'Л°1 . Тогда

6 ce<f ^ + i b } t Gi 64+sil (t 'll . (ел)
Напомним еще раз, что при метрика касательной

плоскости ТА ( t r C n i )  определяется матрицей

-I 0

0 I

Возьмем всевозможные кривые, проходящие через Л  , кроме 

тех, у которых длина касательного вектора - нуль. Пусть пара

метр *  у каждой кривой - натуральный. Тогда — и 

ok*'*» ±4. Рассмотрим сперва кривые, проходящие через /С с

I elJi/dA l1'5'*. Выражая через { ttt } , получим 

Отсюда Cf*)3' rz 4. При каждой паре £* и £* сущест

вует такое число ¥ £ /R , что Следо

вательно ,

«jüT =  и к у м } ^  +tcJticU) to#, 
т.е. 0* s=.^Y М и eA yd i . Формулы (6.1) записываются

•#гчМ  в  ск (6.2)

i ( ß J  +  SÄJ, + (6.3)

Рассмотрим теперь кривые, проходящие через точку с 

UtfAtol*-а -4. Из ciJtyeii гз следует (|*JA —  *1.

Следовательно, существует такое что

в силу чего
<£#=. («*¥ d i)# ,  ч - (Ж *  Ж )

Таким образом б1* •= M i  di . Формулы (6.1) запи
сываются'в виде й .

Л-'М =■ с- -  a V iy> -  *  (6.4)

где а-, /■* и с*1 задаются формулами (6.2).

Определение. Множество 7 »  i X I Лл Y  €  ß? },

где удовлетворяют (6.2) и (6.4)̂называется индикатри

сой нормальной кривизны в точке М многообразия ЗгС̂при 

поверхности fe .

Предположим, что ранг матрицы

 ̂ = £ И»» *» I
равен двум. Здесь £ a i соответствует уравнениям (6.2) и 
£ = - f  - уравнениям (6.4). Исключим из (6.2), а также
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из (6.4) параметр Y  . Для упрощения обозначим 

Тогда из (6.2) и (6.4) получаем

+ L C ^ t' - ( ^ tlCVj*-=S . (6.5)
С помощью инвариантов кривой второго порядка, получим, что 

уравнение (6.5) является уравнением гиперболы с центром 

ц м -  В41 +KJ)- Заметим, что из (6.2) мы получаем одну 
ветвь, а из (6.4) - вторую ветвь этой гиперболы.

Если ранг матрицы А равен единице, то из (6.2 ) и

(6.4) получим две сливающиеся прямые без некоторого отрезка. 

Наглядно из гиперболы нормальной кривизны (ълккА =ij .полу

чим индикатрису нормальной кривизны для случая *ааА Л —  * 
сжатием гиперболы на ее вещественную ось.

Предположим, наконец, что Чол.к А = 0 . Тогда 4* — 0 и
0 . Из (6.2) и (6.4) получим =■ с* . Итак, инди

катрисой нормальной кривизны является двукратная точка.

Теорема 6.1. Если симплектическая поверхность при

надлежит классу А) , то индикатрисой нормальной кривизны 

подмногообразия 1%) является либо гипербола, либо дву

кратная прямая без некоторого отрезка, либо двукратная точка.

Если симплектическая поверхность 'Уд. 6 АК , то метрика 

касательной плоскости Хч t<?rCVx)) евклидова. Тогда коорди

наты индикатрисы нормальной кривизны удовлетворяют 

уравнениям

./ (6*б>
=  с * + 6 * с*  IV  + ^ Мк. %

где .
i ( & i  “ö£vJ, £* ==£ß*, С 4  С&н +

(см. [7 J , стр. 345 - 354). Так как известны типы такой ин

дикатрисы нормальной кривизны, то в данном случае имеет мес

то

Теорема 6.2. Если симплектическая поверхность при

надлежит классу А^ , то индикатрисой нормальной кривизны 

подмногообразия St  C^i) является либо эллипс, либо дву

кратный отрезок, либо двукратная точка.
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THE TWO-DIMENSIONAL SYMPLECTIC SURFACES 

OP THE SYMPLETIC SPACE Sjiv 
A.Parring, A.Saame 

S u m m a г у

In the present paper the 2-dimensional symplectic surfa

ces in the 4-dimensional symplectic space Sfy are stu

died. Some constructions which have the geometrical meaning 

(see [3-6]) are used for this study.

Some classifications of the symplectic surfaces in 

are given. The first classification of the 2-dimensional 
symplectic surfaces is given by the curvature forms of the 

linear connections in tangent and normal frame bundles. The 

second and the third classificatioc| are given by the focal 

set of the tangent planes field and of the normal planes 

field respectively. I.'oreover, the spherical map of the symp

lectic 2-directions (see f4]), by which the symplectical 
surface ^  is mapped in a 4-sphere is used. The image

can be 0-, 1- or 2-dimensional submanifolds in Sy. In parti

cular, when the dimension is 2, the surfaces are classi

fied by the focal sets and by the normal curvature indicatri- 
xes of the image.

101



ПОДМНОГООБРАЗИЯ V5 С ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ ТРЕТЬЕЙ 

ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ ФОРМОЙ В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТ

РАНСТВЕ Еу

К.Рийввс

Эстонская сельскохозяйственная академия

1. Введение. Одним из главных объектов, описывающих гео

метрию поверхностей некоторого пространства, является их вто

рая фундаментальная форма я . В общем случае ее ковариант- 

ная производная представляет собой третью фундамен

тальную форму поверхности. Если V <=< 3 = О , то говорят о по

верхности с параллельной третьей фундаментальной формой.Мно

гие общие результаты о таких поверхностях получены в работах 

[4, 5, I] В.Мирзояна и Ю.Лумисте. В работах [2. 3, 7, 8]

дана классификация и полное геометрическое описание поверх
ностей Vm  с параллельной формой °< ъ при малых размерностях 
m  = 4,2 и'коразмерности п-т- 1 в евклидовых пространствах 
Еп (в частности при и п= 5" ). В настоящей работе ис
следуются поверхности Vb с параллельной л} в евклидовом 
пространстве Е5- . В пункте 2 приводятся исходные результа
ты работ [1-3] и формулируется основной результат, 
а в пунктах 3 и 4 проводится его доказательство.

2. Методика исследования . Основной результат. Для изу
чения поверхности Уъ в евклидовом пространстве E s при
меняется метод подвижного репера, т.е. в пространстве Е 5- 
рассматривается главное расслоение 0(V3, £s) адаптированных
к Vb ортонормаяьных реперов |х, е ■ , , состоящих из 
точки ос t Vj . касательных векторов е; е Тх (Ц; и нормаль

ных векторов е* е Т £ (V5; , где с, j ,... * -f. 2, V, р»...
Его деривационными формулами будут

Ы.'х - со Cjj , 3> *3̂, .. . - 4} }  
cL Cj * t4J-j ClJ'3t ~ 0 >

где инвариантные формы u>xtcc* удовлетворяют структурным 
уравнениям

/ 3 -3t . 3d. со = СО A o J *  >
/ 'Эе «f , /асо * = со * л COJ
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и, кроме того,
ы *  - О. (3)

Внешнее дифференцирование последних уравнений с учетом лем
мы Картана и структурных уравнений (2) приводит к соотноше
ниям

со* - ( i l -  - tjt ), (4А)

Л / =-#ц ^ г, (4Б)

д<р 6<1« е?ксо'ла)е, (4В)
где функции на в>(Уг,Е$) являются коэффициентами вто
рой фундаментальной формы о<2 поверхности в Е ̂  , а 
через

^  -  c t c o ^  -  са* A  C O ^  j 5 ? ^  =  -cof Леор ( 5 )  

обозначены 2-формы кривизны соответственно; касательной и 
нормальной связности рассматриваемой поверхности V, . Гово
рят, что нормальная связность поверхности Уъ является плос
кой. если J2J5 =о . Дифференциальное продолжение уравнений 
(4А) дает систему»*:• *;,«? • «w * ‘К * *«."*
где функции на &(v}> ь s) являются коэффициентами
третьей фундаментальной формы 5 - 7«<г поверхности . В 
дальнейшем рассматриваются лишь поверхности Уъ с параллель
ной формой °<з , -т.е. всегда предполагается, что У<*2 =0 , 
а это равносильно

»««•5 “Ч*- « W  - (?)
Так как из (6) при дифференциальном продолжении получается, 
что

Vg?. дсо* = gf. О* - g w. О* _р< О1'.
Мk ‘d Р kd 1 '*  ̂>

то для поверхностей \/3 с параллельной справедливо

if. - Kj Sl* - С Я} -О. (8 )
Нижеследующее существенно опирается на следующие результаты.

Предложение I (ср. (3 ] , с. 46 - 47). Если нелвля-■ 
ется минимальным подмногообразием с параллельной третьей 
фундаментальной формой в пространстве постоянной кри
визны Мп (с), то прип-т+2 нормальная связность подмно
гообразия является плоской, т.е. Sl£ =0.

Если подмногообразие в евклидовом пространстве fc’n 
имеет плоскую нормальную связность, то соотношения (4В) да
ют

2 . a t  I р ) - о.

: еПоследнее означает, что матрицы ß - II 6( (JI , ß - 
коммутируют и тем самым могут быть приведены ортогональным 
преобразованием одновременно к диагональному виду.



Как показано в [6] (с. 84), в частном случав m=5 n*5“ 
можно подходящим поворотом векторов ец ) еь- на нормальной 
плоскости добиться того, что б5" s 2 . Таким образом,
в дальнейшем без ограничения общности можно предполагать, 
что

а 0 0 I 0 0 0
0 g 0 > ß b~ - 0 6 0

0 0 о 0 0 Ž4

В силу этого существенно упрощается система (8), налагающая, 
вместе с (4Б) и (4В), некоторые конечные соотношения на па

раметры а> с > > Ž1 . То яе самое происходит с дифферен
циальными уравнениями (6) и (7), которые в совокупности с 

системами (3) и С4А) вполне определяют инфинитезимальное пе
ремещение адаптированного к ортоноршрованного репера, в

по  формулам (I).
Подмногообразие с плоской нормальной связность») в 

Еп называется приводимым (см, [I] ), если существует 

0<т 1<т главных направлений так, что натянутое на них 

поле будет параллельным в касательной связности. Тогда в 
этой связности параллельно к ортогональное к нему поле (m-n-g-- 
направлений. В противном случав Л7т называется неприводимым. 
Среди рассматриваемых поверхностей Vb с Es наибольший инте
рес представляли бы неприводимые поверхности, так как приво
димые оказываются [I] произведениями поверхностей Vz и 

линий V,, с параллельной формой <*. , которое все описаны в
[2 J .

Однако имеет место
Теорема. Кроме гиперсферы 53 с f  ̂с£у все трехмерные 

поверхности Vb с параллельной третьей фундаментальной фор
мой в евклидовом пространстве Е s являются приводимы
ми.

3. Предварительные результаты. Пусть матрицы 8** и Вг 
приведены к виду (9). Тогда по формулам (4Б), (4В) формами 
кривизны будут

51* = -  afe со1 л  со2 } = -  ас со"

s i i  ' ~ (-&с + = 0 ■
Если учесть эти равенства в (8), то получается следующая си
стема конечных соотношений на параметры a ,  g ( с ,  Р>, #:

a ß  (  a  -  %) = О 5 а с  ( а - с ) - 0 1 (&с + |3^)(&-с,) = 0>

afe р> = О , а с  j '  * 0  , + - О .
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В качестве подготовки к доказательству теоремы опишем 

сперва частные случаи матриц ß 4 ; В т вида (̂удовлетворя

ющих системе (10).

Предложение 2 . Если с Es является подмногообразием 

с параллельной формой , то матрицы В** , В 5 коэффициен

тов ее второй фундаментальной формы могут иметь лишь 

виды, указанные в таблице I» где Ф0 ив случае № I 

либо ßc + (b^-0 , либо £ = о и

Таблица I

Матрицы коэффициентов формы поверхности V5c E 5 

с параллельной формой

№ I 2 3 4 1

•ь4 2 2 I г 1

В1*

О
О

О

О 
<г=
 
О

о 
о 

о

о 
о 

р
1

о 
р 

о

О
О

О
!

О О О  

0 g 0 

О ОО

ООО  

ООО  

0 0 с

•ь* 2 I I I

В5

о 
о

О 
d
O
 

О
О

О

О ОО

ООО

0 0 у

ОО О  

ОО О  

0 0 г

ООО  

ООО  

0 0 ^

№ 5 6 7 8

3 2 I 0

в"

a  0 0 

0 a  0 

0 0 a

0 0 0 

0 & 0 

0 0 £

0 0 0 

0 0 0 

0 0 о

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0

Доказательство, Если матрицы В4 и В ь~ представлены в 

виде (9), то без ограничения общности можно считать, что их 

ранги ч 4 и Xs удовлетворяют условиям ъ “ » Xs и г'4 2. 

Решаем систему (10) отдельно для всех значений *ts.

14
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I. Пусть гь - Z . Тогда и из системы (10) следу

ет, что - ос - О . В силу г^>г5'=2 последние равенства 

возможны лишь при а - О и система (10) удовлетворяется пол

ностью, если либо 6с- + = 0  , либо при ßc + обяза

тельно 6 = с , (Ь = # . Таким образом получен случай I из табл.

II. Пусть */*4  и при этом (Ь = О , ^ ф о . Тогда систе
ма (10) приводится к виду

аЛ (а- Ь )-= 0 } ас - О , вс = О.
Если здесь с = О , то существует две возможности: либо а-& =

= 0 ( <хА ф о ) , либо а - & iO  j а& = 0 (пусть для конк
ретности а =0, i* o ) . В первом случае а = ё + 0, с =0 очевидно 
■г4 -- Z (случай № 2), во втором cl = 0, & * 0 , с =0 соответствен
но г 4 -- 4 (случай № 3). Если же сф о , то а = & = 0 и сле

довательно опять -г4 = 4 (случай № 4).

III.Пусть - С . Тогда гь = ̂  = О и система (10) прев

ращается в а&( а - i )  - ас (а  - с) - šc ( £>-с ) *  О , откуда при 

а - £ - с * О ясно, что ъ ч =■ 5 ; при а * £, £ - с * О всегда 

а = 0 * т.е. - Z , а при а& ̂  ас - £с = О , либо а - & - о,

с. * О С "t * = О, либо о. - & - с - С (х.4 = О). Они записаны в табл.
I под № 5, б, 7, 8. Других возможностей не существует. 

Предложение 2 доказано.

4. Доказательство теоремы. Рассмотрим по отдельности 

все случаи таблицы I.

Случай_№_1. По предложению 2 здесь существует две воз

можности .

Если ßc ■+ ьу - 0 , то система (6) дает

Р *  о  *1 2 *  л  Ч ь Ъ 4 о 4  2. *  о ^  А

С°< “ ‘ & ^ 1 2 2  С° Р С О '  Г " С & 12} С С° >

откуда следует, что

fe* -- I  ё" = £ fe" Г  = 1' = £ С , .
f?2 6 *22 ; 12Ь Ь 425 / Ш  С -123 » с

Два средних равенства приводят либо к -f - £ , либо к &*2s= 

< » « 0 .
В первом случае ^c+jbv - О и 6^-£>с - С дают либо ь =

= (ъ - о , либо сг + ̂  2 = О , а обе эти возможности противо

речат предположению /0.

Во втором случае,с учетом следствий £>„„ = - &1(5 "О 

системы (6) из (7), получаются равенства = °> ^^31со,5

которые возможны только при ё>1чгг - &1ЬЪ = О, Таким образом 

со/ - со,ъ - 0 , а так как сейчас,по предположениям, также 

с̂4 -- cof - о , то из деривационных формул (I) видно, что
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d x  - со* e1 + со2 ег + , cte 1 = 0 , т.е. У3 *■ F., * V2 —

поверхность приводима.

Если + (Ь̂ ^о , ТО ß - С уp-j» исистему

но решатьпри

0 0 0 0 0 0

В * - 0 6 0 ) в5 = 0 р 0 .

0 0 & 0 0
Р

Эта система равносильна дифференциальным уравнениям

со?
<

= “ 1 g*f22
2

W  >
1 <

w < = ■ ГСг ^

oi Š р СО чЧ
о ч л 
1 <гг Со , сС р -- - šcof - £( ё

Ц , 1со
12 2.

и конечным соотношениям &«22 = £- £̂ 22  ̂ * о ( 1£,̂ к{
Но тогда из (7) следует равенство g^2 cof = о , возможное 

только при & ̂  = о . Как и в предыдущем случае получены 

уравнения ы,г * ^  * со,* - со,14 - о t указывающие на приводи

мость рассматриваемой поверхности Уъ .
Случай Система (6) приводится к дифференциальным

уравнениям
^ а Ч . * г >s - — f1* г /- 1 S - - Я*

^  * а '
;s -'3

со, 

Ыа =
<15

СО

СО Со

со

- S* -  *  64 а. b«j

' т  ~ ■>
и конечным соотношениям

L4 - г 4 L4 «= il1 г4 I s
22 5 ~ ь-мъ > аг Ь"Ъ > ь«» а

(кроме fejbi все остальные равны нулю). Учет этих 

выражений в системе (7) приводит к равенствам
Со,1 = СО̂ - СО * « О , а = СОЛЫ-f > * CO/IĴ  .

С помощью формул (I) легко убедиться, что поверхность при

водима, т.е. V* = V 2 * V1 , где Уг с f s = j е,, е г , е ч j >
V, с Ег ж * e i, •

Случай_№_3_;_ Из системы (6) следуют дифференциальные 

уравнения 

<  - 
С1& -

ciy - &;г&со' * 6*2Ji, 

и конечные соотношения

6" со-ггг

Ь«ь

~ <f 
- - у

4)5 >

г Ji >
 ̂tr _ 
•м* Г' -Г  - Г'•мг -ui -»гг= =0.
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Но система (7)? налагающая на рассматриваемые а Е 5- условие 
параллельности формы удовлетворяется лишь в случае, ког

да со? = си* ■* О (т.е. = 0  ). Учитывая еще пред

положение со*] = со ?- О  из формул (I), как и раньше, ясно, 

что Vj = Е, х Vz - она приводима.
СличайJ M U  Из системы (б) получаются дифференциальные 

уравнения

^  -- - Е С  со3 , СО/

dc - X <0ž ' С»з 1°Л ' &гы 602 !
■* с * i  С» £  žjäbcu2 - 

и конечные соотношения

£•* - l '- - o
1 1 1 -М2 « 5  122 <2i 222 22 5 > ' ’

Й 5~ = £ L 4 g* - Jl £ 4
«» J С- ИЗ ■, 2 3 S С 215 *

Подставляя их в систему (7), получим

^  - Со2Ъ "= 0  , "  ^ h b ^ h  > = ' а >^ -  

Так как наряду с этими равенствами также со,4 - со,5 = <0  ̂=co/-q 

го по деривационным формулам (I) легко видеть, что

= Е2< V с Еа-, т,е. она приводима.
Случай,_#_5а Решением системы (б) будет

^  - о ~-0 ,
которое с учетом со/ - со/ - со/ -- О означает, что для рас

сматриваемой поверхности справедливо \Л с £ч t: Lr5- . А гипер

поверхности с параллельной формой описаны в [2]. Лзг- 

ло убедиться, что сейчас V* S 3 , Ока неприводима.

СлучайJPjõ^ Теперь cof = со/ =tuf = 0 и система (6) 

добавляет к ним дифференциальные уравнения

^  - I-
= О Cif, ^ ?гСо\

ч
Также как а предыдущем случае Vb с 1%  с 17.,- , но сейчас 

можно с учетом системы (7) убедиться, что rof - 

- со/ - 0 и тем самым Уь • F, * У2 - поверхность 

приводима.
Случай_№_7̂_ Здесь со/ - си/ - «о/ со/  ̂со/ - О , а 

из системы (6) получаются дифференциальные уравнения
S < » “г з Ъ 4 Р ч ,  ̂  ̂ у  1 £ь~ ,

- ■ Õ йт с° > и}г ' с «ь > ч 4 ,
с̂о - со1 1- £/j;> W  со4.

Поверхность V, будет с параллельной формой толь-
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ко тогда, когда удовлетворяется система (7). Ее следствиями 
являются уравнения со? = со* - о (£*„ = и

'  с. ^  , иьаь ' с ь ш  ' ° at  КОТОрнв
с помощью деривационных формул (I) показывают, что У5 = 
= Е2 х V, } т.е. поверхности являются приводимыми.

Слу̂ай_№_8̂ Здесь 1̂ . - о , О ,<*-*<, S’, и системы
(6) и (7) удовлетворяются тождественно. Поверхностью V3 

будет плоскость £3 - она считается тоже приводимой так 
как £ j - I-, * £ 2 . Теореме доказана.
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SUBMANIFOLDS Vj WITH PARALLEL THIRD FUNDAMENTAL 

FORM IN EUCLIDEAN SPACE E r  

I.Riives 

S u m m a r y

In the paper there is proved the

Theorem. Except hyperspheres 53 с £ц с Es- the all 

three-dimensional submanifolds V} with parallel third fun

damental form in euclidean space £5- are reducible [1].
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АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ БЭКЛУНДА ДЛЯ ПОЛУФОКАЛЬНОГО 

СООТВЕТСТВИЯ МЕЖДУ ПОВЕРХНОСТЯМИ В Ец

Л. Туулметс

Кафедра алгебры и геометрии

I. Введение. Классическая теорема Бэклунда утверждает, 

что если фокальное соответствие х -*ос~ между двумя поверх

ностями и V *  в Е3 устанавливается псевдосферической 
конгруэнцией прямых (т.е. так, что \ oorvX. и каса
тельные плоскости к \4, и V* в точках х и ос* , проходя

щие через прямую осх* , составляют постоянный угол \£= , 
то V, и V *  обладают равной постоянной гауссовой кривизной

\in\l
J\,—  Г̂г. 1

В С 5 J был получен аналог этой теоремы в аффинной гео

метрии, а в С 3 3 она обобщена для и \^* в Еп > находя

щихся в фокальном соответствии.

В настоящей статье доказывается теорема, имеющая неко

торую аналогию с теоремой Бэклунда. Рассматриваются поверх

ности и V *  в Е4 и фокальное соответствие между ними 

заменяется полуфокальным соответствием устанавлива

емым псевдосферической полуфокальной псевдоконгруэнцией.

Определение полуфокального соответствия между и V*  
в Е̂. опирается ча результаты статьи С 2 Д , где было пока

зано, что на случай линейчатой гиперповерхности в Ел 

(псевдоконгруэнции прямых, по другой терминологии С I 3 ) пе

реносятся все основные свойства дифференциальной окрестности 

прямой конгруэнции в Е3 , если фокусы заменить псевдофокуса

ми. Здесь псевдофокус определяется как точка прямолинейной 

образующей линейчатой гиперповерхности У$ , которая при не

котором смещении образующей в \Л, смещается в двумерной 

плоскости, проходящей через образующей ортогонально к пре

дельному положению T ^ V ^ )  при бесконечном удалении х по 

этой образующей. В зависимости от того, является ли фокусом 

каждый из псевдофокусов, лишь один из них или ни один из них, 

говорят о фокальной, полуфокальной или афокальной псевдокон-
*
i)
1)

1 1 1



груэнции. В обобщении, сделанном в С 3D,  предполагается, 

что прямые зсх* составляют фокальную псевдоконгруэнцию с 

фокальными поверхностями u. V *  ■
Теперь рассматривается случай, когда соответствие 

ос-*- X.* между и в Е  ̂ устанавливается так, что\̂ 

является фокальной поверхностью, а V *  псевдофокальной по
верхностью полуфокальной псевдоконгруэнции прямых хх*. В 

этом случае будем говорить о полуфокальном соответствии

между и в Е  ̂ , а ч,«1хх*1 будем называть
полуфокальным расстоянием.

Известно, что касательные гиперплоскости к линейчатой 

гиперповерхности , образованной в рассматриваемом случае 

прямыми осх* , взятые в точках одной прямой хх*, имеют об

щую двумерную плоскость СY 3 ) , проходящую че

рез х . Гиперплоскость, натянутая на (Vz)с и на 

эту двумерную плоскость, является предельным положением для 

(Уь) С ПРИ * обозначим ее условно С V3). 
Угол между и наэовем полуфокальным 
углом.

Полуфокальную псевдоконгруэнцию, прямых хх* с посто

янными полуфокальными , расстоянием 4.= I хЗс*) и углом 

будем называть, по аналогии с классическим случаем, псевдо- 

сферической. Псевдоконгруэнция прямых в Е .̂ называется нор

мальной, если ее прямые являются нормалями некоторой поверх

ности

2. Формулировки результатов. Основным результатом на

стоящей заметки является следующая теорема.

Теорема I. Пусть между и у *  в Е  ̂ имеет место по- 

луфокальное соответствие ос-►ас*. Если оно устанавливается 

нормальной псевдосферической полуфокальной псевдоконгруэн

цией прямых оса? то, имеет постоянную гауссову кривизну 

, где и х  - постоянные полуфокальные 
угол и расстояние этой псевдоконгруэнции.

Замечание I . Что касается гауссовой кривизны Л. псевдо

фокальной поверхности , то здесь удалось пока установить 

лишь то, что она, вообще говоря, непостоянна в ситуации тео

ремы I .

Замечание 2. Полуфокальная псевдоконгруэнция прямых в 

Е̂. определяется однозначно заданием поверхности V& и се
мейства линий на ней, не являющегося одним из двух семейств

ее сопряженных линий, и состоит из всех касательных к лини

ям семейства C 2 J  . (Если семейство совпадает с одним из се-
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мейств сопряженных линии поверхности , то вместо полу

фокальной псевдоконгруэнции получается фокальная псевдокон

груэнция, а V *  является ее второй фокальной поверхностью). 

Нормальной псевдоконгруэнцией она является тогда и только 

тогда, когда линии этого семейства являются геодезическими 

L 4 D .

Другим результатом настоящей статьи является следующая 

теорема.

Теорема 2. Пусть между Vz и в имеет место по- 

луфокальное соответствие эс-кс*. Тогда П Т *̂ (V * )-
*= {ос*} ,причем TX {V Z) и Tj-a-CV,*) не могут быть вполне 

ортогональными.

3. Аппарат исследования. Векторы ортонормированного по

движного репера >• •., е }̂ выбираем так, что II 5i3c* 

ёв̂ TX (V Z) и X c  (V3)- Первые два условия приводят к 

тому, что в формулах ^

clco = e-jco^j co-j; (I)

имеют место

иД-О, -3^.(2)

Из первых уравнений (2) дифференциальным продолжением, с 

помощью структурных уравнений

c o ^ c o i  j =  со?* eo* 

получаются ^  ы. , ы. ы.
W c “ Ъу из , - (3)

Из второго уравнения (2) таким же путем получается форкула 

Бонне:

X -  Г ^-Гг, -  ( r O - O l f ,

где Не-• Па со* и является гауссовой кривизной поверх

ности Гиперповерхность V», описывается точкой ^  с ра

диусом-вектором и так как

<£(£4 te,) = (ott + со1)*-; +■ t  ( г; е̂ + ^  е; + С eA)(oV 
+ [®I+7t(r^€^ + +  Cz, <£,)] , (4}

то £ ^ ( 4 ) является двумерной плоскостью, натянутой

на -Хее* и вектор П, +  ̂ лл , причем Tu ( V ^

натянута на нее и на вектор t  ( +- 4 ^  С,).

При "tr-^0 отсюда получается, что T^CVj) , действительно,

натянута на T x ( V z ) и на Г| ~Г (\/Л . Выбор вектора е\
'цехзс* и ° 

означает теперь, что <3 а

&и -  °  > (5)
при таком выборе T^ C V j )  натянуто на и .

Из (4) видно, что при "̂ -►оо касательная гиперплоскость



!и(Уз) стремится к гиперплоскости, проходящей через 

осэс* и натянутой на векторы ^

СЦ” + &м Щ, ) + (6)
Поэтому псевдофокус ос.* определяется таким значением , 

что вектор ’fco’J иУ + ( • +  tcZ^) со2-' ортогонален к ÕX, и 

при некотором смещении ciäT. Для нахождения этого значения 

и смещения получается система

t  сС̂со* + ( +  t a ^ a ^ )  со̂= О , 

сца̂сО -+• ( -+ "t ci^ _) со =  О > 

которая должна иметь нетривиальное решение (со1, со*) , в си

лу чего

tC^b(ar, * q T,J -  (aT^ni- =  О •

Отсюда следует, что ос* определяется значением

, <7>
где (a.xZtJ)2'

f  -  С  П, - &J, Гг =  а, ^  . (8)
От заданной поверхности и семейства линий на ней предпо

лагается, конечно, что знаменатель отличен.от нуля.

По найденной величине (7) определяется полуфокальное 

расстояние: 'T.H’tol • Чтобы найти полуфокальный угол ^  , 

следует в (4) подставить вместо 'Ь значение • Тогда вид

но, что натянута на векторы е̂, и е̂ + пхх̂ и 

ее нормальным вектором является

s *  С х °Ч) »
а поэтому и

Тъ*̂ - -  (а; +  <£> (ал * ̂ч) •

Угол v£ является углом между и ; поэтому

«*** -  -_____ в
№  X cCj~- г ( а, х cCJt-cf)*' + (СЦ X ф

=  Ф*"

К  <<ч)-
<илы£ =  (a,кctj2' (9)

Отсюда Ä  _ i _  n n )
Ъ  0 , Ц0)

4. Доказательство теоремы I. Из (4) следует, что Vt,
является нормальной псевдоконгруэнцией прямых хос* тогда и 

только тогда, когда t  может быть на каждой прямой выбрано 

так, что d t +иэ* = 0  , т.е. когда со4 является полным диф

ференциалом. В силу (2) для этого необходимо и достаточно,
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чтобы Г, - О , т.е. чтобы линии семейства определяемого 

уравнением иг»о» были геодезическими.

В этом случае ф = - ̂  и, в силу (10),

(II)

В случае, когда прямые хос* составляют нормальную псевдо- 

сферическую полуфокальную псевдоконгруэнцию, левая часть в

(11). постоянна, следовательно

CPtvVt.

По формуле Бонне, в силу того, что теперь С^О,

а также П -̂0 , получим: # А
^ _ ''H+V ^

Теорема доказана . ^

Замечание 3. Из доказательства видно, что в формулировке 

теоремы I можно условие псевдосферичности нормальной полуфо

кальной псевдоконгруэнции, составленной из прямых хх* , за

менить более слабым условием, чтобы = cowt . Ут

верждение теоремы при этом остается в силе.

5. Доказательство теоремы 2. В силу (I), (4) и (8)

_  coš d JŽ *-  <р f š  i - 1,2*
Здесь и -с , где ^  _

£ -  ч- f e i  * « X  + <12)
являются,соответственно, касательными векторами фокальной по

верхности Vz и псевдофокальной поверхности V *  . В формулах
(12), в частности, , , „

ь1-. г\ ф, <?-с£ф *г, КТ1 г,+(С ii)*  da)
t>'- . -V'“ 62 Ф

при этом

к (14)

так как при О полуфокальное Соответствие вырояада-

лось бы в фокальное соответствие, а при = О в силу

( 7 - 8 )  поверхности и \/* совпадали бы.
Из того, что

о

1 0 О 0

0 Л 0 0

у ? ? 0

<  *
ъ

%
векторы .е* » и ^  линейно независимы. 

Следовательно, плоскости "TacCVjs,̂  и T^h-CV^*) имеют только 

одну общую точку. Если ПЛОСКОСТИ T jc ( V ju)  и бы

ли бы вполне ортогональны, то имели бы место ^  = о ,
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где l, j*. 4 ,Z  ив силу (12 - 14), p ^ q c= o . Из̂>г= 0  

следует, что и иа qf= 0  следует 4м О• По

лучились бы противоречия. Следовательно, плоскости T^CV^) 

и Т,-* ( )  не могут быть вполне ортогональными.
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ЛИ ANALOGUE OF BACKLWTD » S THEOREM

FOR JELIL FOCAL CORRESPONDENCE BETWEEN SUBFACES Iff E,*1
Т.. T u u lm e ts

- U П1 .ü ä 1 J

I n  t h i s  p a p e r  tw o  th e o r e m s  c o n c e r v i n g  g e o m e t r i c a l  p r o 
p e r t i e s  o f  s e m i f o o a l  correspondence (in sense 2,4 ) between 

the surfaces and in Euclidean space E, are proved.

Theorem 1. If the surfaces and V *  in E^ are in
-

semifocal correspondence oc — s- эс and this correpondence is 

given with the lines ocx*- of the pseudospheric normal semi

focal pseudocongruence then is ^the surface with the Gaus

sian negative curvature , where ^  and % are 

respectively constant semifocal angle and distance of this 

pseudocongruence.
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КАНОНИЧЕСКИЕ СВЯЗНОСТИ И ТРОЙНЫЕ СИСТЕМЫ Ж

А. Фляйшер 

Лаборатория прикладной математики

Э. Картаном установлено (см. напр. [4]) известное вза

имно-однозначное соответствие между связными вполне геодези

ческими подмногообразиями в римановом симметрическом прост

ранстве М , содержащими данную точку ос € М , и подсистемами 

тройной системы Ли, канонически определяемой на касательном 

пространстве Тх(М) . В данной работе мы ставим перед собой 

аналогичную задачу для случая произвольного редуктивного 

пространства. Именно: изучается соответствие между подмного

образиями однородного редуктивного пространства М = G/Н 

с произвольной G -инвариантной связностью (канонической 

связностью 2-го рода), содержащими точку о=Н , и подсис

темами в тройной системе Ли (общей тройной системе Ли), оп

ределяемой на касательном пространстве Т0(М) . В первой 

части вводится понятие алгебры произвольней & -инвариант

ной связности и доказывается, что если л/ - редуктивное 

подпространство в М с касательным пространством 7 (̂А/)= п 
в точке о ~ Н , то ft является тройной системой Ли относи
тельно операции [x,y,z] = ß.(x,y)Z , где К(х,у) 

тензор кривизны соответствующей связности. При некотором 

дополнительном условии (теорема 1.4) справедливо и обрат

ное утверждение. Установлено взаимно однозначное соответст

вие между вполне геодезическими подмногообразиями естест

венно редуктивного однородного пространства М и подалгеб

рами .алгебры связности, наделенными структурой тройной сис
темы Ли относительно операции [х,у, Z  J - й (X,i/jZ.
Во второй части вводится понятие общей тройной системы Ли 

редуктивного пространства И и устанавливается взаимно од

нозначное соответствие между связными редуктивными подпрост

ранствами пространства М= &/н и подсистемами в общей трой

ной системе Ли этого пространства. Кроме того доказано, что 

если Г1 является пространством с канонической связностью

2-го рода и И1 - автопараллельное подмногообразие в М , 

содержащее точку о - н , то его касательное пространство 

Т0 (м') является подсистемой в общей тройной системе Ли 

пространства И .Справедливо и обратное утверждение.
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§1. Редуктивные пространства и тройные системы Ли

Определение I. Векторное пространство V  над полем F  

называется тройной системой Ли (в дальнейшем сокращенно т. 

с. Ли), если задано отображение V*V*V-*V, 
удовлетворяющее следующим условиям

(1.1) [x,y,Z3 трилинейно;

(1.2) [x,y,z]=-[b/,x,z] ;

(1.3) [x,y,z] +[y,z,x]-[z,x,y] = 0 -
Примеры

1.1. Конечномерная алгебра Ли ^ становится т.с.Ли, если 

положить Cxly iz ] = [ [ X , y ] , Z ]  для любых X, ь/, Z«r^.

1.2. Подпространство п  конечномерной алгебры Ли ^ , для 

которого [  [п .п ] , п ]  £ п  , является т.е. Ли.

1.3. Если М - псевдориманово многообразие и Х(М) - мно

жество аналитических векторных полей на М , то Х(М) яв

ляется т.е. Ли относительно операции L*,y;Z ]  =■ ß(x,yj Z, 

где R - тензор кривизны связности Леви - Чивита.

Определение 2. Пусть М=&/Н - однородное редуктив- 

ное пространство с разложением Cj-h+tn и пусть 6* -под

группа в G» , для алгебры Ли которой справедливо ß‘ = g'nPi + 
+ g V t m =  Тогда » гДе Н '- & 'п Н  , назы

вается редуктивным подпространством пространства М .

В силу [А 1, т ' ]  ц'л гп ='пь1 пространство само 

является редуктивным.

Теорема I.I. Пусть М =  &/Н - однородное пространство 

и пусть алгебра Ли g группы & допускает ad (G>) - инва
риантную невырожденную симметрическую билинейную форму ß 

такую, что ее сужение Вд, на ft невырождено. Тогда

(1) М является естественно редуктивным (в смысле [2], 

с. 188) относительно разложения q — fi+ m  , где
пг  ̂ {х *  $ I ß(X, у)=0 V y e h } ;

(2) 14’является симметрическим тогда и только тогда, когда

пг является т.е. Ли;

(3) редуктивное подпространство М'с:|Ч является симметри

ческим тогда и только тогда, когда его касательное 

пространство Т0 (п') в точке о = Н наделено структу

рой т.е. Ли.

Доказательство̂

(1) следует непосредственно из £2^  » стр. 189;
(2) если М - симметрическое, то [rn,ni]c:tv и [[m,m,],r>t}c?TV. 

Обратно, если т  - т.е. Ли, то
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0 = 8  [[[т,т],т],Ь)- ß([m,m], [гаАЗ)с ß( 
откуда [m, m J  с 4.

(3) Пусть М‘ - симметрическое подпространство в М с раз

ложением + т ‘ . Так как (га\га'] е , то 

[ [т',га’] , ra'J с nv' и rrv' - т.е. Ли. Обратно, если т /  - 
т.е. Ли, то 0 =  ß ( [ [ш\ w j , ™ 1], 'fi) - ß  ( ['W.w], E^'A])

<= Б ( [m'jW'Jjin) , откуда [ r r ^ w j c  А, . Ho 

и потому [ m 1, m 'Jc g 'n A  - A \ Теорема доказана.
Следствие. Существует взаимно однозначное соответст

вие между связными симметрическими подпространствами естест

венно редуктивного однородного пространства fi и векторны

ми подпространствами касательного пространства Т0(М) , на

деленными структурой т.е. Ли.

В силу известного результата К.Номидзу ([5]) на одно

родном редуктивном пространстве М = G-/H с разложением 

ß = h  + m  существует взаимно однозначное соответствие меж

ду множеством G -  инвариантных связностей на П и множест

вом билинейных функций cL: которые Act(H ) - инва
риантны. Другими словами, каждой G«-инвариантной связности 

на М сопоставляется некоторая неассоциативная алгебра 

(гп,ос) , для которой Ad (Н) с «<-). Для тензоров 

кривизны и кручения этой связности имеют место формулы

(1 .4 ) ß (x ,y )z = ec (x ^ (^ z ))- c t (^ c c (x <z ))- c t(^ y J 2 j- [A (x ,yX z j;
(1 .5 ) Т (Х ,У ) = öL ( Х , У ) - c i  (У, Х ) ~ Х ° У ,
где ХвУ = [х, У],̂  (соответственно &(Х,у) = [X , ) 

является проекцией скобки [х,у] на га (соответственно 

на К  ).
Среди всех & - инвариантных связностей на редуктив

ном М = G/h наиболее важными являются выделенные Номидзу 

[6] канонические связности первого и второго рода. Обе 

они характеризуются тем, что однопараметрическая подгруппа 

x(t) = ex p  t X с G> ( X e m )  проектируется при канониче

ском отображении 7Г: Gi ~* G/h в геодезическую x*(t) в 

G/h . Эти связности определяются, соответственно, следую

щими функциями: для канонической связности первого рода 

ci (X, У) - S jl Х°У (соответствующая алгебра обозначается 

(га,«) ) и для канонической связности второго рода ot(X,y)=0. 

Первая из связностей имеет нулевой тензор кручения, а у вто

рой тензоры кривизны и кручения в точке о=Н выражаются 

формулами
(1 .6 ) ß ( X , y ) Z  = - [& (x ,y ) ,Z ]  ; T ( X , t f ) » - Х*У.
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Определение 3 . Подмногообразие N многообразия М с 

аффинной связностью называется вполне геодезическим в точке 

о е  N , если для каждого ХеТ0 (л/) геодезическая 

X  ("t) ^ м , проходящая через о и имеющая X  касатель

ным вектором, лежит в для малых значений "t . Если N 
является вполне геодезическим в каждой своей точке, то Ы 
называется вполне геодезическим подмногообразием многообра

зия М.

Теорема 1.2. (см. [13 ) Редуктивное подпространство 

однородного редуктивного пространства м с канонической 

связностью первого рода является вполне геодезическим под

многообразием в М.

Теорема 1.3. (см. [63 ) Пусть N - вполне геодезиче

ское подмногообразие аналитического псевдориманова многооб

разия М . Если X,y,Z С- 3£(л/) , то R(x,y)Z также 

лежит в 1ч/.

Теорема 1.4. Пусть М = &/Н - односвязное псевдори

манова редуктивное однородное пространство с разложением 

gsfv+'trv , у которого Сп- инвариантная псевдориманова 
связность задает алгебру (m, «с) . Если л/ - редуктивное 

подпространство в М с касательным пространством "k(fs/) = ti 

в точке о = Н , то л/ является т.е. Ли относительно опера

ции [Х, W , Z 3  = Й(Х,У) 2  . Обратно, если гг-двусторон

няя подалгебра в (т ,«0 , являющаяся т.е. Ли относительно 

операции [*,y,Z] = ß(x,y)Z , то существует редуктив

ное подпространство л/ , для которого T0 (l\ J)= fi.
Доказательство̂. Первое утверждение следует из вышепри

веденных теорем 1.2.и 1.3. Так как псевдориманова связность, 

задающая алгебру (пг,оС) , имеет тривиальный тензор кручения, 

то из формулы (1.5) следует, что каждая двусторонняя подал

гебра алгебры является подалгеброй и в (■ш,0) . Да

лее, так как п  является т.е. Ли, то для любых Х/У, Z e n  

имеем R(X,y)Z £ rv. Из (1.4) следует, что п  должна быть 

$\,(п,п) - инвариантной. Покажем, что в этом случае подпрост

ранство ^  = к {п ,п )* г ь является подалгеброй в g . Дейст

вительно ,

н] + [и,«3 с к[п,ъ) + п°пс.А(п,п)+1г,

[gi, А(п,п)]=[А(п,п)ЛМ] * М п,п )]с[А м , Ып,п)]+ъ-
Покажем, что k(-n,п.) - подалгебра в b  . Тождество Якоби 
для Х,У£т, 'U .tb  влечет

[  [x ,a ] ,- u ]  = [х, 0 .м ] ] ч- [ [ х ,и ] , у ]  .

120



Переходя к проекциям, получим 

откуда
■к(п,п)'] с b (n ,\n ,A (n ;n j)) + $!,([yi,h{n,n)\,YL)^ к (п ,п ) 

в силу h [n ,n )- инвариантности П/ . Итак - подалгебра

в ^ . Пусть теперь G* - аналитическая подгруппа в Gr с 

подалгеброй q ' , а N  — G»*o ( G  -орбита точки о ). Обозна

чим через Н' подгруппу группы G', оставляющую точку о не

подвижной. Поскольку тождественное отображение группы G  в 

группу G  непрерывно, то Н* - замкнутая подгруппа Ли в 

Далее, так как N находится во взаимно однозначном соответ

ствии с G'/h1 ( 0*-О $*6  G ’j, то структуру много

образия G'/и' всегда можно перенести на Ы , и потому А/ 

будет редуктивным подпространством в И с касательным про

странством То(Л/) = П . Теорема доказана.

Теорема 1.5. Пусть М - G>/H - односвязное псевдори- 

маново естественно редуктивное однородное пространство с 

разложением . Если Ы - вполне геодезическое под
многообразие в М , содержащее точку о и Т0(л/)=п есть ка

сательное пространство к IV/ в точке о , то. И/ является 

т.е. Ли относительно операции £х,У, Z ] = ß ( X /y)Z . Об

ратно , если tv - подалгебра в (ш/) , являющаяся т.е. Ли 

относительно операции [х ,У, Z J = R(x,y)Z , то сущест

вует вполне геодезическое подмногообразие Л/ , содержащее 

О , такое, что Т0(Л/) = И.

Доказательство̂ Первое утверждение следует непосредст

венно из теоремы 1.3. Так как функция связности естественно 

редуктивного пространства М задается формулой У
то тензор кривизны, согласно (1.4), принимает вид

R(x,y)Z=# ^ .
Отсюда следует, что подалгебра я-с п. , являющаяся т.е. 

Ли, должке. бь’тт. 4(и,п)-инвариант1 iof. Продолжая анало

гично доказательству теоремы 1.4, получим, что д./ есть под

многообразие в М , содержащее точку о и диффеоморфное 

б*'/Н' Любая М -геодезическая, проходящая через точку О, 

имеет вид exp t X  , где X - произвольный вектор из т-. 
Такая геодезическая касается подмногообразия N в точке О 

тогда и только тогда, когда Х € 1Ъ . Отсюда следует, что под
многообразие л/ является вполне геодезическим в точке о. 

Транзитивность <3/ на Л/ влечет требуемый результат. Теоре
ма доказана.

Следствие. Существует взаимно однозначное соответст-

ю



вие между вполне геодезическими подмногообразиями естест

венно редуктивного однородного пространства М —  G>/H с 

разложением g = h+ m  и подалгебрами алгебры ( ^ с) , наде

ленными структурой т.е. Ли относительно операции jx,y,z]=R(x,y)Z.

§2. Редуктивные пространства и общие тройные 

системы Ли

Понятие общей тройной системы Ли впервые появилось в 

работе [9} , как обобщение понятия т.с.Ли.

Определение 2.1. Общей тройной системой Ли(в дальней

шем сокращенно: о.т.с.) над полем F называется конечно

мерное векторное пространство L над полем F  , на котором 

заданы две алгебраические операции - билинейная и трилиней

ная:

L х L  -* L  , ( Х , У ) *-*

L *  L * L ~ *  L  , (х, У, Z) *— > ,
удовлетворяющие следующим условиям:
(2.1) X *Х = 0  ;

(2 2 ) £х X i/J — О /
(2.3) [ > ^ Z ] 4 ^ Z /X] + [Z,X/y]-(X*ä)*Z“( y * Z ) * X ' ( Z * ^ Ä 0;

(2.4)

(2.5) [x*y,Z,tt>[>*-Z,X,ft] + [Z*X,y,

(2.6) [x,y,Z*tt]+ + Z * [y ,* ,U \  = 0 , 
где X,4,Z,U,Ve L.

Естественно называть подсистемой в о.т.с. L  подпрост

ранство, замкнутое относительно операций Х*-У и [х, Ч, Z]. 
Примеры._

2.1. Конечномерная алгебра Ли ^ становится о.т.с., если 

для любых X, У, Z £ у положить

х* </ =  [>,</] , [x,y,z] = [[x,y],z].
2.2. В [7J дан следующий пример.

Пусть м - (т>/Н - редуктивное однородное пространство 

с разложением = к  *■ по . Если на векторном пространстве 
определить билинейную и трилинейную операции формулами 

х*у ̂ [хуу]т=х=»н , [х,у, z] =[^(x,y)/z] 

для X, , то По становится о.т.с.
Подпространство ш  с этими операциями будем называть 

о.т.с. рассматриваемого редуктивного однородного пространст

ва G-/H .

Теорема 2.1. Пусть М —  &/Н - редуктивное однород

ное пространство с разложением c^-h + vrb . Если M'-G-'/н' - 
редуктивное подпространство в М , то его касательное в точ-
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ке С пространство "Цм')=т' является подсистемой в

о.т.с.ТП  . Обратно, если т 1 - подсистема в о.т.с. пь , то 
существует редуктивное подпространство м'см , содержащеё 

точку о , такое, что Т0(М ')^тп '.
Доказательство̂ Пусть М'= G-'/н' - редуктивное под

пространство в М с разложением

Тогда гп‘° пг1 - Ш '. Кроме того, из -fi‘
вытекает [h itn lm j.T n 1]  c m 1 и потому m 1 является подсис
темой в о.т.с. пь. Обратно, если т ‘ - подсистема в т  , то, 

положив q‘ = к{т\тл ')+  пг1 и учитывая hlrn'prt)- инвари
антность подпространства т '  , получим, что д 1 является 

подалгеброй в ^ . Пусть далее &' - связная подгруппа в 

Gi , имеющая g' своей алгеброй Ли, а М' = &'• о ( G 1- ор

бита точки О ). Продолжая аналогично доказательству теоремы

1.4, получим, что м' диффеоморфно & ‘/ н ' , где Н' - под

группа стационарности точки о , причем Т0(м')= пг‘ , учи 

тывал строение алгебры . Теорема доказана.

Следствие. Существует взаимно однозначное соответствие 

между сскзными редуктивными подпространствами редуктивного 

однородного пространства М - G-/H с разложением ^ = h ttn  и 

подсистемами в о.т.с. ггь этого пространства,

Возвращаясь к формулам (1.6) для тензоров кручения и 

кривизны канонической связности 2-го рода и сопоставляя их 

с результатом, указанном в примере 2 .2 , получаем следующее 

Предложение 2 .2 . Пусть М- G-/H редуктивное однород

ное пространство с разложением и с канонической 

связностью второго рода. Подпространство пс-пг является 

подсистемой в о.т.с. т  тогда и Только тогда, когда для 

любых X ,, У, Z е -гъ справедливо

ß(X,y)Z П  , Т(Х,У) <: П- .
Определение 2.2. Пусть М - многообразие с аффинной 

связностью. Подмногообразие дУ сМ называется автопараллель- 

ным, если для каждого вектора X £ Тх(ГУ) и каждой кривой 

Тс Л/ , исходящей из X  , параллельный перенос X вдоль 

(относительно аффинной связности объемлющего многообразия 

М ) переводит его в вектор, касательный к N .
Теорема 2.3. (см. С2 Д , стр. 59) Каждое автопараллель 

ное подмногообразие bl многообразия с аффинной связностью 

М является вполне геодезическим в М . Обратное верно, 

если аффинная связность в М без кручения.

В частности, в случае псевдориманова пространства 

класс вполне геодезических подмногообразий совпадает с клас-



сом автопараллельных подмногообразий.

Теорема 2.4. (см. Гб] ). Редуктивное подпространство 

М' однородного редуктивного пространства М является ав- 

топараллельным подмногообразием в М.

Теорема 2.5. Пусть М = &/н - редуктивное однородное 

пространство с разложением и канонической связно

стью 2-го рода. Пусть т ' - линейное подпространство в nv 
такое, что для всех X , У, Z  е пг‘ справедливы

R(x,y)Z era' , r(X,y) е га',

где ß и Т - тензоры, соответственно, кривизны и кручения 

канонической связности. Тогда существует единственное связ

ное автопараллельное подмногообразие М'с М , такое, что 

Т0 (М')--т\

Доказательство̂ Из условий теоремы и формул (1.6) кру

чения и кривизны канонической связности 2-го рода получим 
иг'» т,' с tn,' , Г к [м‘, т‘) , т'] с пг\

Введем подпространство

к 1 - [ X £ к  j [X, т ‘]  c m ' } .
Оно является подалгеброй в А , так как если X , !У £ , 

то для Z t т1 из тождества Якоби
[ [x ,y ] ,z ]  4 [y,?],x]-[[z,xj,a]-o

1‘де последние две скобки принадлежат т '  , сле,дует 

[ [X, У ], Z] € т' или [_Х;У']£ А.1 . Подпространство о^-к'+т' 
является подалгеброй в О ввиду

[ д’, 3 ’]  с  №> w j -г [ A 1, t ' J  t [m ‘ Я 1] * [m 1. w '] с- ftVw'-f Ä K  w ')
и pW, wt'] = т'<>м'+- k^nt'/W) с k'+m‘. Пусть теперь <5/ - 

подгруппа в G» , имеющая q' своей алгеброй Ли и пусть 

Н1- . Тогда М’ -О’/н1 является редуктивным

подпространством и по теореме 2.4 - автопараллельным под

многообразием с Т0\М‘) ~ т/ .. Докажем, что М' единствен

но. Пусть fi" - другое автопараллельное подмногообразие 

в М , для которого !0[1у1 " )~ т ' и JLtM". Тогда сущест

вует геодезическая в М" , соединяющая 0 с X  , являющая

ся (в силу автопараллельности M “ ) геодезической и в М . 

Так как М1 автопараллельно и Тв(М ')= Т0(М") , то эта 

геодезическая лежит в Pi' . Отсюда получаем и анало

гично !Л‘с-Ми . Теорема доказана.
Теорема 2.6. Связное автопараллельное подмногообразие 

М ‘ однородного редуктивного пространства м= &/н , со

держащее точку О —  Н , является редуктивным подпростран

ством в М .

Доказательство̂ Из автопараллельности М1 следует,
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что касательное пространство Т0(М‘) удовлетворяет условиям, 

накладываемым на 'гп1 в теореме 2.5. Теперь результат следует 

непосредственно из доказательства теоремы 2.5.

Следствие I. Пусть М= G>/H - редуктивное однород

ное пространство с канонической связностью 2-го рода. Тогда 

любое связное автопараллельное подмногообразие М'сМ , со

держащее точку о-Н  , имеет вид, описанный в теореме 2.5. 

Другими словами М , где G>* - аналитическая под

группа в группе G-« с алгеброй Cj1 и Н

Из предложения 2.2 и вышеприведенных теорем 2.5 - 2.6 

следует также результат, полученный другим путем в работе

Из] .
Следствие 2. Пусть М -• &/и - редуктивное однород

ное пространство с разложением и канонической 

связностью 2-го рода. Если М' - автопараллельное подмно 

гообразие в М , содержащее точку о-Н , то Т0[М ')~ т ' 
является подсистемой в о.т.с.гп-. Обратно, если т 1 - под
система в о.т.с. пъ, то существует автопараллельное подмно

гообразие М'с м , содержащее точку о , такое, что 

Т0(М')-т’.

Заметим, что обратное утверждение Следствия 2, как сле

дует из теорем 2.1 и 2.4, справедливо и для канонической 

связности I-го рода.
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CANONICAL CONNECTIONS AND LIE TRIPLE SYSTEMS 

A.Fleischer

S u m m a r y

The correspondence between submanifolds of homogeneous 

reductive space И^^/н with any G-invariant connection 

(with the canonical connection of the 2-nd kind) through the 

origin o = H  and subsystems in Lie triple system (genera" 

Lie triple system) defined on the tangent space 7^(M) is stu

died.

In the first part we introduce the notion of reductive 

aubspace of M  and show that the determination of suet', su'o~ 

space N is equivalent to the transformation of its tangent 

space T 0 (/V) in Lie triple.system with respect to the opera

tion [x,y,zj= ß(X,y)Z where R is the curvature tensor of 

corresponding connection (Theorem 1.4). The one-to-one cor

respondence between totally geodesic submanifolds of the na

turally reductive space and special subalgebras of the in

troduced connection algebra is established,

In the second part, where we use the notion of genera] 

Lie triple system (g.L.t.s.) of the reductive space M, there 

is shown that the finding of reductive subspaces of M  is 

equivalent to the finding of subsystems in g.L.t.s. of ri. 

If (1 is a space with the canonical connection of the 2-nd 

kind and M* - its autoparallel submanifold with о — H then 

the tangent space T0 (fT) is a subsystem in g.L.t.s. of 

M  . The inverse is also correct.
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