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Sissejuhatus

Silindrilised koorikud on konstruktsioonielemendid, mis leiavad laialdast rakendamist
praktikas. Silindriliste koorikutena vdoime kujutleda vee- ja gaasitrassi torusid, samuti
survemahutite kilgpinda. Silindrilised koorikud on ka rakettide kered. Seoses laia
rakendusega on muutunud aktuaalseks silindriliste koorikute kaitumise uurimine

defektide (pragude) tekkimisel ning pragudega koorikute optimiseerimine.

Kéesolevas t6os kasitletakse ringsilindrilise telgsimmeetriliselt koormatud kooriku

painet elastse materjali korral.

Esimeses paragrahvis tuuakse ringsilindrilise kooriku tasakaaluvdrrandid, arvestades
koormuse telgsimmeetrilisust. Selliseks koormuseks vdib olla naiteks valisrohk.

Samuti tuuakse kooriku deformatsiooni komponendid.

Teises paragrahvis vaadeldakse elastset ideaalselt kahekihilisest materjalist
silindrilist koorikut, mille kandev kiht on tukiti konstantse paksusega. Tuletatakse
selle kooriku painde vorrand ning leitakse vabale toetusele vastavad
integreerimiskonstandid, arvestades tukiti konstantsest paksusest tulenevaid

tingimusi.

Paragrahvis kolm uuritakse praoga elastset tikiti konstantse paksusega ideaalselt
kahekihilist silindrilist koorikut. Pragu asub kandvas kihis paksuse muutumise kohas.

Ka praoga juhul leitakse vabale toetusele vastav painde vorrand.

Praoga koorikuga tegeletakse edasi ka neljandas paragrahvis. Seal anname ette
integraalse labipainde ja leiame optimaalse kihi paksuse muutumise koha, kasutades
paragrahvis kolm saadud konstantide avaldisi. Optimaalse projekti all mdistetakse

miinimumkaaluga astmelist koorikut.
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8 1. Silindrilise kooriku pohiseosed

Vaatleme elastsest materjalist ringsilindrilist, telgsimmeetriliselt koormatud koorikut.
Punkti asukoha mé&&ramiseks silindrilises koorikus kasutame koordinaate X ja o,
kusjuures x-telg suundugu paralleelselt kooriku moodustajaga (joon. 1.a). Eraldame
ringsilindrilisest koorikust elemendi kahe moodustajasihilise ja kahe moodustajaga

risti voetud p 6ikldikega, nii nagu néidatud joonisel 1.b.

s
b)

Joan. 1. Silindriline koorik

Voib naidata (vt. [3], [4], [6], [12] ja [13]), et telgsimmeetrilise koormuse korral on

kooriku tasakaaluvorrandid jargmisel kujul:

)
N, o
dx
dQ 1

¢ SN, =, (1)
M,

\ dx
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Selle susteemi teise ja kolmanda vorrandi vdime Uhendada jargmiseks vorrandiks:

d°M, 1 _
o R

Siin w on kooriku seina keskpinna siire radiaalsuunas, M, - paindemoment, N -

tangentsiaalsuunaline membraanjéud, p — jaotatud koormuse intenstiivsus ning R —
kooriku raadius. Saime tasakaaluvorrandid kujul

dN,

dx
d’™M, 1

L+—N, =-p.
o R P

0 1

(2)

Deformatsiooni kiruse komponentide leidmiseks kasutame virtuaalkiiruste printsiipi,

mille leiame pea igast mehaanikadpikust, s.h ka raamatutest [3], [4], [6] ja [10],

DZAext’

kus D on sisejdudude td0 ja Ae valisjdudude to6.

Lahtudes tasakaaluvdrranditest jdbuame ringsilindrilise telgsimmeetriliselt koormatud

kooriku deformatsiooni komponentideni jargmisel kujul:

du
& =—,
dx
w
g(p:—E’ (3)
2
K =—d W .
X dXZ

Erinevatel viisidel on samade tulemusteni jdutud ka raamatutes [3], [6] ja [13].
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8 2. Elastne tukiti konstantse paksusega silindriline koorik

Vaatleme ideaalselt kahekihilist silindrilist koorikut pikkusega 2I, mille kandva
kihi paksus t on tukiti konstantne. Paksus muutub kohal x=b. Valime koordinaatide

alguspunkti kooriku keskele. Siis

(- t,, kui 0<x<b,
|t kuib<x<l1.

Ettekujutuse lintsustamiseks vaatame joonist 1, millel on kujutatud kirjeldatud kooriku

sein.
t N t /S
¢ A ¢
v |
H
0 :
- b X
I .
. I
P v Pu
Joon. 2. Tukiti konstantse paksusega silindrilise kooriku sein
N . . S ~ X b . W
Laheme Ule dimensioonita suurustele. Vottes & =|—, B= 7 ja w:E, saame

t ~ .
suuruse vy = O kus t, on vordluskooriku paksus, seega

v :{Yo , 0<E<B,

y,, PB<&<L
Lahtume silindrilise kooriku tasakaaluvdrrandist (2) ja deformatsiooni komponentidest
(3). Hooke"i seaduse kohaselt (vt. [13] ja [14])

N, = —2Et"
R
M, = _Dﬂ,
dx?
kus
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3 EH? ‘
21-v?)
Siin R on kooriku raadius, H - kooriku paksus, p — koorikule rakendatav koormus, | —
pool kooriku pikkusest, E — Youngi moodul, v — Poissoni moodul, D — jaikustegur.

Asetame niiud toodud seosed tasakaaluvorrandisse

it
aw —2Etﬂ=—p.

-D
dx* R?

Korrutades viimase vdrrandi mdlemaid pooli —1-ga ning kasutades seoseid
W=w-H ja x=§-l, saame tulemuseks vorrandi

EH% d'w _EHt
2\14 4 +2 2 w
2(1-v2)I* dg R

21— ?)

millest peale suurusega
P g EHty

#0 vorrandi mdlemate poolte labikorrutamist ja
i
taandamist jaab jarele

4 2 4 2
WIV +4MW= pwi

R°H EH. v,
Tahistades vimases
oo A=v)
T RZH 2
21'A-v?)

EH’t

saame elastse silindrilise kooriku painde vorrandi

w" +da‘w= (4)
Vi

Vorrandi (4) dldlahend avaldub

1) piirkonnas & €[0, B | kujul

w=w, +e*(C, cosat +C,sinat) +e *(C,cosat +C,sinat),

2) piirkonnas & [B,1] kujul

w=Ww, +e* (B cosat +B,sinas)+e * (B,cosat + B, sinat),

kus wp ja wy on vorrandi (4) erilahendid vastavates piirkondades ning Cy,.., C4 ja By,

.., Bgon kooriku daretingimustest soltuvad integreerimiskonstandid.
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Vaatleme mdlemast otsast vabalt toetatud koorikut. Kooriku paksuse muutumise

kohal ¢ = peavad kehtima jargmised pidevuse tingimused:
[w(B)]=0,

[w(B)]=0,

[M(B)]=0,

[M'(B)]=0.

Nurksulgudes tahistatakse siin vastava suuruse hipet kohal £ =, s.t.

[y(B)]= Jim y@&)- lim y(),

2
ning M on moment, mille vdib esitada seosena M 2%4( , =
-V
2
m= —iz-Lz-w", kus w =w, saame tingimuse (7) panna kirja
25,L° 1-v H
[v-w'(B)]=0

ehk

Vo - W(B-)=v,-W(B+)-

Tingimus (8) on samavaarne seosega

Vo - W(B-) =y, W (B+).

Vaba toetuse korral kehtivad rajatingimused
w'(0) =0,

w(l) =0,

w'(l) =0,

m’(0) =0.

Viimane tingimus on samavaarne noudega
w"(0)=0.

(5)
(6)
(7)
(8)

F . Vottes
X

(9)

(10)

(11)

(12)
(13)

(14)

Edaspidi laheb meil vaja labipainde esimest, teist ja kolmandat tuletist. Leiame need

w=w, +e*(C, cosat +C,sinat)+e* (C,cosat +C,sinat),

W= a{eaé [(C, +C,)cosat +(C, —C,)sinag ]+e* [(C, - C,)cos & +(~C, —C,)sin a&)]},

W' =2a%[ e*(C, cosat - C;sinag) +e *(-C, cosa +C,sinag) |,

(15)

W =2a° = [(C, - C))cosat +(~C, - C,)sinag |+ e [(C, +C,) cosat + (C, - C,)sinag)]}
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Raja- ja pidevuse tingimused (5), (6), (9) - (14) annavad meile peale sarnaste
likmete koondamist ja suuruse a =0 voi selle kordsetega vastava vorrandi mdlemate
poolte labijagamist ning méningate elementaarsete teisenduste tegemist jargmise
vOrrandistusteemi:

w, +e*" (C,cosap +C,sinaB) +e** (C,cosap +C,sinaB) =w, +e* (B cosap + B,sin aB)+(

16)

+ e (B,cosap +B,sinap),

e* [(C,+C,)cosaP +(C, —C,)sinap |+e*" [(C, - C,)cosaP +(-C, —C,)sinap)]=

=e* [(B, + B,)cosap + (B, — B,)sinaB |+ e [(B, — B,) cosap + (B, - B,)sinap)], (7
Y[ € (C,cosap - C,sinap) +e " (~C, cosap + C;sinap) | = (8
=v,[e* (B,cosap - B,sinap)+e * (-B, cosap + B,sinap) ],

Yo {eaﬁ [(C,-C,)cosap + (-C,-C,)sinap]+e™" [(C, +C,)cosap + (C, —C,)sin aB)H = (19)
=v,{* [(B, - B,)cosap +(-B, - B,)sinap ]+e* [(B, + B,)cosap + (B, - B,)sinap)]};
C,+C,-C,+C, =0, (20)
w, +e”(B,cosa+ B,sina)+ e (B,cosa+ B,sina) =0, (21)
e’ (B,cosa— B,sina)+e “(-B, cosa+ B,sina) =0, (22)
—C,+C,+C, +C, =0, (23)

Tegemist on kaheksast vorrandist koosneva lineaarse vdrrandisiisteemiga, mis

sisaldab 8 tundmatut konstanti B,...,B,,C,,...,C,. Lahendame slisteemi ja maarame

konstandid.

Susteemi lahendamist alustame vérranditest (20) ja (23). Liites nende vorrandite

vastavad pooled omavahel ning koondades sarnased liidetavad, saame tulemuseks

seose
C,=-C,. (249)
Asetades saadud seose (24) vdrrandisse (20), jadb peale koondamist kehtima
vordus

C, =C,. (25)

Vaatleme eraldi ka vdrrandeid (21) ja (22). Korrutame neist esimest suurusega cosa

ja teist suurusega sina, seejarel lidame vorrandite vastavad pooled omavahel.
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w, cosa+e® (B cos®a+B,sinacosa)+ e*(B,cos’ a+B,sinacosa)+

+e*(B,sinacosa— B,sin“a)+ e*(-B,sinacosa+B,sin*a)=0

Koondades saadud vdrrandis sarnased liidetavad ja kasutades trigonomeetriliste
funktsioonide elementaarseid teisendamisvalemeid, saame vimasest vorrandist

w, cosa +e*(B,cos2a+B,sin2a)+e°B, =0,

millest peale suurusega e® =0 vdrrandi poolte labikorrutamist saame avaldada B,

B, =-w, -e® cosa—e** (B, cos2a+ B, sin2a). (26)
Nuud korrutame vorrandit (21) sina -gaja vorrandit (22) cosa -ganing lahutame
esimesest vOrrandist teise. Analoogselt eelmisega, kasutades trigonomeetrilisi

teisendusi ja koondamist, saame avaldada suuruse B,
B, =-w, -e*sina—e®*(B, sin2a- B, cos2a). (27)

Kasutades seoseid (24) ja (25) ning seejérel koondades sarnased liidetavad, saame

vorrandid (16) — (19) lihtsamal kujul

w, +C,(e*" +e")cosap +C,(e* —e*)sinaB =w, +e* (B cosap + B,sinaf) + (28)
+e*"(B,cosap + B,sinap),

Cl[(eaﬁ —e*)cosap — (e +e’a‘ﬁ)sinaﬁ]+C2[(eaB —e*")cosap + (e* +e’aﬁ)sinaﬁ] -
=e™[ B (cosap —sinaB )+ B, (cosap +sinap)|+e " [B,(-cosap —sinap )+ (29)
+B, (cosap —sinap )],

yo[Cl(—eaﬁ +e*")sinap +C,(e* + e’aﬁ)cosaﬁ]=y1[eaﬁ(BzcosaB — B,sinap) +

(30)
+e*" (~B, cosap + B, sin aB)],
Yo-C,[~(€* —e*")cosap — (€* +e**)sinaB |+C,[ (¥ —e**)cosap — (¥ +e**)sinab]=
=y, {eaB [ B,(~sinap —cosap )+ B, (cosap —sinap )| +e [ B, (cosap —sinap )+ (31)

+B, (cosap +sinap )]}
Edasi teisendame vorrandeid (28) — (31), asendades sinna B, ja B, avaldised (26) ja

(27). Peale mahukat teisendamist saame nimetatud vorrandid jargmisel kujul:

10
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w, +C, (e*" +e")cosap +C,(e*’ —e™")sinap =w, 1—-e**" cos[a(l- B)]] +

+B, &% cosap —e** " cos[a(2— B)]}+ B, {&** sinap —e** P sin[a(2- B)]}

C,[ (e —e*)cosap - (e* +e*)sinap |+C,[ (€% —e**)cosap +(e* +e*)sinap |=
= Bl<eaﬁ (cosap —sinap) +e** ") {—cos[a(Z— B)]+sin[a(2- B)]}> +

+Bz<eaﬁ (cosap +sinap) +e**® {cos[a(Z— B)]+sinfa(2- B)]}> +

+we ™ {eos[a(l- B)]-sin[a(l-B)]}

Yo[ Ci(—€® +e**)sinap +C,(e* +e*")cosap | =y, (we*Psin[all-B)]+

+B, {-e* sinap +e** Psin[a(2- p)]}+B, fe* cosap — e**" cos[a(2 - B)]}>

Yo {C.[ (e —e*")cosap — (e* +e*")sinap |+C,[ (e** —e*")cosap — (e* + e *)sinab | =
=7, 4B, (~e" (cosap +sinap) —e**" feos[a(2— B)]+sin[a(2- B)T})

+B, (e (cosap —sinap) +e**" {cos[a(2- B)]-sin[a2 - B)1})

+<—wlea(1’ﬁ’ {cos[a(l- B)]+sin[a(l- B)]}>}

Ulevaatlikkuse ja lihiduse méttes tahistame

f:=al-p),

(32
g=a(2-B),
siis saame viimasena toodud vorrandid panna kirja
w, +C, (e*" +e™")cosap +C,(e* —e*")sinap =w,(1—e"cos f j+

(33)
+B, (e* cosap —e®cosg )+ B, (e* sinap —e’sing)
C,[ (€ —e*")cosap - (e* +e**)sinap |+ C,[ (e —e*)cosap + (e +e*)sinap |=
- Bl[eaﬁ (cosap —sinap)+e° (—cosg +sing)]+ (34)
+B,[ e* (cosap +sinap)+e? (cosg +sing )] +we' (cos f —sin f)
Yo Ci(—€® +e*")sinap +C,(e* +e*)cosap | =y1[Bl(—eaB sinap +e°sing +

(35)

+B, (eaﬁ cosap — e’ cosg)+ w,e' sin f]

Yo<C.[(e¥ —e*)cosap — (e +e*)sinap |+C,[ (e —e*)cosap — (€ +eF)sinab | =
=7, {Bl[—eaﬁ (cosap +sinaB)—e® (cosg+sing) |+ B,[e® (cosap — sinap) +e? (cosg —sing )| + (36)
+[ —we' (cos f +sin f)}}

11
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Vorrandid (33) - (36) annavad meile nelja tundmatuga C,,C,,B,B,

lineaarvorrandististeemi. Lahendamist alustame vdrrandist (33). Jagame vdrrandi
(33) mdlemaid pooli konstandi C, kordajaga (e* +e **)cosaB # 0 ning avaldame C,

e*’ cosap —e’cosg e*f sinap —e’sing sinap (e*” —e ") .\
' (e** +e*)cosap 2 (e*® +e*)cosap ?(e* +e*f)cosap

C,=B

w, —w, (1—e'cos )
(e* +e*)cosap

Tahistades

__e*cosap —e’cosg
7 (e +e*)cosap

~esinap —e’sing
27 (e® +e*)cosap

(e —e*")sinap (37)

*7 (e +e*")cosap

W, —w (1-e'cosf)

“7 (e +e ) cosap

saame C, avaldise
C,=mB +m,B,+m.C, +m,. (38)
Jargmisena asetame seose (38) vorrandisse (35) ja koondame sarnased liidetavad
Bl[mlyo(—eaﬁ +e)sinap —y, (-e*"sinap +e°sing :] +
+B, [mzyo(—eaﬁ +e*)sinap -, (e*" cosap —e® cosg )] +
+C,[ My o(—e® +e7)sinap +v,(e* +e)cosap |+my,(-e® +e*)sinap —wy,e’sin f =0
Viimasest vOrrandist avaldame C,
my,(-e* +e*)sinap —y, (—e*" sinap + e?sin gj

my,(—e* +e*")sinap +y,(e* +e*")cosap
my,sinap (-e* +e~*)—y, (e cosap - e’ cosg)

my,(—e* +e*)sinaP +y,(e*” +e*)cosap

m,y,sinap (—e** +e*")—wy.e sin f
myy,(—e* +e*")sinaf +v,(e*" +e*)cosap

C,=-B,

Tahistades

12
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. my,(—e*” +e*")sinap —y,(-e*" sinap +e’sin gj
° my, (—e* +e*)sinap +vy,(e* +e*)cosap

I m,y,(—e* +e*")sinap —yl(eaﬁ cosap —e?cos g) (39)
o may,(—e** +e**)sinap +v,(e* +e*)cosap

my,(—e** +e*")sinap —wye'sin f
my,(—e* +e**)sinaP +y,(e* +e**)cosap ’

7

saame C, avaldise
C,=mB, +m,B, +m, (40)
ja (38) pohjal

Cl=(m1+m3m5)Bl+(m2+m3m6)Bz+m3m7+m4 (41)

Asetades seosed (40) ja (41) vOrrandisse (34), saame koondamise tulemusena
B, 4(m, +m;m, +m, )(e*’ —e ) cosap +(-m, —mym; +m;)(e*’ +e ¥ )sinap -

~[ e (cosap —sinap)+e? (~cosg +sin g)]}+

+B, {(m2 +mym, +m; )(e* —e"*")cosaB +(-m, -m,m; +m;)(e* +e™*")sinafp -
—~[e* (cosap +sinap)+e° (cos g +sin g)]}f

+(m, +m;m, +m, ) (e —e"*)cosaB +(-m, —mym, +m, )(e* +e"*)sinap -

—we' (cos f —sin f)=0,
Tahistades

(m +mm +m ) (€" —e™)cosaB +(-m —mm +m (" +e *)sinap —[eaﬁ (cosap +sinap) +¢” (cos g+sin g}:l

(m+mm +m )" —e™)cosap +(-m —-mm_+m )" +e™)sin aﬁ—[e"‘“ (cosap —sinaB)+e’ (—cosg +sin g):l ’

_ (m, +mm, +m, )(€” —e™)cosaB +(-m —mm, +m )(e” +& *)sinap—we' (cos f —sin f ) 2
; (m +mm +m )E* —e™)cosap +(—m —mm +m )(e” +e""“)sina[3—[e"‘“ (cosap —sinaB)+¢€’ (—cosg-+sin g):l ’
saame viimasest vorrandist avaldada B,
B, =m,B, +m,. (43)
Nuid (40) ja (41) péhjal
C, =(mm, +m) B, + mym, +m, (42

C, = (mgm,m, + mgm, + m;m, +m, )B, + mym,m, + mym, +mm, +m,

Jargmisena asetame seosed (43) ja (44) vorrandisse (36)

13
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B, 4/, (Mmymymy +mym, +mym, +m,)-[ —cosaB - (¥ —e ") —sinap - €% + ") |+, (mm, + m,)-
[cosap - (€* —e*)—sinap - (e +e )] —my,[—e* (cosap +sinap)—e® (cosg +sing) |-

—e* (cosap — sinaB)—e? (cosg —sin g)}+y0 [memym, +mym, + mm, +m, |-

[—cosaB - (e” —e**)—sinap - (€ +e ) |+[mm, +m, [ cosap - (€% —e**) —sinab- (e +e ) |-
—my,[ e (cosaB +sinaB)—e? (cosg+sing)]|+we'y, (cos f +sin f)=0.

Tahistades viimases vorrandis B, kordaja ja vabalikme jargmiselt:

My =Y o (Mymym, +mym, +mmg +m,)-[ (e —e ™ )cosaP —(e* +e*")sinap |+y,(mym, +m,)-
[ —e)cosap - (¥ +e*)sinaB ]-my,[ —® (cosap +sinap) e’ (cosg +sing) |-

—e* (cosap —sinap) —e? (cosg —sing),

. (45)
m,, =y, [mymm, +mm, +mm, +m, ][ (e” —e **)cosap — (% +e*")sinap |+[mm, +m, Jy, -
[ —e™)cosap — (¥ +e*)sinab |- my, [ ¥ (cosaB +sinap) e (cosg +sing) ]+
+we'y, (cos f +sin f).
saame B, avaldada
B, =— (46)
m

10

Seostest (43), (44) ja (46) saame kdik neli konstanti sisteemile {(33), (34), (35), (36)}

m,m
_ 8 11
B =———lim,
mlO
m
_ 11
B,=——1,
mlO
m,
C = —(m8m3m5 +mgm, +m,m, + mz)—m +m,m,m, +m,m, +m,m, +m,,
10

m
_ 11

C,= —(msm8 + mG)—+ m.m, +m,,
10

kus m,,..,m, on eespool toodud seostes (37), (39), (42) ja (45). Vottes lisaks veel
konstantide C,,C,,B,,B, avaldised (24), (25), (26) ja (27), saame kirja panna esialgse
stusteemi {(16) — (23)} lahendi jargmisel kujul:

_ mgmy,

B, = +my,
mlO
B - _ mll
m

10

MM m, .
B, =-w, -e*cosa—e**|| ——=2L + m, |cos2a——tsin2a |,
mlO mlO

14


http://support.leadtools.com/ltordermain.asp?ProdClass=EPRT1

: m : m
B, =-w,-e*sina—e* MMy m, [sin2a+—%cos2a |,
mlO mlO

m
_ 11

C = —(mgmgm5 +mgm, + mm, + mz)—m +mym,m, + mm, +mgm, +m,,
10

m
_ 11

C,= —(msm8 + mG)—+ m,m, +m,,
10

m
11

C,= —(mgmsm5 +mgm, + mym, +m, )—+ m,m,m, +m.m, + mym, +m,,
10

m
— 11

C, = (mym; + my)— —m;m, —m,,
my,

kus
f=all-B)
g:=a(2-p),

_e*cosap —e’cosg
Y (e +e*)cosap

. e*’ sinaP —esing
27 (e® +e*")cosap
(e** —e*)sinap

m, == ,
7 (e* +e)cosap
w, —w, (1—e" cos f)
m = ,
Y (@™ +e)cosap
. my (e +e*)sinap —y,(-e*" sinap +e°sing)
° my,(—e* +e*)sinap +v,(e* +e*")cosap
myy (e +e*)sinap —v, (e* cosap - e’cosg)
m, = —
° my,(—e** +e**)sinap +vy,(e* +e*)cosap
o myy,(—e* +e*")sinap —wy,e’sin f
" o my(—e® +e)sinap +v,(e* +e**)cosap
(m, +mm +m )" —e")cosap +(-m, —mm_+m )" +e " )sinap - [ea” (cosap +sinap) +e’(cosg +sing
m = —
’ (m, +mm, +m )" —e™)cosap +(-m —mm, +m )" +e™)sinap — [e"‘“ (cosap —sinap) +e’ (—cosg +sing
(m,+mm +m )" —e*")cosap +(-m, —-mm +m )" +e"")sinap - we' (cos f —sin f)
m, :

! (m +mm_+m )" —e™)cosap +(-m —mm +m_ )" +e™")sinap - [e"‘“ (cosap —sinap) +e’ (—cosg +sing

My =7 o (MyMyM, +Mym, +mymg +m, )-[ (e —e™*)cosap — (e +e " )sinap | +v, (mm, +m,)-
[ —e")cosap — (e* +e**)sinap ]-my, [ —e* (cosap +sinaB)—e® (cosg +sing)]-

—e*" (cosap —sinap)—e’(cosg —sing),
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M, =y, mmym, +mm, +mym +m, [ (e® —e**)cosaB — € +e*)sinaB |+ |mmy+m, y,-
[ (€ —e*)cosaB —(e* +&* )sinab] - my, [ € (cosaB +sinap) —e° (cosg +sing )| +

+we'y, (cos f +sin f),

Sellega on tukiti konstantse paksusega ideaalselt kahekihilise silindrilise kooriku

labipaine vaba toetuse korral analtitiliselt leitud.

Saadud tulemuse paremaks ettekujutuseks joonestame labipainde vorrandit ja leitud
konstantide avaldisi kasutades pehmest terasest valmistatud silindrilise kooriku
labipainde graafiku (joon. 3) Antud juhul on vbetud terasest koorik pikkusega 20 cm,
raadiusega 5 cm ja muutuva kihipaksusega t%©H=3 mm ja t;=2 mm ning sellele

koorikule on rakendatud koormust 200 MN/m?. Arvutustes on véetud E=10° MN/m?

ning v=0,3. Kihi paksus muutub kohal x=0,1.

0.004 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.003 [ '“‘»-\._.‘ _
<
$0.002
0.001
0 | | | | | | | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18

X
— labipaine keskpiirkonnas enne hiippekohta
labipaine hiippekohast &arepool
labipaine kogu kooriku ulatuses

Joon. 3. Labipaine tiikiti konstantse paksuse korral

Tegemist vaba toetusega mdlemas otsas. Labipainet kooriku keskpiirkonnas enne
hippekohta (x<0,1) kirjeldab katkendlik joon graafikul ja l&bipainet hippekohast
aarepool (x>0,1) pidev joon. Huippekohal x=1 need jooned ihtivad ja Gleminek thelt
joonelt teisele on pidev. Uhendades need jooned vastavalt pirkonnale, saame
punktiirjoone, mis  nditab tegelikku labipainet. Enne hippekohta uhtib see

katkendliku joonega ja pérast pideva joonega. Graafikult on néaha, et labipaine on
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maksimaalne kooriku keskel (kohal x=0) ja nulliga vordne kooriku serval (x=0,2), mis

on vaba toetuse korral loomulik.
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8 3. Praoga elastne silindriline koorik

Selles paragrahvis uurime edasi elastset tukiti konstantse paksusega ideaalselt
kahekihilist silindrilist koorikut. Eeldame, et kooriku seina kandvas kihis on pragu
konstantse stgavusega c paksuse muutumise kohas x=b, nagu on néaidatud

joonisel 4.

to ‘

‘ (9]

ty

b X

Joon. 4. Pragu paksuse muutumise kohal X =b

Nagu eelmises paragrahvis, laheme siingi Ule dimensioonita suurustele. Vottes

£ =|§, B= % ja w:%, vOime esitada kooriku painde vorrandi kujul

a

w" +4a‘w =

1-v?) . 21°(1-Vv?)
kus a*"=———1 ja =pPp——.
R’H aa=p EH,

Selle vorrandi tldlahend avaldub

1) piirkonnas & [0, B ] kujul

w=Ww, +e* (G, cosat +G,sinat) +e* (G, cosat +G, sinag),
2) piirkonnas & [B,1] kujul

w=w, +e*(H,cosat +H,sinas)+e * (H, cosa& + H,sinas),

kus wo ja w1 on vdrrandi erilahendid vastavates piirkondades ning Gi,.., Ga ja Hu, ..,

H, on kooriku &&retingimustest sdltuvad integreerimiskonstandid.
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Tegemist on vaba toetusega, seega rajatingimused (11) — (14) jaavad kehtima. Ka
pidevuse tingimused (5), (9) ja (10) kehtivad. Muutub tingimus (6), sest labipainde
tuletis hippekohal ei ole enam pidev. Kirjanduses [5] ja [11] on n&idatud, et prao

moju kooriku kaitumisele iseloomustab jargmine tingimus:

dw
K.-| —(b)|=-M(b),
S o)]--mo)

K, =K, (c),
kus c on prao sugavus. Minnes ka siin Ule dimensioonita suurustele, saame viimase
tingimuse kujul
[W(B)]=Ky,wW'(B+)- (47)
Seega lahendada tuleb jargmine v@rrandisiisteem:
w, +€e% (G, cosaP +G,sinap)+e*" (G,cosap +G,sinaB) =w, +e* (H, cosaB + H, sinaf) +
+e " (H,cosap +H,sinap)
e* [(H,+H,)cosap + (H,—H,)sinap ]+e™" [(H, —H,)cosap +(-H, - H,)sinap)]-
—e* [(G,+G,)cosaP + (G, —G,)sinaP |-e * [(G, —G,) cosaP + (-G, —G,)sinap)]=
=Ky, -2a[e® (H,cosap - H,sinaB)+e* (-H, cosap + H,sinap) |
Yo|€* (G,cosap - G,sinap)+e* (-G, cosap +G;sinap) | =

(48)
=y,[e® (H,cosap - H,sinap)+e ™ (—H,cosap + H,sinap) |

Yo {eaﬁ [(G,-G,)cosap + (-G, -G,)sinaP |+e** [(G, +G,)cosap + (G, —G;)sin aB)H =
=y, {eaﬁ [(H,-H,)cosap +(-H,—H,)sinap ]+e™ [(H,+H,)cosap +(H, - H,)sin aB)]}
G +G,-G;+G, =0

w, +e*(H,cosa+H,sina)+ e *(H, cosa+H,sina)=0

e"(H,cosa— H,sina)+e*(-H, cosa+H,sina)=0

-G, +G,+G,+G, =0

Seejuures on meil suuresti abiks eelmises paragrahvis lahendatud sisteem {(16) —

(23)}. Tanu nimetatud susteemi sarnasusele sisteemiga (48), saame kasutada

paragrahvis 1 toodud vahetulemusi, kohandades neid praeguse siisteemiga.

Susteemi (48) lahendamist alustame viiendast ja kaheksandast vOrrandist. Liites
nende vorrandite vastavad pooled omavahel ning koondades sarnased lidetavad,

saame tulemuseks
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G, =-G,. (49)
Asetades saadud seose susteemi (48) kuuendasse voOrrandisse, jddb peale
koondamist kehtima vordus

G =G,. (50)
Vaatleme eraldi ka kuuendat ja seitsmendat vorrandit. Korrutame neist esimest

suurusega cosa ja teist suurusega sina, seejarel lidame vorrandite vastavad pooled

omavahel.

w, cosa+e?(H, cos’*a+H,sinacosa)+ e*(H,cos*a+H,sinacosa)+
+e*(H,sinacosa—H,sin*a)+ e(—H,sinacosa+H,sin’a)=0

Koondades saadud vorrandis sarnased liidetavad ja kasutades trigonomeetriliste
funktsioonide elementaarseid teisendamisvalemeid, saame vimasest vorrandist

w, cosa+e®(H, cos2a+H,sin2a)+e*H, =0,

millest peale suurusega e =0 vorrandi poolte labikorrutamist saame avaldada H,

H, =-w, -e*cosa—e**(H,cos2a+H,sin2a). (52)

Nidd korrutame seitsmendat vorrandit sina -ga ja kuuendat cosa -ganing lahutame
esimesest vOrrandist teise. Analoogselt eelmisega, kasutades trigonomeetrilisi

teisendusi ja koondamist, saame avaldada suuruse H,

H, =-w, -e*sina—e*(H,sin2a— H, cos 2a). (52)

Kasutades seoseid (49), (50), (51) ja (52) ning tahistades
f:=al-p),
g=2a(2-p),

seejarel koondades sarnased liidetavad, saame susteemi (48) neli esimest varrandit

(53)

panna kirja lihtsamal kujul
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w, +G,(e* +e*")cosap +G,(e*” —e*")sinap =w,(1—e'cos f j+

+H, (e cosap —e®cosg )+ H, (e* sinap —e°sing),

G,[(e* —e")cosap — (e* +e**)sinap |+G,[ (e —e*)cosap + (e +e**)sinap |=
- Hl[eaﬁ (cosap —sinap) +e® (~cosg +sing )— 2Ky,a(—e* sinap +e° sin g)]+

+Hz[eaﬁ (cosaP +sinap) +e°(cosg +sing)— 2Kyla(eaﬁ cosapf — e’ cosg)] +

+we' [cos f —sin f (1+ 2Ky,asin f )], (54)
Vo[ Gi(-e® + e )sinap +G,(e* +e*")cosap | =y1[H1(—eaﬁ sinap +e°sing ) +

+H, (eaﬁ cosap — e’ cosg)+ we' sin f],

Yo<G[—(e* —e*)cosap — (e +e¥)sinap |+G,[ (e —e*)cosap — (e +e*)sin ab]: =

=7, {Hl[—eaﬁ (cosap +sinaB)—e® (cosg+sing) |+ H,|[ e (cosap — sinap ) +e° (cos g —sing )|+

+[ —we' (cos f +sin f )]}

Tegemist on nelja tundmatuga G,,G,,H,, H, lineaarvorrandisusteemiga. Lahendamist

alustame esimesest vorrandist. Jagame vorrandi moélemaid pooli konstandi G,

kordajaga cosap (e +e*")=0 ning avaldame G,

G - H e*’ cosap —e’cosg e*’ sinaPp —e?sing sinap (e*” —e ) .
ot (e +e*P)cosap 2 (e*® + e *)cosap 2(e* +e*f)cosap
w, —w, (1—e'cos )

(e*® +e*)cosap

Kasutades tahistusi (37) saame G, avaldise
G =mH, +mH, +mG, +m,. (55)
Jargmisena asetame seose (55) slisteemi (54) kolmandasse voOrrandisse ja peale

sarnaste lidetavate koondamist saame avaldada G,

my,(—e* +e*")sinap —y, (—e* sinap +e?sin gj

2 my,(—e* +e *)sinap +v,(e* +e*)cosap

myy,(—e** +e*")sinap —yl(eaﬁ cosap — e° cosg)
my,(—e* +e?")sinaB +y,(e*’ +e*")cosap

2

m,y,(—e* +e*")sinaB —wy e'sin f
m.y, (- +e*")sinap +y,(e*” +e*)cosap

Kasutades tahistusi(39), saame G, avaldise
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G,=mH, +mH, +m, (56)
ja (55) pohjal
Gl=(m1+m3m.5)H1+(mz+m3m6)H2+m3m7+m4 (57)

Asetades seosed (56) ja (57) suUsteemi (54) teise vOrrandisse, saame koondamise
tulemusena

H,{(e* —e *)(m, + mym, +m;)cosap + (e*" +e *")(-m, —mym, +m;)sinap —
—[eaﬁ (cosaB —sinaB) +e® (—cosg +sing)- 2Ky,a(-e* sinap +e*sing )]}+
+H, {(eaﬁ —e *")(m, + mym, + mg )cosap + (e*” +e™*)(-m, —m;m; +m;)sinap -
—[eaﬁ (cosap +sinap)+e’(cosg+sing)- 2Ky1a(eaﬁ cosap — e’cos g)]}+

+cosaf (e*” —e™**)(mym, +m, +m, )+sinap(e*” +e*)(-mm, -m, + m,) -

~we'[cos f —sin f (1+ 2Ky asin )] =0

Tahistades viimases vorrandis H, ja H, kordajad ning vabaliikme jargmiselt:

my, = (e** —e™*")(m, +m;m, +m, )Jcosap +(e* +e *)(-m, —m,m, +m, )sinap -
= [eaﬁ (cosaB —sinap) +e® (—cosg +sing)—2Ky,a(-e* sinap +e?sing )]

m, =— {(eaﬁ —e ) (m, + mymg + m;)cosap + (e** +e7*")(-m, - mym; +m, )sinap -

(58)
—[eaﬁ (cosap +sinap)+e°(cosg +sing)— 2Ky1a(eaB cosap —ecosg )]}
m, i=— {+ cosap (e —e*")(mm, +m, +m,)+sinap (e*” +e*")(-mm, —m, +m, )-
—we'[cos f —sin f (1+2Ky,asin f)]}
saame H, avaldada
H,= oy 4 Mhe (59)
m12 m12
Seostest (56) ja (57)
m, + m,m, )m m, + m,m, )m
Glz{—( L+ MM )M +m2+m3m6}Hz+—( L+ MM ), +m,m, +m,
m12 m12 (60)

7

m,m. m,m
Gzz(—5 13ﬁLmGJHZﬁL—5 4+ m

12 12

Asetame nuud vordused (59) ja (60) susteemi (54) neljandasse vorrandisse
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H {(eaﬁ _eaﬁ)|:_ (m, +mgm Jm, L MMy
’ le mlz
e+ eaﬁ){(ml +mm, )my,

m,

2

(e _eaﬁ){_(ml +mym, )m,

le

(e e (m, +mym, )m,

le

—m,m, +m, — mz}y0 cosap —

mym,,

+m, +mym, + ——=+ me}yosinaﬁ -

12

—msm7—m4+%+m7}yocosa[5—
m

12

mm, i
+mm, +m, +—=+m, |y,sinab -

12

—%yl[—eaﬁ (cosap +sinap) —e? (cosg+sing )|+ we'y, (cos f +sin f)=0.

2

Tahistades viimases vorduses H, kordaja ja vabalikme jargmiselt:

\
m. :z{(eaﬁ _eaﬁ){ (m+mm)m,  mm,
m, m,

_ (ea[?) + ea[})|:(ml + mSmS )mls

2

2

. eaﬁ){_ (m, +mym, )m,,
m,
+ (ea[s + efa[s {(nﬁ + msms )mu
m,
m,

— MM, +1m, _nlz:|YocosaB_

My,

+m, +mm +—+mﬁ}yosinaﬁ—
m,

2

mm,

-mm, —m, +T+m7}yocosaﬁ +

2

mm,

+mm, +m, +T+ m,}yosinabqL

2

+—24y,[ —* (cosaB +sinap)—e® (cosg+sing) |- we'y, (cos f +sin ),
m,

voime viimasest vorrandist avaldada H,

_ mlG

H, =
m

2
15

Vordustest (59), (60) ja (62)

G :{(ml +m,mg )m

1
m12 15

m.m m m.m
Gzz( 5 13+m6J 16, 5 14+m7’

le mlS le

13 16
+m, + msme}— -

m, +m.m. |m
( 1 3 5) 14+m3m7+m4’

le

23

—%Yl[—eaﬁ (cosap +sinap) —e? (cosg +sing )| -, [ e (cosap —sinap) +e? (cosg —sing)]| }

—%yl[—ea‘ﬁ (cosaB +sinap) —e° (cosg +sing)|-v,[ e® (cosap — sinap) +¢* (cosg —sing)],

(61)

(62)
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15

Oleme saanud siusteemi (54) lahendi milles kasutatud tahised on toodud seostes
(37), (39) , (58) ja (61).

Nudd saame kirja panna ka stisteemi (54) lahendi taielikul kujul, selleks on:

m, + m,m, Jm m m, +m,m, )Jm
Glz|:—( L+ M) 13+m2+m3m6}—16+—( L+ My ) =+ mym, +m,,
le m15 le
m,m m m
Gz_ 513+ GJ 16+ 5 l4+m7’
le mlS le
m, +m,m, )m m, + m,m, )m
Gs— (1 3 5) 13+m2+m3m6 16 (1 3 5) 14+m3m7+m4’
le 15 le
G — (mSmlS Jmlii m5m14 _
4 6 7
le mlS le
H — m13m16 m14
1 ’
lemlS le
__16
H, =—*,
mlS
m,m, m My .
H,=-w, -e*cosa—e*|| —2 16+i}:052a+ﬁsm2a ,
m12m15 le m15

: m,,m . m
H, =-w, -e*sina—e* (M+&Jsm2a—i0052a :

m,m, m, m,,
kus

f:=a(l-p),

g=a(2-B),

_e* cosap —e’cosg
(e +e*)cosap

1

_e*sinap —e’sing
(e +e**)cosap

2

_ (e* —e*)sinap
(e® +e*)cosap

3

w, —w, (L—e" cos f )
~ (e*" +e*")cosap

4
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my,(—e*" +e*")sinap —y, (—e* sinap +e’sin gj

° may,(—e* +e**)sinap +v,(e* +e*)cosap

m,y,(—e* +e*")sinap —yl(eaﬁ cosap — e° cosg)

my,(—e** +e*")sinap +vy,(e** +e**)cosap
my,(—e** +e *)sinap —wy.e'sin f
my ,(—e* +e*)sinap +v,(e*® +e*)cosap’

m, =—

my, = (e*" —e™*)(m, + mym, +m, )cosap +(e* +e™*)(-m —mm, + m;)sinap -
-~ [eaﬁ (cosap —sinap) +e’(-cosg +sing)- 2Kyla(—eaﬁ sinap +e?sing )]

m, =— {(eaﬁ —e ") (m, + mym +my)cosap + (e +e*")(-m, —mym, + m,)sinap —
—[eaﬁ (cosap +sinaf)+e(cosg +sing)— 2Ky1a(eaﬁ cosaf —ecosg )]}

m, = —{+ cosap (e —e*")(mm, + m, +m,)+sinap(e*” +e*")(-mm, —m, +m, )

—we" [cos f —sin f (1+ 2Ky asin )]},

\
m - {(eaﬁ _eaﬁ){_(ml Fmm)m, mm,

-mm,+m,—m, |y, cosap —
rnlz rnlz m36 6 m2i|0

—(e* +eaﬁ){m+% +mm, +M+m6}yosinaﬁ—
m,

2 2

—%yl[—ea‘ﬁ (cosaB +sinap) —e® (cosg +sing) |-y, [ e® (cosap — sinap) +e* (cosg —sing)],

2

m, =—(e* _eaﬁ){_m_ mm, —m, FLLLLTIN m,}y0 cosap +
m,, m,
n (eaﬁ +e % {mﬂ:;—n%m +mm, +m, +%+ m7:|'y05inab+
2 2

qtﬁyl[—eaﬁ (cosaB +sinap)—e° (cosg+sing)|-we'y, (cos f +sin ),
2
Paragrahvi |8petuseks joonestame lébipainde vorrandit ja leitud konstantide avaldisi
kasutades pehmest terasest valmistatud silindrilise kooriku l8bipainde graafiku (joon.
5). Et tulemus oleks eelmisega vorreldav, on algandmed vdetud samad: tegemist on
terasest koorikuga, mille pikkus on 20 cm, raadius 5 cm ja muutuv kihipaksus t;=3
mm ja =2 mm ning sellele koorikule on rakendatud koormust 200 MN/m?.
Arvutustes on v8etud E=10° MN/m? ning v=0,3. Kihi paksus muutub kohal x=0,1.

Sellel kohal asub koorikus ka pragu, mille siigavuseks on véetud 1 mm.
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0.004 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.003 —

0.002 [~ N

w(x)

0.001 - .

| | | | | | | | |
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18

~0.001
0

— labipaine enne pragu
labipaine peale pragu
labipaine kogu kooriku pikkuses

Joon. 5. Praoga kooriku labipaine

Nagu jooniselt ndha, on labipaine kdige suurem prao kohal (x=0,1), mis ei ole ka
Ullatav, sest arvestades prao stigavust, mis on pool 6hema kihi paksusest, peakski
seal olema labipaine suurim, s.t. prao koht on kdige nGrgem, see on tden&oline
purunemiskoht piirpinge saavutamisel. Kui prao sigawus moodustab vaid
kiimnendiku vdi sajandiku 6hema kihi paksusest, siis see labipaindele suuremat maoju

ei avalda ja labipainde graafiku kuju on sarnane joonisel 3 tooduga.
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8 4. Praoga kooriku optimiseerimine

Vaatleme jéllegi ideaalselt kahekihilist silindrilist koorikut, mille kandva kihi paksus t

on tukiti konstantne (vt. joon. 1). Paksuse muutumise kohal & =3 on koorikus pragu.
Leiame miinimumkaaluga projekti tingimusel, et integraalne labipaine

1

[wde =A

0

on ette antud. Minimiseerime suurust

J=vy,B+y,@-B) —>min.

Takiti konstantse paksusega elastse silindrilise kooriku painde vorrand on esitatav

kujul
w" +4a‘w= i, (63)
T
1“(1-v?) 21°(1-v?) . t;
kus a*'=—"—_—", q=p———7 ja y, =2,
RZHZ EHSL YJ t*
« : Vo s <P
kus t. on vordluskooriku paksus, seega y ; =
Vi, B<g<l

Kui ntud tahistada

y1 =W,

Yo =W, (64)
Y, =—m,

y, =-m’,

kus m on dimensioonita suurustele Gleminekul saadud moment ja w on labipaine, siis

elastse silindrilise kooriku pdhivorrandid on esitatavad sisteemina

/yl, =Y,

yz,zh’
D; (65)

y3,=y4’

!

\y4 2_4'd'a4ij1+d'q’

piirkonna §; = (aj, amj, j = 0;1 jaoks. Sandwich — tlilpi kooriku korral teatavasti
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EH°t,

D =dwy, kus d=—— "%
TR 20—V?)

Kasutades toodud tahistust, voime stisteemi (65) imber kirjutada kujul

Yi = Yo
y2'=dY—3y_,
i (66)
Ya = Yas
y, =—4-d-a%,y,+d-q,

Vaatleme mdlemast otsast vabalt toetatud koorikut, koordinaatide alguse valime

kooriku keskele. Kooriku pikkus on 2l jaraadius R. Rajatingimused pdhisiisteemi (66)

jaoks on
yl(l) =0,
0)=0
¥,(0)=0, (67)
ys(l) =0,
y4(o)=O-
Koorikule vastavad pidevuse tingimused on
|:y1(B ):I =0,
1
Y.(B)]=—Y5(B)
[2)] = (@) .
[y:(B)]=0.
[v.()]=0.
kus K, = 1K’ K=6nf(1—v2), kus f on prao sligavusest c soltuv funktsioon
Yy
f=1(c).

Eeldame, et teada on integraalne labipaine

B 1

[vide +[y.de = A, (69)
0 B

kus A on etteantud arv.

Pistitatud UGlesanne on parameetriiega optimaalse juhtimise Ulesanne.
Optimaalsuseks tarvilike tingimuste saamiseks moodustame abifunktsionaali (vrd. [1],
[2], [8]. [9] ja [15])
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B
J. ZYOB +Y1(1_ B)_{—J‘{\Voyl"'\w (y1, - yz}Wz(yz, - dy; J"'\Vs(ys, - y4)+
0

0

1
+W4(y4, +4-d 'a4Yoy1_d 'q):|dx+j|:Woy1+W1 (y1, - yz}Wz(yz, - dysy J"'\Vs(ys, - y4)+
§

1

H, (y4' +4-d 'a4Y1y1 —d 'q)i|dx+ H[yz (B +)_ Y, (B _)_ K’Ylys(B ):I,

kus x on Lagrange’i kordaja ja y,, v,, y,, v,— kaasmuutujad.

Arvutame selle funktsionaali taisvariatsiooni ja vordsustame selle nulliga. Nii saame

vorrandi

B
Ad, = A%B +70AB +A’Y1 (1_ B)+ 71(_AB )+ I{‘VOS )/ (8 yl, = Y, ) +
0

’ 1 ’ ’
+\Vz(8y2 _8y3d~_+d~y3 ZA’VOJ'HVs(Sys _8y4)HV4[8y4 +4'd'a4(A’70y1+708y1)i| }dX+

Yo Yo

(70)
X ’ ’ 1 !

+I{W08 Vit (Syl _Syz)ﬂ’z(S Y, -0 Y d + d % 2 A’le +\Vs(Sys -0 y4}
B

1 1

, Ay, (P
"'\V4[8y4 +4-d- a4(A71y1 +718 y1)i| }dX+ F{Ayz(ﬁ +)_Ayz(B _)_ST()_ys(B)'A(K"Yl)}ZO'
Integreerime viimases likmeid 3 yi', i=1,..,4, ositi, siis virdus (70) saab kuju
A, :A%B"'%AB +A71 (1_B:+%(_Aﬁ:+“|Ayz(B +:_Ay2(ﬁ_: _Ay3(B: Kle_y3(B: '(K'A% +71'AK:: +

B
+(\V16y1 +\V26 Y, +\V36y3 +\V46 Ya ]E +(\V16 Y +\V26 Y, +\V36 Ys +\V46 Ya ]lﬁ +_[ {/06y1 _WI'S Yi—
0

' 1 y Z Z
_\VlayZ _W26y2 _W26y3d_+\|lz d : 2 A%_W36y3 —\|/38y4 _\Vaaya +\V44'd -a' (A%yl +706y1) }i)<+ (71)

0 Y%

i 2 2 1 y 2 2
+_[ {,anl —Y 8yl _\Vla Y, _W26y2 —\V26 y3d_ v, d : 2 A%_W36y3 —\u38y4 _\V46y4 +
"
B

1 !

+y,4-d-a’ (A, +9Y, ) }0.

Integraali margi all vordsustame 38y, dYy,, 8y,, 8y, kordajad nulliga, saame

voOrdused
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v, =y, +4d-atyy,,
v, =y,
;1 (72)
Vs __d'—ijz’
v, =y

Susteemi (72) naol on meil tegemist kaasslsteemiga iga piirkonna §;, j=0;1 jaoks.

Vaadeldes pohisisteemi (66) ja kaassisteemi (72), ndeme, et Ulesanne on

enesekaasne, kusjuures

vV, = (;V'oq Y4
Y, =-— :"0 Ys
| (73)
Vi = :’.oq Y,
V,=- (;V.oq Y1

Asetades seosed (73) susteemi (72), saavad kaasvdrrandid kuju

(;V.O Y, =y, +4d a47j(_ Vo le,
Vo r__ VYo

q qys q qy4’

Yo r_ 1 [ w,

Yo ¢ Yo

d'qyl d.qyz’

mis peale lihtsustamist annab meile slsteemi (66). Seega kaassisteem langeb
téepoolest kokku pohisiisteemiga, mistdttu voime edaspidi kaassiisteemi vaatluse alt
valja jatta. Lihtne on naha, et tdidetud on ka transversaalsuse tingimused, kui on

rahuldatud faasikoordinaatidele peale pandud rajatingimused.

Nidd vaatame Ay, ja Ay, kordajaid vorrandis (71). Et muudud Av, ja Ay, on

suvalised parameetrid, mitte faasimuutujad, siis saame need tuua integraali margi alt

vdlja ja kordajad vordsustada nulliga jargmiselt:
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B
B+J‘(\V2 : z+\V44'd'a4ledX=O’
0 d Yo

(74)

1
oK
1-B +J‘(\V2 d %2 2 +\V44'd 'a4y1JdX_H(K +_71Jy3(B)=O'
; -y oV

1

Nudd saab varrand (71) kuju

1 - 1
AJ, = AB (70 _71)+ “{Ayz(ﬁ -'—)_Ayz(B _)_Ay3(ﬁ)?i|+2(\vlﬁ yi|i +Wi8 yi|[3 =0. (79)
j=1 ’

t

Et
Sy, (B)=Ay;(B£)-y/(B ) AP

ja y,;(B), =134, on pidev, seega

AY;(B-)=Ay;(B+)=Ay;(B), i=134,

SIIS

Sy, (B£)=4y;(B)-vy; (B £)AB, =134 (76)

ja vorrand (75) saab kuju

AJ.=AB (% —m)+ H{Ayz(ﬁ +)- Ay, (B —)—Ays(B)Ki}ri""i (B —)[ij (B=)-y, (B _)'AB}_

t

0,0 4,0)-y, ©)-20] ey, @] Ay, @)y, @-&2 |-, (B 4y, (B+)-y, (B+)-28 | -0

ehk

Ad.=AB (7, =) + {Ayz(s +)=Ay,(p-)- Ay, (B )H+Z vy (B-) 8y, (B-)-y/ (B )-8 |-

t

v (0)Ay; (0)+v; (DAY (D)-v; (B +)[ij (B+)-y/(B+)AB } } 0.

Kirjutame summa pikemalt lahti, arvestades tingimusi (76)
AL =B (%, —)+ P{AYz (B+)-4y,(B-)-4y, (B )é}}+

23 (B) A% (B)- . (B-) 4B |-v, 0)Av, 0)+v (DAY O)-vs (B+) Av(B)- % (B+)- 8 |+

a4, (B A, (B )12 (B-) 28 |-, 008y, )+ DAY, 0)-v: (B+) Ay, (B+)-¥, (B+)-28 [+
(B A% ()3 (B ) 48 |- (0)23, 0) s Wy, 1) (B+) A%, (B)-¥, (B+)- 28 |+
(B A%, (). (B )58 |-v 000,00+, v, O-v. (B+) Ay, (B)-y, (B+)-28 |0

Vottes arvesse rajatingimused (67), saame
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Ayz(o) =0, Ayl(l)z 0,
A3/4(0) =0, Ay3(1)=0,

seega nulliga vorduvad korrutised ,(0 Ay, (0, y,(0AY, (0, yw (LAY, (L, (L Ay (L.
Tulenevalt Ay, (0), Ay,(0), Ay, (1) ja Ay, (1) suvalisusest, ka korrutised y,(0)Ay, (0),

W, (LAY, (1), w;(0)Ay;(0), v, (1)Ay, (1) on vordsed nulliga.

Jattes vimasena saadud vdrrandis nulliga vorduvad liikmed vaatluse alt valja, vdime

vorrandi kirjutada

AL =By =)+ M{Ayz (B+)-4y,(B —)—Ays(ﬁ)ﬂ} +

(B A (B, (B )8 |, B+ (B)-y! (B+) 28 ]+
2B A% (B ) (B 4B v (B A, (B+)-: (B +) 4B ]+
(B Y A () (B )28 | v (B Av(B)- (B +) B ]+
(B A%, (B)-v. (B-) 48 v, (B4 Ay, (B)-v. (B+)-4 |0

Vaatleme Ay,(B), j=13,4, ningAy,(B -), Ay, (B +) kordajaid. Vdrdsustades need

nulliga, saame
\Vl(B _)_\Vl(B +)= 0,
vi(B-)-v,(B +)—Ki=0,

t

W4(B _)_W4(B +)= 01

yv,(B-)-n=0

~y,(B+)+u=0.

Viimasest kahest vordusest saame w,(B-)=vy,(B+) ja p=y,(p). Saadud
vordustest nahtub, et v , v, jay, on pidevad ja y, on katkev kohal & =, mis on

kooskdlas ka seostega (73). Samuti oleme saanud tingimuse kordaja p

maaramiseks: p=y, (B ).

Kuna AP on suvaline, siis peab kehtima seos

Yo~ N _\Vl(B _)yll(B _)+\V1(B +)y1,(B +)_\V2(B _)yz,(B _)'HVZ(B +)yz,(B +)_

(77)
BB (B B H)-vaB ) B v B (B =0
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Et meil y,, v, ja y, olid pidevad, siis

\Ifk(B _) :\Vk(B _)Z\Vk (B)’ k=1,2,4

ja vérrandis (77) véime koondada sarnased liidetavad
0= 2= (B 1 (B )+ (B+) | ~wa (B) v (B )+ v (B +)] v (B-)y: (B )+
4, (B )y (B +)=va(B)] yi (B-)+ v/ (B +)]=0

Ka y,(B) y:(B) ja y,(B) on pidevad ning pdhivdrrandite stisteemi (66) pdhjal
y, =y, seega ka y, on pidev ja vimane vérrand saab kuju

== (B) W (B-)=3 (B+) |~ (B v, (B-)=v, (B )|~y (B)ws (B -)-ws (B +)] -
() v/ (B )=/ (B+)|=0

Asetades siia veel seosed slsteemist (66), saame viimase vorrandi kujul
O BB 0) DG BB ) ))-

_‘V4(B)[_4d %@ yl(B _)+d -q+4d-~a yl(B +)_d -q]:

Arvestades vy, (B ) y:(B) ja y,(B) pidevust, vbime vimase vdrrandi kirjutada

Y% N _\Vl(B)[yz (B _)_ Y, (B +):| —V, (B )ys (B){d '17 _d~_1’y1J_ Y, (B )[\Vs (B _)_\Vs (B +):|_

~4a'd- yl(B )V4 (B )[_70 0 ]= 0.

Arvestades seoseid (73), saame (78) panna kirja jargmiselt:

J yAB){—yz(B -)- —yz(B )}—

(78)

Yo~ Nn— \VO y4(Bj:yz(B ) yz(B+):|+_y3

deld- Ly ()]0

mis peale koondamist annab

1

No=uHy, {2y4(s)[yz(ﬁ+) Y. (B=)]+ v (B)(——ﬁ}m A %)} 0(79)

Edasi vaatleme elastse silindrilise kooriku p&hivbrrandeid kujul (66). Teisendades
seda sUsteemi, jduame tikiti konstantse paksusega elastse silindrilise kooriku painde

vorrandini

33


http://support.leadtools.com/ltordermain.asp?ProdClass=EPRT1

yllv +4a4y1 2711 (80)

i

1“L-v?) 2161 -v?) t,
kus a‘*=—-_"72 g=pZ = "7 ja 4 =1,
RZHZ q p EHSt* J ’YJ t*

« . Yo, 0<&<P

kus t. on vordluskooriku paksus, seega y ; = .
Vi, B<g<l

Tegemist on hariliku 4. jarku konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrandiga, mille
tldlahend esitub
1) piirkonnas ¢ €[0, B | kujul
y, = y° +e* (D, cosat + D,sinag) +e* (D,cosat + D, sinag), (81)
2) piirkonnas ¢ €[p,1] kujul
y, =y +e*(E cosa¢ +E,sinat) + e (E,cosa + E,sinat),
kus y° ja y' on vérrandi (80) erilahendid ning D, D,, D,, D,, E,, E,, E,, E, on

integreerimiskonstandid vastavas piirkonnas.

Konstantide maéramiseks kasutame raja- ja pidevuse tingimusi (67) ja (68)
yl(l) =0,
Y, (O) =0,
ys(l) =0,
Y, (O) =0,

[v.(B)]=0,
[yz<s>]=Kity3<s>,

[v:(B)]=0,
[y.(8)]=0.
Arvestades tahistusi (64), ndeme, et pistitatud Glesanne on identne paragrahvis 3

pustitatud Ulesandega. Seega vdime kasutada seal saadud tulemust. Konstandid

D, D,, b,, D, E,, E,, E;, E, avalduvad kujul

m, + m,m_)m m, (M +mm,)m
D, = (m, +mym, Jmy, £ +m, +m,m, —16+—( L+ Mgy ) 2 +m,m, +m,
le mlS m12

m.m m m.m
Dzz( 5 13+m6J 16 45 14+m7’

m m

12 15 12

34


http://support.leadtools.com/ltordermain.asp?ProdClass=EPRT1

le

m.m m m.m
D4=— 513+me 16 _ 514_m7’
m m m

12 15 12

m,,m
El 13716 + 14’
m12m15 le
m
— 16
E, =%,
mlS
MM, M
E,=-w,-e*cosa—e”* ( 1 1o +—14J
m12m15 12

m
13 6
+m, + mym, }— +

mlS

mlS

m. .
cos2a + —&sin Za},

: m,m, m, | . m
E4=—w1-easma—e2aH 13 1G+iJsm2a—i0052a},

m,m, m,
kus

f:=al-p),

g=a(2-p),

_e* cosap —e’cosg
(e* +e*")cosap

1

. e* sinaP —e’sing
(e** +e*)cosaP

N

_ (e*" —e™P)sinap

m )
 (e® +e*)cosap
w, —w, (1-e" cos f )
m =
* (e* +e*")cosap
ap -ap 1 ap o1 "I N
my,(—e*" +e*")sinap —y, (—e* sinap +e’sin g,
* T my,(—e® +e*)sinap +y,(e” + e *)cosap
0 m,y,(—e*" +e*")sinap —yl(eaﬁ cosaP — e’ cosg)
L =—

my,(—e* +e*")sinap +y,(e* +e*")cosap

my,(—e** +e*)sinap —wy e’ sin f

7

my, = (ea[3 —e ™ )(ml + MM + ms)cosaB + (eaﬁ +e ™ )(_ml —Mm;m, + mS)Sin aB -
—[eaﬁ(cosaﬁ —sinap) + e’ (—cos g +sin g )— 2Ky,a(—e* sinap + e’ sin g)]
= {e e )(m, +mm +m,)oosap + (¢ +e %) (m, ~mgn, -, Jinap

—[eaﬁ (cosap +sinap)+e’(cosg +sin g)—ZKyla(eaﬁ cosap — e° cosg)]},

my ,(—e* + e *)sinap +v,(e*® +e**)cosap’
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m,, = —4{+cosap (e*’ —e*")(mym, + m, + m,)+sinap (e** +e*")(-mym, —m, +m, ) -

—we" [cos f —sin f (1+ 2Ky asin )]},

. m +mm)m, m

m, =< (e —e™") _(m; + mym; ) CIMLLL L ER A y,cosap —

15 36 6 2 0
le le

m, +m,m, )m mym ,
— (e +eaﬁ){(1—“)13+ m, + mym, + ——= + mﬁ}yosmaﬁ—
12 m12

—%yl[—eaﬁ(cosaﬁ +sinap)—e? (cosg +sing)]|-y,[ e* (cosap - sinap) +e? (cosg —sing)],
12

,
N _eaﬁ){_w_m m +m+m7}yocosas R
m, m,
+ (eaﬁ +e {—(ml +mm, )m, +mm, +m, PLLLS rry}yosinab+
m,, m,

+%yl[—eaﬁ (cosaB +sinap) —e° (cosg+sing) | —we'y, (cos f +sin f)
2

Sellega oleme maaranud konstandid ja saanud kéatte erilanendi stisteemile (66), mis

rahuldab etteantud tingimusi.

Poordume tagasi vorrandite (74) juurde. Vottes suuruse +, =1, siis esimene vorrand
vorranditest (74) langeb vaatluse alt valja. Uurime lahemalt Ay, kordajat ehk (74)

teist vOrrandit

M1

L oK
1-B +J‘(\V2 d X 2 +\V44'd 'a4y1JdX_H(K+a_71 ys(B)zo'
; . 71

Kasutades vordusi (73), saame selle kirja panna kujul

v, da'y, ¢ oK
1-p ——20 v dx — ——2 yzdx—p(K+—7Jy B)=0. (82)
e Rk 5 i (®)

Tahistame

1
S:=Iy32dx,

' (83)
T:=jy12dx.

B

Leiame eraldi integraalid S jaT. Selleks on meil kdigepealt vaja y, ja y,avaldisi (81)

y, =y +e*(E, cosax + E, sinax) + e ™ (E, cosax + E, sinax) (84)

ja pohistusteemist (66) voime avaldada vy,
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Y = yz'd "Nh= y1"71d :
Kasutades labipainde teise tuletise avaldist (15), voime vy, kirja panna
Y, = 2a%y,d | e™(E, cosax— E,sinax) + e *(-E, cosax + E;sinax) |,

millest peale ruutuvdétmist, kahekordse nurga siinuse valemi rakendamist ja
koondamist saame

y,. =4a'y d? [Ezzezax cos’ax + E,’e ** cos” ax + E,’**sin’ ax + E,e **sin” ax —

~E,E, e’ sin2ax — E,E,e** sin 2ax - 2E,E, cos” ax — 2E,E, sin’ ax + (E,E, + E,E, )sin 2ax .
Paneme kirja integraali S avaldise

1 1 1 1
S= Iygzdx =4a*y,*d? Ezzj‘ezax cos’ax dx + Efj‘e’zaX cos’ ax dx + Elzj‘ezaxsin2 ax dx +
b b b b

1

1 1 1
+E32J‘e’zax sinax dx - ElEZJ‘ezax sin 2ax dx — E3E4Ie’2axsin 2ax dx — 2E2E4J‘cos2 ax dx —
b b b b

1 1
~2E,E, [sin” ax dx + (E,E, + EE, )[ sin 2ax dx |.
B B

Tahistades vimases

I._ 2

1 e

*cos? ax dx,

I, = e cos®ax dx,

T e— R

2ax

e’®sin? ax dx,

e 2™ sin?ax dx,

O ey T ey
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(&

e?®sin 2ax dx, (85)

o

e ®gsin2ax dx,

I cos? ax dx,

7"

I, := |sin® ax dx,

1l )
D P D b R — e R e

sin 2ax dx,

9 -

saame
S =4a*yd’[ E,’l, +ESl, + E’l,+Ell, —EE,l, — E,E |, —2E,E,l, - 2EE,l, + (56
+(E,E, + EE, )1, |-

Leiame integraalid 1,,..., I, Ukshaaval. Kasutades korduvalt ositi integreerimist ning

9

poolnurga ja kahekordse nurga trigonomeetrilisi seoseid, saame 1,.., I, kujul
|, =¢* &Zaqti—i(sinZa—cosZa) —e®P M+i—i(sin2aﬁ—(:052aﬁ) ,
4a 4a 8a 4a 4a 8a
l,=e2 Slnza—i+i -sin2a—cos2a)|—e* M—i+i(—sin2aB—(:032::1{3) :
4a 4a 8a 4a 4a 8a
|, =e® —Sln2a+i+i(sin2a—0052a) —e*P —M+i+i(sin2aﬁ—0032aﬁ) :
4a  4a 8a 4a 4a 8a
sin2Za 1 1 sin2a 1 1
l=e?| 2022 = (sin 2a—cos2a)|—e”* —I—B————(—sin 2ap —cos2ap)|,
4a 4a 8a 4a 4a 8a
1 2a . 1 2ap .
I, =—e"*(sin2a—cos2a)—--——e™" (sin2af —cos2ap),
4a 4a (87)
1 o0/ o 1 2ap (i
|, =—e " (-sin2a—-cos2a)——e —sin2ap —cos2aP ),
® 4a ( ) 4a ( g B)
| _1-B sin2aB -sin2a
) 4a ’
1-pB sin2ap —sin2a
l;= + ,
2 4a

1
I, =—(—cos2 2ap ).
0 Za( cos2a +cos2ap )

Sellega oleme leidnud integraali S kujul (86), kus tahistused on toodud (87).

Integraali T leidmist alustame jéllegi y, ruututdstmisest. Et
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y, =y +e*(E, cosax + E, sin ax) + e (E, cosax + E, sinax),
siis

y,? = E,’e*™cos® ax + E,’e * cos’ ax + E,’*™sin® ax + E,’e *™sin ax + E, E,e**sin 2ax +
+E;E,e™"sin 2ax + 2E, E, cos® ax + 2E,E, sin® ax + (E,E; + E,E, )sin 2ax + (y1 )2 +

+2y'Ee* cosax + 2y'E,e™ sinax + 2y'E,e ¥ cosax + 2y'E,e *sinax

ja
1 1 1 1

T= Iylzdx =Elzj‘ezax cos®ax dx + Eszj‘e’zax cos” ax dx + Ezzj‘ezax sinax dx +
B B B B

1 1 1 1
+E42J‘e’2axsin2 ax dx + ElEZJ‘ezax sin 2ax dx + E3E4Ie’2axsin 2ax dx + 2E1E3J‘cos2 ax dx
b b b b

1 1 1 1
+2E2E4J‘sin2 ax dx + (E,E; + EE, )Isin 2ax dx + I(yi )zdx - 2y1E1I e* cosax dx +
p p b b

1 1 1
+2y1E3J‘e’ax cosax dx + 2y1EzJ‘eax sinax dx + 2y1E4Ie’axsin ax dx.
B b B

Tahistame eelnevas veel

[y
o

e cosax dx,

[y
[

e ™ cosax dx,

I e™sinax dx,

Dk D — b R — e D e

12

iy
w

e ™sinax dx,
siis

T =E’l,+E}’l, +E/l,+El, +EE I, + E,E,I, + 2E,E,l. + 2E,E,I, + (E,E, + E1E4) I, +
+2Y'Elyy + 2y'E L, + 2Y'E,l, + 2Y'E 1, + (yl)2 @-B).

Suuruse T I6plikuks avaldamiseks on meil nitd vaja veel leida integraalid |

100 e g
Tehes seda, saame tulemuseks

1r .. b (o
Lo =£[e (sina+cosa)—e® (sinap +cosap )],

l, = i[ea (sina—cosa)—e ™ (sinap —cosap )]
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1. o
|1z=£[e (sina-cosa)-e** (sinap —cosaB)], (88)

1
l,=—/|e?(-sina—cosa)-e * (-sinap —cosap)|.
5=l )-e ™ (-sinap - cosap)]
Sellega oleme leidnud T vaartuse ja saame nuud vorrandi (82) ilma integraalideta.

Lisades siia vorrandi (79), saame kahest vorrandist koosneva susteemi

1Yo 4% -T—“i(l}v{ﬁ)ﬂ
d2q.,>/12 q 671 Kt ?

1o Lo D)0 0 3 s i) -0

kus

(89)

S= 4a“yfd2[E22I1 +ESl, + EZl, +E%l, —EE, I, — E,E I, — 2E,E,I, — 2E E I, +

+(E,E, + EE, )1, |,

T=E’l,+E/l, +E/ 1, +E’l, +EE, I, + E;E, |  + 2EE,l, + 2E,E I, + (E,E, + E E, ), +
+2y1E1|10 + 2y1E3|11 + 2ylEzllz + 2y1E4|13 + (yl)2 (1_ B)v

jal,l,, .., 1, ontoodud seostes (87) ja (88).

Susteem (89) kujutab endast kahte algebralist vfrrandit, mida kasutame koos
etteantud integraalse labipaindega (69) optimiseerimisiilesande lahendamiseks.

Nendest vorranditest saame leida B, v, ning y,. Sellega oleme lahendanud I6puni

ka pustitatud optimiseerimisulesande.
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Optimization of an Elastic Cylindrical Shell
Tiina Tokke

Summary

Elastic cylindrical shells subjected to uniformly distributed external pressure are

considered.

The equilibrium equations for axisymmetrically loaded circular cylindrical shells are
presented in the first section of the study. Geometrical relations corresponding to
these equations are presented herein, as well.

An elastic circular cylindrical shell of an ideal sandwich shell wall is considered in the
second section of the paper. It is assumed that the thickness of carrying layers is
piece wise constant whereas the total thickness is constant. Making use of
appropriate boundary conditions the solution of governing equations is derived for a
simply supported shell.

In the third section a cylindrical shell with a part - through crack is considered. The

crack has a constant depth and it is located at the re-entrant corner of the step.

Optimization of stepped cylindrical shells with cracks emanating from corners of
steps are considered in the fourth section of the study. Making use of the variational
methods of the theory of optimal control necessary conditions for optimality are
derived. The obtained set of algebraic and differential equations admits to define the

constants of integration as well as the design parameters.
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