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SISSEJUHATUS

Matemaatiline analiilis on matemaatika haru, mis uurib funktsioone ja nende tldistusi piirvéddrtuste
meetodil. Matemaatilise analiilisi pohisisuks on diferentsiaalarvutus, integraalarvutus ja ridade teooria.
Kéesolevas oppevahendis kdsitletakse funktsioone, piirvddrtuste teooriat, iihe muutuja funktsiooni tuletist ja
diferentsiaali ning nende rakendusi ja mitme muutuja funktsiooni diferentsiaalarvutust koos rakendustega.

Sisekaitseakadeemias Opitakse matemaatilist analiitisi padsteteenistuse erialal mahus 5 Euroopa ainepunkti
(EAP), millest veidi iile poole moodustab diferentsiaalarvutus. Ulejaénu on integraalarvutus ja eraldi kursuse
puudumise tottu ka {ilevaade esimest jarku diferentsiaalvorranditest. Lisaks késitletakse Oppeaines
,Lineaaralgebra ja arvutusmeetodid” (3 EAP) mdnesid diferentsiaalarvutuse rakendustega seotud
arvutusmeetodeid: ligikaudsete arvutuste vea hindamine, interpoleerimine, numbriline diferentseerimine,
vorrandi f(x) =0 lahendamine ja vahimruutude meetod. Arvutusmeetodite kohta on SKA-s kasutusel

oppevahend [6] ja lineaaralgebras [5]. Maksunduse ja tolli erialal on 6ppeaine ,Majandusmatemaatika”
(3 EAP) tiheks olulisemaks komponendiks diferentsiaalarvutus ja selle rakendused (ligikaudu pool kursuse
mahust; teine pool on lineaaralgebra elemendid ja protsentarvutus). Kdesoleva Sppevahendi sisukord ja
pddsteteenistuse eriala matemaatilise analiilisi diferentsiaalarvutust késitleva osa aineprogrammi sisu
langevad praktiliselt taielikult kokku. Maksunduse ja tolli eriala majandusmatemaatika vadiksemast mahust
tingituna tuleb seal piirduda antud 6ppevahendis toodud materjali valikulise ja liihendatud kasiteluga.

Matemaatilise analiitisi opikud [3], [4], [7], [8], [9], [11], [17] ja [18] on orienteeritud iilikoolide vajadustele
ning mitmed neist ([3], [4], [8] ja [11]) on ilmunud aastaid tagasi ja pole enam tildkdttesaadavad. Opikus [1]
on kasitletud majandusteaduses kasutatavaid matemaatilisi meetodeid, mida on illustreeritud paljude,
peamiselt mikrookonoomika, vdhemal maaral makrookonoomika valdkonda kuuluvate rakendustega.
Teisalt on olemas moned matemaatilist analiilisi kasitlevad materjalid, mis on moeldud suhteliselt
liihematele oppekursustele, nditeks [16], voi on teatmikud, nditeks [2] ja [12]. Kesktasemel 6ppevahendeid
on aga vahe, eriti niisuguseid, mis oleksid illustreeritud suurema hulga praktilise sisuga nditetilesannetega ja
sobiksid seega paremini rakenduskorgkoolidele. Praeguse SKA matemaatilise analiilisi pohidoppevahendi
[13] broseeritud koited on pikaajalise kasutamise kdigus joudnud fiiiisilise kulumise piirini. Pealegi pole
olnud voimalust paigutada oppevahendit [13] SKA e-raamatukogusse. Alates 2008./2009. 6ppeaastast mindi
Sisekaitseakadeemias tle valjundipohistele oppekavadele, mis esitavad uusi noudmisi oppevahendite sisu
kohta. Eelnimetatud asjaolud tingisidki vajaduse kirjutada Sisekaitseakadeemia tarbeks uus
diferentsiaalarvutuse GOppevahend. Rakenduskdrgkooli eesmirke silmas pidades on Gppevahendi
rohuasetused vorreldes {likooli opikutega monevorra erinevad. Hoolimata sellest, et matemaatilise
analiitisi, sealhulgas diferentsiaalarvutuse, pohimeetodiks on piirvddrtuste teooria, on ptititud piirvddrtuste
kiisimust kasitleda suhteliselt kompaktselt ja rohkem rohutada funktsiooni tuletist ja eriti selle rakendusi.
SKA matemaatilise analiilisi kursuse piiratud mahu tottu pole vaadeldud viljateooria elemente ja
diferentsiaalarvutuse geomeetrilisi rakendusi on puudutatud minimaalselt. Kaugoppijate vajadusi arvestades
on oOppevahendis hulgaliselt lahendatud ja pikemate kommentaaridega varustatud niiteiilesandeid,
sealhulgas ka esmapilgul lihtsatena tunduvate kiisimuste kohta. Oppetdd praktika aga néitab, et
rakendustilesannete lahendamise meetodid omandatakse {iliopilaste poolt pigem ladusamalt kui naiteks
liitfunktsiooni tuletise leidmise tehnika.

Iseseisvaks lahendamiseks moeldud iilesandeid pole Oppevahendis toodud, sest Sisekaitseakadeemia
héstitoimiv Oppeinfosiisteem voimaldab sinna koduiilesandeid operatiivselt paigutada. Seejuures saab
paindlikumalt arvestada Oppevormi, eriala ja konkreetse Opperiihma tasemest tingitud spetsiifiliste
vajadustega. Mahukates ja erineva raskusastmega tilesandeid sisaldavates iilesannete kogudes [10], [14] ja
[15] voib olla rakenduskorgkooli tilidpilasel raske orienteeruda. Pealegi on need raamatud muutunud
aastate jooksul defitsiitseteks.

Kéesolev 0ppevahend on Sisekaitseakadeemias kasutatava klassifikatsiooni kohaselt B-tiiiipi, mis tdhendab,
et seda pole keeletoimetaja poolt redigeeritud ega retsenseeritud. Seetottu palub koostaja moistvat
suhtumist monesse voimalikku keelevddratusse ning on tdnulik, kui tdhelepanelikud kasutajad
informeerivad koikidest ebatdpsustest elektronposti aadressil helmo.kaerdi@sisekaitse.ee.



1. FUNKTSIOONID

1.1. FUNKTSIOONI MOISTE, MAARAMISPIIRKOND JA ESITUSVIISID

Definitsioon 1.1. Kui igale reaalarvule x piirkonnast X on iiheselt vastavusse seatud reaalarv y, siis
Oeldakse, et y on muutuja x funktsioon.

Reaalarvu x nimetatakse argumendiks ehk soltumatuks muutujaks. Argumendi x muutumispiirkonda X
nimetatakse funktsiooni maadramispiirkonnaks. Funktsiooni y vadrtused, mis vastavad koigile

argumendi x vadrtustele mddramispiirkonnas X moodustavad funktsiooni muutumispiirkonna ehk
vadartuste hulga Y. Asjaolu, et y on argumendi x funktsioon, margitakse stimboliga y= f(x).

Siin f tdhendab eeskirja, mille jargi saadakse argumendi x vadartustele vastav funktsiooni vdartus y.

Juhis 1.1. Kui funktsiooni f(x) mddramispiirkond X ei ole ette antud, siis loetakse sinna kuuluvateks koik
need argumendi x vaartused, mille korral vastavus y = f(x) omab métet, s.t mille puhul avaldisel f(x) on
kindel reaalarvuline vaartus.

Naide 1.1. Leida funktsiooni y =+/5—2x madramispiirkond X ja muutumispiirkond Y .

Ruutjuure alune avaldis peab olema mittenegatiivne 5—2x2>0, millest x<2,5. Seega maaramispiirkond
on X =(—o0; 2,5]. Muutumispiirkond on Y =[0; ).

Naide 1.2. Leida funktsiooni y =log(l —2x)++/x+3 madramispiirkond.

Lahtume juhisest 1.1. Kuna logaritmid on vaid positiivsetel arvudel ja ruutjuure alune avaldis peab olema
mittenegatiivne, siis saab maaramispiirkonna leida vorratuste stisteemist

1-2x>0,
x+32>0,
millest x< % ja x2-3, mis kokkuvOetuna annavad maddramispiirkonnaks X = [—3; %J . Tulemust

piltlikustab joonisel 1.1 toodud skeem, kus maaramispiirkond on viirutatud ning piirkonda kuuluva punkti

x =3 kohal on stimboolselt taisnurk ja sealt vdlja jadva punkti kohal x =% on kaar.

| N _
-3 1

Joonis 1.1. Funktsiooni y =log(l —2x) +~x+3 maddramispiirkond

Niide 1.3. Leida funktsiooni y =/3—2log, x madramispiirkond.

Vastavalt juhisele 1.1 tuleb tiheaegselt tdita kaks tingimust
x>0,
3-2log, x=0.

3
Teine tingimus annab log, x < % , millest x<4? ehk x<8.Maidramispiirkond on niisiis X = (0; 8].



Funktsiooni voib esitada:
1) analttiliselt
a) ilmutatud kujul valemiga y = f(x) voi sageli avaldisena kujul f(x);
b) ilmutamata kujul vorrandiga F(x,y)=0 (tingimusel, et sellel vorrandil on parajasti tiks lahend);

= t s
¢) parameetrilisel kujul {x o)
y=y),

kus muutujate x ja y vaartused on esitatud abimuutuja ¢ funktsioonide vaartustena;

2) numbriliselt tabeli kujul;
3) geomeetriliselt graafiku kujul.

1.2. PAARIS-, PAARITU JA PERIOODILINE FUNKTSIOON

Definitsioon 1.2. Niisugust funktsiooni, mis rahuldab tingimust f(-x)=f(x) iga x puhul
maddramispiirkonnas X , nimetatakse paarisfunktsiooniks.

Paarisfunktsiooni graafik on stimmeetriline y -telje suhtes.

Kuna cos(—x) =cosx, siis y=cosx on paarisfunktsioon, vt joonist 1.2.

y
A

ﬁ:\
i T 0 T ——
2n T T 2n X
/2 05 /2
_3W 02 \%‘/ 2
1

Joonis 1.2. Funktsiooni y = cos x graafik

Definitsioon 1.3. Niisugust funktsiooni, mis rahuldab tingimust f(-x)=-f(x) iga x puhul
madramispiirkonnas X , nimetatakse paarituks funktsiooniks.

Paaritu funktsiooni graafik on stimmeetriline koordinaatide alguspunkti suhtes.

Kuna sin(—x) =—sinx, siis y =sinx on paaritu funktsioon, vt joonist 1.3.

SN T/\ =

X
3wy -n/2 3n/2 o

)

—1

Joonis 1.3. Funktsiooni y =sin x graafik



2

sin x N . :
n on paaris- voi paaritu funktsioon?

2
x =

Naiide 1.4. Uurida, kas funktsioon f(x)=

sin(—x)* _sin x2
(-x)* -1 x*-1

Moodustame f(—x)= = f(x).Kuna f(—x)= f(x), siis on tegemist paarisfunktsiooniga.

Naide 1.5. Uurida, kas funktsioon f(x)= \/ I+x+x° - \/ 1—x+x> on paaris- voi paaritu funktsioon?

Moodustame f(—x) =\/1—x+ x? —\/1+ x+x> = —(\/1+ x+x2 —\/1—x+ )= —f(x). Kuna tulemusest on
ndha, et f(—x)=—f(x), siis funktsioon on paaritu.

Nadide 1.6. Uurida, kas funktsioon f(x)=sinx—cosx on paaris- voi paaritu funktsioon?

Moodustame f(—x) =sin(—x) —cos(—x) =—sinx—cosx # f(x) #—f(x) .
Naeme, et funktsioon pole ei paaris ega paaritu.

Definitsioon 1.4. Niisugust funktsiooni, mis rahuldab tingimust f(x+ @)= f(x), @ #0, iga x ja x+
puhul, nimetatakse perioodiliseks funktsiooniks, arvu @ aga funktsiooni f(x) perioodiks.

Perioodilise funktsiooni graafik on maddratud, kui on teada selle graafiku osa iihe perioodi pikkuses
poolldigus [xo,xo + o). Ulejadnu saadakse selle tiiki nihutamisega piki x-telge {ihes voi teises suunas
perioodi kordselt.

Naiteks funktsioonide y=sinx ja y=cosx periood on @=2x, funktsioonide y=tanx ja y=cotx
periood on w=r.

1.3. MONOTOONSED FUNKTSIOONID. POORDFUNKTSIOON
Kuulugu x, ja x, piirkonda X (x, € X, x, € X ) ningolgu x, > x,.

Definitsioon 1.5. Funktsioon f(x) on piirkonnas X monotoonne, kui vahe f(x,)— f(x,) sdilitab marki.
Kui f(x,)— f(x,)=0, siis on f(x) monotoonselt kasvav. Kui f(x,)— f(x,)<0, siis on f(x)
monotoonselt kahanev.

Kui definitsiooni 1.5 kirjutada ranged vorratused, siis radgitakse rangelt monotoonsetest funktsioonidest.

Definitsioon 1.6. Avaldades vorrandist y = f(x) argumendi x, saadakse esialgse funktsiooni y= f(x)
poordfunktsioon x=¢(y).

Poordfunktsiooni tahistatakse ka kujul x = f ().

Markus 1.1. Poordfunktsiooni x = ¢(y) méadramispiirkonnaks on funktsiooni y = f(x) muutumispiirkond
Y ja muutumispiirkonnaks on funktsiooni y= f(x) mddramispiirkond X . Iga rangelt monotoonse

funktsiooni podrdfunktsioon on iihene ja samuti rangelt monotoonne, kusjuures kasvava funktsiooni
poordfunktsioon on kasvav, kahaneva funktsiooni poérdfunktsioon aga kahanev.



Niide 1.7. Leida funktsiooni y=x’ péordfunktsioon.

Avaldame argumendi x ja saame esialgse funktsiooni podrdfunktsiooni xz%/; , kusjuures see
poordfunktsioon on ithene (igale y vadrtusele vastab tiks x vaartus).

Niide 1.8. Leida funktsiooni y=x* poordfunktsioon.
Funktsiooni y = x> maddramispiirkond on X = (—e0; o) ja muutumispiirkond on ¥ =[0; o).

Vétame joonisel 1.4 funktsiooni y= x> argumendi ithe vaartuse x, ja nieme, et sellele vastab iiksainus
funktsiooni véirtus y,. Seega on y=x’ iihene funktsioon. Avaldame vorrandist y=x” argumendi x ja
saame esialgse funktsiooni podrdfunktsiooni xzi\/; , mis on aga kahene funktsioon. Graafiliselt ndeme
seda joonisel 1.4, kui vOtame poordfunktsiooni argumendi iihe védartuse y,, millele vastab kaks
poordfunktsiooni  vaartust x, ja x;. Uhesed poordfunktsioonid saame funktsiooni y=x’

madramispiirkonna osadel X, =(—e0; 0] ja X, =[0; o), vastavalt x = —\/; ja x= +\/; )

y
}
4
x=—Jy x=+y
y:_x2 3 y=x2
Y2
2 |
yl 7< .......................... /\
r T 192 g — ¥
20 x -1 0 X X, 2

Joonis 1.4. Funktsioon y=x" ja tema péordfunktsioon
Ndide 1.9. Leida funktsiooni y =1+log(x—2) poordfunktsioon.
Peame silmas, et kui log, x=y, siis x=a".
Avaldame log(x—2)=y—1 ja seejirel leiame x—2=10"", millest saame podrdfunktsiooni x=10""+2.

Esialgse funktsiooni mddramispiirkonna leiame vorratusest x—2>0 ehk x>2 voi teises stimboolikas
X =(2; ) . Seejuures esialgse funktsiooni muutumispiirkond on Y = (—oee; o) .

Mirkuse 1.1 kohaselt on poordfunktsiooni x=10"""+2 madramispiirkond Y =(—c0;c0) ja
muutumispiirkond X =(2; e0) .



1.4. LIITFUNKTSIOON

Kui y on muutuja u funktsioon, u aga omakorda soltub muutujast x, siis ka y soltub muutujast x. Olgu
y=F@u) ja u=¢(x). Seega y on tihtlasi muutuja x funktsioon: y=F [q)(x)]. Viimast funktsiooni
nimetatakse liitfunktsiooniks (funktsiooni funktsiooniks). Funktsioonid F(u) ja @(x) on litfunktsiooni

F[@(x)] koostisosad. Liitfunktsiooni puhul pole muutuja y méératud argumendi x kaudu otseselt, vaid

vahepealse muutuja # kaudu. Néiteks y=sin+/x on liittktsioon, kusjuures y =sinu ja u = Jx.

Liitfunktsioonil voib olla ka rohkem kui kaks koostisosa, nditeks y = sin® (1++/2x).

1.5. ARKUSFUNKTSIOONID

Trigonomeetriliste funktsioonide poordfunktsioone nimetatakse arkusfunktsioonideks. Nad on l16pmata
mitmesed funktsioonid, kuid tavaliselt kasutatakse nende iiheseid peaharusid, mis vastavad
trigonomeetriliste funktsioonide maaramispiirkondade teatavatele alamhulkadele.

Vaatleme funktsiooni y=sinx 16igus [—E;E}, kus siinusfunktsioon on kasvav. Tema poordfunktsioon

arkussiinus x=arcsiny on siis {thene ja samuti kasvav. Vahetades viimases omavahel x ja y,
saadakse arkussiinus, kus argument on tahistatud x -tahega: y =arcsin x.

Funktsiooni y =arcsinx méaaramispiirkond on X = [-1;1] ja muutumispiirkond on Y = {—%,%} .
Funktsiooni y = arccos x madramispiirkond on X = [— I; l] ja muutumispiirkond on Y = [0; 7[]

Funktsioonide y =arcsinx ja y=arccosx graafikud on joonisel 1.5.

Yy = arccos x

T2

y =arcsin x

/2

Joonis 1.5. Funktsioonide y =arcsinx ja y=arccos x graafikud
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Funktsiooni y = arctan x médramispiirkond on X =(—o0;e0) ja muutumispiirkond on Y = (_E’Ej :

Funktsiooni y =arccot x mairamispiirkond on X =(—o0;00) ja muutumispiirkond on ¥ =(0;7).

Funktsioonide y=arctan x ja y =arccotx graafikud on joonisel 1.6.

y =arccot x

y =arctan x

Joonis 1.6. Funktsioonide y = arctan x ja y =arccotx graafikud

x —
Naiide 1.10. Leida funktsiooni y = + arcsin madramispiirkond.
Vx=3 P
x—3>0,
Juhise 1.1 kohaselt tuleb {iheaegselt tdita kaks tingimust I< 3-2x <1
<= <L

Esimesest tingimusest tuleneb x >3.
Teisest tingimusest saab —5<3—-2x<5 ehk -8 <-2x<2, millest -1<x<4.
Molemad tingimused koos annavad maaramispiirkonnaks X = (3; 4], mida graafiliselt kujutab joonisel 1.7

ristviirutusega piirkond.

/
I ANAVA -
-1 3 4 .
Joonis 1.7. Funktsiooni y = \/x_3 +arcsin >~ mddramispiirkond
x_

Naide 1.11. Leida funktsiooni y =1+ arccos(l —x) poordfunktsioon.

Avaldame arccos(l-x)=y—1, millest 1-x=cos(y—1) ja poordfunktsioon on x=1-cos(y—1).
Poordfunktsiooni madramispiirkonnaks on esialgse funktsiooni muutumispiirkond Y =[l;1+7] ja
muutumispiirkonnaks on esialgse funktsiooni maaramispiirkond X =[0; 2] (viimane saadakse vorratustest
—1<1-x<1), vt markust 1.1.
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1.6. ELEMENTAARFUNKTSIOONID

Pohilisteks elementaarfunktsioonideks nimetatakse jargmisi funktsioone:
Konstantne funktsioon y=c.

Eksponentfunktsioon y=a®*, a>0.

1
2
3. Logaritmfunktsioon y=1log,x, a>0, a#1.
4.  Astmefunktsioon y=x“.

5

Trigonomeetrilised funktsioonid y=sinx, y=cosx, y=tanx, y=cotx.
6. Arkusfunktsioonid y=arcsinx, y =arccosx, y=arctanx, y=arccotx.

Funktsioone, mis saadakse pohilistest elementaarfunktsioonidest 16pliku arvu aritmeetiliste tehete ja
liitfunktsiooni moodustamise teel, nimetatakse elementaarfunktsioonideks.

1.7. MATEMAATIKAFUNKTSIOONID, VALEMID JA GRAAFIKUD EXCELIS

Tanapaeva infotehnoloogiavahendid ja tarkvara holbustavad mitmete matemaatika valdkonda kuuluvate
probleemide lahendamist ja samuti tulemuste presenteerimist. Esile voib tuua kolm kasutusvaldkonda:
1) arvutamine, 2) joonestamine ja 3) tritkkimine.

Spetsialiseeritud matemaatikapaketid, néditeks MATHEMATICA, MATHCAD, MATLAB jne on véga avarate
voimalustega, kuid samas on nende litsentsid kiillalt kallid, mistottu nimetatud paketid ei tarvitse olla
kattesaadavad. Seetottu juhitakse kdesolevas oppevahendis tdhelepanu vaid enam-vahem tldkdttesaadava

paketi MS Office monedele voimalustele. Kuigivord komplitseerib késitelu asjaolu, et hetkel on paralleelselt
kasutusel mitu Office versiooni, eelkdige Office 2003 ja 2007.

Office tabelarvutuspakett Excel sisaldab hulgaliselt matemaatikafunktsioone (6ppevahendi autori poolt
kasutadaolevas Excel 2003 versioonis on 66 ning Excel 2007 versioonis 60 matemaatikafunktsiooni), mis
molema Exceli versiooni korral avanevad funktsioonireal (Formula Bar) ikooni f, (Insert Function) pressides
ning valides pakutavatest funktsioonide kategooriatest Math & Trig.

Excelis vormistatav valem peab algama vordusmaérgiga ja esitatakse kujul =avaldis. Pérast valemi
trikkimist ja reavahetuse klahvile vajutamist arvutab Excel avaldise vddrtuse ja salvestab selle samasse
lahtrisse, millesse sisestati valem. Kui see lahter niilid margistada hiirega, siis voib sisestatud ja
arvutamiseks kasutatud valemi struktuuri vaadata funktsioonireal (Formula Bar).

Jagamismargiks on kaldkriips / ja korrutamismargiks on tarn *. Astmenditaja ette triikitakse stimbol ".

Tehete jarjekorra maaramiseks ja funktsiooni argumentide piiramiseks kasutatakse timarsulge. Jargnevates
Exceli grammatikat tutvustavates ndidetes (1.1) ja (1.2) on argumentide ja parameetrite tdhistena séilitatud
stimbolid (a,b, ..., x,...). Praktikas asenduvad need siimbolid (enamasti) lahtrite aadressidega, kuhu on
varem salvestatud vastavate argumentide ja parameetrite arvulised védartused (voi kus need védrtused on
mone teise valemiga arvutatud).

(x+2)° +Ja+b-3e—d + ’";Z & (x+2)"3+SQRT(@@ +b) - (c—d) " (1/3) + (m —n)/(a + b) 1.1)
a

sin(7zx) —cos® y +e** —Ina+logh <> SIN(PI(x) — (COS(y)) "2 + EXP(2*x) - LN(a) + LOG10(b) (1.2)

Graafikute joonestamiseks Excel 2003 vahenditega tuleb standardsest nupureast valida tulpdiadrammi
kujuline ikoon (Chart Wisard). Funktsiooni y= f(x) graafiku joonestamiseks sobib valik XY (Scatter).
Excel 2007 puhul tuleb mentiiireast valida Insert ning vajalik XY (Scatter) sisaldub loetelus Chart (ikoon
Scatter on parast valikut Insert enamasti kohe nahtav).

Valemite ja matemaatiliste siimbolite triikkimise tehnika on Office 2003 ja 2007 puhul oluliselt erinev.
Office 2003 jouab vastava redaktorini kdsureaga Insert / Object / Microsoft Equation 3.0. Kdesoleva
oppevahendi vormistamisel on eelnimetatud redaktori asemel kasutatud spetsialiseeritud programmi
MathType6. Office 2007 valemite programm kaivitub kdsureaga Insert / Equation / Insert New Equation.
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2. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

2.1. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUSE MOISTE

Vaatleme funktsiooni f(x), mille argument x ldheneb tokestamatult mingile arvule a. Téhistame selle

protsessi lithidalt kujul x —a . Argument x voib erineda arvust a kuitahes vdhe, aga vordus x=a on
vélistatud. Voib juhtuda, et kui x — a, siis funktsiooni f(x) vadrtused ldhenevad omakorda mingile teisele

arvule b, s.t f(x)— b . Lihidalt, kui x > a, siis f(x)—b.

Piltlikult 6eldakse, et arv b on funktsiooni f(x) piirvddrtus kohal a, kui funktsiooni f(x) vadrtused
tulevad arvule b kuitahes lahedale, kui aga argumendi x vaartused on arvule a kiillalt 1dhedal.

Definitsioon 2.1. Arvu b nimetatakse funktsiooni f(x) piirvddrtuseks kohal a, kui vastavalt igale
kuitahes vaikesele positiivsele arvule € leidub niisugune positiivne arv 0, et kehtib vorratus | f(x) - b| <€,

niipea kui |x - a| <0, x#a. Siinjuures d on ¢ -i funktsioon: & =0(¢).
Funktsiooni f(x) piirvddrtust kohal (punktis) a tdhistatakse lim f(x)=b.

Markus 2.1. Stimbol V tdhendab ,iga”. Naiteks Vx>0 loetakse ,iga positiivne x“. Stimbol 3 tdhendab
,leidub”. Naiteks 36 >0 loetakse ,leidub positiivne ¢ “. Stimboleid V ja 3 voib kasutada definitsiooni 2.1
formuleeringu lithendamiseks.

Markus 2.2. Argument x voib ldheneda ka Iopmatusele: x — +oo vOi x — —oo.

Definitsioon 2.2. Kui x omandab ainult arvust a suuremaid vaartusi, siis kirjutatakse, et lim f(x)=5, ja
x—a+

arvu b, nimetatakse funktsiooni f(x) parempoolseks piirvddrtuseks kohal a. Analoogiliselt

defineeritakse vasakpoolne piirvdartus lim f(x)=b,.

Definitsioon 2.3. Kui f(x) ldheneb kohal a 16pmatusele, s.t lim f(x) =00, siis 6eldakse, et f(x) on kohal

a lopmatult kasvav suurus.

2.2. LOPMATULT KAHANEVAD SUURUSED

Definitsioon 2.4. Funktsiooni @(x) nimetatakse lopmatult kahanevaks suuruseks (ehk l6pmata
vaikeseks suuruseks) antud piirprotsessis, kui selles protsessis lima(x) =0.

Teoreem 2.1. Kui funktsioonil f(x) on teatavas piirprotsessis olemas piirvaartus, s.t kui lim f(x) =5, siis
f(x)=b+a,kus a=a(x) onlopmatult kahanev suurus.

Teoreem 2.2. (Teoreemi 2.1 podrdteoreem) Kui f(x)=b+«, siis lim f(x)=b.

< - 1 -
Teoreem 2.3. Lopmatult kahaneva suuruse podrdvaartus — on lopmatult kasvav suurus.
(44

Teoreem 2.4. Lopmatult kasvava suuruse poordvadrtus on 1opmatult kahanev suurus.
Teoreem 2.5. Kahe 10pmatult kahaneva suuruse summa, vahe ja korrutis on lopmatult kahanevad suurused.

Markus 2.3. Kahe 16pmatult kahaneva suuruse jagatis ei tarvitse olla 16pmatult kahanev. Seda kiisimust on
detailsemalt vaadeldud punktis 2.4.
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2.3. TEHETEGA SEOTUD PIIRVAARTUSTE OMADUSED

Summa (vahe) piirvadrtus vordub piirvadrtuste summaga (vahega):

lim[ £ (x) + g(x)]=lim f(x) + lim g (x). 2.1)
Korrutise piirvadrtus vordub piirvaartuste korrutisega:
lim[ £ (x) - g(x)]=1lim f(x) - lim g(x). 2.2)
Konstantse teguri ¢ voib tuua piirvdartuse stimboli alt piirvdartuse siimboli ette:
lim[c . g(x)]zc -lim g(x). (2.3)
Jagatise piirvadrtus vordub piirvadrtuste jagatisega:

fx) _lim f(x)
g(x) limg(x)

lim (2.4)

Markus 2.4. Kui piirvddrtuse vahetul arvutamisel tekib mddramatus (nditeks Z e 6)' siis tuleb avaldist

[o0)

eelnevalt teisendada. Vaatleme jargnevas kolme tilesannete klassi.

1. Avaldise lugejas ja nimetajas on poliinoomid (x astmed ja konstandid), argument x —co ja
tegemist on mddramatusega 2 Sellisel juhul jagatakse nii lugejas kui nimetajas koik liidetavad

argumendi x koige korgema astmega (vt nditeid 2.1, 2.2 ja 2.3).

2. Avaldise lugejas ja nimetajas on poliinoomid (x astmed ja konstandid), argument x ldheneb
mingile 16plikule arvule a (x — a ) ja tegemist on maaramatusega % . Niisugusel juhul lahutatakse
lugeja ja nimetaja teguriteks, kusjuures nii lugejas kui nimetajas on oodata teguri x —a eraldumist,

mis ongi mddramatuse % tekkimise allikaks (vt nditeid 2.4 ja 2.5).

3. Avaldise lugejas voi/ja nimetajas on juured, argument x ldheneb mingile 16plikule arvule a
(x—a) ja tegemist on maddramatusega % Maéédramatusest lahtisaamiseks teisendatakse lugejas

olev ruutjuur nimetajasse voi/ja nimetajas olev ruutjuur lugejasse (tehnilisi iiksikasju vt nédidetes 2.6
ja2.7).

Mairkus 2.5. Siistemaatiline eeskiri (L'Hospitali reegel) mddramatustega seotud piirvéddrtuste arvutamiseks
antakse funktsiooni tuletise rakenduste juures punktis 4.2.

_(x+]D)?
Naide 2.1. Leida piirvdartus lim £ > ) .
x=e 2 x° +1

Kuna tegemist on mairamatusega —, siis jagame lugejas ja nimetajas kéik liidetavad x*-ga ning
(o]

arvestades, et lim2 =0 ja limi2 =0, saame:

x> X x>0 x
x2+2x+ 1 1+2+ 1
2 2 St ot —t
ﬁnolo(x;rl) _ -H;%zx“i hr?oxz)x—xzhrgx—lle_
x—e D x +1(7]x—> 2x° +1 (,)x% 2x 1 R 2
X X X
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2x° —x+
Naide 2.2. Leida piirvaartus hrn;c—x3
xoe x° —8x+5

Kuna iilesandes on médramatus — , siis jagame lugejas ja nimetajas koik liidetavad x” -ga
2x* x| 3 2_1.3
L2 =x+3 3 T 28
lim f al lim X —X L = |im XX =0
X0 X —8x+5[ )x—m x 8x 5 ame 1—i+i
= 3T 3t 3 23

X X X

Viimases piirvdartuses laheneb lugeja nullile ning nimetaja tihele, mistottu vastuseks on null

2
. —5x+1
Ndide 2.3. Leida piirvddrtus lim X T X )
xoe 3x47

(o]
Tegemist on mdaramatusega — , mistottu jagame lugejas ja nimetajas koik liidetavad x”-ga
(o]

2 5x 1 5 1
2 _5c41 STt ==+
1m¢=limx X X = lim XX —
X—oo 3x+7 b X—oo 3x 7 X—>0 3 7
(J 2t t
X X X X

Eelnevas piirvdartuses laheneb lugeja tihele ning nimetaja nullile, mis annab tulemuseks 16pmatuse

2
-4
Naide 2.4. Leida piirvaartus hmz—
=2 x7—-5x+6

Siin on mddramatus —, millest lahtisaamiseks lahutame lugeja ja nimetaja teguriteks. Kuna x — 2, siis on

oodata nii lugejas kui ka nimetajas teguri x —2 eraldumist.

2
x=4 . (x 2)(x+2)=limx+2=2+2=—4.

lim 3 =1
=2 x —5x+6[9]x—>2(x—2)(x—3) x->2x-3 2-3
0

2
Ndide 2.5. Leida piirvaartus lim ;20
—-42x> +9x+4

Kuna on méadramatus —, siis lahutame lugeja ja nimetaja teguriteks. Et x — —4, siis on oodata nii lugejas

kui ka nimetajas teguri x +4 eraldumist.
2 —_— — — —
lim x2 x—20 ~ lim (x+4)(x-5) — lim x-=5 :2‘
==42x"+9x+4 (9)x—>—4 2(x+4)(x+0,5) —-42(x+0,5 7
0

Jx—=1-3

Naide 2.6. Leida piirvdartus lim
x—10

x—10
0 - . .
. Seetottu teisendame lugejas oleva

Ulesanne sisaldab (ruut)juurt ja tegemist on médramatusega °

ruutjuure nimetajasse, korrutades nii lugejat kui ka nimetajat teguriga vx—1+3.

lim x—1-3 (\/ -3)Wx—-1+3) ~ lim (x-1)-9 - lim R S §
10 x—10 (g]x—no (x— 10)(J 1+3) =10 (x —10)(+/x—1+3) x—>10ﬂ/ 1+3 6
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Naide 2.7. Leida piirvédartus lim——— 3NS5t x

—=4]1—-/5—x

Kuna tiilesandes esinevad (ruut)juured ja mé&dramatuse liik on 0’ siis toimime vastavalt markuse 2.4

punktis 3 toodud juhistele. Teisendame lugejas oleva ruutjuure nimetajasse, korrutades nii lugejat kui ka
nimetajat teguriga 3++/5+x ning teisendame nimetajas oleva ruutjuure lugejasse, korrutades nimetajat ja
lugejat teguriga 1++/5—x .

3-V5+x G-5+0)B+V5+0)A+V5-x) . [9-G+0l0+y5-x) . 1+/5-x 1

lim = lim =lim —lim —

4] —5—x x()x—)“(l = 0)B+5+0)1405-x) 4 [1-(5-0)]C3+/5+x) YN

2.4. LOPMATULT KAHANEVATE SUURUSTE VORDLEMINE

Olgu a=a(x) ja B = B(x) 16pmatult kahanevad suurused mingis piirprotsessis.

. .. - ~
Definitsioon 2.5. Kui lim—=0, siis & on korgemat jarku lopmatult kahanev suurus f suhtes

(mida tihistatakse ka kujul a=o[f]).

. " . ~
Definitsioon 2.6. Kui lim— #0# oo, siis & ja  on sama jarku l6pmatult kahanevad suurused.

Definitsioon 2.7. Kui mingi k>0 korral limik;to;too, siis & on k-jarku lopmatult kahanev

suurus f suhtes.

. ey N 21 .. . . ~
Definitsioon 2.8. Kui lim— =1, siis & ja B on ekvivalentsed l6pmatult kahanevad suurused.

Kirjutatakse o~ f3.

i .t
Ndide 2.8. On voimalik néidata, et kui x — 0, siis sinx ~ x ja tanx ~ x, s.t lim L ja lim LA
x—0 X x—0 x
. . L La o
Teoreem 2.6. Kui a ~ ¢ ja f~ f3,, siis lim— =lim—-.
BB
sin6x 6x
Ndide 2.9. Arvestades ndite 2.8 tulemusi ja teoreemi 2.6, voib veenduda, et lim =lim—=2.

x—0tan3x x—0 3x

Teoreem 2.7. Kui o ~ 3, siis lima;ﬂ 0 ja llmaﬁﬂ 0 (ehk a—-pB=ola]ja a—p=0p]).
o
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2.5. ARV e. EKSPONENTFUNKTSIOON y =e". NATURAALLOGARITM y =In x

Vaatleme jada u, = (1 + lj . (2.5
n

1
Kui jadas (2.5) astendaja n kasvab, siis astme alus 1+— kahaneb, mis tdhendab, et suuruse u,
n

monotoonsuse (kasvamise voi kahanemise) kohta ei saa vahetult midagi 6elda. Arvutame jada (2.5) moned
litkmed, selleks et esialgselt hinnata suuruse u, kaitumist juhul, kui astendaja n kasvab:

u, =2,

u, =2,25,

o =(1+1/10)"° = 2,594, 2.6)
gy = 2,705,

U0 = 2,717.

Arvutustest (2.6) voib tdhele panna, et u, kasvab, kusjuures kasvamise kiirus aeglustub. Newtoni
binoomvalemi abil on voimalik tdestada, et jada (2.5) on

¢ monotoonselt kasvav ja
e {ilalt tokestatud, kusjuures tilemiseks tokkeks on arv 3.

Matemaatilises analiiiisis on tuntud jargmine teoreem piirvddrtuse olemasolu kohta.

Teoreem 2.8. Igal monotoonsel ja tokestatud suurusel on piirvadrtus.

Arvestades kdesoleva punkti 2.5 alguses toodud arutelu voib oelda, et kui n — oo, siis suurus u, tdidab
teoreemi 2.8 eeldusi. See aga tdhendab, et kui n— oo, siis u, ldheneb mingile arvule, mille margime

tdhega e (u, — e) ehk kasutades piirvddrtuse stimboolikat voime kirjutada

lim(l +1Jn =e. 2.7)

n—oo n

Tapsem analiilis nditab, et piirvddrtuses (2.7) voib naturaalarvu n asemel {ildisemalt olla reaalarv x,
kusjuures x voib ldheneda ka miinus lopmatusele:

lim (1+ljx =e. (2.8)

x—>too X

Eelnevast arutelust selgub, et arv e on 2,7 ja 3 vahel: 2,7<e<3. Tdpsemad uuringud néitavad,
et e=2,71828 (e on irratsionaalarv). Kdesolevas 6ppevahendis on e ligikaudne vdartus arvutatud Taylori
valemi abil (vt punkti 4.10 nédite 4.21 valemit (4.33)).
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Matemaatilise ~analiiisi rakendustes kasutatakse laialdaselt eksponentfunktsiooni y=e* ja
naturaallogaritmi (s.o logaritmi alusel e) y =log, x, ehk y =Inx, nagu naturaallogaritmi tdhistatakse.

Eksponentfunktsiooni y=e" graafik on joonisel 2.1. Eksponentfunktsioon y=e* on kiirelt kasvav
funktsioon, mis aga joonise 2.1 koordinaattelgedel oleva erineva modtkava tottu ei tarvitse esmapilgul silma
hakata. Samal joonisel 2.1 on thtlasi funktsiooni y =e™" graafik.

| W

al
T T T U

-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

T T T T—— x

Joonis 2.1. Eksponentfunktsioonide y =e” ja y=e™ " graafikud
Joonisel 2.2 on naturaallogaritmi y =Inx graafik ning vordluseks ka kiimnendlogaritmi y =log x graafik.

254 7
y=Inx

1,5
1 — e =

0,5

0,5 1 2 €3 4 5 6 7 8 9 10
15
25

Joonis 2.2. Naturaallogaritmi y=Inx ja kiimnendlogaritmi y =log x graafikud

Mairkus 2.6. Monedes rakendustes kasutatakse eksponentfunktsioonidest y=e" ja y=e* koostatud
hiiperboolseid funktsioone.

; 3 o . e —e”
Hiiperboolne siinus defineeritakse kujul ~ shx = 5
; . e +e
Hiiperboolne koosinus: chx= 5
" e —e
Hiiperboolne tangens: thy =———
e +e
" e +e”
Hiiperboolne kootangens: cthx=——.
e’ —e
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2.6. PIDEVA FUNKTSIOONI MOISTE

Piltlikult voib 6elda, et pideva funktsiooni graafiku voib joonestada pliiatsit paberilt eemaldamata.

Definitsioon 2.9. Funktsiooni f(x) nimetatakse pidevaks kohal a, kui
lim £ () = f (@). (2.9)

Definitsioon 2.10. Funktsiooni f(x) nimetatakse pidevaks piirkonnas X , kui f(x) on pidev piirkonna X
igas punktis.

Tingimusele (2.9) v6ib anda teise kuju (2.10), mis on sageli kasulik rakendustes. Toome f(a) kui konstandi
vordusmargist vasakule poole piirvaartuse siimboli alla:

lim{f (x) - f (@)]=0.
Margime argumendi muudu x —a = Ax, siis x=a + Ax. Arvestame, et kui x = a, siis Ax =0 ja saame
lim [f (@ +A0) - f(@)]=0.
Tahistame funktsiooni muudu f (a + Ax) — f(a) = Ay ja votame tulemuse kokku jargnevas definitsioonis.

Definitsioon 2.11. Funktsioon on vaadeldaval kohal pidev, kui sellel kohal argumendi muudu Ax
lahenemisel nullile ka funktsiooni muut Ay ldheneb nullile:

lim Ay =0. (2.10)

Ax—0

2.7. KATKEVAD FUNKTSIOONID

Kui f(x) eiole pidev kohal a, siis punkti a nimetatakse funktsiooni f(x) katkevuspunktiks, funktsiooni
f(x) aga katkevaks kohal a .

Funktsioon f(x) on katkev kohal a, kui on tdidetud vahemalt iiks kolmest jargnevast tingimusest:
1) f(x) pole mddratud kohal a;
2) funktsioonil f(x) ei ole 16plikku piirvadrtust kohal a ;
3) tingimus (2.9) ei ole tdidetud, s.t }(11}12 f(x)# f(a).

Katkevuspunktid jagatakse kahte liiki.

1. Esimest liiki katkevuspunktis a on olemas ithepoolsed piirvadrtused

lim f(x) ja lim_f(x).
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a) Funktsioonil f(x) on kohal a hiipe, kui need dhepoolsed piirvddrtused on

erinevad: lim f(x)# lim f(x).Hippe suurus on
x—a+ x—a—
h=1lim f(x)— lim f(x). (2.11)
x—a+ x—a—

b) Kui hilpe h=0, siis on tegemist korvaldatava katkevusega. Katkevuse saab korvaldada, kui
defineerida tdiendavalt funktsiooni vddrtus kohal a tingimusega

f(a)=lim f(x)

2. Koik tlejadnud katkevused, kus vahemalt tiks ithepoolsetest piirvadrtustest annab tulemuseks kas + oo
vOi — oo, on teist liiki.

Ndide 2.10. Leida funktsiooni f(x)=— katkevuspunktid ja uurida funktsiooni kaitumist

X
[ x|
katkevuspunktide timbruses.

Kuna funktsioon f(x) pole madratud kohal x=0, siis on sellel kohal x=0 katkevus, mis on ka ainus

katkevuspunkt.
, o o . x, kui x20, .
Peame silmas, et absoluutvddrtus on defineeritud kujul IxI= . ning arvutame iihepoolsed
—x, kui x<0,
piirvadrtused katkevuspunktis:
lim —— = lim ——=-1 ja lim —= lim = =1.
x=0-| x| x—=0-—x x=0+| x| x>0+ x

Kui nullile ldheneda vasakult, s.o kui x = 0—, siis x <0 ja absoluutvddrtuse definitsiooni kohaselt | x|=—x.
Kui nullile 1dheneda paremalt, s.okui x = 0+, siis x>0 ja xl=x.
Kuna molemad tihepoolsed piirvddrtused on katkevuspunktis 16plikud ja erinevad, siis on funktsioonil kohal

x=0 hiipe. Hiippe suurus on seose (2.11) kohaselt &= liron I_xl_ lir})1|—x|=2. Hiipe on naidatud
x=0+| x x—=0-| x

joonisel 2.3 oleval funktsiooni y =I_xl graafikul.
x

y=— -1

Joonis 2.3. Funktsiooni y = I_xl graafik
x
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3. FUNKTSIOONI TULETIS JA DIFERENTSIAAL

3.1. FUNKTSIOONI TULETISE MOISTE JA INTERPRETATSIOONID

Funktsiooni tuletise moiste juurde joudmiseks lihtume mehaanilise liikumise kiirusest ja joone puutuja
tousust.

Liikumise kiirus

Vaatleme masspunkti sirgjoonelist litkumist mittekonstantse kiirusega. Teepikkus s on aja ¢ funktsioon
A

s= f(t). Labitagu teepikkus As ajavahemiku A jooksul. Suhe Xs:vk on masspunkti litkumise
t

keskkiirus ajavahemiku At jooksul. Kui At — 0, siis saame hetkkiiruse jargmise piirvaartuse kujul:

= 1im 2 _ g LEHAD () 3.1)
At—0 At Ar—0 At

Joone puutuja tous

Definitsioon 3.1. Joone puutujaks punktis P nimetatakse 1oikaja PQ piirseisu, kui punkt Q mooda
koverat piiramata ldheneb punktile P (joonis 3.1).

Y
y=rx
Loikaja PQ
Q , .
Puutuja punktis P
Ay = f(x+Ax) = f(x)
P
™~ YT
Ax
a B
.
X x+Ax

Joonis 3.1. Joone 'y = f(x) puutuja punktis P ja loikaja PQ

Jooniselt 3.1 on ndha, et kui Q — P, siis B — . Seega voib definitsiooni 3.1 esitada piirvadrtusena

lim f=a. Kuna Q — Ptdhendab, et Ax — 0, siis saame lim =« . Funktsiooni tanx pidevuse tottu
Q—P Ax—0

voib eelneva piirvddrtuse kirjutada kujul limotan,b’ =tana, kus tan on joone y= f(x) puutuja tous
Ax—

punktis P.
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Et tan = % , vtjoonist 3.1, kus Ay = f(x+ Ax)— f(x), siis puutuja tous avaldub kujul

tana—hmtanﬁ—hm Ay _ f(X+Ax)—f(x)'
Ax—0 A0 Ax Ax—)O Ax

(3.2)

Péorame tdhelepanu asjaolule, et piirvddrtused (3.1) ja (3.2) on sisult ithesugused, erinedes vaid téhistuse
poolest. Taolise piirvdartuse kujul defineeritaksegi funktsiooni tuletis.

Definitsioon 3.2. Funktsiooni f(x) tuletiseks kohal x nimetatakse piirvaartust

tim Y = i L FAD - f(X) (3.3)

Ax—0 Ax Ax—)O Ax

dy _df (x)‘

mida voib tahistada tihega jargmistest stimbolitest: y'=y’ = f"(x )— 7
x

Niisiis voib Gelda, et funktsiooni tuletise fiitisikaliseks interpretatsiooniks on masspunkti litkumise kiirus
(3.1) ning geomeetriliseks interpretatsiooniks on joone puutuja tous (3.2). Funktsiooni tuletisele on voimalik
anda teisigi tolgendusi, nditeks majanduses on selleks investeeringu tulevikuvaartuse kasvutempo pidevate
intresside korral.

Niide 3.1. Leida funktsiooni y = x tuletis lihtuvalt definitsioonist 3.2.

Leiame esmalt funktsiooni muudu
Ay = f(x+Ax)— f(x) = (x+ Ax)* = x° = x> + 3x°Ax + 3x(Ax)* + (Ax)® — x°

ja arvutame siis tuletise kui piirvaartuse (3.3):

of(x+? S _ 11m(3x +3xAx + (Ax)?) = 3x°. (3.4)

y =) =1
Ax—

Definitsioon 3.3. Kui funktsioonil on antud kohal 16plik tuletis, siis Geldakse, et funktsioon on sellel kohal
diferentseeruv.

Teoreem 3.1. Kui funktsioon on diferentseeruv antud kohal, siis funktsioon on pidev sellel kohal.

Toestuseks tuleb ndidata, et lim Ay=0:
Ax—0

limAyzlim(Ay j—hmA— lim Ax= £(x)-0=0.

Ax—0 A0\ Ax Ax—0 Ax Ax—

Loplik vastavalt eeldusele

Teoreemi 3.1. pdordteoreem ei kehti. See tdhendab, et iga pidev funktsioon ei tarvitse olla diferentseeruv.
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3.2. DIFERENTSEERIMISE POHIVALEMID

10.

12.

14.

16.

Kui ¢ =const, siis ¢’=0 (konstandi tuletis vordub nulliga).

(x*) = ax”"; valemid 3 — 5 on valemi 2 erijuhud.

(ax) =a*lna 7 (ex) =e"
, 1 ,
1 = 1 =
( 8a x) xnha ? ( nx) X
(sinx)’zcosx 11. (cosx)’z—sinx
(tanx),: 12 13. (cotx)’z— .12
cos” x sin” x
(arcsinx)’z ! 15. (arCCQSx)’:— !
1-x* 1-x7
7 1 7
(arctan x) e 17. (arccotx) =T

Valemid 1 — 17 saadakse kas vahetult tuletise definitsioonist (3.2) voi monel juhul on see tdiendavalt
voimalik ka muude votetega. Jargnevas on punkti 3.4 ndites 3.4 selgitatud, kuidas arkussiinuse tuletise
valemi 14 voib leida lahtudes poordfunktsiooni tuletise arvutamise eeskirjast.

3.3. TEHETEGA SEOTUD DIFERENTSEERIMISREEGLID

Teoreem 3.2. Kui on olemas I6plikud tuletised u”=u’(x) ja v'=v'(x), siis kehtivad valemid

Toestame valemi (3.8) kehtivuse. Margime y = f(x) =

utv) =u'tv, (3.5)
(utv)
(u~v)’=u'-v+u-v', (3.6)
(c-u)/ =c-u’, kus ¢ =const, (3.7)
(1) -5 o3

u(x) _u
v(x) -

ja arvestame, et u(x+Ax)—u(x)=Au ja

v(x+ Ax) —v(x) = Av ning leiame esmalt funktsiooni f(x) muudu

u(x+Ax)_u(x)_u+Au _E_uv+v~Au—uv—u-Av_v~Au—u-Av

Ay:f(x—i-AX)_f(X):v(x+A)c) v(ix) v+Av v
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Seejérel ldhtume tuletise definitsioonist 3.2 ja arvestame, et lim Av=0:
Ax—0

Au Av . Au . Av
A v——u—> vlim——u lim — , ,
GENT Y _ s Ax  Ax _ AM>0Ax  A—0Ax U V—U-Y
y = lim — = lim = . — . )
A—=0Ax A0 p(v+ Ay) v(v+ hrnOAv) V
Ax—

Niide 3.2. Leida funktsiooni y = x’ cosx tuletis, kasutades korrutise tuletise valemit (3.6).

’ ’

’
y'=(x3~cosx) =(x3) -cosx+x° - (cos x) =3x” cosx—x”sin x.

2
Naide 3.3. Leida funktsiooni y = 3 tuletis, kasutades jagatise tuletise valemit (3.8).

X

’ ’

,_(szJ,_ (3x°) -2°=3x"(2")  6x-27-3x2 272 6x—3+%In2
- x - 2 - 2 - x :
? (2%) (2) ?

3.4. POORDFUNKTSIOONI TULETIS. ARKUSFUNKTSIOONIDE TULETIS

Teoreem 3.3. Kui piirkonnas X rangelt monotoonsel ja pideval funktsioonil y= f(x) on kohal xe X
nullist erinev tuletis f’(x)#0, siis on poordfunktsioonil x=¢@(y) kohal y tuletis ¢'(y), mis avaldub kujul

o' (y)= (3.9)

1
'
Toestus. Funktsiooni f(x) range monotoonsuse ja pidevuse tottu on tema poordfunktsioon @(y) iihene,
rangelt monotoonne ja pidev (vt punkti 1.3 méarkust 1.1 ja punkti 2.6). Seega, kui Ax tdhendab funktsiooni
x=@(y) muutu, mis vastab selle funktsiooni argumendi muudule Ay, siis Ay #0 korral ka Ax#0,

kusjuures AlirnoAx =0. Jarelikult
y—

, A 1 1 1
¢(y)=Ilm—=Im-—=1im—=——.
oy S Ay TS Ay )

Ax Ax

Ndide 3.4. Leida funktsiooni y =arcsinx tuletis (veenduda punkti 3.2 valemi 14 kehtivuses).

Funktsiooni ~y=arcsinx poordfunktsioon on x=siny maddramispiitkonnaga X =[-1;1] ning

muutumispiirkonnaga ¥ =[-7z/2; 7/ 2], vt punkti 1.5. Vastavalt valemile (3.9) saame

(arcsinx)x,: ! ~= ! = ! = ! .
(siny) ~— ©O5Y +\/l—sin2y J1- %

Mirgime eelnevale tdiendavaks selgituseks, et cosy on vahemikus (-7 /2; 7/2) positiivne.

Mairkus 3.1. Lahtudes podrdfunktsiooni tuletise leidmise eeskirjast (3.9) on analoogsel viisil voimalik
pohjendada teisi punktis 3.2 olevaid arkusfunktsioonide tuletise valemeid 15 - 17 .
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3.5. LITFUNKTSIOONI TULETIS

Liitfunktsiooni maistet on késitletud punktis 1.4 ning jargnevas kasutatakse sealseid moisteid ja tahistusi.

Teoreem 3.4. Kui funktsioonidel ¢(x) ja f(u) on 16plikud tuletised vastavalt kohtadel x ja u = ¢@(x), siis
on liitfunktsioonil F(x)= f[¢(x)] kohal x 16plik tuletis F’(x), mis avaldub kujul

F'(x0)=fwe'(x). (3.10)

Teoreemi toestus nouab 16pmatult kahanevate suuruste siivendatumat tundmadppimist, kui seda on tehtud
kdesoleva oppevahendi punktides 2.2 ja 2.4.

Naiide 3.5. Leida funktsiooni y =In(arctan x) +arctan(ln x) tuletis.

, 1 1 1 1
+

arctanx 1+ x° 1+(nx)* x

Esimeses liidetavas on kaks koostisosa, kusjuures ,viliseks” funktsiooniks naturaallogaritm, mille tuletisest
alustatakse. Tulemus korrutatakse vastavalt valemile (3.10) ,sisemise” funktsiooni (arctanx) tuletisega.

Praktikas seda ,sisemist” funktsiooni enamasti eraldi ei tdhistata (nditeks tdhega u# nagu valemis (3.10)).
Teises liidetavas on aga vastupidi ,valiseks” funktsiooniks arkustangens. Tema tuletisest alustatakse, jattes
,sisemise” funktsiooni (Inx) tiksikstimboliga tdhistamata. Tulemus korrutatakse valemi (3.10) kohaselt

,sisemise” funktsiooni (Inx) tuletisega.

Naiide 3.6. Leida funktsiooni y =+/tan3x tuletis.

Siin on liitfunktsioonil kolm koostisosa, sest ,viliseks” funktsiooniks oleva ruutjuure argumendiks on
omakorda liitfunktsioon tan3x. Seetottu leitakse koigepealt ruutjuure tuletis, korrutatakse see tangensi
tuletisega ning 16puks veel 3x tuletisega:

1 1 3

y, = . -3,
2tan3x cos’3x

Naide 3.7. Leida funktsiooni y = sinzg tuletis.

,Valiseks” funktsiooniks, mille tuletisest alustatakse, on astmefunktsioon, mitte siinus, millele on

2
. . : o <. o1
tdhelepanu juhitud tdhistusega s1n2§:(s1n§j . Murru % tuletise leidmisel voib tuua konstandi 3

’

tuletise margi ette ning valtida keerulisema jagatise tuletise valemi (3.8) kasutamist: (Ej =

’

, . X ? .X x 1 . x X
y =|| sin— =2sin—-cos—-—=sin—-cos—.
K 2} } 2 2 2 2 2

Niide 3.8. Leida funktsiooni y = 2"*"%* tuletis.

1 5 5 In2 2arcsin Sx'

y' — 2arcsin5x n2- .5 —
JI-6x)?  A1-25¢°
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Niide 3.9. Leida funktsiooni y =Insin+/arctane** tuletis.

4x

1
y' =——————cos+arctane®”* -
sin+/arctan e**

Naites 3.9 pole tulemust lihtsustatud.

1 1
. . e
24/arctane** 1+ (e™)’

X
w2
1 —x2-2-xn2

2—)(}2 25

2

Naide 3.10. Leida f'(1), kui f(x) = arccos

Leiame koigepealt tuletise f ‘(xX)=—

1

ning seejérel arvutame f'(1) =— ! : ~2-\2 =2\2=2.

3.6. JOONE PUUTUJA JA NORMAALI VORRAND

Funktsiooni tuletise geomeetriliseks tdhenduseks on teatavasti joone y= f(x) puutuja tous tana (vt (3.2)
ning jooniseid 3.1 ja 3.2) punktis P(x,;y,) (vt 3.1 ja joonist 3.1 ja puutuja definitsiooni 3.1). Siin
tuletame joone puutuja ja normaali (joonis 3.2) vorrandid.

Puutuja

y=f(x)

Normaal

Joonis 3.2. Joone y = f(x) puutuja ja normaal punktis P(x,;y,)
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Geomeetriast on teada, et punkti P(x,;y,) labiva sirge vorrand on y—y, =k(x—x,), kus k on sirge tous.
Teatavasti on puutuja téus k, =tana = f’(x) (vt (3.2)). Seega avaldub (y -teljega mitteparalleelse) puutuja

vorrand kujul

y_f(xo):f,(xo)'(x_xo)- (311)

Definitsioon 3.4. Joone normaaliks antud punktis nimetatakse sirget, mis ldbib antud punkti ja on risti
puutujaga selles punktis (vt joonist 3.2)

. s 3 e . L - | .
Kui puutuja téus on k,, siis normaali kui tema ristsirge (definitsioon 3.4) tdus on k, =—-— ning normaali
kP
vorrand on seega

y—flx)=- “(x = Xxp). (3.12)

1
f(x)
Mirkus 3.2. Kui f'(x,) =0, siis puutuja vorrand on y =y, ja normaali vorrand on x = x,,.

Mirkus 3.3. Kui f'(x,) — oo, siis puutuja vorrand on x = x,, ja normaali vorrand on y =y, .

Ndide 3.11. Leida joone y=(x-1)-35-x puutyuja ja normaali vorrand punktides A(-3;-8), B(4;3)
ja C(5:0).

Funktsiooni tuletis avaldub vastavalt korrutise tuletise valemile (3.6) kujul
| 2
f(x)=R5-x —E(x—l) (5-x) 3.

1. Punktis A(-3;-8) tuleb f'(—3):2—§~(—4)-%:2+%:% ning seega on
. 7 . 3
puutuja y+8=§(x+3) ehk 7x-3y-3=0ja normaal y+8=—7(x+3) ehk 3x+7y+65=0.

2. Punktis B(4;3) tuleb f'(4):1—%-3-1:0 ning seega on puutuja y=3 ja normaal x=4

(vt markust 3.2).

3. Punktis C(5;0) tuleb f’(5) — —oo ning seega on puutuja x =35 janormaal y=0 (vt markust 3.3).

3.7. DIFERENTSIAALI MOISTE JA GEOMEETRILINE TAHENDUS

Vaatleme joone y= f(x) puutujat punktis P abstsissiga x (joonis 3.3). Puutuja moodustab x-teljega
positiivse nurga « . Teatavasti vastavalt funktsiooni tuletise geomeetrilisele tahendusele on f’(x)=tana
(vt punkti 3.1). Kui abstsissile x anda muut Ax, siis joone y= f(x) ordinaat y saab muudu Ay=RQ,

puutuja ordinaat aga muudu RS . Tdisnurksest kolmnurgast PRS leiame puutuja ordinaadi muudu RS ja
tahistame selle siimboliga dy :

RS=PR-tanar = f'(x,) Ax=dy. (3.13)

dy on funktsiooni diferentsiaal, mis geomeetriliselt kujutab funktsiooni graafiku puutuja ordinaadi muutu.
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y=f(x)

/ Puutuja punktis P

Z
Ay

A

g
Ax

X X+ Ax

Joonis 3.3. Funktsiooni diferentsiaali geomeetriline tihendus

Podrame joonisel 3.3 tdhelepanu sellele, et funktsiooni muut Ay=RQ koosneb kahest osast,
diferentsiaalist dy = RS ja l6igust SQ :

Ay =dy + SQ. (3.14)

On voimalik ndidata, et piirprotsessis Ax -0 on dy=RS sama jarku lopmatult kahanev suurus Ax
suhtes, kuid SO on Ax suhtes korgemat jarku l6pmatult kahanev suurus, vt punkti 2.4 definitsiooni 2.5
(lihtsustatult oeldes, kui Ax kahaneb, siis muutub valemi (3.14) teine liidetav SQ vorreldes esimese
liidetavaga RS tunduvalt viiksemaks). Oeldakse, et RS on funktsiooni muudu Ay peaosa (peamine,
domineeriv, suhteliselt suurem osa). Nagu eespool juba maérgitud, nimetatakse funktsiooni muudu Ay
peaosa, mis on vordeline argumendi muuduga Ax, funktsiooni diferentsiaaliks:

dy = f'(x)Ax. (3.15)

Erjjuhul kui y=x saadakse dy=1-Ax=Ax. Vastavalt sellele erijuhule nimetatakse antud kontekstis

argumendi x muutu Ax argumendi diferentsiaaliks ja tdhistatakse dx. Arvestades tahistust dx=Ax,
voib (3.15) kirjutada kujul

dy = f'(x)dx. (3.16)

Kui seosest (3.16) avaldada f'(x)z?, siis saab funktsiooni tuletise tihte voimalikku tdhistust ?
X x

tolgendada kui funktsiooni diferentsiaali ja argumendi diferentsiaali suhet.
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x+Vx’+a

Naide 3.12. Leida funktsiooni f(x)=In diferentsiaal.

Leiame koigepealt funktsiooni tuletise

Fx) = 1 '[14_ 1 .zxj x+vVx2+a 1
x+vVxi+a WX +a

ning seejdrel vastavalt seosele (3.16) funktsiooni diferentsiaali dy =

3.8. DIFERENTSIAALI OMADUSI

Punktis 3.3 on vaadeldud tehetega seotud diferentseerimisreegleid. Korrutades sealseid valemeid
(3.5) — (3.8) argumendi diferentsiaaliga dx, saadakse funktsioonide u=u(x) ja v=v(x) summa ja vahe

ning korrutise ja jagatise diferentsiaali arvutamiseks jargmised valemid:

d(uiv):duirdv, 3.17)
d(u~v)=vdu+udv, (3.18)
d(c-u)=cdu, kus c=const, (3.19)
dﬂﬁjzfﬁﬁgﬂﬁl. (3.20)

v v

Naiide 3.13. Leida funktsiooni f(x)= xe* diferentsiaal.

Vastavalt valemile (3.18) saame d(xe) =e"dx+ xe*dx =1+ x)e*dx .

Mirkus 3.4. Leiame liitfunktsiooni F(x)= f(u), kus wu=¢(x) diferentsiaali. Teatavasti avaldub
liittunktsiooni tuletis kujul F’(x)= f'(u)@'(x), vt (3.10). Korrutame selle vorduse molemaid pooli

argumendi diferentsiaaliga dx ja saame dF = f ‘()@ (x)dx ehk dF = f’(u)du . Kui aga u oleks soltumatu
muutuja, siis tuleb samuti df = f’(u)du ja seega

dF =df . (3.21)

Eelnevast arutelust ja seosest (3.21) jdreldub, et funktsiooni f(u) diferentsiaalil on alati kuju f’(u)du,
hoolimata sellest, kas u on séltumatu muutuja voi teisest argumendist x soltuv muutuja. Oeldakse, et
diferentsiaali kuju f’(#)du on invariantne muutujate vahetuse u = @(x) suhtes.
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3.9. DIFERENTSIAALI KASUTAMINE LIGIKAUDSETES ARVUTUSTES

Punktis 3.7 oli analiilisitud, et funktsiooni muut Ay koosneb kahest osast: peaosast dy ja protsessis
Ax — 0 tunduvalt vdiksemast osast SQ (vt joonist 3.3 ja valemit (3.14)). Tapsemalt, SQ on piirprotsessis
Ax — 0 korgemat jarku l1opmatult kahanev suurus kui dy, vt punkti 2.4 definitsiooni 2.5. Kui Ax on
,vaike”, siis jattes valemis (3.14) teise liidetava dra, saadakse seos

Ay = dy, (3.22)

mida voib kasutada ligikaudsetes arvutustes. Seos (3.22) avaldub detailsemalt kujul
fx+Ax) - f(x) = f(x)Ax, (3.23)
millest fx+Ax) = f(x)+ f'(x)Ax. (3.24)
Argumendi muut Ax on ligikaudses vorduses (3.24) 16plik suurus. Vahemalt rahuldava arvutustdpsuse

saavutamiseks peab Ax olema kiillalt ,vdike”. Sellekohased hinnangud, millal v6ib argumendi muudu Ax
lugeda piisavalt vaikeseks, selguvad jargnevatest ndidetest.

Naide 3.14. Arvutada ligikaudu a) J38 ja b) /34, kasutades sobivalt valitud funktsiooni diferentsiaali.
1

2W/x

Kuna noutud on ruutjuure arvutamist, siis valime f(x)= \/; jaleiame f'(x)=

Olgu x=36 (kaalutlusel, et v/36 =6). Siis juhul
a) Ar=38-36=2 ning juhul
b) Ax=34-36=-2.

1

236

1 1
b) V34 =+/36 + (-2)=6-—=5,533.
) 2~/36 2 6

Arvutame seosega (3.24) juhul a) V38 =36 +

2= 6+é = 6,167 ning juhul

Naide 3.15. Arvutada ligikaudu arcsin 0,05, kasutades sobivalt valitud funktsiooni diferentsiaali.
1
NI

Olgu x =0 (kaalutlusel, et arcsin0=0). Siis Ax=0,05.

Valime f(x)=arcsinx jaleiame f’(x)=

Arvutame seosega (3.24) arcsin0,05 = arcsin 0+ -0.05=0+0,05=0,05.

1-0%

Naide 3.16. Arvutada ligikaudu sin31°, kasutades sobivalt valitud funktsiooni diferentsiaali.
Valime f(x)=sinx ja leiame f’(x)=cosx. Siin peab Ax olema radiaanides. Olgu x=30° ehk x:%,

siis Ax = % . Arvutame vastavalt seosele (3.24) sin31° =sin30° + cos30° % =~0,5+0,015=0,515.

Markus 3.3. Ndited 3.14, 3.15 ja 3.16 pigem illustreerivad diferentsiaali madistet ning on praktiliseks
arvutuseks suhteliselt ebatdpsed. Tapsemat ja arvutusmatemaatikas laialdaselt kasutatavat Taylori valemit
vaadeldakse jargmises, tuletise rakenduste peatiikis punktis 4.10.
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3.10. KORGEMAT JARKU TULETISED

Funktsiooni esimest jarku tuletis f’(x) on ildiselt argumendi x funktsioon (vt niiteid 3.5 —3.9)

voi erandina konstant. Diferentseerides tuletisfunktsiooni f’(x), saadakse funktsiooni f(x) teine
2

tuletis [ f'(x)]'= f”(x), mida tahistatakse ka siimbolitega y” voi % Niisiis on teine tuletis (teist jarku
X

tuletis) funktsiooni esimese tuletise tuletis.

Liikumise kiirendus

Vaatleme masspunkti sirgjoonelist liilkumist seaduse s= f(t) kohaselt, kus s on teepikkus ja ¢ on aeg.

Masspunkti lilkumise hetkkiirus on v= f'(¢) =§ (vt punkti 3.1). Olgu hetkel ¢ kiirus v. Kui liikumine ei
t

ole iihtlane, siis Ar jooksul muutub kiirus Av vorra: Av= f'(+ Ar) — f'(¢) . Keskmine kiirendus Ar valtel

A
on a, = X‘; . Hetkkiirendus on

a=1li

=lim—=—= (3.25)
A0 At dt dt

dr) di?

B (ar) s
dt

Seega sirgjoonelise lilkumise kiirendus vordub teepikkuse teise tuletisega aja jargi.

Niide 3.17. Leida funktsiooni y = (5x—1)In* x teine tuletis.

, 1 2 . .
Leiame koigepealt esimese tuletise y"=5In*x+(5x—1)-2Inx-—=5In" x+ (10 - —jln X ja seejdrel teise
x x

(10—2)1: 101nx+ 2h;x+ 10x2—2 =%(5xlnx+lnx+5x—l).
X X X X X

tuletise y”=2'5'lnx-l+%~lnx+

X X X

Mairkus 3.5. Funktsiooni teise tuletise tuletist nimetatakse kolmandaks tuletiseks, mida tdhistatakse kas

3
y” voi f7(x) voi % Uldiselt voib raakida n -jarku tuletisest y™ .
x

Niide 3.18. Leida funktsiooni y=a* n -jarku tuletis y .

y=a"lna
vy’ =a*(Ina)?
y”"=a*(Ina)’
Markus 3.6. Teist jarku diferentsiaal avaldub kujul (3.26) ning n -jarku diferentsiaal kujul (3.27):
d’y=f"(x)dx’, (3.26)
d"y=f"(x)dx". (3.27)

Kokkuleppeliselt téhistatakse dx® = (dx)* ja dx" =(dx)".
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4. FUNKTSIOONI TULETISE RAKENDUSI

4.1. LAGRANGE'| KESKVAARTUSTEOREEM

Diferentsiaalarvutuse keskvaartusteoreemid on teoreetiliseks aluseks paljude funktsiooni tuletisega seotud
rakenduslik-praktiliste ~ kiisimuste =~ pohjendamisel. =~ Toome  jargnevas nendest teoreemidest
enamkasutatavama Lagrange’i keskvaartusteoreemi.

Teoreem 4.1. (Lagrange’i keskvadrtusteoreem). Kui funktsioon f(x) on pidev ldigus [a;b] ja
diferentseeruv vahemikus (a; b), siis leidub vahemikus (a;b) vdhemalt tiks punkt &, mille puhul
kehtib valem

f®) - fl@)=f'(&)(b-a. (4.1)

Lagrange’i teoreemile saab anda joonisel 4.1 esitatud geomeetrilise tolgenduse, mis iihtlasi voimaldab seda
teoreemi toestada.

Puutuja

r_ y=f)
C
K651 AB > f )= flay
(04
A 'zl
b—a
o
a & b o

Joonis 4.1. Lagrange’i teoreemi geomeetriline interpretatsioon

Kui pideval joonel AB on igas punktis A ja B vahel olemas puutuja, mis ei ole risti x -teljega, siis leidub
joonel AB vahemalt tiks punkt C, kus puutuja on paralleelne kooluga AB. Joonisel 4.1 olevate tdhiste
kohaselt voib leida puutuja tousu

ana— 1O 1@
—a

; 4.2)

Kui puutuja tousu valemist (4.2) avaldada f(b)— f(a), siis saabki Lagrange’i keskvaartusvalemi (4.1).
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4.2. L'HOSPITALI REEGEL PIIRVAARTUSE ARVUTAMISEKS

Juhul kui pohiteoreemid piirvadrtustest ei ole rakendatavad ja piirvddrtuste arvutamisel tekib maaramatus,
siis tuleb piirvadrtuste leidmiseks kasutada kunstlikke votteid, mis seisnevad funktsiooni eelnevas ja sageli
kiillaltki tiilikas ning tihtipeale esialgu labindhtamatus teisendamises (eriti trigonomeetriliste funktsioonide
puhul). Moned sellekohased ndited 2.1 kuni 2.7 on toodud teise peatiiki (Funktsiooni piirvaartus ja pidevus)
punktis 2.3. Funktsiooni tuletise valdamine voimaldab aga anda piirvadrtuste arvutamiseks lihtsama ja
loogilisema meetodi, nn L"Hospitali reegli.

Teoreem 4.2. (L’Hospitali reegel). Kui lim f(x) =1lim g(x) =0 voi lim| f (x)| = lim| g(x)| =oo ja eksisteerib

piirvaartus [ =1lim / ,(x) , siis lim&:l.
x>a g (x) x—a g(x)

Seega madramatuste % ja = puhul taandab L’Hospitali reegel funktsioonide suhte piirvddrtuse

arvutamise nende funktsioonide tuletiste suhte piirvaartuse arvutamisele.

Muude mddramatuste puhul vajab funktsioon eelnevat teisendamist (enamasti hdsti formaliseeritavate ja
selgete eeskirjade alusel, vt markust 4.2 ja punkti 4.9 nditeid 4.19 ja 4.20). Lihtsa struktuuriga L’'Hospitali
reegli toestamine on aga tisnagi keeruline ja nduab Cauchy keskvaartusteoreemi tundmist, mida kaesolevas
oppevahendis ei vaadelda.

2
Naide 4.1. Arvutada piirvaartus lim w .
xe xT—x+1

Piirvddrtuse vahetu arvutamine tehetega seotud piirvddrtuste omaduste (2.1) — (2.4) alusel ei anna tulemust,
(o]

sest tegemist on madramatusega — . Jargnevas kirjutame maaramatuse liigi vordusmargi alla sulgudesse.
(o]

Eeldused L'Hospitali reegli kasutamiseks on tdidetud ning leiame avaldise lugejast ja nimetajast eraldi
tuletise (mitte segi ajada jagatise tuletise valemiga (3.8)). Pdrast esmast L'Hospitali reegli kasutamist on

oo
jallegi tegemist madramatusega —, mistottu kasutame reeglit teistkordselt. Reegli mitmekordne

oo
jarjestikune kasutamine on tiitpiline, kuid loomulikult peab iga kord veenduma kasutamise eelduste
taidetuses.

o 3x7+2x—1
lim i — =
)Hw Q2x-1 2

2 _ ’ ’
i . (Bx"+2x-1) :1.m6x+2 .m(6x+2) 6
xoe xT—x+1 (

lim i
wa (x* —x+1) X—>°°2x—1(

818 1l
818 |l

Niide42. lim< = im0 —tim< = tim -2 —tim & = 1im &2
X0y (fjx—)m (x°)  x=3x (fjx—)m (Bx?) o= 6x (fjx—m (6x)

=

. e
=lim— =oo.
x—

2 2 ’
Niide 43, fim—> 1 = fim — Xy 2 2y
x>l x +3x+2(9)x—>—1 (x*+3x+2) —12x+3 1
0

Juhime tahelepanu, et parast esmakordset L'Hospitali reegli kasutamist polnud néites 4.3 enam tegemist
mddramatusega ning piirvddrtuse sai vahetult arvutada (L'Hospitali reegli kasutamine ilma selleks eeldusi
omamata annaks vale tulemuse).

I
Niide 44, lim= V3 _pyC VY W3 gy, 1 1 1
=7 x*—49 [g)x—ﬂ (x°—49) x—7 2x =7 4xx -3 4.7.-2 56
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tan x —sin x (tan x —sin x)’ 2y cosx
Niide 45. lim—— = lim ) imC08~ X _
x>0 x—sinx (9)x—>0 (x—sinx) x50 1—cosx (9]
0 0

’

( 5 —cosxj 7+2005)i-smx+sinx 1
=lim~ 2%/ =i €08 X =lim| 2———+1|=3.
=0 (1—-cosx) x=0 sin x x>0\ cos” x
l(tanx)_; ! 1.4
2

Niide 46, fim2ny=l . Quanx—' . 37" " co’x_ 3 2 _1
x_>£2s1n x— 1() ”(2s1n x=1) x_% 4sin x-cos x 2 \/E 3

o N& NE

2 2

Mairkus 4.1. Nadite 4.1 lahendamine ilma L’Hospitali reeglita noudnuks avaldise koikide liikkmete

labijagamist argumendi x kdrgeima astmega (antud juhul x*-ga). Naites 4.3 tulnuks lugeja ja nimetaja
lahutada teguriteks (kuna x — —1, siis on nii lugejas kui nimetajas oodata teguri x+1 eraldumist, mis ongi
piirvadrtuse vahetul arvutamisel lugejas ja nimetajas nulli tekkimise allikaks). Néites 4.4 aga peaks ruutjuure
teisendama lugejast nimetajasse, korrutades nii lugejat kui nimetajat avaldisega 2++x—3 (pdrast seda
tulevad veel lugeja ja nimetaja lahutada teguriteks; ndide 4.4 on ilma L'Hospitali reeglita ,kahekdiguline”).
Naidete 4.5 ja 4.6 lahendamine oleks ilma L'Hospitali reeglita veelgi tiilikam ja nouaks esmapilgul
labindhtamatuid trigonomeetrilisi teisendusi, selleks et luua eeldused ndites 2.8 toodud valemite
kasutamiseks. Vordluseks vt ka punkti 2.3 nditeid 2.1 — 2.7 piirvdartuse arvutamise kohta ilma L'Hospitali
reeglita.

Markus 4.2. Kui lim f =0 ja lim| g l=o0, siis lim(f - g) on mddramatus 0-oo.

Kui teisendada lim(f - g)= limi , siis saadakse madramatus %, kui aga teisendada lim(f-g)= hmi,

1 1
8 f
siis madramatus — . Nii tihel kui teisel juhul on ntitid L'Hospitali reegli kasutamise eeldused taidetud.

[ere]

; - - . - 0. o .
Kéaesoleva oppevahendi néidetes piirdutakse pohiliselt madramatustega ° ja — . Ainsateks tlesanneteks,
oo

kus kasutatakse markuses 4.2 toodud teisendusi, on punkti 4.9 ndited 4.19 ja 4.20.

4.3. FUNKTSIOONI UURIMINE DIFERENTSIAALARVUTUSE ABIL

Uurime diferentseeruva funktsiooni y = f(x) kaitumist 16igus [a; b]. Meenutame, et kui funktsioonil on

antud kohal 1oplik tuletis, siis 0eldakse, et funktsioon on sellel kohal diferentseeruv (definitsioon 3.3).
Joonisel 4.2 on kujutatud niisuguste omadustega diferentseeruva funktsiooni y= f(x) graafik, mis
voimaldab monede funktsiooni uurimisega seotud pohimoistete sissejuhatavat selgitamist. Loigu
vasakpoolses otspunktis kohal x=a on selle funktsiooni vahim véartus antud 16igus (nagu Oeldakse,
globaalne miinimum). Funktsiooni suurim vadrtus 16igus [a; b] (globaalne maksimum) on aga selle

16igu sisepunktis kohal x=c (joonel on see punkt mérgitud tdhega C).

Vaatleme joonisel 4.2 punkti C (kus x=c) ldhitimbrust ja piirdume siinkohal intuitiivse kasiteluga,
defineerimata tdpsemalt punkti iimbruse mdistet (mida on tehtud punkti 4.6 definitsioonis 4.2). Podrame
tédhelepanu sellele, et nii punkti C vasakpoolses kui ka parempoolses ldhitimbruses on funktsiooni
y = f(x) vaartused vdaiksemad kui punktis C endas. Punkti C vasakpoolses timbruses funktsioon f(x)

kasvab, parempoolses timbruses aga kahaneb.
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Oeldakse, et funktsioonil f(x) on kohal x=x, lokaalne maksimum. Nagu eespool nimetatud, on antud

juhul sellel kohal {iihtlasi globaalne maksimum. Joonisel 4.2 kujutatud funktsioonil on veel teine lokaalne
maksimum joone punktis G, sest G lahitimbruses on funktsiooni véartused vdiksemad kui punktis G
endas (G vasakpoolses timbruses funktsioon kasvab, parempoolses timbruses aga kahaneb).

Joone punktis E on aga lokaalne miinimum. Oeldakse, et funktsioonil f(x) on kohal x=x, lokaalne
miinimum, kui nii punkti E vasakpoolses kui ka parempoolses lahitimbruses on funktsiooni y= f(x)
vadrtused suuremad kui punktis £ endas. Punkti E vasakpoolses timbruses funktsioon f(x) kahaneb,
parempoolses imbruses aga kasvab.

C / Lokaalne maksimum, mis on iihtlasi globaalne

% Lokaalne maksimum

Kaanupunktid

a

Lokaalne miinimum

Globaalne
miinimum

a X X b

c e

Joonis 4.2. Diferentseeruva funktsiooni y = f(x) kditumine 10igus [a; b]

Uheks probleemide kompleksiks, mida jargnevates punktides detailsemalt vaadeldalse, on:

e globaalsed ekstreemumid (funktsiooni suurim ja vahim véartus antud 16igus), vt 4.4;
e funktsiooni kasvamis- ja kahanemispiirkonnad (s.o monotoonsuse piitkonnad), vt 4.5;
e funktsiooni lokaalsed ekstreemumid, vt 4.6.

Eelnevatele kiisimustele saab suures osas vastata funktsiooni y = f(x) esimese tuletise analiilisimise alusel.

Teise tuletise uurimine voimaldab aga leida:

* joone kumerus- ja ndgususpiirkonnad, vt 4.7;
e kddnupunktid, vt 4.7.

Joone kumeruse ja ndogususe moiste defineeritakse jargnevas detailsemalt (punkti 4.7 definitsioonis 4.4),
kuid sissejuhataval intuitiivsel tasandil voib Oelda, et joonisel 4.1 olev joon on kumer punktide ACD ja
FGB vahel ning nogus punktide DEF vahel. Punktid D ja F, mis eraldavad joone kumerat osa nogusast,
on kddanupunktid (tdpsemalt vt punkti 4.7 definitsiooni 4.5).
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4.4. FUNKTSIOONI GLOBAALSED EKSTREEMUMID

Jargnevas vaatleme diferentseeruva funktsiooni f(x) suurima ja vdahima vadrtuse leidmist antud 16igus
[a; b], s. o globaalsete ekstreemumite leidmist.

Definitsioon 4.1. Niisugust punkti, kus f’(x)=0, nimetatakse funktsiooni f(x) statsionaarseks
punktiks.

Geomeetriliselt tdhendab definitsioon 4.1, et statsionaarses punktis on funktsiooni graafiku puutuja
paralleelne x-teljega (vt punkti 3.1 ja valemit (3.2)).

Teoreem 4.3. (Fermat’ teoreem). Kui funktsioonil f(x) on ekstremaalne vddrtus mddramispiirkonna X

sisepunktis &, kus f(x) on diferentseeruy, siis & on funktsiooni f(x) statsionaarne punkt (s.t f7(£)=0).

Pisut lihtsustatult voib Gelda, et diferentseeruva funktsiooni ekstreemumpunktid on {ihtlasi statsionaarsed
punktid (kus f'(x)=0).

Juhis 4.1. Toetudes Fermat’ teoreemile, voib diferentseeruva funktsiooni globaalsed ekstrseemumid
16igus [a; b] leida jargmise skeemi alusel.

1. Leiame funktsiooni f(x) statsionaarsed punktid ja arvutame funktsiooni vddrtused antud loiku
[a; b] jadvates statsionaarsetes punktides (véljaspool antud 16iku olevad statsionaarsed punktid
jadvad vaatluse alt korvale).

2. Arvutame funktsiooni f(x) vadrtused loigu [a; b] otspunktides f(a) ja f (D).

3. Kdiesoleva arvutuseeskirja osades (1) ja (2) arvutatud tulemustest suurim on globaalne maksimum ja
vdhim on globaalne miinimum. Teiste sonadega, globaalsete ekstreemumite {ile otsustamiseks
vorreldakse funktsiooni védrtusi antud 16iku jddvates statsionaarsetes punktides ja selle 16igu
otspunktides.

Naiide 4.7. Leida funktsiooni f(x) = 2% +3x7 —12x+1 globaalsed ekstreemumid 16igus [—1; 5].
Lahendame tilesande juhises 4.1 toodud skeemi kohaselt.

1. Leiame kdigepealt funktsiooni esimese tuletise f’(x)=6x" +6x—12 . Seejirel vordsustame esimese

tuletise nulliga ja saame vorrandi 6x” +6x—12=0 ehk x> +x-2=0. Selle (ruut)vorrandi lahendid
x, =1 ja x, =—2 on statsionaarsed punktid. Neist x; =1 on antud 16igus [-1; 5], kuid x, =-2 jaab

valjapoole seda 16iku. Seega arvutame funktsiooni f(x) vddrtuse vaid 16igu sisepunktis x, =1:
f)=2-P+3-1>=12-1+1=-6. (4.3)
2. Arvutame funktsiooni f(x)=2x" +3x* —12x+1 vaartused 16igu otspunktides x, =—1 ja x, =5
fED=2-(-D*+3- (=)’ -12- (- +1=14, (4.4)
f(5)=2-5+3-5" —12-5+1=266. (4.5)
3. Vorreldes arvutustulemusi (4.3), (4.4) ja (4.5) leiame neist suurima f(5) =266, mis on funktsiooni
globaalne maksimum 16igus [~1; 5] ning vdhima f(1)=-6, mis on globaalne miinimum selles

16igus. Antud ndites on globaalne maksimum vaadeldava 16igu parempoolses otspuntis kohal
x, =5 ja globaalne miinimum on 16igu sisepunktis olevas statsionaarses punktis x, =1.
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Naide 4.8. Leida funktsiooni f(x)=x—2Inx globaalsed ekstreemumid 16igus [1; e].
Vormistame lahenduse vastavalt juhisele 4.1.

L . , 2 - . . ..
1. Funktsiooni esimene tuletis on f’(x)=1-—. Vordsustame esimese tuletise nulliga ja saame
X

vorrandi 1—2=O ehk x=2
X X

16igus [1; e], siis arvutame selles punktis funktsiooni f(x) vaartuse:

=0. Kuna vorrandi lahend x, =2 (statsionaarne punkt) on antud

f(2)=2-2In2=0,6137. (4.6)

2. Arvutame funktsiooni f(x)=x-2Inx vadrtused 16igu otspunktides x, =1 ja x; =e:
f=1-2Inl=1, 4.7)
fe)=e—2lne=0,7183. 4.8)

3. Arvutustulemustest (4.6), (4.7) ja (4.8) suurim f(1)=1 on globaalne maksimum 16igus [I; e] ning
vahim f(2)=0,6137 on globaalne miinimum selles 16igus.

4.5. FUNKTSIOONI MONOTOONSUSE TUNNUSED

Kuulugu x, ja x, piirkonda X ning olgu x, >x,. Meenutame punktist 1.3 definitsiooni 1.5: funktsioon
f(x) on piirkonnas X monotoonne, kui vahe f(x,)— f(x,) sdilitab marki. Kui f(x,)— f(x,)=0, siis

on f(x) monotoonselt kasvav. Kui f(x,)— f(x;)<0, siison f(x) monotoonselt kahanev.

Teoreem 4.4. Juhul f’(a)>0 funktsioon f(x) kasvab kohal a, juhul f’(a)<0 kahaneb.

fla+Ax)— f(a)
o~ :

Toestuseks lihtume tuletise definitsioonist 3.2 kohal a: f'(a)= Al)icm0
.

Kui f’(a)>0, siis

f(a+AAxi—f(a)>O. Kui x, >x siis Ax=x,—x,>0 ja seega f(a+Ax)— f(a)>0

ning vastavalt definitsioonile 1.5 funktsioon f(x) kasvab kohal a .

Teoreem 4.5. Diferentseeruv funktsioon f(x) on vaadeldavas piirkonnas monotoonselt kasvav siis ja ainult
siis, kui selles piirkonnas f’(x)>0 (kahanev, kui f’(x)<0).

Teoreemi 4.5 toestamisel piirdume kasvamise vaatlemisega. Seejuures tuleb toestada nii tingimuse
f7(x) =0 tarvilikkus kui ka piisavus.

Tingimuse f'(x)>0 tarvilikkus tdestatakse vastuviiteliselt. Eeldame, et f(x) on monotoonselt kasvav
nditame, et siis f’(x)>0. Kui leiduks koht a, mis kuulub piirkonda X (ae X), kus f’(a)<0, siis
teoreemi 4.4 pohjal siin f(x) kahaneks. See on aga vastuolus eeldusega, mistottu on tingimuse f ‘(x)=0
tarvilikkus toestatud.
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Tingimuse f ‘(x)20 piisavuse toestamiseks eeldame (vastupidi tarvilikkuse tdestamisele), et f(x)>0 ja
nditame, et siis f(x) on monotoonselt kasvav. Téepoolest, kui x, >x, on mingid punktid piirkonnas X,
siis Lagrange’i keskvaartusvalemi (4.1) pohjal

f(xz)_f(xﬂ:f’(g)'(xz_x1)’ x1<§<x2. (4.9)

Kuna eelduse jargi on f (£)>0, siis (4.9) voimaldab jareldada, et f (x,)— f(x,)20. Viimane vorratus aga
iitleb vastavalt definitsioonile 1.5, et f(x) on monotoonselt kasvav.

Markus 4.3. Tarvilikud on tingimused, ilma milleta vdide ei saa olla toene. Piisavad on tingimused, mille
taidetusel vaide on toene.

Naited konkreetsete funktsioonide kasvamis- ja kahanemispiirkondade leidmise kohta on toodud jargmise
punkti 4.6 16pus kompleksselt koos lokaalsete ekstreemumite analiiisiga (vt néiteid 4.10 — 4.13).

4.6. FUNKTSIOONI LOKAALSED EKSTREEMUMID

Olgu a mingi reaalarvjaolgu £>0.

Definitsioon 4.2. Vahemikku (a—&;a+¢€) nimetatakse punkti a (ehk arvu a) tmbruseks
(tdpsemalt & -limbruseks).

Vastavalt Fermat’ teoreemile 4.3 voib diferentseeruval funktsioonil olla ekstreemum vaid statsionaarsetes
punktides (kus tuletis f"=0). Peale selle vdib ekstreemum olla veel nendes punktides, kus funktsioon pole

diferentseeruv (s.t kus tuletis f~ katkeb).

Markus 4.4. Reaalarvu a absoluutvdartuseks nimetatakse arvu |a |, mis rahuldab tingimust

a, kui a=>0,
lal= (4.10)

—a, kui a <0.

Naide 4.9. Absoluutvéartust |xlsisaldav funktsioon y=lx| ei ole kohal x=0 diferentseeruv.

Geomeetriliselt tdhendab see seda, et kohal x=0 ei ole tiheselt méératud puutujat. Kuid sellest hoolimata
on funktsioonil y =l x| kohal x=0 lokaalne miinimum, vt joonist 4.3.

y=lxl

Y

Joonis 4.3. Funktsiooni y =l x| graafik
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Definitsioon 4.3. Funktsiooni f(x) kriitiline punkt on niisugune madramispiirkonna punkt, kus
f/(x)=0 véi f’(x) on katkev.

Teoreem 4.6. (Lokaalse ekstreemumi olemasolu tarvilik tingimus). Funktsioonil voib olla lokaalne
ekstreemum vaid kriitilises punktis.

Teoreemi 4.6 tdestust pole toodud, kuid selle teoreemi sisu ja pohjendamise aluseid aitavad selgitada
Fermat’ teoreem 4.3 ja néide 4.9.

Teoreem 4.6 {itleb, et funktsioonil ei tarvitse olla ekstreemum igas kriitilises punktis. Seeparast on vaja lisaks
tarvilikele tingimustele tdiendavalt esitada piisavad tingimused ekstreemumi olemasoluks kriitilises
punktis. Teoreemides 4.7 ja 4.8 formuleeritakse kaks ekstreemumi olemasolu piisavat tingimust. Neist
esimene tingimus (teoreem 4.7) on iildisem ja késitleb koiki kriitilisi punkte. Teine tingimus (teoreem 4.8)
on piiratum ja haarab kriitilistest punktidest vaid statsionaarseid punkte (statsionaarse punkti mdiste kohta
vt definitsiooni 4.1).

Teoreem 4.7. (Lokaalse ekstreemumi olemasolu esimene piisav tingimus). Kui funktsioon f(x) on
pidev kriitilises punktis a, kusjuures a vasakpoolses timbruses f’(x)>0, parempoolses timbruses aga
f(x)<0, siis funktsioonil f(x) on kohal a lokaalne maksimum. Kui a vasakpoolses {imbruses

f'(x) <0, parempoolses timbruses aga f "(x) >0, siis funktsioonil f(x) onkohal a lokaalne miinimum.

Lithidalt voib Gelda, et ekstreemum on, kui argumendi ldbides punkti a muutub tuletisfunktsiooni
f’(x) mark.

Teoreemi 4.7 toestus baseerub punkti 4.5 teoreemil 4.5.

Teoreem 4.8. (Lokaalse ekstreemumi olemasolu teine piisav tingimus). Funktsioonil f(x) on

statsionaarses punktis a lokaalne maksimum, kui f”(a) <0 ja miinimum, kui f”"(a)>0.

Toestus. Statsionaarses punktis a on teatavasti f’(a)=0. Kui f"(a)=] f'(a)]’<0, siis punkti 4.5
teoreemi 4.4 pohjal on tuletisfunktsioon f’(x) punktis a kahanev. Jarelikult leidub niisugune a
vasakpoolne timbrus, kus f’(x)> f'(a)=0 ja parempoolne timbrus, kus f’(x)< f'(a)=0. Teoreemi 4.7
pohjal on funktsioonil f(x) punktis a lokaalne maksimum. Teoreemi 4.8 miinimumiga seotud osa
toestatakse analoogselt.

Niide 4.10. Leida funktsiooni f (x)=x>—6x> +9x—4 lokaalsed ekstreemumid ning kasvamis- ja
kahanemispiirkonnad.

Kasutame koigepealt lokaalse ekstreemumi olemasolu tarvilikku tingimust (teoreemi 4.6). Leiame kriitilised
punktid. Selleks avaldame funktsiooni esimese tuletise f’(x) = 3x% —12x+9. Vordsustame esimese tuletise
nulliga 3x* —12x+9=0 ehk x*-4x+3=0. Selle (ruut)vérrandi lahendid x =3 ja x,=1 on
statsionaarsed punktid (iildisemalt kriitilised punktid). Rohkem kriitilisi punkte ei ole, sest f’(x) ei katke

kusagil. Niisiis punktides x; =3 ja x, =1 voib (kuid ei tarvitse) olla lokaalne ekstreemum.

Jargnevalt kasutame lokaalse ekstreemumi olemasolu (esimest) piisavat tingimust (teoreemi 4.7). Analiitisi
tehniliseks vormistamiseks on mitu voimalust. Kasutame siin graafilist meetodit. Kuna funktsiooni f(x)

madramispiitkond on X = (—oeo;00), siis vaatleme kogu arvtelge. Kanname arvteljele koik kriitilised punktid

ja jaotame arvtelje nende punktide abil osadeks. Kuna ndites 4.10 on kaks kriitilist punkti, siis jaotub arvtelg
kolmeks osaks, vt joonist 4.4.
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(x>0 (<0 (x>0

Y A4 -
f(x) kasvab / 1 f(x) kahaneb 3\ f(x) kasvab
Lokaalne maksimum Lokaalne miinimum

Joonis 4.4. Funktsiooni f (x)=x" —6x> +9x—4 lokaalsed ekstreemumid ning kasvamis- ja kahanemispiirkonnad

Hindame arvtelje kdigis kolmes osas esimese tuletise mérki. Uldjuhul tekkivate vorratuste lahendamise
asemel voib arvutada esimese tuletise vaartuse iga osapiitkonna mingis konkreetses punktis, néiteks:

e piirkonnas (—; 1) arvutame f’(0)=9, mis tihendab, et selles piirkonnas on f’(x)>0 ja jarelikult
selles piirkonnas f(x) kasvab;

e piirkonnas (l;3) arvutame f’(2)=3- 27 —12-249=-3, mis tiahendab, et selles piirkonnas on
f'(x) <0 jajarelikult selles piirkonnas f(x) kahaneb;

e piirkonnas (3; ) arvutame f ‘(4)=3-4>-12-4+9=9, mis tihendab, et selles piirkonnas on

f7(x)>0 jajarelikult selles piirkonnas f(x) kasvab.

Vastavalt teoreemile 4.7 voib jareldada, et punktis x =1 on funktsioonil lokaalne maksimum ning punktis
x =3 lokaalne miinimum, kusjuures

max f(1)=1"-6-1"+9-1-4=0 ja min f(3)=3’-6-3*+9-3—-4=—4.

Kuna punktid x; =3 ja x,=1 on statsionaarsed punktid, siis voib nendes ekstreemumi olemasolu

kindlakstegemiseks kasutada ka teoreemi 4.8. Leiame funktsiooni teise tuletise f”(x) =6x—12 ja arvutame
teise tuletise vddrtuse statsionaarsetes punktides:

e  f’(1)=6-1-12=-6<0; kuna statsionaarses punktis x=1 on teine tuletis negatiivne, siis jarelikult
on selles punktis lokaalne maksimumy;

e  f’(3)=6-3-12=6>0; kuna statsionaarses punktis x=3 on teine tuletis positiivne, siis jarelikult
on selles punktis lokaalne miinimum.

Kui kiisitakse ainult lokaalseid ekstreemumeid (ning kasvamis- ja kahanemispiirkondade vastu huvi ei
tunta) ning kriitilised punktid sisaldavad eranditult statsionaarseid punkte ja lisaks on funktsiooni teise
tuletise leidmine tehniliselt lihtne, nii nagu see oli ndites 4.10, siis voib lokaalse ekstreemumi olemasolu
piisavatest tingimustest eelistada teoreemi 4.8.

x—1

Naiide 4.11. Leida funktsiooni f(x)=1In lokaalsed ekstreemumid.

Leiame esimese tuletise

x—2_x—2—(x—1):_ 1
x=1  (x=2)* (x=D(x=2)

f)=

Esimene tuletis ei vordu ilmselt mitte kusagil nulliga. Esimene tuletis f’(x) katkeb punktides x, =1 ja
x, =2. Kuid kuna need punktid ei kuulu funktsiooni f(x) méadramispiirkonda, siis kriitilisi punkte
(vt definitsiooni 4.3) ei ole. Jarelikult funktsioonil f(x) puuduvad lokaalsed ekstreemumid.
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Ndide 4.12. Leida funktsiooni f (x):g—i2 lokaalsed ekstreemumid ning kasvamis- ja
X x

kahanemispiirkonnad.

Funktsioon f(x) katkeb kohal x, =0.

) ) , 2 4 2x+4 . . N ~
Arvutame esimese tuletise f'(x) =——+—== . Statsionaarsete punktide leidmiseks vordsustame
x° X X
. . . —2x+4 . L . . .
esimese tuletise nulliga ;— =0, millest 2x+4=0 ja siit saame Uhe statsionaarse punkti x, =2.
X

Esimene tuletis f’(x) katkeb punktis x, =0, kuid kuna samas punktis katkeb ka funktsioon f(x), siis see
punkt ei kuulu kriitiliste punktide hulka. Kill aga tuleb funktsiooni f(x) kasvamis- ja
kahanemispiirkondade leidmisel uurida tuletisfunktsiooni f’(x) maérki katkevuspunkti x;, =0 mbruses.
Pole vélistatud, et katkevusest vasakul ja paremal kaitub funktsioon erinevalt.

Kanname arvteljele katkevuspunkti x, =0 ja statsionaarse punkti x, =2 ning jaotame arvtelje nende
punktide abil kolmeks osaks, vt joonist 4.5.

f(x)<0 f(x)>0 f(x)<0
Y Y4 -
f(x) kahaneb / 0 f(x) kasvab 2\ f(x) kahaneb
Katkevus Lokaalne maksimum

2 2
Joonis 4.5. Funktsiooni f(x)=——— lokaalsed ekstreemumid ning kasvamis- ja kahanemispiirkonnad
X X

Piirkondades (—o;0) ja (2;%) on esimene tuletis negatiivne ning seega on funktsioon nendes

piirkondades kahanev. Piirkonnas (0; 2) on esimene tuletis positiivne ja jérelikult seal funktsioon kasvab

(teoreem 4.5). Punktis x,=2 on vastavalt teoreemile 4.7 lokaalne maksimum, kusjuures
2 2 1

maxf(2)=5—?=5.

Niide 4.13. Leida funktsiooni f (x)=%/x_2 -e¢* lokaalsed ekstreemumid ning kasvamis- ja
kahanemispiirkonnad.

Funktsioon f(x) on méddratud iga x puhul (méddramispiirkond on X = (—oo; c0)).

1

2
. . . ’ Y X 5 X 2+3x 'ex
Leiame esimese tuletise f (x)=§x 3.et+x3 e :( )

33x

. .o ~ . .. . . 2 . . ’
2+43x=0 ning viimasest vorrandist saame iithe statsionaarse punkti x, =3 Tuletisfunktsioon f"(x)

ja vordsustame selle nulliga, millest

katkeb kohal x, =0, kus funktsioon on maddratud. Niisiis on kriitilisi punkte kaks: x, :—g, kus f’(x)

vordub nulliga ning x, =0, kus f’(x) katkeb. Nendes punktides vdib olla lokaalne ekstreemum. Edasi
kasutame teoreemis 4.7 formuleeritud lokaalse ekstreemumi olemasolu piisavat tingimust. Vormistame

analiitisi graafiliselt joonisel 4.6, jaotades arvtelje punktide x, = —% ja x, =0 abil kolmeks osaks.
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(x>0 (<0 (x>0

Y A4 -
f(x) kasvab / 2 f(x) kahaneb 0 £ (x) kasvab
3
Lokaalne maksimum Lokaalne miinimum

Joonis 4.6. Funktsiooni f(x) = \3/x_2 -e" lokaalsed ekstreemumid ning kasvamis- ja kahanemispiirkonnad

Piirkondades (—o0; —2/3) ja (0; ) on esimene tuletis positiivne ja nendes piirkondades funktsioon
kasvab. Piirkonnas (=2/3; 0) on esimene tuletis negatiivne ja seal funktsioon kahaneb. Punktis x, = —% on

lokaalne maksimum ja punktis x, =0 on lokaalne miinimum, kusjuures max f(-2/3)=0,3918 ja
min f(0)=0.

Ndide 4.14. Leida kerasse kujundatud maksimaalse silindri m&6tmed, kui kera raadius on R.

/ ;
-/

o | =

S~

Joonis 4.7. Kerasse raadiusega R kujundatud silinder raadiusega r ja korgusega h

Kuna silindri raadiuse ruut avaldub kujul r* = R* e vt joonist 4.7, siis saab silindri ruumala esitada

2 3
{thest muutujast h séltuva funktsioonina  V =zr’h= 7{R2 —%] h= ﬂ(th —h?] . Leiame selle

2
funktsiooni tuletise muutuja £ jargi CCJZ—Z = ﬂ(RZ —%J ja vordsustame tuletise nulliga: ﬂ(RZ ——J 0.

. < . . ; : . 2R .. . , .
Viimase vorrandi lahendamisel saame iihe statsionaarse punkti & =—= . Ulesande sisust ldhtuvalt voib ilma

N

lokaalse ekstreemumi olemasolu piisavaid tingimusi kasutamata celda, et h= on kerasse kujundatud

\/_
2
maksimaalse silindri korgus ning maksimaalse silindri raadius on r = \/ R - \/ 4R \/7 R
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4.7. JOONE KUMERUS JA NOGUSUS. KAANUPUNKTID

Definitsioon 4.4. Joon y= f(x) on vaadeldavas piirkonnas kumer, kui selle piirkonna igas punktis joone
puutuja kulgeb tilalpool seda joont (kui allpool, siis joon on négus).

Joonisel 4.8.A on kujutatud 1digus [a; b] kumerat joont y= f(x) ning joonisel 4.8.B 1digus [m; n]
nogusat joont y = g(x).

Y| , B Y

a b

Joonis 4.8. A — kumer joon y= f(x), B— nogus joon y= g(x)

Teoreem 4.9. Joon y=f(x) on kumer piirkonnas X siis ja ainult siis, kui tuletisfunktsioon f’(x)
monotoonselt kahaneb piirkonnas X (kui tuletisfunktsioon f’(x) monotoonselt kasvab piirkonnas X,
siis joon on nogus).

Teoreemi 4.9 toestamisel piirdume kumeruse vaatlemisega. Kumeruse puhul tuleb tdestada
tuletisfunktsiooni f’(x) monotoonse kahanemise tingimuse tarvilikkus ja piisavus.

Tuletisfunktsiooni f’(x) monotoonse kahanemise tingimuse tarvilikkuse toestamisel eeldame, et joon

y = f(x) on kumer ja naitame, et siis f’(x) kahaneb monotoonselt, vt joonist 4.9.

Y

Ay

y=f(x)

, a X B

Joonis 4.9. Kumera joone y = f(x) puutujad punktides P ja Q
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Joonisel 4.9 olev joon on kumer, sest RO <RS ehk teisiti Ay <dy. Viimane vorratus, mis ditleb,
et funktsiooni muut on funktsiooni diferentsiaalist vdiksem, avaldub detailsemalt kujul

fO-f@<fa(x-a. 4.11)

Et ka punktis Q joone y = f(x) puutuja kulgeb iilalpool seda joont, siis jadb tingimus (4.11) kehtima, kui
selles tingimuses paigutada a ja x omavahel timber: f(a)— f(x)< f'(x)-(a—x) ehk

f)-(x-a)< f(x) - f(a). (4.12)

Kui vorratuse (4.12) suuremale poolele kirjutada vorratusest (4.11) veel suurem avaldis, siis saadakse
vorratus  f(x)-(x—a) < f'(a)-(x—a), millest x>a korral jareldub, et

o< fla). (4.13)

Vorratus (4.13) ditleb, et f’(x) kahaneb monotoonselt. Sellega on teoreemi 4.9 tingimuse tarvilikkus
toestatud.

Tuletisfunktsiooni f’(x) monotoonse kahanemise tingimuse piisavuse toestamisel eeldame, et f “(x)
kahaneb monotoonselt ja nditame, et joon y = f(x) on siis kumer.

Lagrange’ keskvaartusvalemi (4.1) pohjal voib kirjutada
fO-f@=f(& (x—a), (a<&<x). (4.14)

Etjuhul x>a ka £>a,siis f’(x) kahanemise tottu

(@< fla). (4.15)

Avaldame keskvéirtusteoreemist (4.14) tuletise f'(&) = ja kirjutame selle vorratuse (4.15)

f ()~ f(a)
xX—a

vasakule poolele. Tulemuseks on vorratus

fx)—-f(a) < f’(a), mille saab viia kujule (4.11):
x

—-a
f(x)—f(a)< f'(a)-(x—a). Vorratus (4.11) aga ttleb, et joon on kumer. Sellega oleme toestanud
teoreemi 4.9 tingimuse piisavuse. Margime, et vorratuse (4.11) saab ka juhul kui votta x<a .

Kuna toestatud nii tarvilikkus kui ka piisavus, siis on teoreemi 4.9 kumerusega seotud osa tdielikult
toestatud.

Geomeetriliselt tdhendab teoreem 4.9, et joon y = f(x) on vaadeldavas piirkonnas kumer siis ja ainult siis,
kui puutuja tdusunurk & (joonis 4.9) monotoonselt kahaneb selles piirkonnas.

Jareldus 4.1. Teoreem 4.9 taandab joone y= f(x) kumeruse uurimise tuletisfunktsiooni f’(x)
monotoonsuse uurimisele. Joon on kumer siis ja ainult siis, kui f’(x) monotoonselt kahaneb,
mis aga omakorda tdhendab, et f "(x)< 0. Joon on nogus siis ja ainult siis, kui f ’(x) monotoonselt kasvab,
mis tdhendab, et f”(x)>0. Kokkuvotvalt voib delda, et joon y=f(x) on vaadeldavas piirkonnas
siis ja ainult siis

kumer kui f"(x) <0, (4.16)

nogus kui f"(x) >0. 4.17)
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Definitsioon 4.5. Punkti, mis eraldab pideva joone kumerat osa nogusast, nimetatakse joone
kdanupunktiks.

Jareldus 4.2. Uhel pool kdanupunkti tuletisfunktsioon f’(x) kasvab, teisel pool aga kahaneb. Jarelikult
joone y=f(x) kddnupunktis on tuletisfunktsioonil f’(x) lokaalne ekstreemum. Seega voivad joone
y=f(x) kddnupunktideks olla vaid tuletisfunktsiooni f’(x) kriitilised punktid, s.o punktid, kus teine
tuletis f”(x) vordub nulliga vdi katkeb.

Niisiis on suur analoogia iithelt poolt kasvamis- ja kahenemispiirkondade ja lokaalsete ekstreemumite ning
teiselt poolt kumeruse ja nogususe ja kdanupunktide leidmise vahel. Usna sarnasel viisil analiilisitakse

esimesel juhul pohiliselt esimese tuletise f’(x) ning teisel juhul teise tuletise f”(x) kaitumist.

Niide 4.15. Leida joone y = x”Inx kumerus- ja ndgususpiirkonnad ning kaanupunktid.
Vaadeldava funktsiooni madramispiirkond on X = (0; ).

Leiame funktsiooni esimese ja teise tuletise
Y=f(x)=2xInx+xja y'=f"(x)= 21nx+2x~l+1= 2Inx+3.
x

Vordsustame teise tuletise nulliga ja lahendades saadud vorrandi, leiame tuletisfunktsiooni f “(x) kriitilise
punkti, kus vastavalt jareldusele 4.2 voib olla kdanupunkt:

3
2Inx+3=0, millest saame x=¢e 2 :—3z0,223.
e

Analiitisime teise tuletise f”(x) kaitumist funktsiooni maddramispiirkonnas X = (0; o0) (vt joonist 4.10) ning
3 3 3

jaotame selle mddramispiirkonna punkti x=e 2 abil kaheks osaks (0;e 2) ja (e 2;e). Hindame

kummaski osapiirkonnas teise tuletise marki, arvutades teise tuletise vaartuse molema osapiirkonna ithes

punktis, nditeks kohtadel x=0,1 ja x=1:

F70,1)=2-In0,1+3=-1,605<0 ja f"(1)=2-In1+3=3>0.

(<0 x>0
( Y4 -
0 Kumer _3 Nogus
e 2
Kaanupunkt
Joonis 4.10. Joone y = x” Inx kumerus- ja nogususpiirkonnad ning kidnupunktid
3 3

Niisiis on joon y = x*In x vastavalt jareldusele 4.1 piirkonnas (0; e 2) kumer ja piirkonnas (e 2;00) nogus.
3
Kohal x=e 2, kus joone kumerus ldheb iile nogususeks, on kddnupunkt (definitsioon 4.5). Arvutame
1 3 3

3
kdaanupunktis funktsiooni vddrtuse f (e 2 } == (_Ej ‘Ine= YR
e e
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Naide 4.16. Leida joone y = ¢ kumerus- ja nogususpiirkonnad ning kadanupunktid.

Leiame esimese tuletise y" = f’(x) = e (2x)=—2x-e "

ja teise tuletise Y= f(x)=-2e" —2x-eF (=2x)=2¢"" (2x* 1)

Vérdsustame teise tuletise nulliga ning kuna eksponentfunktsioon nulliga ei vordu, siis saame 2x* —1=0.

1 1
Viimase vorrandi lahendid on x, = \/; =0,707 ja x, = —\/; =—0,707, kus vastavalt jareldusele 4.2 voivad

olla kddnupunktid. Jaotame arvtelje nende punktide abil kolmeks ja hindame igas osas teise tuletise marki,
selleks et vastavalt jareldusele 4.1 teha kindlaks kumerus- ja nogususpiirkonnad. Kuna e on iga x puhul

positiivne, siis kasutame teise tuletise margi hindamiseks avaldist 2x*—1. Analiiiisi kokkuvdte on
vormistatud joonisel 4.11.

f (x>0 f (<0 (x>0
Y~ Y -
Nogus / \/T Kumer 0 Nogus
Kaanupunkt 2 \/; Kaanupunkt

Joonis 4.11. Joone y = e kumerus- ja nogususpiirkonnad ning kadnupunktid

1
Funktsiooni vddrtus kddnupunktides on f L— —J =f L —J =e 2= L .

Naide 4.17. Leida joone y = " Y kumerus- ja nogususpiirkonnad ning kddnupunktid.

2
1+x%—2x° _ 1-x°
1+x°)?  (A+x%)°
2x(1+x7)" —(1-x")2(1+x7)2x _ 2x-2x" —dx+4x’ 2x° —6x
(1+x%)* (1+x°) (1+x7)
3
2)6—26);: 0, millest 2x* —6x =0 ehk x(x* -3)=0.
(I+x7)
Viimase vorrandi lahenditeks on x; =0, x, = NE) ja x; = —/3, kus vastavalt jareldusele 4.2 voivad olla
kaanupunktid, vt joonis 4.12.

Esimene tuletis y’ = f'(x) =

jateine tuletis  y"= f"(x)=

Vordsustame teise tuletise nulliga

f (<0 (x>0 f (<0 (x>0
Y Y A4 -
Kumer /\/5 Nogus 0\ Kumer \/5\ Nogus *
Kéanupunkt Kéanupunkt Kaanupunkt

Joonis 4.12. Joone 'y = n X kumerus- ja nogususpiirkonnad ning kdaanupunktid
+

2
X
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4.8. JOONE ASUMPTOODID

Definitsioon 4.6. Kui joone y= f(x) punkti P kaugenemisel 16pmatusse punkti P kaugus teatavast
sirgest ldheneb piiramata nullile, siis seda sirget nimetatakse joone y = f(x) astimptoodiks.

Astimptooti, mis ei ole risti x -teljega, nimetatakse kaldastimptoodiks ja tema vorrand on

y=ke+b. (4.18)

On voimalik ndidata, et sirge (4.18) parameetrid k ja b avalduvad piirvadartuste kujul:

k =limZ (4.19)
X
b=lml[ f (x) — kx], (4.20)

kus x — +o0 vOi x — —oo . Kui k=0, siis asiimptoot on horisontaalne sirge y=>5.

Kui sirge x=a on joone y=f(x) piistasiimptoodiks punkti a parempoolses iimbruses, siis

lim f(x)=2e0, kui vasakpoolses tumbruses, siis lim f(x)=2eo. Viimased kaks piirvddrtust on
x—a+ x—a—

tthepoolsed, vastavalt parempoolne ja vasakpoolne, vt definitsiooni 2.2.

2

Naide 4.18. Leida joone y=—; astimptoodid.
X

2 2
L'Hospitali reegliga arvutatavad piirvdartused (4.19) ja (4.20) on k = lim — =0ja b= lim ——=1.
= (x* —4)x = x° — 4
Jarelikult on astimptoodiks (4.18) horisontaalne sirge y =1, vt joonist 4.13.
2 2
Kuna lim =+oo ja lim = —oo, siis on pustasimptoote kaks: x=-2 ja x=2, vtjoonis 4.13.
X2+ xz —4 x—2— x2 —4
x—-2— X—=>—2+
A
6
4 |
Astimptoot
2 7 y = 1
Y T X
-6 -4 P P 4 6
Astimptoot -4 A Asiimptoot
X = _2 6 - xX= 2

2

Joonis 4.13. Joone y = graafik ning asiimtoodid y=1, x=-2 ja x=2

x* -4
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4.9. FUNKTSIOONI UURIMISE JA GRAAFIKU KONSTRUEERIMISE ULDINE PLAAN

Punktides 4.3 kuni 4.8 on uuritud funktsiooni kditumist diferentsiaalarvutuse reeglite alusel. Toodud ndited
4.7 kuni 4.18 olid aga seotud vaid selle uurimise {ihe-kahe elemendiga: globaalsed ekstreemumid (punktis
4.4), monotoonsuse piirkonnad ja lokaalsed ekstreemumid (punktides 4.5 ja 4.6), kumerus, nogusus ja
kaanupunktid (punktis 4.7), asiimptoodid (punktis 4.8). Jargnevates ndidetes 4.19 ja 4.20 analiiiisitakse
funktsiooni kompleksselt, tehes funktsiooni kohta nii-delda ,tédieliku” uurimise ja seades itheks eesmargiks
selle uurimise tulemuste pdhjal funktsiooni graafiku joonestamise. Konkreetsel juhul voib funktsiooni
uurimise plaan monevorra varieeruda, kuid aluseks voib votta jargnevad soovitused, voimalik et muutes
analiitisi jarjekorda.

Leida funktsiooni maddramis- ja muutumispiirkond.

Leida nullkohad ning positiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad.

Uurida stimmeetriat ja perioodilisust.

Leida funktsiooni katkevuspunktid ja uurida funktsiooni kditumist katkevuspunktide timbruses.
Leida asiimptoodid.

Leida kasvamis- ja kahanemispiirkonnad ning lokaalsed ekstreemumid.

Leida kumerus- ja nogususpiirkonnad ning kadnupunktid.

Joonestada funktsiooni graafik, vajadusel arvutades tdiendavalt funktsiooni vdartuse mones punktis.

XN

1
Niide 4.19. Uurida funktsiooni f (x)=x’e* kiitumist ja joonestada graafik.

Funktsioon f(x) on maddratud iga x puhul, vidlja arvatud null. Funktsiooni maaramispiirkond on seega
X ={(=0; 0), (0; )} . Kohal x=0 on katkevus.

Funktsiooni y= f(x) muutumispiirkond on Y =(0;), s.t et funktsioon on kaikjal positiivne ja
tema graafik on x-telje kohal.

Vastavalt definitsioonidele 1.2, 1.3 ja 1.4 v&ib kontrollida, et funktsioon pole paaris, paaritu ega perioodiline.

Uurime funktsiooni kditumist katkevuspunkti x =0 timbruses, arvutades seal tthepoolsed piirvaartused:

1
1 | 1 | 1
1 1 - —-—-e - -——-e -
. > N ) . e ) x2 .er ) x2 . ef
lim x°e* =0 ja lim x"e¢* = lim = lim = lim — = lim = lim — =+oo
x—0- x—0+ (00) x—0+ 1 (E)x—)0+ 2 x—0+ 2 (ij—)0+ 2 x—0+ 2
x° x X x°

Vasakpoolne piirvddrtus on vahetult arvutatav. Parempoolne piirvddrtus on mdaramatus kujul (0-ee), mis

[o0)

tuleb esmalt vastavalt punkti 4.2 markusele 4.2 teisendada madramatuseks (fj Seejarel tdituvad eeldused

L'Hospitali kasutamiseks, mida tuleb rakendada kaks korda jdrjesti. Parempoolse piirvddrtuse
arvutustulemus +eo {itleb, et kui ldheneda kohale x=0 paremalt, siis funktsiooni vdartused kasvavad
tokestamatult. Vastavalt punktile 4.8 tdhendab see, et joone parempoolsel harul on pistastimptoot x=0
(s.0 y -telg).

Kontrollime kaldastimptootide (4.18) y =kx+b olemasolu, arvutades vastavalt valemile (4.19)
1
f(x) xlex !

k=lim——-= lim —— = lim xe* =oo.
x ke x o o

Kuna piirvadrtus puudub, siis kaldastimptoote ei ole.

48



Leiame funktsiooni esimese ja teise tuletise

1 1 1
fl(x)=2x-e* +x%-e* -(—%j=e"(2x—l),
X

2
X

1 1 2 1
f"(x) =e* .(_%j.(zx_1)+ex .2=Mex.
1
Vordsustame esimese tuletise nulliga e*(2x—1)=0, millest 2x—1=0 ja saame {iihe statsionaarse
(tildisemalt Oeldes kriitilise) punkti x=0,5, milles voib olla lokaalne ekstreemum. Punkt x=0, kus
esimene tuletis katkeb, ei kuulu kriitiliste punktide hulka, sest seal katkeb ka funktsioon ise. Kiill aga tuleb
uurida esimese tuletise marki (s.o funktsiooni kasvamist ja kahanemist) katkevuspunkti x=0 timbruses,
sest pole valistatud, et funktsioon kditub molemal pool katkevuspunkti erinevalt (vt ndidet 4.12).

Kanname arvteljele statsionaarse punkti x=0,5 ja katkevuspunkti x=0 ning jaotame arvtelje nende
punktide abil kolmeks osaks, vt joonist 4.14.

f(x)<0 f(x)<0 f(x)>0
Y Y4 -
f(x) kahaneb / o f(x) kahaneb 0.5 f(x) kasvab
Katkevus Lokaalne miinimum

1
Joonis 4.14. Funktsiooni f(x)=x"e* lokaalsed ekstreemumid ning kasvamis- ja kahanemispiirkonnad

Jooniselt 4.14 on naha, et statsionaarses punktis x=0,5 on lokaalne miinimum. Arvutame selles punktis
1

funktsiooni vdartuse min f(0,5) = 0,5% % ~1,847.
+.4 -
Vérdsustame teise tuletise nulliga ja saame ruutvorrandi 2x” —2x+1=0. Kuna siit x=#, siis

1
sellel ruutvorrandil lahendid puuduvad. Siit jareldub, et joonel y=x’e* kddnupunkte ei ole. Joone
kumeruse ja nogususe kindlakstegemiseks hindame teise tuletise marki katkevusest x=0 vasakul ja
paremal, naiteks punktides x=-2 ja x=3. Saame f”"(-2)>0 ja f”(3)>0, mis tdhendab, et joon on
vastavalt tingimusele (4.18) kogu ulatuses nogus.

Joonisel 4.15 oleva funktsiooni graafiku tdpsemaks skitseerimiseks arvutame tdiendavalt funktsiooni
vadrtuse kolmes punktis:

Kui x=—2, siis f(—2)=—r ~ 2,426,

Je
. iy 1
kui x=-1, siis f(~1)=—=0,368,
e

kui x=1, siis f(e)=e=2,718.
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|
4,
2,
1,
n S —
I T T = x
2 -1 o 05 1 2

1
oonis 4.15. Joone y = x’e* graafik
8"

Naide 4.20. Uurida funktsiooni f(x)= kditumist ja joonestada graafik.

Ix* -4
Funktsioon f(x) on maératud iga x puhul, vilja arvatud kui x’ —4=0. Viimase vorrandi lahendamisel
saame katkevuspunkti x =34 . Funktsiooni maddramispiirkond on seega X ={(—<>o; %/Z), (%/Z; oo)} )

Funktsiooni y = f(x) muutumispiirkond on Y = (—co; o).

Definitsioonides 1.2, 1.3 ja 1.4 toodud eeskirjade alusel v6ib nédidata, et funktsioon f(x)= pole

x® -4

paaris, paaritu ega perioodiline.

Uurime funktsiooni kditumist katkevuspunkti x = 34 timbruses ja arvutame seal tihepoolsed piirvadrtused:

g N x°
=—c0 ja lim

3 3 |
x—>\/Z—3x3_4 x_>JZ+3x3_4

Tulemused iitlevad, et kohal x=</4 on plstasiimptoot, kusjuures joone vasakpoolne haru ldheneb miinus
lopmatusele ning parempoolne haru pluss 16pmatusele.

Kaldastimptootide (4.18) y =kx+b leidmiseks arvutame vastavalt valemitele (4.19) ja (4.20) piirvaartused

f(x) X’

. . X
= lim =lim—=...=1,
X o 33 g =33 _4 (3)

k =Ilim

2
b=lim[ f(x)—kx]= lim | —————x| = lim x
e\ g Jebine

3/ .3
Y= im0
I3 _4 (000) x| >0 1 (9]
X
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oo
Parameetri k arvutamisel on madramatusest — lahtisaamiseks kaks voimalust, kas jagada lugeja ja

[e]
nimetaja x-ga voi kasutada L'Hospitali reeglit (teoreemi 4.2). Parameetri b arvutamine on tehniliselt
keeruline. Esialgne mé&dramatus oo—oo tuleb koigepealt teisendada madramatuseks oo-0 ja siis

madramatuseks o Need teisendused on eelnevas tehtud, misjérel saab kasutada L'Hospitali reeglit.

Niisiis saame vastavalt valemile (4.18) iihe kaldastimptoodi y = x.

Funktsiooni esimese ja teise tuletise leidmisel kasutatakse jagatise tuletise valemit (3.8):

2

1
2x-(x° —4)3 —x? %(x3 —4) 3.3x7

, 2x-(x° —4)—x* x* —8x
fx)= 2 - 2 2= a
(x* —4)3 (=43 (=4 (X' -4)3

4 1
= 4 —
3 _ . 3 _ 3 (4 T 3 _ 3. 2
f”(x):(4x 8)-(x"—4)° —(x" -8x) 3 (x"—4)° -3x :(4x3—8)-(x3—4)—(x4—8x)~4x2 _
8 7
(X —4)3 (x° —4)3
C4x°—16x" —8x° +32—4x"+32x°  8x’ +32

7 7
(x' =4y (x'—4)°

Vordsustades esimese tuletise nulliga, saab vorrandi x*—8x=0 ehk x(x’—8)=0, mille lahendamine
annab kaks statsionaarset punkti x=0 ja x=2. Kanname need punktid arvteljele ja samuti punkti

xzi/zzl,587, kus katkevad nii esimene tuletis kui ka funktsioon ise. Funktsiooni monotoonsuse

piirkondade kindlakstegemiseks hindame arvtelje igas osas esimese tuletise marki. Analiilisi tulemused on
vormistatud joonisel 4.16.

f(x)>0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)>0
Y Y Y -
Kasvab / 0 Kahaneb \3/1\ Kahaneb 2\ Kasvab *
Lokaalne maksimum Katkevus Lokaalne miinimum

2

Joonis 4.16. Funktsiooni f(x)= ; al lokaalsed ekstreemumid ning kasvamis- ja kahanemispiirkonnad

x -4

Teise tuletise nulliga vérdsustamisel saab vorrandi 8x* +32=0, millest leiame punkti x=-34 =-1,587,

kus voib olla kaanupunkt. Funktsiooni kumerus- ja nogususpiitkondade ja kdanupunktide uuring on
joonisel 4.17.

(x>0 f(0)<0 f7(x)>0
Y Y -
Nogus / 34 Kumer %/Z\ Nogus X
Kaanupunkt Katkevus

2

Joonis 4.17. Joone y=x— kumerus- ja nogususpiirkonnad ning kddnupunktid
%/3— Jja nogususp 4 P
x =4
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2

graafik. Uhtlasi on

Uurimise tulemuste pohjal on konstrueeritud joonisel 4.18 olev funktsiooni y = ; )36
x —4

joonisel 4.18 kujutatud kaldastimptoot y = x ja plistasiimptoot x = Ja.
y
N

| Astimptoot

=7

Astimptoot y=x

graafik ning kaldasiimptoot 'y = x ja piistasiimptoot x = Y4

Joonis 4.18. Joone y = S
X -

4.10. TAYLORI VALEM

Punktis 3.9 on kasitletud diferentsiaali kasutamist ligikaudsetes arvutustes. Seal on analiiiisitud, et kui

argumendi muut Ax on suhteliselt véike, siis voib funktsiooni muudu Ay ja funktsiooni diferentsiaali dy

lugeda ligikaudu vordseteks: Ay = dy (seos (3.22)). Seosest (3.22) jareldus ligikaudne vordus (3.24):
Fx+Ax) = f(x)+ f(0)Ax.

Votame selles ligikaudses vorduses x =a ja saame

fla+Ax)= f(a)+ f'(a)- Ax. @.21)
— -
X X—a

Miérgime a+ Ax = x ja avaldame siit Ax =x—a . Seejdrel voime (4.21) kirjutada kujul

f=f@+f(a) (x—a). (4.22)
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Seoses (4.22) on ligikaudsuse margist paremal pool kaks liidetavat, millest teine liidetav, s.o f “(a)-(x—a)

sisaldab esimest tuletist. Kasutades korgemat jarku tuletisi, on vdimalik seost (4.22) tdpsustada ja tildistada.
Selle iildistuse teoreetiline pohjendamine eeldab aga lopmatult kahanevate suuruste detailsemat kasitelu,
kui seda on tehtud kdesoleva oppevahendi punktides 2.2 ja 2.4. Seetottu vaidame siinkohal ilma toestamata,

et seose (4.22) jargmine parandusliige avaldub kujul % f"(a)-(x—a)” ja tapsustatud ligikaudne vérdus on

F) = f@)+ f (@) (x—a)+%f”(a) (x—a). (4.23)

Edasine parandusliige sisaldab kolmandat jarku tuletist ja avaldise x—a kolmandat astet. Uldistusena
saadakse Taylori valem, mille 16ppu lisame jadklilkme R,, mis voimaldab eelnevates seostes esinenud
ligikaudsuse margi asendada vordusmargiga:

f=f@+f' @) (x— )+, f(a) (x—a)’ o f (@) (x—a)’ +. A f“”(a) (x—a)"+R,. (424

Parandusliikmed alates jarjenumbrist n+1 sisalduvad jaaklitkmes R, , kusjuures selle jadkliikme panust on
voimalik ligikaudselt hinnata (vt allpool valemeid (4.29) ja (4.30)).

Stimbol n! mirgib faktoriaali, mis arvutatakse kujul n!=1-2-3-...-n (nditeks 4!=1-2-3-4 =24, kusjuures
eraldi defineeritakse 0!=1).

Valemis (4.24) moodustavad jddklilkmele R, eelnevad liikmed Taylori poliinoomi, mille tdhistame kujul
P (x). Siis on (4.24) lithidalt

fx)=P (x)+R,. (4.25)

Summa stimboli abil voib kirjutada Taylori valemi (4.24) kompaktsemal kujul

f=Y k,f“”(a) (x=a)" +R,. (4.26)

k=0

Kui Taylori valemis (4.24) votta a =0, siis saadakse selle valemi praktikas sageli kasutatav erijuht, mis
kannab Maclaurin’i valemi nime:

f(xX)=fO)+ f'(0)- x+— f 0)-x* + f”’(O) X+, + f<">(0) x"+R, (4.27)

ehk summa stiimboli abil lithemalt

=3 %f"‘)(o)-xk iR, (1.28)

k=0

Pohjalikum analiilis néditab, et Taylori valemi (4.24) (voi (4.26)) jadkliiget R, on voimalik ligikaudselt

hinnata
kas Lagrange’i kujul R, = " 1)‘ ——fE) (x—a)", kus a<E<x (4.29)
+
voi Cauchy kujul R, = i'f(””) &) (x=8"-(x—a), kus a<&<x. (4.30)
n!
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Naide 4.21. Leida funktsioon f(x)=e" Taylori poltinoom vastavalt Maclaurin’i valemile (4.27).

Leiame funktsiooni f(x)=e" tuletised ja arvutame tuletiste vaartused punktis x=0:

fo=e' =1
fo=e fo=1
fr=e' f1o=1
fPx)=e" f7o=1

Arvestades eelnevat, saame vastavalt Maclaurin’i valemile (4.27)

2 3 n
eX=1+x+x—+x—+...+x—+Rn. (4.31)
2! 3l n!
Jaakliige avaldub valemi (4.29) kohaselt
xn+1
= ¢, kus 0<&<x. (4.32)
(n+1)!

¢

Kui néiteks votta n=8 ja x=1,siison 0<&<1. Seega e° <e=2,718<3 ja vastavalt valemile (4.32) saame

hinnata jaakliikme suurust: Ry < % <0,000009 . Valemiga (4.31) arvutame e ligikaudse arvulise vdartuse

ezl+1+%+%+...+éz2,718279i0,000009. (4.33)

x—>too

Arv e oli teatavasti defineeritud piirvddrtuse lim (l+lj =e kujul, vt punkti 2.5 valemit (2.8).
x

Valemiga (4.31) oleme siin andnud meetodi irratsionaalarvu e arvutamiseks kuitahes suure tdpsusega.
Seosesse (4.33) on holpus lisada tdiendavaid liidetavaid ja niimoodi tosta tulemuse tépsust. Kasutatud
arvutuseeskiri on lihtsalt programmeeritav, mistottu kdesolevas punktis 4.10 toodud Taylori valemi
rakendusi kasutatakse vidga laialdaselt arvutusmatemaatikas ja kaasaegsetes infotehnoloogiavahendites
realiseeritud arvutusalgoritmides.

Naide 4.22. Leida funktsioon f(x)=sinx Taylori poliinoom vastavalt Maclaurin’i valemile (4.27).

Leiame funktsiooni f(x)=sinx tuletised ja arvutame tuletiste vaartused punktis x=0:

f(x)=sinx f(0)=0
f'(x)=cosx=sin(x+7/2) f(0)=1
f7(x)=—sinx=sin(x+2-7/2) F7(0)=0
f7(x)=—cosx=sin(x+3-7/2) 77(0)=-1
FP(x)=sinx=sin(x+4-7/2) FP0)=0
" (x)=sin(x+n-7/2) F™(0)=sin(n-7/2)
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Arvestades eelnevat, saame funktsiooni f(x)=sinx Taylori poltinoomis vastavalt Maclaurin’i valemile
(4.27) vahelduvate markidega summa, mis sisaldab vaid argumendi x paarituid astmeid:

3 5 7
X X

sinx=x—-—+—-—+...+R . (4.34)
31 51 7!

Mirkides n=2p, saab jadklitkme (4.29) esitada kujul

(_l)p x2p+1

. T
= 04! Sm{§+(2p+l)-ﬂ. (4.35)

Arvutame sin20°, vottes summas (4.34) vaid kaks esimest liidetavat:

3
sin20° =sin X =X~ L [T} _ 0 3420,
9 9 31\9
Jaaklitkme absoluutvaartus on vastavalt valemile (4.35)
1(zY . V4 1(zY
|R,|=—| = | sin| £+5-= |<—| = | =0,000044 < 0,00005.
519 2) 519

Seega sin20° =0,3420£0,00005. Nagu tulemusest ndha, voimaldas valemis (4.34) vaid kahe esimese
liidetavaga piirdumine saada vastuses neli diget kohta peale koma.

Mairkus 4.5. Funktsiooni f(x)=cosx Taylori polilnoom vastavalt Maclaurin’i valemile (4.27) annab
tulemuseks vahelduvate markidega summa, mis sisaldab vaid argumendi x paarisastmeid:

Mirkus 4.6. Funktsiooni f(x)=(1+x)* Taylori poliinoom vastavalt Maclaurin’i valemile (4.27)

avaldub kujul

a(a‘—l) LI a(a—l)...f(x—nﬂ) o
! n!

+R

ne

A+x)%* =1+ax+

Mairkus 4.7. Funktsiooni f(x)=In(1+x) Taylori poliinoom vastavalt Maclaurin’i valemile (4.27)
avaldub kujul

2 x3 n

X -1 X
Inl+x)=x——+——...+ (-1 -—+R .
(I+x) >3 (-1
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5. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONI DIFERENTSIAALARVUTUS

5.1. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONI MOISTE JA MAARAMISPIIRKOND

Definitsioon 5.1. n reaalarvust koosnevat siisteemi (x;,X,,...,x,)=P nimetatakse n-mdotmeliseks

punktiks P ja arve x,,x,,...,x, punkti P koordinaatideks.

Definitsioon 5.2. Koigi voimalike 7n-mootmeliste punktide hulka nimetatakse 7 -mootmeliseks
eukleidiliseks ruumiks R", kui selles ruumis iga kahe punkti A=(q,,a,,...,a,) ja B=(b,.b,,....b,)
vaheline kaugus on defineeritud valemiga

d(A,B)=[AB| = J(a, b)) +(ay —b,)* +...+(a, —b,)’. (5.1)

Definitsioon 5.3. Kui hulga D c R" igale punktile P =(x,,x,,...,x,) on seatud tiheselt vastavusse arv z,

siis deldakse, et z on muutujate x;,x,,...,x, funktsioon:

2= f(X,%),...,X,). (5.2)

Markus 5.1. Stimbol < tdhendab ,sisaldub”. Definitsiooni 5.3 algus on niisiis: kui hulga D, mis sisaldub
hulgas R" igale punktile ... jne.

Hulka D nimetatakse funktsiooni f madramispiirkonnaks.

Juhis 5.1. Kui funktsiooni f médramispiirkond D ei ole ette antud, siis loetakse sinna kuuluvateks k&ik
need punktid P, mille korral vastavus z= f(x,x,,...,x,) omab motet, s.t mille puhul avaldisel

f(x,x,,...,x,) onkindel reaalarvuline vaartus.

Kahe muutuja funktsiooni madramispiirkond on teatud punktide hulk tasandil, kolme muutuja funktsiooni
maddramispiirkond on teatud ruumipunktide hulk. Nelja ja enama muutuja funktsiooni madramispiirkonnal
ei ole geomeetrilist tolgendust.

Kéesolevas peatiikis vaadeldakse pohiliselt kahe muutuja funktsioone z= f(x,y), vdhem kolme muutuja
funktsioone w= f(x,y,z). Kui argumente on paar-kolm, siis tdhistatakse need jargnevas ilma indeksita
tihtedega. Uleminek iihe muutuja funktsiooni teoorialt kahe muutuja funktsiooni teooriale on seotud

pohimotteliste probleemidega, kuid edasine tildistus kolme, nelja jne muutuja funktsioonidele on suuresti
tehniline kiisimus.

Naide 5.1. Leida kahe muutuja funktsiooni z = x + \/; maaramispiirkond.

Argument x vOib omandada suvalisi vadrtusi, kuid ruutjuure all olev argument y peab olema
mittenegatiivne:

—oo < X < oo,
{ (5.3)
y=0.
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Vorratusstisteemi (5.3) kujul esitatud funktsiooni z= x+\/§ maddramispiirkond on geomeetriliselt x -telje
kohale jaav pooltasand, x-telg ise kaasa arvatud. Joonisel 5.1 on vastav piirkond viirutatud.

Vs

x
Joonis 5.1. Funktsiooni z = x+ \/; mddramispiirkond
. . . . da—y?
Ndide 5.2. Leida kahe muutuja funktsiooni z = W madramispiirkond.
n(l—-x" -y

Lahtume juhisest 5.1. Uheaegselt tuleb tdita kolm tingimust

4x—y* >0,
l—xz—y2 >0,
In(1—x* = y*) #0,

millest esimeses noutakse ruutjuure aluse avaldise mittenegatiivsust, teises logaritmi argumendi positiivsust

ning kolmandas nimetaja erinevust nullist. Teise vérratuse voib esitada kujul x* +y*> <1. Selle vérratuse
piirfjuhus x*> +y*> =1 on ringjoone vérrand. Vérratus ise aga x> +y” <1 esitab geomeetriliselt ringjoonega
x* +y* =1 piiratud kujundi sisepiirkonda, kusjuures ringjoone enda punktid on sellest piirkonnast valja
arvatud (viimast asjaolu stimboliseerib joonisel 5.2 katkendjoonega ringjoon). Esimese vorratuse piirjuhus
y* =4x on parabool. Vérratus 4x—y> >0 esitab piirkonda, mis jiab joonest y* =4x paremale (seda voib
kontrollida naiteks sellega, et punkti (I; 0) koordinaadid rahuldavad vorratust 4x— y2 >0, aga punkti
(—1;0) koordinaadid mitte). Parabool y*>=4x on joonisel 5.2 pideva joonega, sest tema punktid
rahuldavad vérratust 4x—y*> >0 . Kolmanda tingimusega ekvivalentne tingimus on 1—x* —y* # 0, millest

jareldub, et x#0 ja y#0. See tdhendab, et koordinaatide alguspunkt jddb funktsiooni
madramispiirkonnast vélja.

1,5 J
4"—--1--
S 05 -
V—;—Y—g;
. X
-5 -1 -05
N 05 -
xz + y2 =1" -
ey .
-1,5 -
. o Vax—y? o
Joonis 5.2. Funktsiooni z = Y mddaramispiirkond

In(1—x* = y?)
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Jax—y?
In(1—x* = y?)
kuuluvad maddramispiirkonda (vélja arvatud koordinaatide alguspunkt), ringjoone punktid aga jddvad
maaramispiirkonnast vélja.

Funktsiooni z= madramispiirkond on joonisel 5.2 viirutatud, kusjuures parabooli punktid

Ndide 5.3. Leida kahe muutuja funktsiooni z =arcsin(x+ y) madramispiirkond.

Arkussiinuse agument peab olema 16igus [—1; 1] (vt punkti 1.5): =1<x+ y <1 ehk

+y<1 <I-
Y ek {07
x+y=>-1 y=2-1-x

Kahe viimase vorratuse piirjuhud on sirged y=1-x ja y=-1-x, mis on kujutatud joonisel 5.3.
Funktsiooni madramispiirkond jddb nende kahe sirge vahele, sirged ise kaasa arvatud ja on joonisel 5.3

viirutatud.

IR}

Joonis 5.3. Funktsiooni z = arcsin(x+ y) madramispiirkond

Ndide 5.4. Leida kolme muutuja funktsiooni w=Inx+1In y +In z madramispiirkond.
Kuna logaritmid on vaid positiivsetel arvudel, siis tuleb {iheaegselt tdita kolm tingimust:

x>0,
y>0,
z>0.

Geomeetriliselt on funktsiooni w=Inx+Iny+Inz madramispiirkonnaks kolmemootmelise ruumi osa,
milleks on esimene oktant, rajad vélja arvatud.
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5.2. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Definitsioon 5.4. Punkti M(x,,y,) iimbruseks nimetatakse punktide hulka, mille iga punkti

koordinaadid rahuldavad vorratust \/ (x=x,)° +(y—,)> <&, st need punktid asetsevad seespool

ringjoont, mille raadius on & ja keskpunkt on M (x,, y,) -
Uhe muutuja funktsiooni punkti {imbruse maiste on toodud punkti 4.6 definitsioonis 4.2.

Definitsioon 5.5. Arvu b nimetatakse funktsiooni f(x,y) piirvaartuseks kohal M, kui vastavalt igale
kuitahes véikesele positiivsele arvule & leidub niisugune positiivne arv o, et kehtib vorratus
|f(M)—b|<€,niipeakui |x—a|<5, M#M,.

Liihidalt kirjutatakse Mh% f(M)=b ehk lim f(x,y)=b.

Y=o
Definitsiooni 5.5 sonastus on ldhedane punktis 2.1 esitatud ithe muutuja funktsiooni piirvddrtuse
definitsioonile 2.1. Samuti on sarnane piirvddrtuse arvutamise tehnika. Illustratsiooniks on alljargnev
ndide 5.5, kus mddramatusest ° lahtisaamiseks teisendatakse nimetajas olev ruutjuur lugejasse

(vt vordluseks punkti 2.3 nditeid 2.6 ja 2.7).

Niide 5.5. Leida piirvaértus lim ——=

=0 fl4xy -1

Sty +1 NEE
fim——Y gy W) oG D L g =2,

=0 [1+ xy —1(§]§33(\/1+xy DGy D) 8 Lexy=1 o0

Definitsioon 5.6. Funktsiooni f(x,y) nimetatakse punktis M(x,,y,) pidevaks, kui

lim f(x,y)=f(xg, ) - (5.4)

X=X
Y—=Yo

Definitsioon 5.7. Funktsiooni, mis on pidev mingi piirkonna igas punktis, nimetatakse pidevaks selles
piirkonnas.

Vordluseks vt punktist 2.6 ithe muutuja funktsiooni pidevuse definitsioone 2.9 ja 2.10 ning samuti katkevuse
tingimusi punktist 2.7.

Funktsioon f(x,y) on katkev punktis N,(x,,y,), kui selles punktis on tdidetud vahemalt {iks kolmest
jargnevast tingimusest:

1) f(x,y) pole mddratud punktis N,(x,,¥,);
2) funktsioonil f(x,y) eiole loplikku piirvddrtust punktis N, (x,,¥,);

3) tingimus (5.4) ei ole punktis N,(x,,y,) tdidetud, s.t lim f(x,y)# f(x,,¥,) -

Y=o
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Naide 5.6. Leida funktsiooni z = cosi katkevused.
Xy

#0,
Téita tuleb tingimus xy # 0, millest jareldub, et {x 40 See tdhendab, et katkevused on koordinaattelgedel.
y#0.

5.3. OSATULETISED

Kahe muutuja funktsiooni z = f(x,y) osamuuduks x jdrgi nimetatakse avaldist

Az=f(x+Axy) - f(x,y), (5.5)
osamuuduks y jdrgi avaldist
Ayz=f(xy+Ay) - f(xy) (5.6)
ning tdismuuduks avaldist
Az=f(x+Ax,y+Ay)— f(x,y). (5.7)

Uldiselt osamuutude summa ei vordu tdismuuduga:

Az#A z+A z

Definitsioon 5.8. Funktsiooni z= f(x,y) osatuletiseks x jargi nimetatakse piirvaartust

= fl(x,y) E% (5.8)
x

A—0 Ax  Ax—0 Ax

ja osatuletiseks y jargi nimetatakse piirvadrtust

A, -

(5.9
Ay—0 Ay Ay—0 Ay

7 ’ a
z, = f,(x,y) Ea—;.

Definitsioonis 5.8 on toodud ka osatuletiste markimiseks kasutatavad tahistused.

Juhis 5.2. Kuna osamuut x jdrgi A z (5.5) arvutatakse muutumatu y puhul ja osamuut y jdrgi

A,z (5.6) arvutatakse muutumatu x puhul, siis:

.. .0 ,
e osatuletis x jdrgi a—z arvutatakse eeldusel, et y on konstant ja
X

.. . O
e osatuletis y jdrgi a—z arvutatakse eeldusel, et x on konstant.
y

Juhise 5.2 arvestamine taandab osatuletiste leidmise {ihe muutuja funktsiooni tuletise leidmise tehnikale,
vt punkti 3.3 nditeid 3.2 ja 3.3 ning punkti 3.5 nditeid 3.5 - 3.10.
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Niide 5.7. Leida funktsiooni z = x* +2y* —3xy +2 osatuletised.
y

J =3x? +0—3y~(x)’x+l-(x),x =3x? —3y+l,
y y

X

%z(xs )'x +(2* )'X _(3xy)'x +[

< | =

’ ’

az_(x3)’ +(2y4)'y_(3xy)'y+( ] :0+8y3_3x.(y)'y+x_(§] :8)/3—3)(—%.
y y

oy )y
Niide 5.8. Leida funktsiooni z=+/x* + y* osatuletised.

Tegemist on liitfunktsiooni tuletisega. Koigepealt leitakse ruutjuure tuletis punkti 3.2 valemiga 5,
mis korrutatakse juurealuse avaldise tuletisega, esimesel juhul x jdrgi, teisel juhul y jérgi:

% _ ! 2x= al
ox 2\/x* +y’ i +y? ’
0z

oz__ 1 .3,},2_—3)’2
dy 2xr+y? 2Jx +
Naiide 5.9. Leida funktsiooni z = ye ™ osatuletised.

Leides osatuletist y jédrgi, on vaja kasutada korrutise tuletise valemit (3.6), kuid x jdrgi osatuletise leidmisel
pole korrutise tuletise valem vajalik:

9z _
o

yoe (), =y (=y) ==y,

%=(y)} et y(e) sy e ) = 4y e () = —ay e

Naide 5.10. Leida funktsiooni z = ln% + arctanﬁ osatuletised.

y

1 11y

w2y T e
Ay X y X X +y
2 1+()
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Naiide 5.11. Leida funktsiooni z=1In tanl osatuletised.
X

Nii nagu tthe muutuja liitfunktsiooni tuletise leidmiselgi (punkti 3.5 ndidetes 3.5 — 3.10), tuleb ka siin esmalt
leida ,vélise” funktsiooni, s.o naturaallogaritmi tuletis, mis korrutatakse ,seesmiseks” funktsiooniks oleva

. . s . : .0
tangensi tuletisega ning 16puks korrutatakse tulemus murru X osatuletisega. Kaks osatuletist E)_Z ja E)_Z
X X Y
erinevadki ainult selle viimasena arvutatava 2 osatuletise poolest.
x

) 1 1 1 2
% __ 1 .y.(__jz__y,

2
ox tanl coszl X x sinﬁ
X X X
%_ 1 1 l_ 2
a S 2
dy tany coszl X xsm—y
X X X
y

Naide 5.12. Leida funktsiooni z = arcsinﬁ osatuletised.
X +y

Leides osatuletist y jdrgi, peab arkussiinuse argumendi tuletise leidmisel kasutama jagatise tuletise

valemit (3.8). Osatuletise leidmine x jédrgi seda ei ndua. Selle asemel voib lugejas oleva y voib tuua tuletise
1

margi alt tuletise margi ette, siis kirjutada nimetaja murrulise astmenditajaga (x* + ¥ 2, misjdrel saab

kasutada astme tuletise valemit.

p) 1 1Y 1 1 -2
e e e o (et o
Ly L Py -y 2

P 2y

_ 24y _
x\/(x2 +y%)’ Xty

1 X +y—y?

[2, 2

Xy -y ———"2y el

9z _ ' 2\/x* +y? _ 1 . X’ +y? X

dy . y? X +y° Xyt —y? X+ y° X +y°
24y 24y

Naide 5.13. Leida kolme muutuja funktsiooni w=z* osatuletised.

Osatuletise leidmisel x ja y jargi tootab eksponentfunktsiooni tuletise valem (punkti 3.2 valem 6)

ning z jargi astmefunktsiooni tuletise valem (punkti 3.2 valem 2):

ow

, ow
—=yz"Ing, —=xz"1nz,

W _ o
ox dy oz '

xyz
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5.4. KORGEMAT JARKU OSATULETISED

Funktsiooni z= f(x,y) osatuletistel f/(x,y) ja f;(x, y) kui muutujate x ja y funktsioonidel voivad

omakorda olla osatuletised. Sel viisil saame funktsiooni f(x,y) teist jarku osatuletised.

Naide 5.14. Leida funktsiooni f(x,y)=e" -Iny+Inx-siny koik teist jarku osatuletised.

Esimest jarku osatuletised:

X

f;(x,y):ex~lny+smy, fy'(x,y):e—+lnx~cosy.
X y
Teist jarku osatuletis x ja y jargi:
, / ” X sin , ’ ” e’ _
(Flxuy), = flxy=e"Iny- ﬁy, (fﬁmyﬁy=fWUJ0=—;;—mX6my.

Leiame kaks segatuletist. Neist esimest on koigepealt diferentseeritud x jdrgi ja siis y jargi, teist aga
vastupidi, enne y jdrgija siis x jargi:

cos y

(ﬂmwﬁ=ﬁumﬁg+ L ()

” e’ cos
= floun="—+22
y x

’
X

Paneme tdhele, et saime tihesuguse tulemuse, mis ei soltunud diferentseerimise jarjekorrast. Néites 5.14
ilmnenud tulemus segatuletiste vordsusest on iildisema iseloomuga ja on tdpsemalt formuleeritud jargnevas
teoreemis 5.1.

Teoreem 5.1. Kui segatuletised fX:, (x,y) ja f;; (x,y) on pidevad mingis punktis, siis on nad selles punktis

vordsed f,; (x,y) = fy.(x,y).

Teiste sonadega, kui segatuletised on pidevad, siis nad ei soltu diferentseerimise jérjekorrast.

Toestus. Moodustame avaldise Q = f(x+Ax, y+Ay) — £ (x,y +Ay) — f(x+Ax, y) + f(x, y). (5.10)
Markides px)=f(x,y+Ay) = f(x,y) (5.11)
ja y(y)=fx+Axy)— f(x,y) (5.12)
voime (5.10) kirjutada kujul ~ Q = @(x+ Ax) — @(x) =W (y + Ay) —w (). (5.13)

Segatuletised fx'; (x,y) ja f;;(x, y), olles pidevad punktis (x,y), peavad eksisteerima punkti (x,y) mingis
timbruses. Selles {imbruses peavad siis eksisteerima ka (Ioplikud) esimest jarku osatuletised f/(x,y)

ja f)f(x, y). Seega voib (5.13) kohta kasutada Lagrange’i keskvaartusvalemit (4.1):

Q=g ()M =y ()N, (5.14)

kus x<& <x+Ax ja y<m <y+Ay.
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Kasutades seoseid (5.11) ja (5.12) saab valemis (5.14) minna tagasi esialgsele funktsioonile f :

Q=[F1&. y+ay) = FU&G A= f](x+Ax,m) — £(xm) | Ay. (5.15)
Veelkordselt (5.15) kohta Lagrange’i keskvadrtusvalemit rakendades saame
Q= fr(&.m)AxAy = £ (&, .17)AyAx, (5.16)
kus x<&, <x+Axja y<n,<y+Ay.

Seosest (5.16) tuleneb £, (£,77,) = f,.(&,,1,), millest piirprotsessis Ax —0, Ay — 0 segatuletiste pidevuse
tottu jareldub £ (x,y)= fy.(x,y). Sellega on teoreem 5.1 tGestatud.

Markus 5.2. Funktsiooni f(x,y) teist jarku osatuletisi voib tdhistada ka kujul

” az 9 ” az 9
Fonyy = LLE) gy 29T EY)

ox’

, _ ' f(xy)
oy’ So(x3)= oxdy

Markus 5.3. Funktsiooni f(x,y) teist jarku osatuletistel kui muutujate x ja y funktsioonidel voivad
omakorda olla osatuletised, mida nimetatakse funktsiooni f(x,y) kolmandat jarku osatuletisteks.
Uldistades teoreemi 5.1, saab neli isesugust kolmandat jarku osatuletist:

_ 9 f(xy)

ox®

_ 9’ f(xy)

” a3f(-x’ Y)
=T =

. O f(x,y)
7 fxxy(x7y)_ axzay .

fx/:x(x’ )’) 7 fx;,y(xa )7)— axayz

5.5. TAISDIFERENTSIAAL

Seame eesmadrgiks esitada funktsiooni z= f(x,y) tdismuut (5.7) Az=f(x+Ax,y+Ay)— f(x,y) kahe
liidetava summana, millest esimene liidetav oleks piirprotsessis Ax =0, Ay — 0 domineeriv, teine liidetav

aga oleks selles piirprotsessis suhteliselt palju vdiksem (ehk nagu &eldakse, korgemat jarku lopmatult
kahanev suurus vorreldes esimese liidetavaga). Selleks viime funktsiooni z=f(x,y) tdismuudu

Az koigepealt kujule
Az=flx+Axy+Ay) = () =[f(x+Aq y + AY) = f Oy + M|+ [ f oy +Ay) = fF(x, )] (5.17)

Olgu funktsioonil z= f(x,y) kohal (x,y) pidevad osatuletisted. Siis saab funktsiooni tdismuudu
(5.17) avaldada Lagrange’i keskvadrtusvalemi (4.1) abil osatuletiste kaudu.

Az=f(&, y+Ay)Ax+ f) (x,7)Ay, (5.18)
kus x<&<x+Ax ja y<np<y+Ay.

Kuna osatuletised on vastavalt eeldusele pidevad, siis piirprotsessis Ax —>0, Ay >0 ilmselt £ —x ja
n — y ning seega

Az =[x )Ax+a |+ £ Ay + @, |, (5.19)

kus ¢ ja @, on lopmatult kahanevad suurused piirprotsessis Ax =0, Ay =0 (I6pmatult kahanevate
suuruste kohta vt punkte 2.2 ja 2.4).
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Miérgime a=a, +a,, mis on samuti l6pmatult kahanev (vt punkti 2.2 teoreemi 2.5) ja tdhistame
Ax =dx ning Ay =dy. Siis votab (5.19) kuju

Az = fl(x, y)dx+ f](x,y)dy + . (5.20)

Tapsem analiilis nditab, et & on piirprotsessis Ax —0, Ay — 0 korgemat jarku l6pmatult kahanev suurus

Ap =/(Ax)* +(Ay)* suhtes, vt ka punkti 2.4 definitsiooni 2.5 (lihtsustatult Geldes, kui Ax ja Ay

kahanevad, siis muutub valemi (5.20) kolmas liidetav & vorreldes kahe esimese liidetavaga tunduvalt
vdiksemaks). Vordluseks vt punkti 3.7 {ihe muutuja funktsiooni diferentsiaali moiste ja geomeetrilise
tdhenduse kohta.

Definitsioon 5.9. Funktsiooni z= f(x,y), mille tdismuutu saab esitada kujul (5.20), nimetatakse
diferentseeruvaks.

Definitsioon 5.10. Kui funktsioon z= f(x,y) on diferentseeruv kohal (x,y), siis nimetatakse avaldist
(e, y)dx + f;(x, y)dy funktsiooni f(x,y) tdisdiferentsiaaliks kohal (x,y) ja tdhistatakse dz:

dz = f(x, y)dx+ f](x,y)dy. (5.21)

Seega voib tdismuudu (5.20) lithidalt esitada kahe liidetava kujul, millest esimene on piirprotsessis Ax — 0,
Ay — 0 domineeriv, teine aga suhteliselt palju vdiksem (s.o korgemat jarku l6pmatult kahanev suurus

Ap =+J(Ax)* +(Ay)* suhtes):

Az=dz+a. (5.22)

Seosega (5.22) oleme kéesoleva punkti 5.5 alguses seatud eesmargi saavutanud.

Mairkus 5.4. Kolme muutuja funktsiooni w= f(x,y,z) tdisdiferentsiaal avaldub kujul

dw= fl(x,y,z)dx+ fy’(x,y,z)dy + fl(x,y,2)dz. (5.23)

Naide 5.15. Leida funktsiooni f(x, y)=—cos(xy) tdisdiferentsiaal.

Leiame koigepealt osatuletised

fl(x,y) = ysin(xy),
[y (x,y) = xsin(xy),
mis on pidevad iga x ja y puhul ning seejarel avaldame tdisdiferentsiaali vastavalt valemile (5.21):

dz = ysin(xy)dx + xsin(xy)dy.
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5.6. TAISDIFERENTSIAALI KASUTAMINE LIGIKAUDSETES ARVUTUSTES

Lahtume eelmise punkti 5.5 valemist (5.22) Az=dz+a, kus funktsiooni z= f(x,y) tdismuut Az oli
esitatud tdisdiferentsiaali dz ja korgemat jarku l6pmatult kahaneva suuruse & summana. Jittes siin ¢ &dra
kui korgemat jarku 1opmatult kahaneva suuruse piirprotsessis Ax =0, Ay — 0, saame ligikaudse vorduse

Az =dz, (5.24)

mis kehtib kiillalt védikeste Ax ja Ay védrtuste puhul. Seoste (5.7) ja (5.21) abil voib (5.24) kirjutada
detailsemalt kujul (kasutades ligikaudsete arvutuste kontekstis tahiseid Ax=dx ja Ay =dy):

Fx+Ax,y+Ay) = f(x,y) = f(x, A+ ] (x,)Ay,
millest avaldame f(x+ Ax,y+ Ay) ja saame
F+Ax, y+Ay) = f(x,y)+ f(x, y)Ax+ f](x, ) Ay. (5.25)

Valem (5.25) sobib ligikaudseks arvutuseks juhul kui Ax ja Ay on kiillalt vdikesed.

Naide 5.16. Arvutada ligikaudu +/4, 05% 42,93 , kasutades sobivalt valitud funktsiooni taisdiferentsiaali.

Ulesandes on ruutjuure all 4,05 ja 2,93, mis vihe erinevad arvudest 4 ja 3. Kuid V4> +3* = V25 =5 saab
peast asvutada. Ilmselt on {ilesande vastus lidhedane arvule 5. Eelnevat silmas pidades on voimalik
ligikaudseks arvutuseks kasutada seost (5.25). Valime funktsiooni f(x,y) struktuuri vastavalt noutavatele

arvutustele:
fy)=yx*+y*.
. , 1
Siis fo(x,y)=

Dy = X
2\/x2+y2 * \/x2+y2

ja Fly) =2y =
v 2«/x2+y2 \/x2+y2

Valime x=4 ja y=3. Siis Ax=4,05-4=0,05 ja Ay=2,93-3=-0,07, mis osutuvad seose (5.25)

kasutamiseks kiillalt véikesteks ja arvutame f(4;3) = 4> +3% =5,

4 4

(4;3) =——==—,
N

, 3
fi43)=——==
’ 4% + 37

W | W

Lopuks seost (5.25) kasutades arvutame ligikaudse tulemuse

\4,05% +2,93? z5+§-0,05+§~(—0,07)=5+0,04—0,042=4,998,

mis on ldhedane tiapsemale tulemusele +/4,05° +2,93% = 4,99874.
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Niide 5.17. Arvutada ligikaudu 1In(3/1,03+4/0,98 —1), kasutades sobivalt valitud funktsiooni
taisdiferentsiaali.

Valime funktsiooni kujul  f(x,y) = ln(%/; + {‘/; —1). Votame x=1 ja y=1, sest siis ln(%/I + (‘/i -D=0
ning Ax=1,03-1=0,03 ja Ay=0,98-1=-0,02 tulevad seose (5.25) kasutamiseks piisavalt vdikesed.

Leiame osatuletised

1 1 -3 =

7 . 7 1 .
fx(x,y)=m-§x3 ja ﬂ(&y)=m-z 4 ning arvutame

1_,

1 1
e L SRR v et

Bw

Fan=mR1+¥1-1=0, fA:H=

-Jkl»—*
—
N

Ligikaudse tulemuse arvutame valemiga (5.25):
In(3/1,03 +3/0,98 =1) = 0 +% -0,03 +% -(=0,02) = 0,01-0,005=0,005.

Tapsem tulemus on In(3/1,03 +3/0,98 —1) = 0,00485.

Naide 5.18. Arvutada ligikaudu sin28° - cos61°, kasutades sobivalt valitud funktsiooni téisdiferentsiaali.

Valime funktsiooni kujul f(x,y)=sinx-cosy . Oige tulemuse saamiseks peavad x ja yolema radiaanides.

Votame x=2 ja y =£, sest siis sin—- Cos——O 5-0,5 ning Ax—&—zz—z—ﬂ.:—l ja
6 6 180 6 180 90
6lr n =«
y = 130 — 3 = 120 tulevad valemi (5.25) kasutamiseks piisavalt vdikesed. Leiame osatuletised

fl(x,y)=cosx-cosy ja

fy(x,y)=—sinx-siny

ning arvutame f(%%} =sin%-cos§=0,5~o,5 =0,25,

7| ZZ | =cosZ - cosZ = 0,8660-0,5 ja
63 6 3

f‘,’(f;fjbsmfmsfz—o,5~o,866o.
673 6 3

Ligikaudse tulemuse arvutame valemiga (5.25):

5in 28° - cos61° = 0,25+0,8660-0,5-| == |-0.5-0,8660-—— ~0,227.
90 180

Vastus on ldhedane tdpsemale tulemusele sin28° -cos61° = 0,22760 .
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5.7. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONI TAYLORI VALEM

Eelmises punktis 5.6 kasutatud tdisdiferentsiaalile baseeruv ligikaudse arvutuse valem (5.25) kasutab
f(x,y) védrtuse arvutamiseks kahte parandusliiget f/(x, y)Ax ja fy'(x, ¥)Ay , mis sisaldavad esimest jarku

osatuletisi. Valemit (5.25) on voimalik tdpsustada, lisades sinna korgemat jarku osatuletisi sisaldavaid
paranduslitkmeid. Niisuguse tldistuse tulemusena saadakse kahe muutuja funktsiooni Taylori valem.

Olgu funktsioon f(x,y) ja tema koik osatuletised kuni n+1 jdrguni kaasa arvatult pidevad punkti

0(x,,y,) imbruses. Siis saab rdadkida kahe muutuja funktsiooni f(x,y) Taylori valemist

f,y)=F,(x,y)+R,, (5.26)

kus P,(x,y) on binoomidest x—x, ja y—1y, koostatud n-astme poltinoom ja R, on jaakliige. Poliinoom
P (x,y) saadakse kahesammulise teisendusega, kui esiteks lugeda x konstantseks ja avaldada f(x,y) iihe
muutuja funktsiooni Taylori valemi (4.24) abil y-—y, astmete jdrgi. Teisenduse esimese sammu jarel
tekkivad liikmed f(x,y,), f;(x.¥)), fy,(x,¥) jne arendatakse teisel sammul jallegi Ghe muutuja
funktsiooni Taylori valemi (4.24) abil, seekord x— x, astmete jargi. Piirdudes jargnevas valemis (5.27) teist
jarku tuletistega, saadakse kahe muutuja funktsiooni f(x,y) Taulori valem kujul

f(xay)zf(xoayo)+fx/(xo,yo)'(x_xo)"'fy/(xo,yo)'(y_yo)'i'

-, s , . ) (5.27)
+5[fu<xo,yo>~<x—xo> 217 (g ¥0) - (= %0) - (y = o)+ f1y (s ¥0) - (= 30)* |+ Ry.
5.8. ILMUTAMATA FUNKTSIOONI TULETIS
Olgu muutujad x ja y seotud vorrandiga
F(x,y)=0. (5.28)

Kui leidub selline funktsioon y = f(x), mille asetamisel vorrandisse (5.28) saadakse samasus, siis 6eldakse,
et funktsioon y= f(x) on vorrandiga (5.28) méddratud ilmutamata funktsioon. Ilmutamata funktsioon
voib olla kas tithene voi mitmene.

Niide 5.19. Vorrand x* + y> —r? =0 esitab 16igus [-r,r] kahest funktsiooni y =+Jr* —x* ilmutamata
kujul. Geomeetriliselt on x°+y>—r>=0 ringjoone vérrand; y=+vJr’—x> on x-telje kohal olev
poolringjoon, y=—r>—x> on aga x -teljest allpool olev poolringjoon.

Iga ilmutamata kujul antud funktsiooni ei saa esitada ilmutatud kujul (s.o kujul y= f(x)) niimoodi, et

f(x) oleks elementaarfunktsioon (elementaarfunktsioonide kohta vt punkti 1.6). Naiteks vorrandit
xy—tan y=0 eisaa y suhtes (elementaarfunktsioonides) lahendada.

Margime, et iga ilmutatud funktsiooni y = f(x) saab esitada ilmutamata kujul y— f(x)=0.

Juhis 5.3. [lmutamata funktsiooni F(x,y)=0 tuletise y’ =y’ saab lihtsamal juhul leida nii:

1. Arvutame F(x,y) tuletise x jérgi, lugedes y-i funktsiooniks x-st (kasutades liitfunktsiooni
tuletise leidmise eeskirja) ja vordsustame selle tuletise nulliga.

2. Lahendame saadud vorrandi y” suhtes.
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Naide 5.20. Leida ilmutamata funktsiooni xy —tan y =0 tuletis kasutades juhist 5.3.

’ ’ 1 /. ~ . ’ 1 ’
1. Leiame (xy—tany) =y+xy ————-y javordsustame selle nulliga y+xy —— =0.
cos”y cos”y
2
2. Avaldame y'= Y = YOS Z )
I _ . I-xcos’y
cos’ y

[lmutamata funktsiooni (5.28) F(x,y)=0 tuletise y. leidmise iildine eeskiri on formuleeritud jirgnevas
teoreemis 5.2.

Teoreem 5.2. Kui funktsioon F(x,y) on diferentseeruv punktis P(x,y) ja selles punktis F)f(x, yv)#0,

siis selles punktis

Y {C5)) 5.29)

yx ’ °
F(x,y)

Toestus. y on argumendi x funktsioon. Vastaku argumendi x+ Ax védrtusele funktsiooni vdadrtus y+ Ay .
Vorrandi F(x,y)=0 pohjal saame siis F(x+ Ax,y+Ay)=0 ning jarelikult F(x+Ax,y+Ay)—F(x,y)=0.
Vastavalt punkti 5.5 valemile (5.20) aga avaldub funktsiooni taismuut osatuletiste ja 1opmatult kahaneva
suuruse & kaudu jargmiselt:

F(x+Ax,y+Ay)—F(x,y) = F,(x,y))Ax+ F;(x, y)Ay + & =0. (5.30)
Jagades (5.30) parempoolse vorduse Ax -ga saadakse vorrand F(x, y) + F, ;(x, y) % + % =0. (5.31)
’ o
F.(x,y)+—
Vorrandist (5.31) suhte &y avaldamisel saadakse A = _’—Ax . (5.32)
Ax Ar T Fl(xy)

Leiame seose (5.32) piirvaartuse kui Ax — 0. Vorduse vasakule poolele saame tuletise definitsiooni (3.3)
kohaselt y.. Kuna @ on piirprotsessis Ax —0 korgemat jarku 16pmatult kahanev suurus kui Ax, siis

(04
— — 0. Nii saamegi tdestamist vajanud valemi (5.29).

Naiide 5.21. Leida ilmutamata funktsiooni x+ y—e*™> =0 tuletis.

Arvutame osatuletised F/(x,y)=(x+y—e"") =1-€""
B F/(x,y) = e
Fl(x,y) 1+ 1+

Y ja Fl(x,y)=(x+y-e") =1+e" ning

valemit (5.29) kasutades saame y’ =

Kui kahe muutuja funktsioon z= f(x,y) on antud ilmutamata kujul vérrandiga
F(x,y,2)=0, (5.33)

siis saab selle kahe muutuja ilmutamata funktsiooni osatuletised leida jargnevas teoreemis 5.3 toodud
valemitega (5.34).
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Teoreem 5.3. Kui kahe muutuja ilmutamata funktsioon F(x,y,z) on diferentseeruv punktis P(x,y,z) ja

selles punktis F,(x,y,z) #0, siis selles punktis

, 0z Fl(x,y,2)
7, =—=—2,

ox F/(x,y,2)

Z/ _%__ Fy/(x’ y’ Z)
Yy Flx,y.2)

(5.34)

Niide 5.22. Leida kahe muutuja ilmutamata funktsiooni xcosy+ ycosz+zcosx—1=0 osatuletised z.
ja z; valemitega (5.34).

Arvutame koigepealt F)(x,y,z)=cosy—zsinx, Fy'(x, y,z)=—xsiny+cosz, F.(x,y,z)=—ysinz+cosz
ja seejdrel leiame vastavalt valemitele (5.34) osatuletised

,  Fl(x,y,z) zsinx—cosy

’ . b
F(x,y,z) cosx—ysinz

’ .
,  Fy(xy,2) xsiny-cosz
7, == =
y

Fl(x,y,2) cosx— ysinz

5.9. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONI LOKAALSED EKSTREEMUMID

Definitsioon 5.11. Funktsioonil f(x,y) on kohal M (x,.y,) lokaalne maksimum, kui leidub niisugune
M, tmbrus, kus f(x,y)< f(x,,y,) ja lokaalne miinimum, kui leidub niisugune M, iimbrus,
kus f(x,y)> f(xq, %) -

Punkti M (x,,y,) imbruse mdiste on toodud punkti 5.2 definitsioonis 5.4.

Definitsioon 5.12. Funktsiooni f(x,y) maddramispiirkonna neid punkte, kus molemad esimest jarku
osatuletised vorduvad nulliga f(x,y) = f;(x,y) =0 v&i kus esimest jarku osatuletised f;(x,y) ja f,(x,y)
katkevad, nimetatakse funktsiooni f(x,y) kriitilisteks punktideks.

Teoreem 5.4. (Lokaalse ekstreemumi olemasolu tarvilik tingimus). Funktsioonil f(x,y) voib olla
lokaalne ekstreemum vaid kriitilises punktis.

Toestus. Olgu kohal M(x,,y,) lokaalne ekstreemum. Kui y =y, on konstantne, siis f(x,y,) on ihe
muutuja funktsioon. Et kohal x=x, on tema lokaalne ekstreemum, siis f(x,,y,)=0 voi f.(x,,y,) katkeb
(vastavalt punkti 4.6 teoreemile 4.6). Analoogselt saab néidata, et f; (x,,y,)=0 voi f;(x,,,) katkeb.

Definitsioon 5.13. Niisuguseid punkte, kus funktsiooni f(x,y) molemad esimest jarku osatuletised

vorduvad nulliga f/(x,y)= fy'(x, y) =0, nimetatakse funktsiooni f(x,y) statsionaarseteks punktideks.
Mairkus 5.5. Kasutame jargneva teoreemi 5.5 kompaktsemaks formuleerimiseks jargnevaid tahistusi

A= fl(x. %), B=fl(x0.y0). C=fl (%), D=AC-B (5.35)
kus D on diskriminant.
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Teoreem 5.5. (Lokaalse ekstreemumi olemasolu piisavad tingimused). Kui punkt M,(x,,y,) on
funktsiooni f(x,y) statsionaarne punkt ja kui funktsiooni f(x,y) esimest, teist ja kolmandat jarku
osatuletised on pidevad punkti M (x,,y,) timbruses, siis punktis M (x,,y,) :
1) on ekstreemum, kui D >0,
a) lokaalne maksimum, kui A<0,
b) lokaalne miinimum, kui A>0;
2) puudub ekstreemum, kui D<0;
3) jaab kiisimus lahtiseks, kui D =0.

Teoreemi 5.5 toestus baseerub Taylori valemil (5.27), on tehniliselt keeruline ja kdesolevas 6ppevahendis
seda toestust ei tooda.

Niide 5.23. Leida funktsiooni f(x,y)=x>+xy+ y* —=3x—6y lokaalsed ekstreemumid.

Leiame esimest jarku osatuletised ja vordsustame need nulliga. Saame lineaarse vorrandisiisteemi, mille
lahendamiseks korrutame esimest vorrandit arvuga (=2) .

flx,y)=2x+ y-3=0 (-2)=> —4x-2y+6=0

[y, y)= x+2y-6=0 x+2y—-6=0
N
Vorrandeid liites saame -3x=0,

millest x=0. Edasi leiame esimesest vorrandist 2x+y—3=0, et y =3 ja saame iihe statsionaarse punkti
M (0;3) , milles vastavalt teoreemile 5.4 voib olla lokaalne ekstreemum.

Leiame teist jarku osatuletised, mis antud néites on konstandid (sealhulgas punktis M (0;3)). Seega saab
tulemused kohe tdhistada vastavalt méarkusele 5.5:

folx,y)=2=A,
fx’;(X,y)ZIZB,
[, y)=2=C.
Arvutame diskriminandi D=AC—-B*>=2-2—-1=3>0. Kuna D >0, siis vastavalt teoreemile 5.5 on

punktis M (0;3) lokaalne ekstreemum. Kuna A=2>0, siis on punktis M (0;3) lokaalne miinimum.
Arvutame min f(0;3)=9-6-3=-9.

Naiide 5.24. Leida funktsiooni f(x,y)= y\/; —y? —x+6y lokaalsed ekstreemumid.

Leiame esimest jarku osatuletised ja vordsustame need nulliga:

, 1
[()=y ——-1=0, = y=24/x,
fixy)=y N y

£(x,y) =vx =2y +6=0.

Avaldame esimesest vorrandist y = 2Jx ja paneme selle teise vorrandisse. Saame Jx—4Jx+6=0 ehk
\/; =2, millest x=4. Arvutame y= 2\/Z =4 ja saame iihe statsionaaarse punkti M (4;4), milles voib olla

lokaalne ekstreemum.
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Leiame teist jarku osatuletised ja arvutame nende vaartused punktis M (4;4):

. y (1) Lo 411
fxx(xay)=5'(—5j'x Z, A=fxx(4,4)__z.§__§<0’
” 1 ” 1
Lo = B=fl4d ="
faley)==2, C=fl(44)=-2.
2
Kuna diskriminant D =AC - B* :(—éj'(—z)—(ij :% >0 on nullist suurem, siis punktis M (4;4) on

ekstreemum. Et A= —é <0, siis on punktis M (4;4) lokaalne maksimum.

Arvutame max f(44)=4J4 —4> —4+6-4=12.

Niide 5.25. Leida funktsiooni f(x,y)=x"y*(6—x—y) lokaalsed ekstreemumid.

Esitame funktsiooni kujul f(x,y)= 6x°y? —4xty? —xy? ja leiame esimest jarku osatuletised:
Flxy)=18x7y? —x7y? =327y,
[ (x,y) =122y —2x'y-3x°y%
Toome tihised tegurid sulgude ette ja vordsustame osatuletised nulliga:
x*y?(18—4x-3y)=0,

X y(12-2x-3y)=0.

Uks statsionaarne punkt on ilmselt M,(0;0). Teise statsionaarse punkti saame sulgavaldisi nulliga
vordsustades, mis annab lineaarse vorrandisiisteemi:

18—4x-3y=0 hi 4x+3y=18 4x+3y= 18
e
12-2x-3y=0 2x+3y=12 (-1) => —2x-3y=-12

Korrutame teist vorrandit (—1) -ga ja liidame vorrandid. Siis saame 2x =6, millest x =3. Naiteks esimesest

1
vorrandist arvutame y = 3(18 —4-3) =2 ning saame teise statsionaarse punkti M,(3;2).

Leiame teist jarku osatuletised ja arvutame nende vaartused punktis M,(3;2):

[ (x,y) =36xy” —12x7y* —6xy°, A, = f1.(3:2)=—144 <0,
f5, (e y)=36x"y = 8x7y —9x7y7, B, = f1(3;2)=-108,
£y =120" =22 - 6x°y, C, = f1(3:2)=—162.

Kuna diskriminant D, = A,C, — 322 =(—144)-(-162) - (108)* =11664 >0 on nullist suurem, siis punktis
M,(3;2) on ekstreemum. Et A=-144<0, siis on punktis M,(3;2) lokaalne maksimum.

Arvutame max f(3;2)=3"-2%.(6-3-2)=108.

Punktis M,(0;0) tuleb diskriminant ilmselt vordne nulliga (D, =0) ja nii jatab teoreem 5.5 kiisimuse

ekstreemumi olemasolust punktis M, (0;0) lahtiseks.
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Niide 5.26. Leida funktsiooni f(x, y) = x> +3xy* —15x—12y lokaalsed ekstreemumid.

Leiame esimest jarku osatuletised ja vordsustame need nulliga:

fl(x,y)=3x>+3y*-15=0,

f(x,y) =6xy—12=0, = x=

. - . . L - . 2 .
Jagame esimese vorrandi kolmega x* +y> —5=0 ja paneme siia teisest vorrandist avaldatud x== ning

saame iz +y2-5=0 ehk y*-5y’+4=0. Asendame selles biruutvorrandis y* =k ja saame

ruutvorrandi k> =5k +4=0, mille lahendid on k =4 ja k,=1. Biruutvorrandil y*-5y*+4=0 on

jarelikult neli lahendit, millele vastavad x vdartused arvutame valemiga x=—. Niisiis saame neli
Yy

statsionaarset punkti:
»w= 2 x=1  M(€L2)
»n==2 x=-1 M (-1;=-2)
Y3 M (2:1)
vy =-1 X, ==2 M, (-2;-1)

Il
—_

By

|
(V]

Leiame teist jarku osatuletised
fo(x,y) =6x, [ (x,y) =6y, frp(x,y) =6x.
Lokaalse ekstreemumi olemasolu ja liiki tuleb kontrollida igas statsionaarses punktis eraldi.

Alustame punktist M, (1;2) ja arvutame selles punktis teist jarku osatuletiste vddrtused ja diskriminandi:
A =6>0, B =12, C, =6, D, =AC -B’=6-6-12"=-108 <0.
Kuna D, <0, siis punktis M, (1;2) ekstreemum puudub.
Punktis M,(-1;—2) on A,=-6<0, B,=-12, C,=-6, D,=A,C, - B, =(-6)-(=6)— (-12)> =108 < 0.
Kuna D, <0, siis punktis M,(=1;—2) ekstreemum puudub.
Punktis M;(2;1) on A,=12>0, B,=6, C;=12, D,=A,C,-B; =12-12-6° =108 >0.

Kuna D; >0, siis punktis M;(2;1) on ekstreemum. Kuna A; =12>0, siis punktis M,(2;1) on lokaalne
miinimum. Arvutame min £(2;1)=2*+3-2-1>=15-2-12-1=-28.

Punktis M,(-2;—1) on A, =-12<0, B,=-6, C,=-12, D, =A,C, - B; =(-12)-(=12) = (-6)* =108 > 0.

Kuna D, >0, siis punktis M,(=2;—1) on ekstreemum. Kuna A, =-12<0, siis punktis M,(-2;—1) on
lokaalne maksimum. Arvutame max f(-2;—1) =(=2)* +3-(=2) - (1)’ =15 (=2) —12-(-1) =28..
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Niide 5.27. Leida funktsiooni f(x,y)=e"" (x> —2y?) lokaalsed ekstreemumid.

Leiame esimest jarku osatuletised:

flx,y)=e" (X =2y +e" 7 2x=e"7 (x* = 2y? +2x),

[y == (7 =2y" )+ - (—4y) ==V (x7 =2y +4y).
Kuna eksponentfunktsioon kunagi nulliga ei vordu (vt punkti 2.5 ja joonist 2.1), siis saame statsionaarsed
punktid siisteemist

x2—2y2+2x=0,
—x*+2y*—4y=0.

Vorrandeid liites saame 2x—4y=0, millest avaldame x=2y ja paneme selle teise voOrrandisse:
—4y? +2y* —4y=0 ehk y*+2y=0, millest v, =0 ja y,=-2. Seosest x=2y saame x, =0 ja x, =—4
ning statsionaarseid punkte on seega kaks: M,(0;0) ja M,(-4;—-2).

Leiame teist jarku osatuletised

frny)=e" V(x> =2y" +2x)+e T Qx+2) = (x* —2y° +4x+2),
fhey) == (x* =2y* +2x)+ 7 (4y) =€ (x* —2y% +2x+4y),
fhy)=€7(x* =2y’ +4y)—e 7 (-4y+4) =7 (x* —2y" +8y - 4).

Punktis M,(0;0) on A =2>0, B, =0, C,=-4, D,;=AC,—B’=2-(-4)-0=-8<0. Kuna diskriminant
D, <0, siis punktis M,(0;0) ekstreemum puudub.

Punktis M,(—4;—2) arvutame:

A, =e?(16-8-16+2)=—6¢ <0,
B,=—¢(16-8-8-8)=8¢7",
C,=e?(16-8-16—4)=—12¢7,

D, =(=6e7)-(=12¢7)—(8e*)* = (72— 64)e™* =8¢™* > 0.

Kuna D, >0, siis punktis M,(—4;—2) on ekstreemum. Kuna A, =—6e~ <0, siis punktis M,(-4;—2) on
lokaalne maksimum. Arvutame max f(—4;—2)=e¢ (16 -8) =8¢ ~1,083.
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5.10. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONI GLOBAALSED EKSTREEMUMID

Kahe muutuja funktsiooni z= f(x,y) globaalsete ekstreemumite all mdeldakse selle funktsiooni suurimat

ja vahimat vadrtust kinnises tokestatud piirkonnas, kusjuures selle piirkonna rajajooned loetakse kuuluvaks
piirkonda. Kahe muutuja funktsiooni globaalsete ekstreemumite leidmise eeskiri meenutab {ihe muutuja
funktsiooni globaalsete ekstreemumite leidmist, vt punkti 4.4 ja juhist 4.1.

Juhis 5.4. Diferentseeruva kahe muutuja funktsiooni z= f(x,y) globaalsed ekstreemumid kinnises
tokestatud tasapinnalises piirkonnas leitakse jargmise skeemi alusel.

1. Leitakse funktsiooni f(x,y) kriitilised punktid ja arvutatakse funktsiooni vaartus vaadeldavasse
piirkonda jdavates kriitilistes punktides (siinjuures ei ole vaja teada, kas funktsioonil f(x,y) on
mingis kriitilises punktis lokaalne ekstreemum voi mitte).

2. Uuritakse funktsiooni f(x,y) kditumist vaadeldava piirkonna rajajoontel.

a) Rajajoont moodustavate pidevate joonte vorrandite abil taandatakse kahe muutuja funktsioon
f(x,y) ithe muutuja funktsioonideks.

b) Leitakse nende {ihe muutuja funktsioonide globaalsed ekstreemumid (nii nagu punktis 4.4).

3. Vorreldakse funktsiooni f(x,y) vadrtusi vaadeldavasse piirkonda jadvates kriitilistes punktides ja

piirkonna rajapunktides (s.o vorreldakse kdesoleva skeemi osade 1 ja 2b arvutustulemusi). Suurim
neist vaartustest on globaalne maksimum, vaikseim aga globaalne miinimum.

Niide 5.28. Leida funktsiooni f (x, y) = 2x* + 4x”* + y* = 2xy globaalsed ekstreemumid kinnises piirkonnas,

mis on piiratud joontega y= x> ja y=4.

Vaadeldavat piirkonda on kujutatud joonisel 5.4. Ulesande ideed vdib selgitada jargmiselt. Valime punkte
ainult antud piirkonnast vai selle rajajoontelt (mis loetakse kuuluvaks piirkonda). Asetame nende punktide

koordinaadid funktsiooni f(x,y)=2x"+4x* + y* —2xy avaldisse ja arvutame funktsiooni védrtuse valitud
punktides. Huvi pakub, kus paikneb piirkonnas niisugune punkt, milles funktsioonil on suurim vaartus
(globaalne maksimum) ja kus on piirkonnas niisugune punkt, milles funktsioonil on vahim vaartus
(globaalne miinimum). Kuna punkte on piirkonnas 16pmata palju, siis proovimise teel vastuseni ei joua, vaid
ldahtuda tuleb eespool juhises 5.4 toodud algoritmist.

Globaalne max Globaalne max

M, 01~ Globaalne min
Joonis 5.4. Parabooliga y = x” ja sirgega y =4 piiratud piirkond
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Leiame funktsiooni f(x,y)=2x" +4x* + y* —2xy esimest jarku osatuletised

fl(x,y)=6x"+8x—2y,
fiGey)=2y-2x.

ja vordsustame need nulliga

2 9y — 2 —y=
{6x +8x—-2y=0 ehk {3)6 +4x—-y=0 = y=x = 3’ +4x—x=0 = x(x+1)=0

2y—-2x=0 y—x=0

Eelneval vorrandististeemil on kaks lahendit

x=0,y,=0,

x=-1 y,=-1,

millest saame kaks statsionaarset (iildisemalt Oeldes kriitilist) punkti M,(0;0) ja M,(=1-1).
Nagu jooniselt 5.4 ndha, jadb punkt M,(—1;—1) vaadeldavast piirkonnast vilja ning seega edasist huvi ei
paku. Punkt M,(0;0) on piirkonna rajajoonel (mis loetakse piirkonda kuuluvaks), mistottu arvutame selles
punktis funktsiooni vaartuse

fM,)=f(0,0)=0. (5.36)

Edasi uurime funktsiooni f(x,y)=2x’+4x>+y>—2xy kiitumist rajajoonel y=4. Paneme rajajoone
vorrandist y vadrtuse (s.o arvu 4) funktsiooni f(x,y) avaldisse ning saame {ihe muutuja funktsiooni

@o(x)=2x" +4x> —8x+16.
Leiame selle {ihe muutuja funktsiooni globaalsed ekstreemumid 16igus [-2;2] (joonisel 5.4 on see 16ik
punktide M,(-2;4) ja M ,(2;4) vahel). Funktsiooni ¢(x) esimene tuletis on ¢'(x)=6x2+8x—8, mida

nulliga vordsustades ja kahega jagades saame ruutvorrandi 3x” +4x—4=0, mille lahendid x, =§ ja

x, ==2 on funktsiooni @(x) statsionaarsed punktid. Arvutame funktsiooni ¢(x) vddrtused nendes
punktides (millest iiks osutub 16igu [-2;2] vasakpoolseks otspunktiks) ning samuti 16igu [-2;2]
parempoolses otspunktis kohal x;=2. Sisuliselt on need kahe muutuja funktsiooni f(x,y) vadrtused

punktides M,(-2;4), M ,(2;4) ja M, (%;4} (vt joonist 5.4, kus on need punktid nédidatud):

f(M3) = f(=2;4)=(-2) =32,

fM,)=f(2:4)=9(2)=32, (5.37)
2 2 1

f<M5>—f(§,4j-¢(§j_13§.

Uurime funktsiooni  f(x,y) =2x’ +4x* + y* —2xy kiitumist rajajoonel y=x". Paneme rajajoone

vorrandist y avaldise (s.0 x*) funktsiooni f(x,y) avaldisse ning saame iihe muutuja funktsiooni

v(x)= 200 +4x7 +x* =220 =xt +4x°.
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Leiame selle ithe muutuja funktsiooni y(x) globaalsed ekstreemumid 16igus [-2;2]. Arvutame tuletise
v (x)= 45 +8x ja vordsustame selle tuletise nulliga 4x* +8x=0 ehk x(x*+2)=0. Viimasel vorrandil on
vaid iiks lahend x, =0, sest x*+2#0. Arvutada tuleks funktsiooni w(x) viartused kohtadel x, =0,
x, =-2 ja x;=2 ehk teiste sonadega funktsiooni f(x,y) vadrtused punktides M,(0;0), M,(-2;4) ja
M ,(2;4). Aga need arvutused on eespool juba tehtud, vt (5.36) ja (5.37). Nii et funktsiooni f(x,y)

uurimine rajajoonel y =x" eilisanud eelnevale midagi uut.

Kokkuvotteks peame vordlema arvutustulemusi (5.36) ja (5.37). Viikseim neist arvudest
fM,)=f(0;0)=0 on funktsiooni f(x,y)= 2x° +4x* + y* —2xy vihim vidrtus (globaalne miinimum)
antud  piirkonnas.  Suurim  vddrtus  (globaalne maksimum) saavutatakse kahes  punktis
JFM3y)=f(=24)=32 ja f(M,)=f(24)=32.

Niide 5.29. Leida funktsiooni f(x,y)=x"+2xy—y> —4x globaalsed ekstreemumid kinnises piirkonnas,
mis on piiratud joontega y=x+1, y=0 ja x=3.

Koéik antud jooned y=x+1, y=0 ja x=3 on sirged ning piirkonnaks osutub kolmnurk, mida on
kujutatud joonisel 5.5.

Globaalne min

Joonis 5.5. Sirgetega y=x+1, y=0 ja x=3 piiratud piirkond

Leiame funktsiooni f(x,y)= x> +2xy— y*> —4x esimest jarku osatuletised ja vordsustame need nulliga

flx,y)=2x+2y—-4=0,
() =2x-2y=0, = y=x.

Avaldame teisest vorrandist y =x, paneme selle esimesse vorrandisse ja saame 4x—4=0, millest x, =1.

Vastav y, =1 ja saame {iihe statsionaarse (kriitilise) punkti M,(1;1), mis jddb vaadeldavasse piirkonda.
Seetottu arvutame punktis M, (1;1) funktsiooni vaartuse

fM)=f1L;1)=-2. (5.38)
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Uurime funktsiooni kditumist rajajoonel y=x+1. Avaldisega x+1 taandame kahe muutuja funktsiooni

f(x,y)=x"+2xy—y* —4x ithe muutuja funktsiooniks:
q2(x)=f(x,x+l)=x2 +2x(x+l)—(x+l)2 —dx=xt 4232 +2x— x> =2x—1-4x=2x" —4x—1.

Leiame funktsiooni ¢(x) globaalsed ekstreemumid 16igus [—1;3]. Selleks arvutame koigepealt funktsiooni
@(x) tuletise ja vordsustame selle nulliga:

P (x)=4x-4=0 = x,=1.

Eelneva vorrandi lahend x, =1 on funktsiooni ¢(x) statsionaarne punkt. Arvutame funktsiooni @(x)
vddrtused statsionaarses punktis x, =1 ning samuti 16igu [-1;3] otspunktides kohtadel x; =-1 ja x, =3
(joonisel 5.5 on need punktid M, (1;2), M,(-1;0) ja M,(3;4)):

fMy)=f1;2)= () =-3,
fMy)=f(=10)=p(-1)=5, (5.39)
fM)=f3:4)=93)=5.

Uurime funktsiooni kditumist rajajoonel y =0 16igus [-1;3]. Kahe muutuja funktsioon f(x,y) taandub
sellel joonel ithe muutuja funktsiooniks w(x) = x* —4x . Leiame funktsiooni w(x) tuletise ja vordsustame
selle nulliga: ¥'(x)=2x—4=0 = x, =2. Saame {ihe statsionaarse punkti x; =2. Arvutame funktsiooni
w(x) vadrtuse selles statsionaarses punktis x; =2 ja 1d6igu [-1;3] parempoolses otspunktis (joonisel 5.5
punktides M (2;0) ja M,(3;0); 1oigu [-1;3] vasakpoolses otspunktis M,(—1;0) on eespool arvutus
juba tehtud):

FMs)=f(2:00=p(2)=-4,

f(Mg)=f(3,0)=y(3)=-3. (5.40)

Uurime funktsiooni kditumist rajajoonel x =3. Kahe muutuja funktsioon f(x,y) taandub sellel joonel ithe

muutuja funktsiooniks @(y)=9+6y— y?—12=6y—y*-3. Leida tulevad funktsiooni @(y) globaalsed
ekstreemumid 16igus [0;4]. Leiame funktsiooni @(y) tuletise ja voOrdsustame selle nulliga:
@' (y)=6-2y=0 = y, =3. Arvutame @(y) véirtuse statsionaarses punktis y, =3 (joonisel 5.5 punktis
M (3;3); 16igu [0;4] otspunktides M (3;0) ja M,(3;4) on arvutused varem juba tehtud):

fM;)=f(3;3)=w(3)=6. (5.41)

Kokkuvotteks vordleme arvutustulemusi (5.38) kuni (5.41). Viikseim neist arvudest f(Ms)= f(2;0)=—4

on funktsiooni f(x,y)=x>+2xy—y*—4x vihim véirtus (globaalne miinimum) antud piirkonnas.
Suurim véartus (globaalne maksimum) on punktis f(M,)= f(3;3)=6.
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5.11. LISATINGIMUSEGA EKSTREEMUMULESANNE

Sageli pole ekstreemumiilesandes argumendid soltumatud, vaid on {iksteisega seotud mingisuguste
lisatingimuste kaudu (nditeks nad peavad rahuldama antud vorrandeid). Vaatleme kahe muutuja
funktsiooni z= f(x,y) ekstreemumi leidmist juhul, kui muutujad x ja y on seotud iihe lisavorrandiga

o(x,y)=0. Kui vorrand ¢(x,y)=0 lahendada néiteks y suhtes ja saadud tulemus, mis on x funktsioon,
asetada f(x,y) avaldisse, siis taandub iilesanne ithe muutuja x funktsiooni ekstreemumdtilesandeks.

Lisatingimusega ekstreemumiilesannet saab aga lahendada ilma ithe muutuja funktsioonile {ile minemata
(ilma vorrandit ¢@(x,y)=0 kas x voi y suhtes lahendamata ja seda lahendustulemust f(x,y) avaldisse
panemata).

Moodustame funktsioonidest f(x,y) ja @(x,y) uue funktsiooni, nn Lagrange’i funktsiooni, kujul

F(x,y,A)= f(x,y)+ Ap(x,y), (5.42)

kus A on abimuutuja. Kuna x ja y on omavahel seotud lisatingimusega ¢(x,y)=0, siis vOib avaldises
f(x,y) vaadelda y kui tihe muutuja x funktsiooni. Teatavasti aga {ihe muutuja funktsioonil voib lokaalne
ekstreemum olla kohal, kus selle funktsiooni tuletis vordub nulliga (definitsioon 4.3 ja teoreem 4.6):

Gy _ (5.43)
dx

Vastavalt funktsiooni z = f(x,y) tdisdiferentsiaali avaldisele (5.21) voime kirjutada

dz=df (x,y)= 3—{Cdx + 3—§dy. (5.44)

Jagame (5.44) dx-ga ja vordsustame (5.43) kohaselt nulliga:

df (x,y) _df  df dy
Rl A A | 5.45
dx ox " dy dx (549)

Lisatingimuse ¢(x,y)=0 kohta voime kirjutada analoogselt

dp(x.y) _0¢ dpdy _, (5.46)
dx dx 9y dx '

Moodustame vorranditest (5.45) ja (5.46) uue vorrandi (5.47), mis kehtib koikides ekstreemumpunktides ja
kus A on esialgu madramata kordaja:

Oox dy dx ox dy dx
ehk G KLU T (5.48)
ox ox \dy dy )dx

Esialgu médaramata olnud kordaja 4 valime niisuguse, et (5.48) sulgavaldis tuleks vordne nulliga.
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Niisiis leiame, et lokaalse ekstreemumi kohtades peab olema rahuldatud kolm vorrandit:

ai+/18—(0=0,
e [

% ’
—+A—"=0, hk F =0, 5.49
ay+ % e Fy/ (5.49)
P(x,y)=0, A

Tahele voib panna, et vorrandististeem (5.49) on sisuliselt Lagrange’i funktsiooni (5.42) statsionaarsete
punktide leidmise eeskiri. Vorranditest (5.49) on nédha, et funktsiooni z= f(x,y) ekstreemumid

lisatingimusel @(x,y)=0 voivad olla ainult Lagrange’i funktsiooni F(x,y,4)=f(x,y)+A@(x,y) (5.42)
statsionaarsetes punktides, kus funktsiooni F(x,y,4) koik kolm osatuletist tiheaegselt vorduvad nulliga.
Toodud tingimus (5.49) on ekstreemumi olemasoluks tarvilik, kuid mitte piisav. Selle iile otsustamiseks, kas

funktsiooni F(x,y,A) statsionaarses punktis on ekstreemum voi mitte, piisab sageli jareldustest iilesande

sisu alusel. Kasutada vo6ib ka punkti 5.9 teoreemis 5.5 toodud ekstreemumi olemasolu piisavaid tingimusi
funktsiooni F(x,y,A) kohta, lugedes A4 konstantseks.

Kokkuvotteks voib Oelda, et funktsiooni z= f(x,y) ekstreemumiilesanne lisatingimusel ¢(x,y)=0
taandub Lagrange’i funktsiooni F(x,y,A)= f(x,y)+ A¢(x,y) lokaalse ekstreemumi iilesandele.

Naide 5.30. Leida funktsiooni f(x,y)= 1 +l ekstreemumid lisatingimusel x+y=2.
x oy
Moodustame Lagrange’i funktsiooni (5.42):
1 1
Fx,y, )=—+—+Ax+y-2),
Xy

leiame selle funktsiooni osatuletised ja vordsusteme need osatuletised vastavalt tingimusele (5.49) nulliga:

Fx'=—i2+/150, = x2=l’ = sz,
X A A

F)fz—iz+/150, = yzzl, = yzL, (5.50)
y A A

F=x+y-2=0.

. . < : r .. < . | .
Avaldame stisteemi (5.50) esimesest vorrandist x :ﬁ ja teisest vorrandist y =—= ning paneme x ja y

Ja
. .. - . 1 1 . 2 . .
avaldised (5.50) viimasesse vOrrandisse. Saame —=+—=—2=0, millest —=2 ja A=1. Edasi arvutame
7 7
NR U BPRN T
NN N N T

Seega siisteemi (5.50) lahendamine annab iihe statsionaarse punkti M (1;1).
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Loeme A=1 konstandiks ja kasutame lokaalse ekstreemumi olemasolu piisavaid tingimusi (teoreemi 5.5):

F;X=%, F/ (1;;1)=2=A>0 = min,
X

Fy, =0, F, (1) =0=B,

F, =%, F (1) =2=C.

Arvutame diskriminandi D=AC-B*=2-2-0=4>0. Kuna D >0, siis vastavalt teoreemile 5.5 on
punktis M (1;1) lokaalne ekstreemum. Kuna A=2>0, siis on punktis M (l;1) Lagrange’i funktsiooni

F(x,y,A) lokaalne miinimum. Uhtlasi on see funktsiooni f(x, y):l+l miinimum  lisatingimusel
X

x+y=2.Arvutame min f(1;1) =2.

Naide 5.31. Leida funktsiooni f(x,y)=x+2y ekstreemumid lisatingimusel X +y?=5.
Moodustame Lagrange’i funktsiooni (5.42):
F(x,y,A)=x+2y+A(x* + y> =5),

leiame selle funktsiooni osatuletised ja vordsusteme need osatuletised vastavalt tingimusele (5.49) nulliga:

F/=1+2Ax=0, => x=—i,
24
, 1
F/=2+22y=0, = y=——, (5.51)
F,=x*+y*-5=0.
. . .. - . 1 1 . . , 1 .
Paneme x ja y avaldised (5.51) viimasesse vOrrandisse —2+F—5=0, millest leiame A°=— ning

A =% ja A, = —% . Vastavalt seostele (5.51) saame kaks statsionaarset punkti M,(=1;—2) ja M,(1;2).

Leiame funktsiooni F(x,y,A) teist jarku osatuletised (lugedes A4 konstandiks):

F/. =24, F,=0, F,=2A

xy Yy

Punktis M,(=1;—2) on A4 =l. Arvutame A =1, B,=0, C,=1, D,=AC, - B’ =1. Kuna diskriminant
2

D, >0 ja A >0, siis on punktis M,(=1;—2) miinimum, kusjuures min f(-1;—2)=-5.

unktis ; on =——, tame =—1, =0, =—1, = - =1. Kuna > a
Punktis M,(1;2) ;Arvu A,=-1, B,=0, C,=-1, D,=A,C,-B,>=1.Kuna D, >0 j

A, <0, siis on punktis M,(1;2) maksimum, kusjuures max f(1;2) =35.

Markus 5.6. Nditele 5.31 voib anda geomeetrilise tolgenduse. Vorrand z=x+2y esitab tasapinda ja

vorrand x° +y® =5 silindrit (mille moodustajad on paralleelsed z -teljega). Otsitakse z suurimat ja
vahimat vaartust nende pindade loikejoonel. Vastuseks ongi eespool leitud max f(1;2)=5 ja
min f(-1;-2)=-5.
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