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Saateks

Kaasajal ei piirdu elektronarvutite rakendusvaldkond
Uksnes arvutusiulesannetega. Sagedamini tuleb arvutite abil
lahendada selliseid probleeme, kus arvutamisel on hoopis
kdérvaline roll. Niisuguste ulesannete hulka kuulub ka teo-
reemide tdestamine. Olgu mainitud, et paljusid sisuliselt
erinevaid (Ulesandeid saab sOnastada teoreemi tdestamise
tlesannetena: naiteks programmide analliids ja siuntees, kisi-
mustele vastamine kisimus-vastussisteemis, graafide isomor-
fismi probleem jpm.

Teoreemide tdestamise teooriale panid aluse saksa mate-
maatiku David Hilberti (1862-1943) matemaatilise loogika
alased tddd. Esimese teoreemide automaatse tdestamise meeto-
di 161 1930. aastal prantsuse matemaatik Jacques Herbrand
(1908-1931). Paraku oli see vaga t&odmahukas ega leidnud
seetdttu praktilist rakendamist isegi elektronarvutite il-
mumi sel .

1960. aastate keskpaigaks tOOtati il ja lihtsamad ja
efektiivsemad tdestusmeetodid: resolutsioonimeetod (J. Ro-
binson) ja podrdmeatod (S-J. Maslov). Kirjeldamise ja ka-
sutamise lihtsuse t&éttu on resolutsioonimeetod ja tema modi-
fikatsioonid aluseks enamikule teoreemide tdestamise arvuti-
programmidele.

Kédesolevas Oppevahendis tutvustatakse teoreemide auto-
maatse tdestamise probleeme, seejuures on pdhitahelepanu
suunatud resolutsioonimeetodile. Lugejalt eeldatakse mate-
maatilise loogika algmdistete tundmist. Ooppevahend on ette
nahtud rakendusmatemaatika V kursuse uliopilastals eri-
kursuses "Tehisintellektisisteemid”.



1. Teoreemi tdestamise uUlesanne 1. jéarku
predi kaatarvutuses

Teoreemi téestamise Ulesande pUistitamiseks tuleb
eeldused ja vaide esitada loogikavalemitena. Valime siin
loogiliseks -formalismiks 1. jarku predi kaatarvutuse.

Alustame mOningate varasemast tuttavate mdistete meenutami-
sest .

Koosnegu predikaatarvutuse alfabeet jargmistest simbo-
litest:

1. eraldajad () ,

2. loogiliste tehete margid 1 & V =

3. kvantorid V 3,

4. (indivi id-)muutujate sumbolid xk K =1,2,...)

5. n—kohaliste funktsioonide sumbolid f£ (k £ 1, n >
~ 0)5 seejuures sumboleid f® nimetame konstantideks

6. n-kohaliste predikaatide simbolid p£ &k >1, n ~
» 1).

Edaspidi kasutame ka jargmisi tahistusi: xK asemel u,
v, Ww, X, Y, Z,...; f® asemel a, b, c, d,...; F* n o 0)
asemel f, g, h,...; pE asemel P, Q, R, T, V, W,... .

Alfabeedi sumbolitest vOib konstrueerida mitmesuguseid
avaldisi. Vaatleme terme, elementaarvalemeid ja valemeid.

Termid:
a) iga indiviidmuutuja ja iga konstant on term.
b) Kui &8, ..., tn on termid (0 » siis ka f£ tc .,

..., t,) on tetm.

c) Avaldis on term parajasti siis, kui ta on seda a)
vdi b) pdhjal.

Elementaarvalemid (ehk aatomid):

kui p£ on predikaatsumbol ja »~ , t,, on termid,
siis pJ (4 ,..., tn) on elementaarval em.

V. nait. 1.Kull. Matemaatiline loogika. Tallinn, Eesti
Riiklik Kirjastus, 1964; R.Prank. Matemaatiline loogika ja
diskreetne matemaatika, 1l1l. Tartu, TRU, 1983.



Valemid:

a) iga elementaarvalem on valem.

b) Kui F ja 0 on valemid ning x on indiviidmuutuja,
siis (fFF), EFEit G, (FV 6), F=mG), <(vVX)F), ((3x)F) on
vaiemid .

c) Avaldis on valem parajasti siis, kui ta on seda a)
vOi b) poéhjal.

Valemites WV xX)F) ja <<3x)F) nimetatakse valemit F
vastavalt dldsuskvantori ja olemasolukvantori mojujji i.rkon-
naks. Muutujat x nimetatakse kvantoriga seotud muutujaks.
Valemeid dles Kkirjutades jatame edaspidi osa sulge ara,
lugedes kvantoreid Kkoos eitustega kdrgeima prioriteediga
teheteks.

Oeldakse, et valem on kinning, kui kdik temas esinevad
muutujad on seotud. Meid huvitavad just kinnised valemid.
Et anda valemile sisu, interpreteeritakse teda kui

teatavat vaidet vaadeldava indiviidide piirkonna kohta.
Selleks tuleb Tfikseerida indiviidide piirkond (indiviid-
muutujate vaartuste piirkond) ning maarata valemis esine-
vate konstantide, predikaat- ja -funktsionaalsumbol ite tahen-
dused .

Valemite (v6i  valemite hulga) interpretatsiooniks
nimetatakse paari, mis koosneb mittetuhjast hulgast E (nn.
interpretatsiooni kandjast) ja kujutusest, mis seab
vastavusse

- igale predikaatsumbolile p£ mingi n-kohalise
relatsiooni hulgas E,

- igale -funktsionaal simbol ile f7 mingi n-kohalise
funktsiooni hulgas E,

- igale konstandile f£ mingi elemendi hulgast E.

Indiviidmuutujad omandavad vaartusi hulgast E.

Antud interpretatsiooni korral saab iga kinnine
elementaarvalem p* (¥4 ,..., tn) tdevaartuse '"tdene" () voi
“vaar"™ (v): kui hulga E elemendid, mis vastavad termidele
t© ,..., tn , kuuluvad relatsiooni, mis on maaratud selle
interpretatsiooniga, siis loetakse eiementaarvalemit
toeseks, vastasel korral aga vaaraks.

Kvantoreid mittesisaldava mitteelementaarse valemi



VvAArtus arvutatakse tema koostisosade VAArtustest nii, nagu
on nAidatud tdevAArtustabelis (F ja G on valemid).
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Valem (Vx)F on tdene, kui x iga VAArtuse korral hulgasq
E on valem F téene; vastasel korral on valem (Vx)F vAAr. Va4
lem (3x)F on tdene, kui leidub selline x vAArtus hulgast Ej
et valem F on tdene; vastasel juhul on valem (3x)F VAAr |

i P

Lopliku piirkonna E korral vdib selliste valemite téevAArtu
sed mAArata tdéevAArtustabelist.

NAi_de 1.1. Vaatleme valemite (Vv X)P(X) ja (3 x) 1 P(X)
sellist interpretatsiooni, kus E = {1, 2 ning predikaati

sumbolile P vastab jArgmine relatsioon:

P(D PG

Selles interpretatsioonis on esimene valem vAAr ja teine
tOene.

Valemit F nimetatakse rahuldatavaks, kui leidub selline
interpretatsioon, milles F on tdene. Kui valem F on tdéene
interpretatsioonis 1, siis odeldakse, et 1 on F mudel™ ehk 1
rahuldab valemit F. Eelmises nAites vaadeldud interpretat-
sioon on valemi (3 x)1p(x) mudel.

Kui valem F on VAAr interpretatsioonis 1, siis
oeldakse, et 1| ei ralluLde valemit F. Eelmises nAites
vaadeldud interpretatsioon ei rahulda valemit (VxX)P(x).

Kui  mingi valem on téene kd&ikvdimalikes interpretat-
sioonides, siis nimetatakse teda samaselt tleseks. NAiteks
valem P(a) = (P(a) V P(b)) on samaselt tdene.



Valemit nimetatakse samasel™t vaaraks (ehk mitterahulda—
tavaks), kui ta on vaar koéikvdimalikes interpretatsioonides.

Kui valem F on samaselt tdene, siis tema eitus ]F on
samaselt vaar.

Viimati defineeritud mdisted vdib 6le kanda ka valemite

hulgale. Seejuures eeldatakse, et kdéik valemid on seotud
konjunktsiooni margiga.

Kui valemite hulk S on tdene interpretatsioonis |1, siis
teldakse, et 1 on S mudeX ehk 1 rahuldab hulka S.

Oeldakse, et valemite hulk S =" ,..., F,,J on

vasturaakiv (ehk mitterahuldatav) , kui konjunktsioon
on samaselt vaar.

Oeldakse, et valemite hulk S = "< F..} on rahul-
datav, kui valemite konjunktsioon F4 F, on
rahuldatav (s-t. leidub interpretatsioon, milles iga valem
F~ on tdene) .

Oeldakse, et valemite hulk S ={f<,..., FnJ
on tdene (vaar) interpretatsioonis I, kui valemite kon-
junktsioon Ff k ... b F  on téene (vaar) interpretatsioonis

1.

Valem G jareldub loogiliselt valemite hulgast S = [F{,
I Fh] , kui 1iga interpretatsioon, mis rahuldab valemite
hulka S, rahuldab ka valemit b.

Naide 1.2. Vaatleme valemeid

K< vV x) (PC) Q) ).,

Bt = P<a).

Naitame, et valem QCa) jareldub loogiliselt valemitest P ja

> m

F Vaatleme suvalist interpretatsiooni 1, mis rahuldab
valemit K & . Selles interpretatsioonis peab valem W =
= P(a) olema tdene. Oletame vastuvaiteliselt, et valem Q(a)
on interpretatsioonis | vaar. Siis aga peab ka valem ole-
ma selles interpretatsioonis Vaar. See on vastuolus
eeldusega. Jarelikult on valem Q(a) tdene igas
interpretatsioonis, mis rahuldab valemit R, £ & , s.t. Q(a)

jareldub loogiliselt valemitest F, ja F*
Téestame niud kaks edaspidise kasitluse jaoks olulist
teoreemi.



Teoreem 1.1. Olgu antud valemid < ,..., F,, ja valem
G. Valem G jareldub loogiliselt valemitest K ,..., Fn pa-
rajasti siis, kui valem » V ... B Fn -> G on samaselt
tfiene.

TOestus. (=>) Jéareldugu valem G loogiliselt valemitest
< ,..., F, . Olgu 1 suvaline interpretatsioon. Kui kdik va-
lemid F4 ..., F,, on todesed selles interpretatsioonis,
siis definitsiooni kohaselt on seda ka G. Jarelikult on ka
valem ML .. ."Fn —-» G tdene. Kui aga koik valemid Fl ,. .., F,
ei ole tdesed interpretatsioonis 1 (vahemalt Uks on vVv&ar),
siis on valem KV ...k F, -> G ometi toene selles
interpretatsioonis. Seega on ta tdene igas interpretatsi-
oonis, s.t. samaselt tdene.

(<=) Olgu valem F4 & ... & Fn —-> G samaselt tdene.
Vaatleme tema suvalist interpretatsiooni 1. Kui valem B & ..
... & Fn on selles interpretatsioonis tdene, siis peab ka
valem G olema tdene. Jarelikult valem G jareldub loogiliselt

valemitest F, ,... , F, .

Teoreem 1.2. Olgu antud valemid F4 ,..., F, ja valem G.
Valem G jareldub loogiliselt valemitest F, .-, F,
parajasti siis, kui valem F, & ... & Fn —» 1G on samaselt
Vvaar.

Tdestus. Tahistame valemite A ja B loogilist samavéaar-
sust A = B. Kuna 1<] & .- & F, ->06)-=

= 1<1( & ... KF4 ) v G) =

=R T ... K€FK & TG,

siis teoreemi 1.1 kohaselt jareldub valem G loogiliselt
valemitest R, ,..., Fh parajasti siis, kui valem F4 b ...
...I/Fn i 1G on samaselt vaar.

Kui valem G jareldub loogiliselt valemitest Rj ,...,Fn,
siis nimetatakse valemit & ... & F, —> G teoreemiks. Vale-
meid F4 ,..., FM nimetatakse teoreemi eeldusteks ning vale-

mit 6 teoreemi vaiteks.
Naide 1.3. Naitest 1.2: kuna valem Q(a) jareldub loogi-

liselt valemite hulgast {(VX)(P(x) -> Q(x)), P(a)> , siis
valem (VxX)IP(x) — Q(x))&P(a) -* Q(a) on teoreem.
Olesannet, mis seisneb selle asjaolu tOestamises, et

teatav valem jareldub loogiliselt antud valemite hulgast,



nimetatakse teoreemi tdestamise Ulesandeks (TT0).

Teoreemi 1.1 kohaselt vdib selle tdestamiseks, et
valem G jareldub loogiliselt valemitest F, ,. .., F, , tdes-
tada, et valem £ .m_. 1 F, —> G on samaselt tdene.

Teatavasti ei eksisteeri algoritmi, mis 1. jéarku
predikaatarvutuse suvalise valemi korral selgitaks, kas see
valem on samaselt tdene , s.t. 1. jarku predikaatarvutus on
mittelahenduv. Eksisteerib aga algoritm, mis iga samaselt
tOese valemi korral teeb kindlaks, et see valem on samaselt

tdene, s.t. predikaatarvutust vdib nimetada goollahenduvaks.
Praktikas osutub mugavamaks kindlaks teha mitte seda,
kas valem on samaselt tdene, vaid hoopis kontrollida, kas ta

on samaselt vaar. Seeparast vaatleme teoreemi VvV o.. —»G
tdoestamiseks valemit "KF* N ee-"Fn G> ehk Ftor ... & F,£ 1G
(lahtevalemi eitust) ja tdestame, et ta on samaselt vaar,
ehk, nagu Oeldakse, kummutame valemi F4 £ ...£f, Selleks
on vaja naidata, et el eksisteeri Uhtegi interpretatsiooni,
mille korral valemid F4 Fn , 1G oleksid korraga tde-

sed .

Seoses predikaatarvutuse pool lahenduvusega on tdestus
(kummutamine) edukas (annab positiivse vastuse) ainult sel
Jjuhul, kui valem G jareldub loogiliselt valemitest Ff
Fh . Vastasel korral vdib  kummutami sprotseduur todtada

Idpmatuseni (vdi anda negatiivse vastuse).

Predikaatarvutuse valemi vdéimalike interpretatsioonide
hulk pole ldplik, sest juba interpretatsiooni kandjat vdib
valida piiramatul arvul erinevatel viisidel. Seetdttu ei saa
asjaolu, kas valem on samaselt vaar, uldiselt valja
selgitada valemi tdevaartuse kontrollimise teel
kai kvoimali kes interpretatsiooni des.

Jargnevas asume tutvustama valemi samaselt vaaruse val-
jaselgitamise Herbrandi meetodit. Enne aga vaatame, kuidas
valemit teisendada nn. disjunktide hulgaks.

Avt. nait. C. KwHn, BBepeHve B meTamartemaTtuky. M., W3-
[aTeNbCTBO MHOCTPaHHON nutepatypsl, 1957 F 382.



2. Valemi teisendamine disjunktide hulgaks
2.1. Valemi teisendamine prefiksiga normaalkujule

Tdestusprotseduuri lihtsustamise huvides teisendatakse
kummutatav valem nn. disjunktide hulgaks. Selleks esitatakse
valem koéigepealt nn. pre-fiksiga normaalkujul

(Q4x4) (Gxxx)- .. (Qnxn)M, 2.1
kus iga Qb @G = 1,2,...,n) on kas 3 voi \Y (seejuures
Q@ x4) @) ...(Q,,xn) on nn. £*"£.+i_ks) ning M on valem, mis
ei sisalda kvantoreid (nn. maatriks).

1. jarku predikaatarvutuse valemi teisendamisel

maal kujule kasutatakse jargmisi sarnasusi, nn. seadusi (ro-

hutamaks asjaolu, et valem F sisaldab vaba muutujat x,

tahistame valemit FCxD; valem 6 ei sisalda muutujat Xx):
QXFCxD v B = (@x) (FCx3 v ©G) 2.2)
QXFCxD £ 6 = (QxXMFCx] & 6) (2.3)
1((V x)FCx3) = (3x)(IFCxD) 2.4)
1((3X)FCx3) = (VxM I £CxH) (2.5)
(VX)FCxD & (VX)HCx3 = (V x) (FCxD 8 HCxD) @ .6)
(3 X)FCxD v (3x)HCx3 = (3x) (FCxD v HCx1) .7)

Seadused (2.2) ja (2.3) kehtivad, sest valem G ex
sisalda muutujat x ja seetdttu vdib teda kanda kvantori Q
mojupi irkonda. 1

Seaduse (2.4) todestamiseks (analoogilisel viisil tdes-

tatakse ka (2.5), (2.6) ja (2.7)) vaatleme suvalist inter—

pretatsiooni I, milles vasakpoolne valem 1(( V x)FCx3) on
tdene. Siis aga on valem (Vx)FCx3 vaar. Jarelikult leidub
selline element e interpretatsiooni kandjas, et FCeD on
vaar, s.t. 1FCeD on tdene interpretatsioonis 1. Jarelikult
on valem (3x)(1fCxD) tdene interpretatsioonis I. Teiselt
poolt, kui 1(Vx)FCx] on vaar interpretatsioonis I, siis

AVE. nfEit. 1.Kull. Matemaatiline loogika. Tallinn, Eesti

Riiklik Kirjastus, 1964, Ik. 108.

nor—



FCx3 on tdene iga x vaartuse korral ja 1iFLxl on vaar iga x
vaartuse korral interpretatsiooni kandjast. Siis ka
(3 xX)( I fLxD) on vaar interpretatsioonis 1. Jarelikult on
mdlema vaadeldava valemi tdevaartused vordsed suvalises in-
terpretatsiooni s ning need valemid on loogiliselt
samavaéarsed.

Seaduse (2.6) pohjal voib konjunktsioonist tlldsuskvan-
tori tuua sulgude ette. Seaduse (2.7) pOhjal voib sama teha
olemasol .ukvantoriga disjunktsioonis. Seevastu dldsuskvanto-
rit ei tohi sulgude ette tuua disjunktsioonis ning olemas-
olukvantorit konjunktsioonis, s.t.

(VX)FCxl v (Vx)GCxD ~ (V x)(FCx3 v GLxID),

(3 x)FLx3 & (3x)GCx3 (3x) (FCxD & GCxIl) .
isugustel juhtudel tuleb Uhes valemis seotud muutuja Umber
metada. Nii naiteks kui muutuja z ei esine valemis FCx3,
i

Ni
ni
i

"
%)

(VX)FCxD v (Vx)HCx1l = (Vx)FCxD v (Vz)HCzD
ja seaduse (2.2) pOhjal saame

(VX)Ftx3 V (Vx)HCxD = (Vx) (Vz) (FCxD V HCzD) . (2-8)
Analoogiliselt

(3xX)FCxD & (3x)HCx3 = (3x) (32) (FCx3 & HCz3) . (2.9
Lisaks seadustele (2.2) kuni (2-9) kasutatakse valemi tei-
sendamiseks normaalkujule veel jargmisi lausearvutusest
tuttavaid seadusi:

F—>»>G= 1F V G . 10
1(1F) =F (2.11)
1(FV G = 1F & iG Q. 12>
1F & G = 1F V 16 (2.13)

Valemi teisendamine prefiksiga normaalkujule vdib toi-
muda jargmiste tegevuste jarjest rakendamise teel.
1. Implikatsiooni méarkide elimineerimine. Iga valem
F —* G asendatakse loogiliselt samavaarse valemiga ]F V G.
2. Eituse markide viimine elementaarvalemiteni. KoOik-
jal, kus voimalik, tehakse jargmised asendused:
11F asemel F,
1(F V G) asemel 1F & 1g,
1(F & G) asemel 1t V IG,
1 (VxF) asemel 3x(1F),

3*



1< 3 xF) asemel Vx<1F),
kasutades seadusi <2.11), (2.12), (2.13), (2.4), (2.5). Nii
saadakse 16puks valem, milles eituse margid asuvad vahetult
elementaarvalemite ees.

3. Muutujate uUmbernimetamine. Tehakse sellised muutuja-
vahetused, et kdik kvantoritega seotud muutujad oleksid
erinevad. Naiteks valem VXR(X) V VXT(x) kirjutatakse umber
kujul VXR(X) V VyT(y)-

4. Kvantorite tdstmine valemi algusesse, kasutades
seadusi (2.2), 2.3), (2.6)-(2.9). Teisendamise tulemusel
saame esialgsega loogiliselt samavaarse valemi.

Narde 2.=+. Teisendame prefiksiga normaalkujule valemi

(Vx) (Vy) ((32) (P(x.,2) 8tP(y,z>) -> (3u)Q(x.,y,u)).
Sulgudes naitame kasutatud seaduse numbri:
F = (V) (Vy) (1(32)(P(x,2) & P(y.z)) V (3u)Q(x,y,u))
(2. 10)
= (VX) (W(VZ) (1P(x,2) V 1P (Y,2)) V (4 WQ(x,y,0)
2.5, (2-13)
= (V) (Vy) (Vz) (3u) (1P(x,2) V 1Ip(y,z) V Qx,y,u)).
@.2)

2.2 . Valemi teisendamine prefiksiga normaalkujult
disjunktide hulgaks

Asja kirjeldatud tegevuste 1 kuni 4 sooritamise tule-
musel saab suvalise 1. jarku predikaatarvutuse valemi tei-
sendada prefiksiga normaalkujule @.1)

(CS
Edasi teisendatakse maatriks M, mis ei sisalda kvantoreid,
temag% loogiliselt samavaarsele konjunktiivsele normaalku—
jule. Seejarel elimineeritakse k5ik clemasolukvantorid,
kasutades Skolemi funktsioone.I See toimub jJdrgmiselt.

AVt. nait. 1.Kull. Matemaatiline loogika. Tallinn, 1964,
k. 33.
~vVt. sealsamas, 1k. 125.

XZ



Olgu valem esitatud prefiksiga normaalkujul (2.1), mil-
les maatriks M on juba esitatud konjunktiivsel normaalkujul.
Olgu Q. olemasolukvantor 11 ~ r ~ n). Kui kvantorist Qr va-
sakul ei asu Uhtegi illdsuskvantorit, siis valime uue
konstandi c¢ (mis erineb valemis M sisalduvatest konstanti-

dest) ja asendame valemis M kdik muutuja Xr esinemised
konstandiga c. LOpuks tdmbame maha (@QP xr ).

Kui olemasolukvantorist Qr vasakul paiknevad
illdsuskvantorid Qs*,..., Q9n (@ N s( < sfx ... < sm < r),

siis valime uue m—kohalise funktsiooni sumboli f (mis ei si-
saldu valemis M), asendame valemis M kd&ik muutuja XxP esine-
mised termiga fQOd<x¥P,..., XD jJa tombame maha (Qrxr).

Seda protsessi rakendame kdigi olemasolukvantorite kor—
rai. LOpuks saame antud valemi nn. standardkuju.

Konstante ja funktsioone, mida kasutatakse olemasolu-
kvantori muutujate asemel, nimetatakse Skolemi_ funktsiooni-
deks.

Nai_de 2.2. Teisendame standardkujule naites 2.1 vaadel-
dud valemi F, lahtudes tema prefiksiga normaalkujust

V) (Vy) (Vz) (3w (1P(x,z> V 1IP(y,z) VQ(X,y,u)>.
Maatriks on juba konjunktiivsel normaalkujul. Elimineerinud
ainsa olemasolukvantori, saame valemi F standardkuju

V) (Vy) (V2) (IP(x,2) VvV 1P(Y,2) V Qx,y,T (X,y,2) )X

Naide 2.3. Teisendame standardkujule prefiksiga nor—
maal kujul esitatud valemi F:

x) (Vy) (Vz) (3w (VV) (3W)P(X,y,Z,u,V,wW).
Elimineerides olemasolukvantoreid, asendame muutuja X
konstandiga a, muutuja u Skolemi funktsiooniga f(y,z) ning
muutuja w Skolemi funktsiooniga g(y,z,v). Saame valemi F
standardkuju

(Vy) (Vz) (VV)P(a,y,z,f(y,2),v,9(y,z,v>).

Naide 2.4. Teisendame standardkujule prefiksiga nor—
maal kujul esitatud valemi F:
V) (3Y) (32 ((1P(x.y) &Q(x,z)) V R(X,y,Z)).

Kdigepealt teisendame maatriksi konjunktiivsele normaalkuju-



le:

(AP(x,y) VR(X,y,z>) & @Q,z) V RIX,y,z)).
Elimineerinud olemasolukvantorid, saame valemi F standardku-

Ju:

(VX)) (C(1P(X AC)) V R(Xx(x),g (X)) &

& Q&,g(x)) V R(X,F(x) .9 (x>)>).

Elementaarvalemit v6i selle eitust nimetatakse literaa—
liks. Literaalide disjunktsiooni (milles erijuhul vdib olla

ka O literaali vOoi 1 literaal) nimetatakse disjunktiks.

Kui disjunkt ei sisalda uhtki literaali, siis
nimetatakse teda tuhidisjunktiks ja tahistatakse C3. Kuna
tihidisjunkt ei sisalda uUhtki Uliteraali, mis vdiks suvalises
interpretatsioonis olla téene, siis on tuhidisjunkt alati
vaar.

Loeme disjunktide hulka S kd&igi temasse kuuluvate dis-
junktide konjunktsiooniks. Koiki hulga S disjunktides
esinevaid muutujaid loeme dldsuskvantoriga seotuiks.

Selle kokkuleppe kohaselt vdib valemi standardkuju esi-
tada disjunktide hulgana (jJattes niisiis Ara uldsuskvantorid
ja konjunktsiooni margid).

Nai_de 2.5. Naidetes 2.1 ja 2.2 vaadeldud valemi stan-
dardkuju vdib esitada uheelemendilise disjunktide hulgana
{IP(x,z) V 1P(.,z) V QX,y,-F (X,y,z>)>.
Naites 2.4 vaadeldud valemi standardkuju esitub disjunktide
huigana

<IP(x,4(x)) V R(X . FC),930C)), Qx,9(x)) V R, F(X).,g (x))>.

Kui samaselt vaaras valemis elimineerida olemasolukvan—
torid, siis saadud valem on ikka samaselt vaar ja vastav
disjunktide hulk on vasturaakiv. Kehtib jargmine

teoreem 2.1. Olgu S disjunktide hulk, mis esitab valemi
F standardkuju. Valem F on samaselt vaar parajasti siis, kui
hulk S on vasturaékiv.

TNOestus. Uldsust kitlendamata vdib eeldada, et valem F
on esitatud normaalkujul:

F = @x*) ... (Qfixn)MCx4 , Xr3.
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Olgu Qr vasakpoolseim olemasolukvantor. Tahistame
< = (VX,>... (VX,-,,) (Q*x, -~ )... (Qnxn)MCx1 &,
eel Xr=>(** XMH<(
kus ¥ on muutujale x vastav Skolemi Tfunktsioon (@ ~ r ™ n).
Téestame, et valem F on samaselt vaar parajasti siis, kui
on samaselt vaar.
Oletame vastuvai teliselt, et F ei ole samaselt vaar.

Siis leidub interpretatsioon 1, nii et F on tdene
interpretatsioonis 1, s.t. iga x4 ,..., x.2~ korral leidub
véahemalt uks element ((Ja nimelt f(x4,..., *r-i )), mille kor-
ral valem

¢ XrH Xrd» mf(x<1..., x" ), Xij3
on tdene. Ka valem F peaks siis olema tdene interpretatsioo-
nis I, mis aga on vastuolus eeldusega. Jarelikult peab

valem E| olema samaselt vaar.

Oletame nuud vastuvai tellselt, et valem F ei ole sama-
selt vaar. Siis leidub interpretatsioon I, kandjaga D, mil-
les F on tdene, s.t. iga x( ,---, %.,, korral leidub selline
element xr , et valem

xr<d ym. . (0uxn>MEX,, ,---,Xrj ,Xr ,Xr+4 «mE»mE»  xrH

on tdene. Laiendame interpretatsiooni 1, lisades funktsiooni
f, mis kujutab *,..., xr.() elemendiks xr iga X, ,..-- , X,
korral piirkonnast D, s.t. f&x~ , ... , Xr.N) = xr .
Tahistame saadud interpretatsiooni |1°. Iga X{ ,...,xr_ 4 kor—
rai on valem

(Qri< xr=< (@Qnxu HMi;x4 X 4+ (N » Xr*4 ... X"
tdene interpretatsioonis 1°, s.t. valem F on tdene interpre-
tatsioonis 1. See aga on vastuolus eeldusega. Jarelikult
peab valem F olema samaselt vaar.

Oletame nuud, et valemis F on m olemasolukvantorit, ja
olgu FO = F. Olgu valem F* saadud valemist Fk_, esimese
olemasolukvantori asendamise teel Skolemi funktsiooniga (k =
= 0,...,m>. Analoogiliselt eelnevaga saab naidata, et valem
Fic4d on samaselt vaar parajasti siis, kui FK on samaselt
VaAr. Aga Fm — S. Seega F on samaselt vaar parajasti siis,
kui disjunktide hulk S on vasturaakiv.

Valemi F teisendamine disjunktide hulgaks toimub
niisiis jargmiste tegevuste jarjest rakendamise teel:
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1. implikatsiooni markide elimineerimine,

2. eituse markide viimine elementaarvalemiteni,

3. seotud muutujate (Umbernimetamine,

kvantorite ettetoomine,

5. maatriksi teisendamine konjunktiivsele normaalkuju-
le, >

6. olemasolukvantorite elimineerimine, kasutades Skole-
mi -funktsioone,

7. pretiksi &rajatmine,

S. konjunktsiooni markide arajatmine.

Naide 2.6. Teisendame disjunktide hulgaks valemi F:
(3 (1 ((BYP(x,y>) -> ((32)Q@) —> R()))
(uhtlasi naidates kasutatud tegevuse numbri).
1,2
F= G WBYPK,y)V ((VZ) 1a @) V RE))) =
4
(3 (3y) (VZY(P(x,y) V 1Q(z) V RK)) =

vVzy®P@,b) V 1aE@) VR@),
7: <P(a,b> V 1(B(2) V R(a)>.

Naide_2.7. Teisendame disjunktide hulgaks valemi F:
(vx) (Vy> ((32)P(x,y,2) & ((3WQX,W) G,V ))-

1,2

(Vx) (V) ((32)P(x,y,2) & ((Vu) lg G.u)V
V (3VQ(Y.W)) =

F

Vx) (Vy) (32 VW) 3VI(P(X,Y,2) & (1Q(x,u) V
vV Q(y,v))) =

(Vx) (Vy) (Vu) (PCLY.FOGY) ) & (1Q(x,u) Vv
V Q(y,g(x,y,u)))),
7,80 Pxy,+(X,y), 1Q(x,u) V Q(y.g X,y,u>>.

Siitpeale eeldame, et kummutamisprotseduuri sisendil on
antud valemile F vastav disjunktide hulk S. Tdestuse, et va-
lem F on samaselt vaar, asendame tdestusega, et disjunktide
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hulk S on vasturaakiv.

3. Disjunktide hulga H-interpretatsioon.
Herbrandi teoreem

3.1. Herbrandi universum ja H-interpretatsioon

Teoreemi F, &...& Fn —> 6 tdestamiseks tuleb naidata,
et vastav disjunktide hulk S on vasturéaakiv. Valemite hulk
on aga vasturaakiv parajasti siis, kui temasse kuuluvate
valemite konjunktsioon on vA&r kdikvdimalikes interpretat-
sioonides kdikvdimalike kandjatega. Kuna v&éimatu on “Aadel-

da koiki 1interpretatsioone kdikide kandjatega, silis on meie
jargmiseks eesmargiks leida uUks "hea” Kandja, mis esindaks
kdikvoimalikke Jja mida saaks hd&lpsasti konstrueerida

kummutatava valemi pdhjal. Selline kandja leidub tdepoolest,
teda nimetatakse disjunktide hulga Herbrandi universumiks.
Disjunktide hulga Herbrandi universum konstrueeritakse
jargmiselt.
Def. Olgu HO hulga S disjunktides esinevate konstan-

tide hulk. Kui S ei sisalda konstante, siis paigutatakse

hulka H® suvaline konstant, naiteks He = ta>. Seejarel
olgu i=0,1,... korral

H~A =H;, U (t4d,...,tn) J +” on hulgas S esinev

n-kohaline -funktsioon, ©™waH, , J=1,...,n>

Hulka H = Sh. nimetatakse disjunktide hulga S Herbrandi

universumiks, iga hulka H” aga Herbrandi universumi i-ndaks
tasemeks (G - 0,1,...).

Naide 3.1. Olgu S « IPix) V Q(y),]P(a),1Q(b)>. Siis H =
HO = H, = ... = ia,b>.

Naide 3.2. Olgu S - <R<x>, P(g(x>> V Q(y)>. Siis

HO - Ca>,

H< = HO 0 Cg(a)>,

Hx = i< U Ig(g(a))>,

H = Ca, g(a), g(a(a)), g(g(@(a))), ---}.
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De f. Disjunktide hulga S Herbrandi”™ baasiks nimeta-

takse kdigi elementaarval emi te hulka kujul pn (¢, ,..-, hn),

kus predikaatsumbol pnsisaldub hulga S disjunktides ja ©h ,
., h,, e H.

Nai_de 3.3. Naites 3.1 toodud disjunktide hulga Herb-

randi baasiks on hulk

H6 = (P(a>, P(b). Q(a), Q(b)>.

Nainde 3.4. NAites 3.2 toodud disjunktide hulga Herb-
randi baasiks on hulk

Hb = <R(a), P(a), Qa). R(g(@)). PCg(a)). Q(g(a>),
R@O@@<a)), P(g(g(a))). Qa@(a)))y, --->.

Vaatleme nudd interpretatsioone, mille kandjaks on

Herbrandi universum, ning eraldame nende hulgast nn.
H-interpretatsioonid.

Def. Interpretatsiooni 1 nimetatakse disjunktide
hulga S H-i“nterpretatsiooniks parajasti siis, kui kehtivad

jargmised tingimused.

1. 1 kujutab hulga S iga konstandi iseendaks.

2...00Ilgu f suvaline n-kohalise funktsiooni sumbol, mis
sisaldub hulga S disjunktides, ja olgu I ,. .., hn hulga S
Herbrandi universumi H elemendid. Interpretatsioon 1 seab
funktsionaalsumbolile f vastavusse funktsiooni, mis kujutab
(hulga Hn elemendi) (h+ hn) (hulga H elemendiks)

Hulgas S sisalduvaid predikaatsdmboleid v0ib vaartusta-
da suvaliselt.
Disjunktide hulga S iga H-interpretatsiooni vd8ib vaa-

delda kui hulga S Herbrandi baasi elementide
vaartustamist.Olgu H- = CA® An ,...> disjunktide
hulga S Herbrandi baas. Suvalise H-interpretatsiooni Vvdib
siis esitada kujul 1 = <m4,. .., mn,...>, kus ny on kas AjVvoi
1A (G = 1,2,...). Kui mj on Ap , siis on elementaarvalemile

AN  omistatud tdevaartus 'tdene", vastupidisel juhul aga
"vaar".

Nai_de 3.5. Vaatleme naites 3.1 toodud disjunktide hulka
S. Tema Herbrandi universum on H = Ca, b>. H-interpretatsi-



oon seab konstandile a vastavusse a ja konstandile b vasta-
vusse b. Hulga S H-interpretatsioonid on naiteks
» =CP@, P, Q@ , Qb)>

(s.0. H-interpretatsioon, milles koéik elementaarvalemid P(a),
P(b), QCa), Q(b) on tlesed);

m = {IrCa, [P, 1Q@ ., "R(b)>
(s.o. H-interpretatsioon, milles kdik elementaarvalemid on
vaarad) ;

15 = CP(a), P(b), 1Q@ , 1Q(b)>
jne. Maarates erinevaid tdevaartusi elementaarvaiemitele,
saame kokku 16 antud disjunktide hulga H-interpretatsiooni.

Nai_de® 3.6. Vaatleme naites 3.2 toodud disjunktide
hulka. H-interpretatsiooni kandjaks on hulk H = ia,g(a),
g@@),---}- Kujutus (de-Finitsiooni kohaselt):

a ->a,

g —* g nii, et g(h) —-> g(h) iga h 6 H korral.

Hulga S H-interpretatsioone:

U = {R(a, P(a), Q@), R(g(a)>, P(g(a)), Q(g(a)),...>
(s.o. interpretatsioon, milles iga elementaarvalem on
tdene);

I = <1R@, IP(a), 1Q@ ., IR(g(a))., IP(g(a>),

la(g(a)).--->;

13 i IR@ ., P@, Q@ ., IR@()), P>, Q(@()),

jne.

Disjunktide hulga igale interpretatsioonile saab vasta-
vusse seada teatava H-interpretatsiooni.

Olgu 1 interpretatsioon, mille kandja on D. Interpre-
tatsioonile | vastavaks ~-interpretatsiooniks 1* nimetatakse
interpretatsiooni, mis konstrueeritakse jargmiselt:

olgu h] ,. .., hn Herbrandi universumi H elemendid. Olgu
termile h;, interpretatsioonis I* vastav element d;, € D.
Kui P(d4,..., d,,) omandab interpretatsioonis |1 vaartuse t
(vastavalt v), siis ka P(h<t..., hn) omandab interpretatsi-
oonis I* vaartuse t (vastavalt v).

Kehtib jargmine

teoreem 3.1. Disjunktide hulk on vasturaakiv parajasti
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siis, kui ta on valr kdigis oma H-interpretatsioonides.

TOestus.<=>) Kui S on vasturaakiv, siis peab ta olema
vaar koigis interpretatsioonides 1igasuguste kandjatega,
sealhulgas ka kdigis oma H-interpretatsioonides.

(<=> O0lgu S véaar kodigis oma H-interpretatsioonides.
Oletame vastuvai teliselt, et S ei ole vasturaakiv. Siis
leidub selline interpretatsioon I, kandjaga D, milles S on
tdéene. Olgu I* interpretatsioonile 1 vastav H-interpretatsi-
oon. S on tdene interpretatsioonis 1*. See aga on vastuolus
eeldusega. Jarelikult peab hulk S olema vasturaékiv.

Seega piisab hulga S vasturaakivuse valjaselgitamiseks
tema H-interpretatsioonide laoivaatamisest. Kui H-
interpretatsioonide hulk on I8plik (nagu naites 3.5), siis
on selle teoreemi alusel vdimalik tdestada disjunktide hulga

vastur aakivust.
3.2. Semantilised puud

Hulga S kdik H-interpretatsioonid vOib esitada graa-fi-
na, mida nimetatakse semantiliseks puuks. Disjunktide hulga
vasturdakivuse tdestamist vdib siis vaadelda kui tema seman-
tilise puu konstrueerimist.

Esitame kdigepealt mdned de-finitsioonid.

2ef . Olgu A eiementaarvalem. Literaale A ja 1A
nimetatakse kontraarseteks, hulka (A, 1A) nimetatakse
kontraarseks paariks.

Eef,. Olgu S disjunktide hulk ning olgu Hb tema
Herbrandi baas. Hulga S semanti_liseks guuks nimetatakse
puud, milles igale kaarele on vastavusse seatud 16plik hulk
literaale hulgast Hb nii, et

) igast tipust N valjub ainult I6plik hulk kaari Lj,

., L, . Olgu kaarele Lj, vastavate literaaiide konjunkt-
sioon (1 = 1,..., n). Siis 3,, V ... V Gh on samaselt tdene
vai em.

(ii) Tahistagu iga tipu N korral I(N> kdikide hulkade
ithendit, mis vastavao tippu N viiva tee kaartele. Siis I(N)

ei sisalda kontraarseid paare.
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Naide 3.7. Olgu Hb = CP, Q, R> hulga S Herbrandi baas.
Joonisel on kujutatud hulga S kaks semantilist puud.

DejF. Olgu H& = O An ,...> disjunktide hulga S
Herbrandi baas. Oeldakse, et hulga S semantiline puu on
taieJULjk™ parajasti siis, kui iga i = 1, 2, ... ja iga rippuva

tipu N korral sisaldab 1 (N) kas Al vdi 1A

Eelmises naites toodud semantilised puud on taielikud.

Kui hulga S Herbrandi baas on I16pmatu, siis on ka S iga
taielik semantiline puu I18pmatu.

Taielik semantiline puu esitab hulga S k&ikvdimalikud
H-interpretatsioonid.

Iga tipu N korral moodustab I<N> osa hulga S mingist
interpretatsiooni st.

Kui S on vasturaékiv, siis ta peab olema vaar igas
H-interpretatsioonis, Me voime semantilise puu haru
konstrueerimise peatada tipus N, kui ICN) ei rahulda hulka
S.

Naide 3.3. Olgu S = (P, QVR, IPV 16, J1p V IR}
Hulga S Herbrandi baas on H = -, Q, R>. Joonisel on vasa-
kul naidatud hulga S taielik semantiline puu, mille konst-

rueerimine on peatatud igas niisuguses tipus N, kus selgub,
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et 1 (N) ei rahulda hulga S mingit disjunkti. Tipus 1 selgub

nimelt, et vaartuse v saab disjunkt IP V I1Q, tipus 2 -
disjunkt IP V IR, tipus 3 - disjunkt Q V R, tipus 4 - dis-
junkt P.

3.3. Herbrandi teoreem

Herbrandi teoreem on aluseks enamikule kaasaegsetele
masinaigoritmidele, mis on valja tootatud teoreemide tdesta-
miseks. Herbrandi teoreem pdhineb eespol tdestatud teoreemil
3.1, s.t. selleks et selgitada, kas disjunktide hulk on
vasturaakiv, on tarvilik ja piisav kontrollida ainult H—
interpretatsioone. Kuna disjunktide hulga S H-interpretat-
sioone vdib olla 1dpmatu hulk, siis tuleb neid teataval
viisil sustematiseerida. Selleks saab kasutada semantilist
puud .

Def. Disjunkti C -fundamentaalnai”~teks nimetatakse dis-
junkti, mis on saadud C kdigi muutujate asendamisel
Herbrandi universumi elementidega (samad muutujad asendatak-
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se samade elementidega).

Naide 9. Vaatleme néaites 3.1 toodud disjunktide hulka
S = -tG) V Q(y), P(a), Q(a)>. Disjunkti P(x) V Q(y) -fun-
damentaalnaited on P(a) V Q(a), P(a) V Q(b), P(b) V Q(a),
P(b) V Q(b).

Teoreem 3.2 (Herbrandi teoreem). Disjunktide hulk S on
vasturaakiv parajasti siis, kui eksisteerib tema disjunktide
mfundamentaalnaidete 10plik vasturaakiv hulk S/.

Tdéestus. (=>) Olgu disjunktide hulk S vasturaakiv. Siis
on ta vaar oma kdikides interpretatsioonides, sealhulgas H-
interpretatsioonides. Hakkame juurest alates labima hulga S
taielikku semantilist puud. Selle puu iga haru léabimise
katkestame niipea, kui jarjekordses tipus selgub, et vastav
interpretatsioon ei rahulda hulga S mingi disjunkti C -funda-
mentaalnaidet C*“. Ohtlasi eemaldame veel labimata osa sel-
lest harust. Saame semantilise puu, milles on 16plik arv
tippe ja 10plik arv kaari (see jareldub Kftnigi lemmast * ).
Jarelikult leidub fundamentaalndidete 10plik hulk , kus iga
fundamentaalnadide C* on vaar vahemalt iUhes H-interpretat-
sioonis. Seetdttu on ka hulk S* vasturaakiv.

(<=) Oletame, et leidub disjunktide hulga S
Mundamentaalnaidete 16plik hulk S*, mis on vasturaakiv. Kuna
S iga interpretatsioon 1 sisaldab hulga S" interpretatsiooni

1" ning I* ei rahulda hulka S-°, siis interpretatsioon | ei
rahulda samuti hulka S “. Kuid Ukski 1interpretatsioon I* ei
rahulda hulka ST. Jarelikult ka ukski (hulga S)
interpretatsioon 1 ei rahulda hulka S “. Seepérast ei rahulda

hulka S tlkski hulga S* interpretatsioon. Jéarelikult on S
vasturaaki v.

Nai~rde 3. 10. Vaatleme valemit (VX)P(x)4(3x) 1P(y)-
Tema standardkuju vdib esitada disjunktide hulgana S =
= CP(X), 1P(F(a))>. See on vasturaakiv disjunktide hulk,
sest leidub tema -fundamentaalndidete vasturaakiv hulk

S* = <P(+ @), iP(fla))}.
Ve, nait. [O* KHyT. lMckyccTBO nporpammipoBaHna osis jBM.
T. 1. OcHoBHble anropytmel. M., Mup, 1976, Ik. 472
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Teoreemi 2.1 pdhjal on valem (VX)P(x) & (3y) Ip(y) sama-
selt vaar.

Herbrandi teoreemi p&hjal saab TTU konstruktiivselt la-
hendada; genereerime valemi standardkuju esitava disjunktide
hulga S +undamentaalnaidete hulki S,, - Sj - S - ... . lga
hulga Sj saamiseks (@ = 0,1,2,...) asendame hulga S disjunk-
tides muutujad (kdikvdimalikel viisidel) Herbrandi universu-
mi i-nda taseme elementidega. Kontrollime, kas S.© on vas-
turaakiv, kasutades selleks suvalist lausearvutuses sobivat
meetodit (hulga s~ disjunktides ei sisaldu muutujaid). Kui
S on vasturaakiv, siis Herbrandi teoreemi pdhjal on ka S
vasturaakiv. Vastasel korral genereerime jargmise hulga SE~.
Protsess vOib predikaatarvutuse poollahenduvuse tdttu kesta
Idpmatuseni . Kui aga S on vasturaakiv, siis garanteerib
Herbrandi teoreem, et see protseduur avastab hulga S -funda-
mentaalndidete vasturéadkiva hulga Sf.

Herbrandi teoreem oli esimeste arvutil realiseeritud
kummutami sprotseduur ide aluseks.

Naide 3.11. Olgu S = CP(x), IP(F (y))>. Toestame, et S

on vasturaakiv, konstrueerides dundamentaalnaidete hulki.
Kuna

HO = Ca>,
siis

CP(a) , 1P(+ (@) )>-

Hulk S8 ei ole vasturaakiv. Leiame Herbrandi universumi 1.
taseme:

H, = Ca, + (a)>.
Siis

Sj = CP(a), PEH@), 1P+ @), 1P F(+(a)))>.
Hulk S on vasturaékiv, sest sisaldab kontraarse paari
P(-f(a)), 1P(f (a)), seega Herbrandi teoreemi kohaselt on ka
hulk S vasturaakiv.

Nainde 3.12. Vaatleme disjunktide hulka

S = CP(x,a,g(x,b)), IP(+(y), z, g @ ,b))>.
Tdestame, et S on vasturaékiv, konstrueerides fundamentaal-
nadidete hulki. Kuna

Ke = Ca,b>,
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S6= c¢ P(a,a,g(a,b>), PM,a,g<b,b)),IP @ ,a,9F@ ,b)),
lp<f<a),b,g<a),b)), 1P (b),a,g ) ,b>>,TP () ,b, g+,

b) )>.
Hulk sg ei ole vasturaakiv. Leiame Herbrandi universuThi 1.
taseme:
H = {a,b,-f(a),f(b),g<a,a).,g<a,b).g(b,a),g(b,b)>.
Siis

$6 U <P(-f (@ ,a,9(-f (&> .b>)
Hulk S,j on vasturaakiv, sest sisaldab kontraarse paari
P (-Ma) ,a,g (-f(® ,b) ) Ja 1P+, ,a.,9 (F(@ ,b)).
Herbrandi teoreemi kohaselt on ka hulk S vasturaékiv.
Nai_de 3.13. Lahendame nudd jargmise ulesande.
MOned patsiendid armastavad kdiki doktoreid. Okski patsient
el armasta posijaid. ToOestada, et tlkski doktor pole posija.
Kdigepealt esitame eeldused ja vaite predikaatarvutuse
valemitena. Tahistame

P - x on patsient,
D(x) - x on doktor,
Q(x) - x on posija,

L(x,y) - x armastab y-t.
Eeldused vdib siis esitada jargmiste valemitena:
F1 = (3)CPM) & (Vy)(BY) ->L&.M));
H. = (V2) P@ -> (VOIQ(L) -» 1L(z ., D))
Vaide esi tub valemina
G = (Vu () —»I1Qu) >.
TTU lahendamiseks tuleb téestada, et valem ™ & FA ) — G

on samaselt tdene, s.t. tema eitus & Flt & 1G on samaselt
vaar. Teisendame viimase valemi disjunktide hulgaks (kon-
junktsiooni iga liikme vdib seejuures muidugi teisendada
eraldi):

1
o= (3x) <P & (VyM 1D(Y) V L(x,¥))) =

4

=P@ & (Vy) <TD(y) V L<a,y)) =

5

= (VyXPla) & (1D(y) V L(a,y))) =

7

P@ & (1D(y) V L(a,y>),
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8: <P<a), 1D () V L(a,y)>;

R = <Vz) <1p<z) V (Vi) CIQ(t> V 1L(z,t))) =
b
= (Vz)I VE)< 1p ) V 10(t) V 1L (z.t)) =
7
= 1P(z) V 1q () V JL(z .,D);
1
B = <<Vu>< 1d<u) V 1Qu)>) =
2
= (Vu) <D(u) & Q(u)) =
3

D(b) & Q(b>,
8: CD(b), Q(b>>.
Seega teiseneb valem < 8tF* & 1b disjunktide hulgaks S =
= CP(a) ,I1D<y) V L(a,y),IP(z) V 1Q(t) V ]L(z,t), DCb), Q(b)>.
Toestame, et hulk S on vasturaakiv, kasutades Herbrandi teo-
reemi . Kuna
HO = H = <a,b>,
siis
S6 = si = ... = CP(a), ID<a) V L(a,a), 1D(b) \

V L(a,b), TP(a) V 1Q(a) V 1L(a,a),

IP<a) V TQ(®) V IL (a,b),

TP<b) V IQ<a) V IL (b,d) ,

1P(b) V 1Q (> V IL (b,b),
D)., Q(b)}.
See -fundamentaalnaidete hulk on vasturaakiv. Téepoolest.
Oletame vastuvai teliselt, et leidub interpretatsioon I, mis
rahuldab hulka S~. Selles interpretatsioonis peavad
elementaarvalemid P(a), D(b) ja Q(b) olema tdesed. Ka L(a,b)
peab olema tdene, sest muidu ei saaks valem ID(b) V L(a,b)
olla tdéene. Sel juhul on valem IP(a) V IL(a,b) V 1Q(b) vaar,
s.t. interpretatsioon 1 ei rahulda hulka S~. See aga on
vastuolus eeldusega. Jarelikult peab hulk S olema vastu-
raakiv. Siis on Herbrandi teoreemi pdhjal ka hulk S vastu-

raakiv.
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Seega (Ulesande eeldustel toepoolest Ukski doktor pole
posi ja.

4. Resolutsioonimeetod

4.1. Uldidee

Péhiliseks raskuseks Herbrandi teoreemil pShinevate
tdestusprotseduuride kasutamisel on hulkade s: kiire kasva-
mine 1 kasvades.

Naiteks vaatleme disjunktide hulka

{PCLAK) Ly, h(X,y) ,Z,k(X,y,Z) ,IPtu,v,e(v) ,w,-F(v,w) ,

(o]
1

Hp= Ca>,
Hj= ia,g(a) ,h(a,a) ,k<a,a,a) ,e(d) ,f(a,a)>,

Fundamentaalniidete hulgas S™ on 2 elementi, hulgas S juba
6-(6*6 + 6*6 6) = 1512 elementi. Esimene vasturaakiv funda-
mentaalnaidete hulk on aga alles §Sj. Kuna Herbrandi
universumi 5. tasemes on ligikaudu 106* elementi, siis hul-
gas Sj on ligikaudu 10is6 elementi.

4_.2. Resolutsioonimeetod lausearvutuse jaoks

Olgu disjunktid C4 ja sellised, et C< sisaldab
literaali L( , C4 aga sellega kontraarse literaali Lfc.
Kriipsutame maha disjunktides C4 ja vastavalt literaalid

Ja 4, ning moodustame allesjdanud literaalide disjunkt-
siooni. Nii konstrueeritud disjunkti nimetatakse disjunktide
C4 ja Cj resoWendiks. Naiteks disjunktide

PV R
ja

IP V Q
resolvendiks on disjunkt

RV Q;
disjunktide

IP VQ VR
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1IQ VS
resolvendiks aga disjunkt
IP V R V S.
Di sjunkti de
P
ja
1P
resolvendiks on tahidisjunkt CD.

Teoreem 4.1. Olgu antud disjunktid Jja . Siis
disjunktide ja G resolvent C jareldub loogiliselt dis-
junktidest Cuy ja Ct.

Tdestus. Olgu =LV =1L V jaCcC=2Cj VvV Cr,
kus CJ ja on literaalide disjunktsioonid. Oletame, et
ja on tdesed interpretatsioonis 1. Vaja on tdestada, et
resolvent C} V on samuti tdene interpretatsioonis |I.
Selles interpretatsioonis on kas L vdi IL vaar. Oletame, et
L on vaar. Siis ei saa koosneda uUhestainsast literaalist
ja Cj peab olema interpretatsioonis | tdene. Seega resolvent

Y on tdene interpretatsioonis I. Analoogiliselt vdib
naidata, et kui IL on véaar interpretatsioonis 1, siis
peab selles interpretatsioonis olema tdene. Jarelikult CJ V
\Y on tlene interpretatsioonis |I.

Edaspidi tdestame, et kui disjunktide hulk S on
vasturéaakiv, siis resolventide leidmise teel vdib sellest
hulgast tuletada tihidisjunkti.

De*.. Tuletusreeglit, mis genereerib disjunktide hulgast
S selle resolvendid, nimetatakse resolutsiooniks.

Def. Disjunkti tuletuseks disjunktide hulgast S reso-
lutsioonimeetodil”™ nimetatakse sellist disjunktide jarjendit

,--- > Cn, kus iga G, kas kuulub hulka S vbi on eelne-
vate disjunktide resolvent, ning Cn = C.

Tuhidisjunkti tuletust disjunktide hulgast S
nimetatakse hulga S kummutamiseks ehk vasturaakivuse tdestu-
seks.

Naide 4.1. Olgu S = OP V Q, 1Q, P>. Disjunktidest
IP V Q ja 1Q saame resolvendi 1P ning disjunktidest P ja 1P
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resolvendi CD. Seega eksisteerib tiuhidisjunkti tuletus
IP VQ, IQ,IP, P, CD
disjunktide hulgast S resolutsioonimeetodil.

4.3. Asendus ja uni-fikatsioon

Asume nuud laiendama resolutsioonimeetodit lausear-
vutuselt 1. jarku predikaatarvutusele.

Resolventide leidmisel on tarvis, et kahes disjunktis
leiduksid kontraarsed literaalid. Kui disjunktid ei sisalda
muutujaid, s.t. nad on pOhidisjunktid, siis on resolventi

lihtne leida. Naiteks pohidisjunktide
Pta) V Q(b)
ja
IP(a) V R<a)
resolvendiks on disjunkt
Q(b) V R(a).
Resolvendi vOib de-fineerida ka muutujaid sisaldavate
disjunktide jaoks. Naiteks olgu

= PG V Q) ,
Ct = TP-F () ) V R(X) -
Disjunktis Cj pole uhtki literaali, mis oleks kontraarne
mone disjunktis CA esineva literaaliga. Kui aga asendame
disjunktis muutuja x termiga -f(x), siis saame disjunkti

= PG+ 0e) VQEX)).
Disjunktidel c% ja Ca, leidub resolvent

C3 = Q(F X)) V R(X) -

Disjunkti C3 nimetatakse ka antud disjunktide ja
resolvendi ks.

Kuna resolventide moodustamiseks on tihti vaja
muutujaid asendada, alustame jargmiste mdistete defineerimi-
sest .

Def. Asenduskomgonendiks nimetatakse avaldist t/x, kus
X on muutuja, t aga term, mis ei ole x. Seejuures X nimeta-
takse asenduskomponendi muutujaks, t aga termiks.

Def. Asenduskomponentide hulka

A — @ /X] tn/xn),
kus muutujad on erinevad, nimetatakse asenduseks.
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Asenduse <« rakendamine mingile valemile F tahendab
muutujate 1T ~ i~ n kcSikide esinemiste asendamist
valemis F termiga t. Saadud valemit tdhistatakse k&, ning
nimetatakse valemi F nahteks.

Nii saadakse asenduse

et = tg(a)’/x, -f(2)/y>
rakendamisel valemile

F=RX.¥O)
vai em

FeC=R@@E , FG+<))

(valemi F naide).

Det . Asenduste « ja kompositsiooniks Ua> nimetatakse
asendust, mis saadakse asenduse G rakendamisel asenduse 06
kdigile termidele ning tulemusele selliste asenduskomponen-
tide lisamisel asendusest (S, mille muutujad puuduvad asen-

duses cC.

Naiteks kui

&.y /z>,

p = ta/x, b/y, c/w, d/z>,
siis

4 = <f(a,b)/z, asx, bly, c/w>.

Resowentide leidmisel on ménikord vaja unifitseerida
(uhtsustada) kaks voi enam avaldist, s.t. tuleb leida sel-

line asendus, mis teeks mitu avaldist identseteks.

Def. Literaalide hulka W = <L4, IA,. .., L,,> nimetatakse
uni_Fitseer i_tavaks, Kkui leidub selline asendus ci , mille
rakendamise tulemusel saadakse U * = Lj«t=...= L,ot. Asendust
« nimetatakse literaalide hulga unifi“kaatori]<s.

Naiteks olgu antud literaalide hulk

W = <R(F(Y).x), R+ () F@ )>.

Asendus = <+(a)/x, b/y> on hulga W unifikaator, sest
REF ) X)) yii = REF () A@)).

REF (b> F @) >><> = Re=F<b> ,f<a)).

Def. Literaalide hulga W = ¢~ ,L™,...,Ln> l_ihtsaimaks
uni-fikaatoriks nimetatakse sellist uni-fikaatorit oi, et kui

£ on hulga W uni-fikaator, siis leidub asendus nii, et
= «-if a = 1.2,... Nn).
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4.4. Unifitseerimisalgoritm

Algoritmi, mis Jleiab unifitseeritava literaalide hulga
lihtsaima unifikaatori ja teatab ebadnnestumisest, kui hulk

pole unifitseeritav, nimetatakse unijf tseer i"mi"sal g™ori &
rmiks. Algoritm pdhineb jargmisel ideel.
Vaatleme avaldisi P(a> ja P(X). Need ei ole identsed,

vaid erinevad teineteisest selle poolest, et esimeses aval-
dises on a, teises aga samal kohal muutuja x. Et Uhtsustada
avaldisi P(a) ja P(X), tuleb kdigepealt leida nende erine-
vus, seejarel aga puuda seda korvaldada. Vaadeldavas néaites
on erinevuste hulk (a,x>. Kuna x on muutuja, siis selle vdib
asendada konstandiga a ning erinevus ongi kdrvaldatud.

Defineerime alfabeeti lise ja leksi kograa-filise jarjes-
tuse.

Def . Otleme, et simbolite hulk on jarjestatud alfabee-
tiliselt, kui

1) sumbolid paiknevad jarjekorras: muutujate, -funktsi-
oonide, predikaatide sumbolid ja eituse mark;

2) véaiksema dimensiooniga -funktsiooni (predi kaadi) sim-
bol eelneb suurema dimensiooniga -funktsioonide (predikaati-
de) sumbolitele; vOrdsete dimensioonide korral aga on ees-
pool al-Fabeeti lises jJarjestuses varem esineva funktsiooni
(predikaadi) siumbol;

3) muutujate sumbolid paiknevad alfabeetilises jarje-
korras.

Def*. Terme ja literaale nimetame avaldisteks. Kdikide
avaldiste hulk on jar jestatud ~eksi”kograaf™l i"selt, kui llUhe-
mad avaldised eelnevad pikematele, vOrdse pikkusega
avaldistest aga on eespool see, mille esimene siumbol (esime-
sed siUmbolid) on alfabeetilises jarjestuses eespool.

Avaldiste hulga W unifitseerimi saigoritm:
1. kK = 0, 6K = fj (tuhiasendus) .
2. Kui WefK ei ole uheelemendiline hulk, siis taita punkt 3.
Vastasel korral 6 := 6K, tdo0 ldpetada.
3. Hulgas WGk vaadelda iga avaldist kui sumbolite korteezi
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jJja eraldada esimesed (vasakpoolseimad) osaavaldised, mis

hulga W6K koigil elementidel ei ole identsed. Need osaaval-
dised jarjestada leksikograafiliselt. Saadakse hulga W6* nn.
erinevuste hulk B*. Tahistada hulga BK 1. ja 2. elementi
vastavalt vK ja tK. Kui vK on muutuja, mis ei sisaldu
avaldises tK, siis

6k+4 1= B*CEN/VK>,

K 1= k + 1,

taita punkt 2.

Vastasel korral teatada ebadnnestumisest, t66 l0petada.

Margime, et uni-fitseerimisaigoritm Idpetab tdd igal
16plikul mittetiuhjal avaldiste hulgal W, sest vastupidisel
Juhul genereeriks ta I10plike mittetihjade hulkade [I18pmatu
jada Wfe , Wd® ,..., kus iga jargmine hulk sisaldab &he muutu-
ja vahem kui eelmine. See on aga vdimatu, sest W sisaldab
ainult 10pliku hulga erinevaid muutujaid.

Nai~de 4.2. Rakendame uni-fitseer imisaigor itmi literaa-
lide hulgale

W = <P(x,z,v), P&, F¢).y), P(x,z,b)>.
Saame

K =Q, 60 =1, W60 = w.
Erinevuste hulk

BO = <z F()>.

Siin
W =z, t0 = f(y).

Naud
64 = 00 <-f(y)/z> = CFf(y)/z>,
K = 1.

Hulk

= tPX .+ V), PX,TY),y), P& ) ,b)>
ei ole G6heelemendiline, tema erinevusfe hulk on
B4 = Cv,y,b>.

Siin
4, =v, t, =y

ning
6n = &~ <y/v> = {F(y)/z>Cy/v> = {-F)/z, y/v>,
K = 2.

Hulk
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W4, = CP(x,F() .y) , P(x,T(y),b>>
ei ole uheelemendiline, erinevuste hulk on

- BA = b>,
kus
=Y» 4 =b

Saame

63 = 6°{b/y> = {f(y)/z, y/v>Cb/y> = {f(b)/z, b/v, b/y>,

K = 3.
Néud

= {Px,FQ®) ,b>>,

seega

6 = 63 = C*f(b)/z, b/v, b/y>
on hulga W lihtsaim unifikaator.

Nai_de 4.3. Rakendame unifitseerimisaigoritmi literaali-
de hulgale

W= CQ(f<a) ,g(X)), Qy,y)>-

Saame

K =0, 60 =L, Be = Cy, f(@ >,
seega 6] = {f(a)/y>. Nuud

K =1, Wed = {Q(f<a).g (X)), Q(f (@ .+(a))>, B4 = {f(a) ,
g (xX)>.

Kuna f<a) ei ole muutuja, siis hulk W ei ole unifitseeritav.

Teoreem 4.2. Kui W on 16plik mittetihi unifitseeritav
avaldiste hulk, siis unifitseerimisalgoritm Idpetab alati
t<3 2. sammul ning viimane 6K on hulga U lihtsaim unifikaa-
tor.

TOestus. Kuna W on unifitseeritav, siis olgu 0 tema su-
valine unifikaator. Induktsiooniga k jargi naitame, et lei-
dub selline asendus Ak, mille korral B = 6K/K.

Olgu k = 0. Tahistame AO0= 9. Siis B = 6eA, , sest {L=£.

Oletame niid,, et 8 = BXIK <0~ k4 n)ym Kui hulk WoO*
koosneb Uhestainsast literaalist, siis peatub
unifitseerimisalgoritm sammul 2. Kuna B = 6f/ln, siis 6 on
hulga W lihtsaim unifikaator.

Kui hulk WdT,, koosneb enam kui dhest avaldisest, siis
leiab unifitseerimisalgoritm hulga W6J jaoks erinevuste hul-
ga Bn. Kuna B = 6j,A on hulga W unifikaator, siis peab
olema hulga B,, unifikaator. Kuna aga Bn on erinevuste hulk.
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siis peab selles hulgas leiduma muutuja v, . Olgu t, suvaline

element hulgast B,, , kus tn ¢ v, . Kuna A, uni-fitseerib Bn,
siis wvnAh = tTnA. Kui vB 6 t,, siis VA, & tnAn. See aga
pole vSimalik, sest v,, ja t, on erinevad ning v,,An = tnA,,

Jarelikult vh $ tn. Seetdttu ei peatu algoritm sammul 3,
vaid moodustab 6rt4 = en<tn/v, > Olgu = Xn - {t,A, /v, >.
Kuna v,, ¢ t,, siis

= ~,,(A4 — ttnA,,/vn}) = t,A,.

Seega

Cth /v,,> = <t,, Anjj /VF,> U Addj = It,,A, /vny U An+s =
= ctnA, /vh> un (An - ct,Ah/v,}> =A,.
Jareli kuit

& = 6n\n = 6,itn/vriy)int/i = £,+4 ~h+4-—

Seeparast leidub iga k™0 korral selline asendus A, et
9 = Kuna uni-fitseer imi sai goritm peab t6A Idpetama ja
kuna ta seda ei teinud sammul 3, siis peab t66 10ppema sam-
mul 2. Kuna B = 6fcA* iga k korral, siis viimane 6K on hulga
W lihtsaim unifikaator.

4.5. Resolutsioonimeetod predikaatarvutuse jaoks

Def . Kui  disjunkti C kaks v3i enam (samamargilist)
literaali on uni fitseer itavad lihtsaima uni-fi kaatoriga 6,
siis disjunkti Cs nimetatakse disjunkti C kleebise)<s.

Naiteks disjunkti C = P(x) V P(-f(y)) V 1Q(X) kleebis
P(F(y)) V 1Q(-fty)) saadakse hulga <P(x), P(f(y))> lihtsaima
uni-fikaatori 6 = {-f(y)/x> rakendamise tulemusel disjunktile
C.

Def. Olgu ja C4 kaks disjunkti (vaatleme neid lite-
raalide hulkadena), millel ei ole Uhiseid muutujaid. Olgu
ja sellised literaalid, et

1) u4 e c4,

4 -

2) hulga L4 U jaoks eksisteerib lihtsaim unifikaa-—
tor 6.

Siis oeldakse, et disjunktid C ja Uhenevad ning
neist on tuletatav uus disjunkt, nende nn. binaarne resol-
vent

34



C - L6V € - LB

Nai_de 4.4. Olgu

C,: R(y.9(a) V R(y,g9(x>) V P(X),

Ch: TR@Z.,.g@ ) VIP(z2).-
Tahistame U = R(y.,g(a)), = IR(z,g(a>). Hulk <l , IL"J on
uni+ itseeritav lihtsaima uni-fikaatoriga

6 = Cz/y>.
Disjunktide C4 ja binaarseks resolvendiks on disjunkt

<R(y,g(x>) V P(X) V IP<z))tf = Rz, g(X)>V P(X) V IP(2).
Binaarsed resolvendid on veel

R(y.g(@) V P(@ V IP(2)
Jja

R(y.g(a)) VP(y.g(z>) VIR(z,g(a>).

On disjunkte, mis ei lahene.

De_t. Disjunktide ja C4 resolvendiks nimetatakse
binaarset resolventi, kus lahenevateks disjunktideks on kas

1) c4 ja @,

2) kleebis ja C4,

3) ja Cj kleebis voi

4) C4 ja G, kleebised.

Naide 4.5. Naites 4.4 vaadeldud disjunktide ja

resolvendiks on ka disjunkt

R(z,g(a) VvV P(a) V TP(2)

- see on kleebise R(z,g<a)) V P() Jja disjunkti Cj
binaarne resolvent.

Nagu lausearvutuses, nii ka predikaatarvutuse korral
nimetatakse tuietusreeglit, mis genereerib antud disjunktide
hulgast selle resolvendid, resolutsiooniks.

Samuti nagu lausearvutuses defineeritakse ka disjunkti
C tuletus disjunktide hulgast S resolutsioonimeetodil ning
disjunktide hulga S kummutamine.

Olgu antud n disjunktist koosnev hulk S. Hulga S Kkefik
resolvendid vcfib leida jargmise algoritmi kohaselt.

(i) Jarjestada hulga b disjunktid 1 kuni n; i o= 1

(i1) Leida disjunkti number i k&ikvdimalikud resolven-

did disjunktidega number i+l,..., n
(iii) 1 =i + 1. Kui 1 < n, siis taita (ii).
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TAhistame R(S) hulga S uhendit tema kdikvdimalike re-
solventide hulgaga. Olgu RO<S) =S ja R-~"tS) = R <Rv (9),
i >0.

NAide 4.6. Olgu S = CQCa), Rla), IQ(X) VIR(x) V T(a),

TT(y)>. Tuletame resolutsioonimeetodil hulgast S tuhidis-
Junkti. Resolventide leidmisel rakendame Asja toodud algo-
ritmi. Tuletuse esitame graa-fina, mille tippudele vastavad

hulga S disjunktid ja resolvendid:
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4.6. Resolutsioonimeetodi taielikkus

Naitame naud, et parajasti igast vasturaakivast dis-
junktide hulgast S saab resolutsioonimeetodil tuletada t&hi-

disjunkti.
Lemma 4.-4- Kui CJ ja on disjunktide ja naited
ning kui C" on C,|ja resolvent, siiS eksisteerib U ja G,

selline resolvent C, et C®" on C naide.

Tdestus. Eeldame, et disjunktidel ja ei ole
ahiseid muutujaid (seda vOime saavutada vajaduse korral muu-
tujaid &amber nimetades). Olgu L,j ja L™ resolveeritavad lite-
raalid ning olgu

C*“ =(CiPp - L-P ) U (Cj™ - L)),
kus on literaalide L~ ja 1L~ lihtsaim uni+ikaator. Kuna Cj

ja on vastavalt disjunktide ja Go, naited, siis leidub
selline asendus 8, et Cj = B ja = CAB. Olgu L~,...,LE
sellised literaalid disjunktis (G, , et
LB = ... = LB = Li

a =1, 2). Kui ri >1, siis olgu Aj hulga CL™,. ..,IJ" >
lihtsaim uni +ikaator ja U, = L* ag=1, 2). Siis on L
literaal disjunkti C~ kleebises CMAN Kui = 1, siis =
=t jJa L, = 1|1~ . Olgu A= A< Ax Li on L;, naide. Kuna

L~ ja "Iy~ on uni-fitseeritavad, siis on ka L. ja IL, uni-fit-
seeritavad. Olgu 6 literaalide ja IL. lihtsaim
uni+ikaator. Olgu

C = ((C,A)6 - I 6) U ((CaA )6 - L"6) =

= (C<A)Y - L, .., J =(X6)) U

U G (16) - <L~ ..., L* >(/16)).
Disjunkt C on disjunktide ja resolvent C" on C naide,
sest

c— = (¢c;P —*1;P ) n (c;P —-1j)?) =

= (=B)p - D1 >B) p ) u

n ((C™B)? - ((L™,..., L* >B)p ) =

= (C4@Bp) - CLY,..., Lj XBp)) wu

m Cn@BP) - CLi,..., I£ >BP)),
ja A5> on lihtsam kui Bp , mis tOestabki lemma.
Teoreem 4.3 (resolutsioonimeetodi taielikkus). Dis-
junktide hulk S on vasturédakiv parajasti silis, kui reso-
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lutsioonimeetodi 1 saab temast tuletada ttlhidisjunkti.
Tdéestus. (=>) Tahistame
k(S) = (literaalide sisaldumiste arv hulga S disjunktides) -
— (disjunktide arv hulgas S).
Tdestame induktsiooniga k(S) jargi.
Olgu k(S) = 0. Siis kas iga disjunkt sisaldab uUheainsa
literaali, Vffi leidub disjunkt, milles on kaks literaali,
kuid samas peab leiduma ka disjunk.t, milles pole uUhtegi li-

teraali - tohidisjunkt. Viimasel juhul vaide kehtib, seepéa-
rast vaatleme esimest juhtu. Olgu niisiis

S =«<,, Lx, L3, ...>,
kus iga disjunkt kujutab endast (htainsat literaali. lga

disjunkt on seega tdene parajasti siis, kui tema ainus
literaal on tSene. Kuna eelduse kohaselt on S vasturaakiv,
siis ei tohi teda rahuldada ukski interpretatsioon, s.t.
hulgas S peab olema vahemalt Uks paar literaale, mis kas ise

v5i mille naited on kontraarsed. Olgu sellised literaalid
naiteks ja L~ Siis = 1U* , kus ja on vastavalt
literaalide U ja 1n naited. Nende resol vendi ks on CD. Lem-

mast 4.1 jareldub, et siis ka L] ja L™ resolvendiks on CD.
Induktsiooni baas on tdestatud.

Oletame niudd, et vaide kehtib iga k(S < n korral. Olgu
k(S> = n ning olgu S vasturaakiv disjunktide hulk. Kui S si-

saldab cD, siis on teoreem todestatud. Seeparast vaatleme
juhtu, kus CD ft S. Kuna k(S) > 0, siis vahemalt Uks disjunkt
hulgas S sisaldab rohkem kui uhe literaali. Olgu selliseks

disjunktiks C = A V L, kus L on literaal. Hulga S voib esi-
tada kujul

S =8 UGC,
kus S* = S - C. Hulgast S vSib saada kaks hulka:

Si - S" U A,

Sji = S" U L,
kusjuures MSjJ™) N K@&) < k(S = n. Induktiivse eelduse ko-
haselt v3ib hulkadest S4 ja sb, kui nad on vasturaakivad,
tuletada tihidisjunkti. Tdestame, et S< ja s~ on

vasturaaki vad.
Olgu M disjunkti C kdikide mudelite kogum. Kuna eel-
duse kohaselt on hulk S = S“ U C vasturaakiv, siis ei saa
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teda rahuldada ka ukski interpretatsioon kogumist li . SeepA-
rast peab igas interpretatsioonis m 6 M mingi valem C* &
6 S olema VvAAr. KOi k vAArtustused, mille korral A ja L on
tdesed, kuuluvad kogumisse Nl ja igauhes neist on seega
mingi valem C* 6-S vAAr.Teiselt poolt, disjunkti C suvalises
interpretatsioonis, mis ei kuulu kogumisse li , peavad mdle-
mad valemid A ja L olema vAArad, sest muidu poleks C = AV L
VAAr. Seega Uhegi interpretatsiooni korral pole hulgad ST ja
S, rahuldatavad, s.t. nad on vasturAAkivad.

TAhistame R*(S) disjunktide hulga, mis on saadud hul-
gast S Kk korda resolvente leides. Oleme tdestanud, et leidu-
vad sellised i ja j, et

CD & R*(S.D), “.- D
CD t RN(S™M). “4.2)
Oletame nuud, et i sammu, mis viivad suhteni (4.1), on ra-

kendatud mitte hulgale S”~, vaid hulgale S = S*" U C. Selle
tulemusel saame kas CD vOi L. Esimesel juhul on hulgast S
tuhidisjunkt resolutsioonimeetodil tuletatud. Vaatleme teist
juhtu, kui saadakse L. Kuna S" - S, siis

S*" UL =Sj b R<().
IMMAd  v&ib CD tuletamiseks rakendada hulgale Sx kui hulga
R°(S) osahulgale j korda resolventide leidmist ja saada suh-
te (4.2). See tdestabki tarvilikkuse.

(<=) Oletame, et eksisteerib CD tuletus hulgast S. Olgu
R* » Rj, leem* Rk resolvendid selles tuletuses. Oletame vastu-—
vAiteliselt, et leidub hulga S mingi mudel m. Kui m rahuldab
hulga S disjunkte Cj ja , siis peab ta rahuldama ka nende
suvalist resolventi (teoreemi 4.1 analoog predikaatarvutuse
jaoks) . JArelikult m rahuldab kd&iki resolvente R* ,. .., RK.
See on aga vdimatu, sest eelduse kohaselt on Uks neist re-
solventi dest CD. SeepArast peab hulk S olema vasturAAkiv.

Resolutsioonimeetodi tAielikkus tagab selle, et kui
disjunktide hulk S on vasturAAkiv, siis saab temast I106plik
arv korda resolvente leide tuletada tuhidisjunkti. Kui [18p-
liku arvu sammude jArel pole osutunud vdimalikuks tuletada
tuhidisjunkti, siis see ei tAhenda veel, et S on rahuldatav:
vBib-olla 0Onnestuks tiUhidisjunkt tuletada suurema hulga
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sammude tulemusel.
4.7. lilliesannete lahendamine resolutsioonimeetodil

Vaatleme mdningaid n&iteid resolutsioonimeetodi raken-
damise kohta.

Naide 4-7. Lahendame resolutsioonimeetodil néaites 3.13
lahendatud TTU, s.t. tdestame, et disjunktide hulk S =tP(a),
TD(y> V L(a,y)., IP(z) V I1QC(t) V IL(z,t), D(b), Q(b)> on
vasturaakiv.

TOestuse (tuhidisjunkti tuletuse) esitame graafina:

Naide 4.8. lIga tudeng on aus. Benno ei ole aus. Tdes-
tada, et Benno ei ole tudeng.
Tahistame

T(x> - x on tudeng,
Q(xX) - x on aus,
b — Benno.

Siis eeldused on

FA o (v (TGO “m QX))

Fx = lu(b)
ja vaide

B: 1T(b>.
Tuleb tdestada, et valem (& & FA) —> S on samaselt tdene
ehk, mis sellega samavaarne, et eitus b & 1b on sama-

selt vaar. Esitame selle valemi disjunktide hulgana:
S = NT(x) V Q&), TQ(b), T(h)>.
Tuletame hulgast S resolutsioonimeetodil tuhidisjunkti:
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ITCWQG) 10ci)

1ITU)

Jarelikult toepoolest Benno pole tudeng.

Naide 4.9. Model leerime lihtsat kusimus—vastussé&steemi
(KVS). Olgu KVS-s jargmised faktid:

F4 : Benno on alati saal, kus on Clara.

: Clara on amfiteatris.

Kuidas KVS vastab kiusimusele, kus on Benno?

Esitame faktid predikaatarvutuse valemitena. Tahistame

P(x,y) - x paikneb kohal vy,

a - amfiteater,

b — Benno,

c - Clara.
Siis

F{: (Vx)(P(c,x> -~>P(b,x>>,

Fj,! p(c,a).
Selleks et vastata esitatud kiusimusele, kasutab KVS jargmist
votet:* tdestab kdigepealt, et leidub koht, kus paikneb Ben-
no, s.t. et valemitest F, ja F* jareldub Iloogiliselt valem

G: (3y)(P(b,y))-

Seejarel leiab KVS y vaartuse, mis ongi vastuseks kisimuse-
le.

Naitame, et valem P& P & 1G on samaselt vaar, S.o.
disjunktide hulk

S = < 1P(c,x) V P(b,x), P(c,a), TP(b,y>>

on vasturaakiv. ToOestus on esitatud graafina (joonisel vasa-
kul ).

*vt. nait. Jl, T. KyamH. OCHOBbl KMGEpHETUMKM, T. 2» OCHOBbI
KnbepHeTnyecKnx mogener. M., 3SHeprusa, 1979, Ik. 494.
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Nofld votame valemis 1G iga disjunkti asemele selle disjunkti
ja tema eituse disjunktsiooni (antud  juhul IP(b,x) Vv
V P<,x)). Sama tdestuse kordamisel saamegi tiuhidisjunkti
asemel vastuse kisimusele (Joonisel paremal):

IFfc *)VPM PCc,ev) Ipa,x) NP(c,*)Yp(1,x) PCc,a) 7pfapVIfix)

Vastus on P(b,a), seega Benno paikneb amfiteatris

5. Semantiline resolutsioon
5.1. Naide

Resolutsioonimeetodi rakendamist teoreemide automaatsel
toestamisel piirab asjaolu, et resolventide hulgad kasvavad
vaga kiiresti. Lahendame veel 06he Ulesande resolutsioonimee-
todil, esitades lahenduse nuidd mitte graafina, vaid tabeli-
na, ning seejarel hakkame otsima votteid tdestuse
lihtsustamiseks.

Narde 5.~. Toestada, et disjunktide hulk
S = -ROG) V QX)) VIT(X), RY) V T(¥), R@) V Q(2), TR(uU)>
on vasturaékiv.

Koiki hulga S disjunkte ja moodustatud resolvente
jarjest paarikaupa labi vaadates saame tiuhidisjunkti gene-
reerida 24. sammul:
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1 1 RO V IQXX) V 1T(x>
2 1R V TE) .S
3 1 R@)V Qz>
4 1 IR(u) -
5 1 Ry) V 1IQ(Yy) (1.,2) SRCS)
6 1 R(@)V 1T (2) 1.3 '
7 11QQ@ V 1T(u) <l,4
8 1 T <2,4)
9 1 QQ @G.4)
5=10 1 R V 1Q W (1.8)
6 =11 1R V 1T 1.9
12 1 R(2) (2.,6)
5 =13 1R Vo o 2.7
12 = 14 1 R(2) 3.5
6 =15 1 R@W V IT @G.7)
16 1 TQ (u) 4.5
17 1 1T(u) “.,6)
12 = 18 1 R () (5,9
12 = 19 1 R (6.8)
20 1 1Q (W 7.8)
21 11T (W) @.9)
12 = 22 1 R<u) (2 ,17)
12 =23 1 RQ) (3,16)
24 1 CD “4,12)

Suur osa moodustatud resolventidest on tSestuse jaoks
Ulearused: hulga R™ (S) resolventidest oleks vaja genereerida
ainult kas nr. 5 v6i 6 ning hulga R*(S) resolventidest 12 ja
24.

Et valtida ulearuste resolventide moodustamist, seame
resolutsioonile kitsendusi.

Esimene v3te, mida kasutatakse resolventide hulga va-
hendamiseks, on disjunktide hulga S tukeldamine kaheks osa-
hulgaks ja ndue, et resolventide moodustamisel vSetaks

disjunktid erinevatest osahulkadest. Hulga S tukeldamiseks
kasutatakse 1interpretatsiooni: ©O0hte osahulka (S) vbetakse
need disjunktid, mis valitud interpretatsioonis on véaarad,
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ning teise (S+) need, mis on tSTesed.

Vaadeldavas nAites kasutame sellist H-interpretatsioo-
ni , milles kSik elementaarvalemid on vaarad:

1 = { IR, 1Q, 1T>.

Saame jargmised osahulgad:

S_ = <2,3>, . = <1,4>.

Hulga R((S) moodustamisel vaimaldab selline tikeldus valti-
da Uhe resolvendi (nr. 7) genereerimist.

Teine vSte, mida rakendatakse genereeritavate resolven-
tide hulga véahendamiseks, on jarjestuse sissetoomine
predikaatsimbolite hulgas ja nSue, et vresolveerida Vv0Oib
ainult sellise predikaadi esimesse osahulka kuuluvas dis-
junktis, mis temas sisalduvatest predikaatidest on suurim
sissetoodud jarjestuse mottes.

Vaadeldavas naites vatame kasutusele jargmise predi-
kaats&mbolite jéarjestuse:

P= R<Q<T).

Vaatame labi resolvendid hulgast R4 (S): taiendavalt
v3ib niiidd valtida veel kahe resolvendi (nr. S ja 9) generee-
rimist.

Seega saame nimetatud kahte votet kasutades vaadeldavas
naites tuhidisjunkti kaks tuletust:

Resolvendi nr. 12 moodustamisel kasutatakse mSflemal
juhul kolme 1lahtedisjunkti (nr. 1, 2 ja 3).

Seams niud eesmargiks laiendada resolvendi mdistet nii,
et vaadeldavas naites saaks disjunktidest 1, 2 ja 3 kohe tu-
tada disjunkti 12, moodustamata vahepealseid resolvente 5
VSfi 6.
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5.2. Semantilise resolutsiooni de-fFini tsioon

Defineerime kdigepealt mdiste “semantiline klass".

Def. Olgu 1 interpretatsioon ja P predikaatsumbolite
jarjestus. Loplikku disjunktide jarjendit

..... Ev N>,

kus g > 1, nimetatakse semantiliseks”™ klassiks P ja 1 suhtes
ehk Pl-klassiks, disjunkte B*,. .., E”~ semantilise klassi
elektronideks ja N tema tuumaks, kui kehtivad jargmised 4
tingimust:

1. elektronid E~,..., E™ on vdarad interpretatsioonis 1.

2. Olgu = N. Iga i =1,...,9 korral leidub resolvent
Rj~ 1 mille moodustavad disjunktid E_ ja RM.

3. Resolveeritav literaal on disjunktis E suurim predi-—
kaatsiimbol ite jarjestuse P mOttes.

4. Resolvent Rqs< on vaar interpretatsioonis 1.

Resolventi RM.* nimetatakse Pl-klassi £EN,..., EnN, N>
Pl-resoWendi ks.

Vaadeldavas naites moodustavad Pl-klassi disjunktid
<2,3,1>. (Elektronid v8ib vdtta ka vastupidises jarjekorras:
£3,2,1>>.

Dej®. Tuietusreeglit, mis genereerib disjunktide hulgast
Pl-resol vendi d, nimetatakse semantiliseks resolutsioonik4d*

Tuletust disjunktide hulgast S nimetatakse Pl-tuletu-
seks, kui iga disjunkt selles kas kuulub hulka S vb6i on eel-
nevate disjunktide mingi Pl-klassi Pl-resolvent.

Vaadeldavas naites saame Pl-tuietuse esitada puuna:
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5.3. Semantilise resolutsiooni taielikkus

Semantilise resolutsiooni taielikkuse naitamiseks
tbestame koéigepealt lemma.

Lemma 5. 1. Kui P on predi kaatsimbol ite jarjestus po&hi-
disjunktide |[ICTplikus vasturaakivas hulgas S ning 1 hulga S
interpretatsioon, siis on olemas tihidisjunkti Pl-tuletus
hulgast S.

Tj3estus. Tdestame induktsiooni meetodi 1. Hulga S
disjunktid ei sisalda muutujaid, kuna nad on pdhidisjunktid.

Olgu A hulga S elementaarvalemite hulk. Kui A Kkoosneb
Uhestainsast valemist Q, siis peavad hulka S kuuluma nii Q
kui ka 1Q. Nende resolvent on C3. Uks disjunktidest Q ja 1Q
peab olema vaar interpretatsioonis I ja Cl on va&r igas in-
terpretatsioonis. Seetdttu on tihidisjunkt Pl-resolvent.

Oletame niuud, et lemma kehtib juhul, kui hulk A koosneb
i elemendist (@ ~ i < n). Vaatleme juhtu, kus hulk A koosneb
n+l elemendist. Vdimalikud on kaks alljuhtu.

1) Hulka S kuulub literaal L, mis on vaar interpretat-
sioonis 1. Olgu S" hulk, mis on saadud hulgast S nende dis-
junktide valjajatmise teel, mis sisaldavad literaali L, ning
literaali IL mahakriipsutamise teel Ulejaadnud disjunkti-
dest. Hulk S* on vasturaakiv. Kuna S* sisaldab dlimalt n
elementaarvalenmit, siis induktsiooni eelduse tottu
eksisteerib tuhidisjunkti Pl-tuletus D" hulgast S* (olgu see
esitatud graa-fina). Sellest tuletusest lahtudes vdime saada
tuhidisjunkti Pl-tuletuse hulgast S jargmisel viisil.

Esiteks, iga Pl-klassi <E4,. .., E~,N">, kus E.|,..., E7,
N - on disjunktid, mis asuvad tuletuse D" tippudes, asendame
Pl-klassiga <Ej,.. ., EA, L, N>, kui N on saadud disjunktist
N literaali L mahatémbamise teel (siin on E~,..., EN, L
elektronid ja N tuum).

Teiseks, kul Ej® on saadud hulka S kuuluvast disjunktist
Ej, literaali TL mahatdmbamise teel, siis lisame tuletuses
selle tipu kohale, kus asub EE, Pl-klassi <L, Efc. Niisuguse
protsessi tulemusel saame tUhidisjunkti Pl-tuletuse hulgast
S.

2) Hulka S ei kuulu literaali, mis oleks vaar
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interpretatsioonis 1. Sel juhul valime elemendi B hulga S
elementaarvalemite hulgast nii, et B sisaldaks jarjestuse P
méttes vahima predi kaatsiikmbol i . Oks 1literaal idest B ja IB on
vaar interpretatsioonis 1. Olgu L hulga <B, 1B> see element,
mis interpretatsioonis 1 on vaar. Olgu S* hulk, mis on
saadud hulgast S nende disjunktide valjajatmise teel, mis
sisaldavad literaali “IL, ja literaali L mahatdmbamise teel
Ulejaanud disjunktidest. Hulk S* on vasturaakiv. Kuna S" si-
saldab ulimalt n elementaarvalenmit, siis induktsiooni
eelduse kohaselt eksisteerib téhidisjunkti Pl-tuletus D~
hulgast S*. Olgu tuletus, mis on saadud tuletusest D" li-
teraali L tagasi paigutamise teel nendesse disjunktidesse,
millest ta oli maha kriipsutatud. on samuti Pl-tuletus,
sest literaal L sisaldab véahima predikaatsémboli ja on 1in-
terpretatsioonis 1 vaar. D4 on kas tohidisjunkti vdi L PI-
tuletus. Esimesel juhul ongi tdestus sellega Iffppenucf. Tei-
sel juhul vaatleme hulka S U CL>. Kuna see hulk sisaldab li-
teraali L, mis on vaar interpretatsioonis I, siis alljuhu 1
toestuse kohaselt leidub toéhidisjunkti Pl—tuletus DA hul-

gast S U CL>. Kombineerides tuletusi ja 0,, saame
tohidisjunkti Pl-tuletuse hulgast S. Sellega on lemma
tdestatud.

Teoreem 5.1 (Pl-resolutsiooni taielikkus). Kui P on

predikaatsémbolite jarjestus [10plikus vasturaédkivas dis-
junktide hulgas S ning I on hulga S interpretatsioon, siis
leidub tohidisjunkti Pl-tuletus hulgast S.

Téestus. Kuna S on vasturaékiv, siis Herbrandi teoreenmi
(teoreem 3.2) kohaselt leidub hulga S disjunktide fundamen-
taalnaidete 10plik vasturaakiv hulk S". Lemma 5.1 kohaselt
leidub tohidisjunkti Pl-tuletus D" hulgast S". N&aitame nodoéd,
kuidas tuletust D" ehitada Omber tohidisjunkti tuletuseks
hulgast S.

Paigutame tuletuse D" igasse tippu mingi disjunkti, mis
"majoreerib™ selles tipus asuvat pOhidisjunkti. Igasse alg-
tippu paigutame hulga S sellise disjunkti, mille -fundamen-
taalnéaiteks on seal enne asunud pdhidisjunkt. Kui kdikidesse
tippudesse, mis vahetult eelnevad antud tipule, on juba
paigutatud disjunktid ning need disjunktid moodustavad PI-
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klassi, siis paigutame vaadeldavasse tippu Pl-resolvendi,
mille dundamentaalnédi teks on seal enne asunud pcJhidisjunkt.
Viimasesse tippu paigutatav disjunkt peab olema tiuhi, sest
seal enne asunud disjunkt on tuhi. See tuletuspuu koos sinna
paigutatud disjunktidega esitabki tuhidisjunkti Pl-tuletuse
hulgast S. Sellega on teoreem tSestatud.

Margime, et semantilise resolutsiooni puhul voib
kasutada mistahes jarjestust ja mistahes interpretatsiooni.

Naide 5.2. Kui valime naites 5.1 vaadeldud disjunktide
hulga puhul predikaatsumbolite jarjestuse P = (T < Q < R) ja
interpretatsiooni 1 = €£1IR, Q, T>, siis saame tuhidisjunkti
Pl-tuletuse disjunktide hulgast S esitada jargmise graafina:

a

Jargnevas kéasitleme semantilise resolutsiooni kahte
erijuhtu, seades taiendavaid kitsendusi Pl-resolventide
moodustamisele.

5.4. Hiuperresolutsioon

Vaatleme interpretatsiooni I, milles suvaline literaal

on elementaarvalemi eitus. Sellise interpretatsiooni korral
peab iga elektron ja iga Pl-resolvent sisaldama ainult ele-
mentaarvalemeid (eitusteta). Analoogiliselt, kui mingis

interpretatsioonis 1 on iga literaal elementaarvalem, siis
peab suvaline elektron ja suvaline Pl-resolvent sisaldama
ainult elementaarvalemite eitusi. Nendel kaalutlustel
pdhineb hodperresolutsioon.



Def. Disjunkti, mis ei sisalda eituse marke, nimetatak-
se fositiivseks disjunkti™ks.

Disjunkti, milles iga literaal sisaldab eituse margi,
nimetatakse necjati ivsej<s dis junkti”™Kis

Disjunkti, mis ei ole positiivne ega negatiivne, nime-
tatakse seegadisjunkt i.ks.
Naiteks R(XxX) V T(x) on positiivne disjunkt, IR(X) \Y

V ITX on negatiivne disjunkt, R®X) V IQ(X) V IT (X) on se-
gadi sjunkt.

Def. Olgu 1 interpretatsioon, milles iga elementaarva-
lem on vaar:

I = <1G, 1R, ...>.
Pl-resolutsiooni sellises interpretatsioonis nimetatakse

positi ivseks hoégerresol utsi ooni j<s.

Positiivse huperresolutsiooni korral on k&ik elektronid
ja koi k Pl-resolvendid positiivsed disjunktid.

Naites 5.1 kasutasime tuhidisjunkti tuletamiseks posi-
tiivset hiperresolutsiooni, sest valitud interpretatsioonis
olid kdik elementaarvalemid vé&arad.

Analoogiliselt positiivse hiperresolutsiooniga definee-
ritakse negatiivne hoperresolutsioon, lahtudes interpretat-
sioonist, milles koik elementaarvalemid on tdesed. Elektro-
nid ja Pl-resolvendid osutuvad siis negatiivseteks dis-—
Jjunktideks.

Jargmise naitetlesande lahendamisel kasutame kdigepealt
tavalist resolutsiooni ning siis negatiivset ja positiivset
héperresolutsi ooni .

Nairde 5.3. Todestada, et pdi knurgad, mis tekivad trapet-
si diagonaali Idikumisel trapetsi alustega, on vdrdsed.

Kasutame tdestamisel jargmisi teadmisi:

- trapets on nelinurk, mille kaks vastaskilge on paral-
leelsed;

- kahe paralleelse sirge l1dikamisel kolmandaga tekkivad
pdiknurgad on vdérdsed.

Et esitada teadmised predikaatarvutuse valemitena, too-
me sisse jargmised tahistused:

T(X,y,u,Vv) - nelinurk xyuv on trapets ( on {Ulemine
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vasakpoolne tipp, y ulemine parempoolne tipp, u alumine pa-
rempoolne tipp, v alumine vasakpoolne tipp);
Q(x,y,u,v) - I3ik Cx,y3 on paralleelne I3iguga Lu,v3;

EX&,y,zu,v,w) - nurk xyz v?5rdub nurgaga uvw.
Siis eeldused on
F o (VYY) (Vu) (W) (T(X,y,u,Vv) Q(x,y,u,vJ,

FA - (vr) (vs) (Vb) (V2) (Q(r,s,t,z) —-» E(r,s,z,t,z,s)),

Fa : T(a,b,c,d)
ja vaide

6: E(a,b,d,c,d,b).

Teoreemi P* & FA & F3 —> b tdestamiseks tuleb tdestada,
et disjunktide hulk
S = C “IT X,y ,U, V) \ Q(x,y,u,v), 1Q(r,s,t,z) Y
vV E(r,s,z,t,z,s), T@,b,c,d), 1ECa,b,d,c,d,b)>
on vasturaakiv.

TSestus resolutsioonimeetodi 1:

TSestus negatiivse huperresolutsiooniga (interpretatsi-
oon I = €T, Q, E>, predikaatsumbolite jarjestus suvaline,
tuletuspuu tippudes on disjunktide jarjekorranumbrid):

Tffestus positiivse hiuperresolutsiooniga (1=1 IT, 1Q,
7E> , predikaatsumbolite jarjestus suvaline):
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bj
Selles naites on kffigi Pl-resolventide moodustamisel
igas Pl-klassis Uksainus elektron (ja o6ks tuum).
rMArde® 5.4. Lahendame positiivse hoperresolutsiooniga
(ulesande patsientidest ja doktoritest (vt. naited 3.13,
4.7) .

Olgu I = 1 "IP, 1D, 1Q, 1L> ning olgu predikaatsumbo—
lite jJarjestus suvaline. Pl-tuletuse saab esitada jargmise
graafina:

Disjunktid P(a>, L(a,b), Q(b) ja TP(z) VIQ(t) V IL(z,t)
moodustavad Pl-klassi, mille Pl-resolvendiks on tohidis-
Jjunkt. Esimesed kolm disjunkti on selle Pl-klassi elektro-

nid, neljas aga tuum.
5.5. Jarjestatud disjunkte kasutav semantiline resolutsioon

Pl-tuletuses kasutatav predikaatsombolite jarjestus P
ei vSimalda uUldjuhul valida elektronis literaali, mida re-—
sol veerida (Juhul kui on mitu kandidaati).

Naide 5.5. Olgu S = <R@ V R(b) V R() V R,

TR(x)>. Olgu antud interpretatsioon I = i 1R> ja suvaline
predikaatsémbollte jarjestus P.
Antud kaks disjunkti moodustavad Pl-klassi, millel on
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neli erinevat Pl-resolventi:

R(b) V R(c> V R (d),

R@ V R(c) V R(d),

R(@a) V R(b) V R(d),

R(@) V R(b) V R(c>.

Seame nddd eesmargiks tédiendavate kitsenduste asetamise
teel saada flksainus Pl-resolvent. Selleks toome disjunkti
literaalide hulgas sisse jarjestuse, s.t. vaatleme disjunkte
kui literaalide jarjestatud hulki.

Det+ . Olgu C jarjestatud disjunkt ning olgu U ja li—
teraalid disjunktis C. ©oeldakse, et literaal U on noorem
kui literaal (ehk: Tliteraal Lj, on vanem. kui literaal ).,
kui Lj esineb disjunktis C varem kui Uliteraal L~.

Naiteks jarjestatud disjunktis R(a) V R(b) V R(c) on
literaal R(c) vanem kui literaalid R(a) ja R(b) ning lite—
raal R(b) on noorem kui literaal R(c).-

Det+ . Kui kahel voi enamal literaal il jarjestatud dis-
junktis C on lihtsaim uni-fikaator 6, siis jarjestatud dis-
junkti, mis on saadud jarjendist C6 k5igi niisuguste lite-
raalide valjajatmisel, mis Uhtivad nooremate literaalidega,
nimetatakse disjunkti C jarjestatud kleebiseks.

Naide 5.6. Vaatleme jarjestatud disjunkti C = P(x) V
V Q(x) V P(a)- Esimesel ja viimasel literaalil on lihtsaim
unifikaator 6 = Ca/x>. Jarelikult Cd = P(a) V Q(a) V P(a)-
Kuna viimane literaal uhtib noorima literaaliga, siis dis-
junkti C jarjestatud kleebiseks on P(a) V Q(a). (Margime, et
jarjend Q(a) V P(a) ei ole disjunkti C jarjestatud kleebis.)

Def.. Olgu ja Go Jjéarjestatud disjunktid Uhiste
muutujateta. Olgu U literaal disjunktis ning Lj, literaal
disjunktis Cg , Kkusjuures U ja "Il olgu uni-fitseer itavad
lihtsaima uni fikaatoriga 6. Olgu C jarjestatud disjunkt, mis
on saadud jarjestatud disjunktide C,6 ja Cr6 disjunktsioo-
nist literaalide U/ ja Lbd k3rvaldamisel ning jarelejaanud
jJirjendist koikide selliste literaalide mahakriipsutamisel,
mis on 1identsed jarjendi noorima literaaliga. Siis o6eldakse,
et C on jarjestatud disjunktide C4 ja Gy binaarne jarjes-
tatud resolvent. Literaale Lj ja L~ nimetatakse
resolveeritavateks 1literaalideks.
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NAirde 5.7. Olgu antud jarjestatud disjunktid
Gf = Rtx) V Q(X) V T,
Cx = IR<a) V QCa)-

Literaalid = R(xX) 6 ja = IR(a) 6 on unifitseeri-
tavad lihtsaima uni+ikaatoriga 6 = Ca/x>.

Leiame disjunktide ja binaarse jarjestatud
resolvendi:
RMX) V Q<x) V T(x))Casx} V CIR(d) V B(a))Cas’x> = QC(a) V
VT@ V@ =Q@ V T@-

Def*. Jarjestatud disjunktide Ja jar jestatud

resoWendiks nimetatakse kas
1) C4 ja C~, jarjestatud resol venti voi

2) jarjestatud kleebise ja jarjestatud resolventi
VEFi

3) CfF ja Co, jarjestatud kleebise jarjestatud resolventi
voi

4) Jja jarjestatud kleebiste jarjestatud resolven-
ti

Nai_de_ 5.8" Vaatleme jarjestatud disjunkte

= P(XX) VQX) VR V P<a,

Ca = IP(a) V Q) -
Disjunkti jarjestatud kleebis on

Cj = P(a) V Q<a) V R<a). Disjunktide Cj ja Jjarjesta-
tud resolvent on seega RB(a) V R(a).-

Dej_.- Jarjestatud resolutsiooniks nimetatakse tule-

tusreeglit, mis genereerib jarjestatud disjunktide hulgast
jarjestatud resolvente.
Voib tdestada, et jarjestatud resolutsioon on téaielik.
Vaatleme nidud semantilist resolutsiooni jarjestatud
disjunktide jaoks. Defineerime mdiste "jarjestatud semanti-
line klass" ehk*"0l-klass" eespool defineeritud semantilise
klassi (Pl-klassi) eeskujul.
Dej[- Olgu antud interpretatsioon . Disjunktide jarjen-
dit
kus q ™ 1, nimetatakse Ol-klassiks, disjunkte L»
selle klassi elektroni_deks_ ja N tuumaks, kui kehtivad jarg-

mised tingimused:
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1. 1 ei rahulda elektrone E4 , E~.

2. Olgu R = N. lga i1 = g,---, 1 korral leidub jarjes-
tatud disjunktide jarjestatud resolvent

Fli-4 = R (Ei ,Rj) -

3. Resolveeritav literaal on elektronis E, vanim ja
resolvendis R™ vanim neist, mida 1 rahuldab.

4. RO on vaar interpretatsioonis 1.

Resolventi R® nimetatakse Ql-klassi Ol-resolvendiks.

NAjide Z.-A- Vaatleme jarjestatud disjunktide paari

{ IR(X), R@ V R() V R(c) V R@)>.

Olgu I =i 1R>. Vaadeldav disjunktide paar moodustab 01-
klassi, mille Ol-resolvendiks on jarjestatud disjunkt

R(a> V R(b) V R(c).

Tavalisi resolvente on sellel disjunktide paaril 4 (vt. nai-
de 5.5) .

Nai_de 5. 10. Olgu 1= C IR, 1Q, 1S>. Jarjestatud
disjunktide jarjend i@ V RMX), S, IR(x) V TS(a)>
moodustab Ol-klassi, mille Ol-resolvendiks on disjunkt Q(a>.

De+~ Olgu S jarjestatud disjunktide hulk ning 1 tema
interpretatsioon. Tuletust hulgast S nimetatakse 01-tuietu-
sel<s, kui iga jarjestatud disjunkt selles tuletuses on kas
hulgast S voi eelnevate jJarjestatud disjunktide mingi
Ol-klassi Ol-resolvent.

Naide 5.M1. Leiame tuhidisjunkti Ol-tuletuse
jarjestatud disjunktide hulgast S = {Q(a> V R(x>, 10(y) \
V R(y), IR(z) V IP(a), P(u)>.

Olgu 1 = C 1Q, 1R, 1P>. Ol-tuletuse esitame graa-fina:

Siin disjunktide jarjend (Q(a) V R(Xx), P(u), 7R(z) V IP(a)>



moodustab Gl-klassi, mille elektronid on Q(a) V R(Xx) ja
P(u>, tuum IR(z) V TR(a) ning Ol-resolvent Q(a). Ol-klassid
on veel \Q(a), 1Q(y) V R(y>> (0l1-resolvent R(a)> ja <R(a),
P(u), IR(z) V IP(a)} (Ol-resolvent LD).
Naide 5.12. Vaatleme jéarjestatud disjunktide hulka
<R(a) V R(b) V R(c) V R(d), TR(x)>
(vt. naide 5.5). Olgu I = i TR>. Tohidisjunkti Ol"-tuletus
sellest hulgast on esitatud graafina:

fI(»)VR((,)VRCC)VR(pt) 1R&)

R&JIVRR

Juba neljas Ol-resolvent osutub toéhidisjunktiks. Tavalisi
resolvente oleks aga tulnud genereerida 4 + 4*3 + 47°3*2 + 1=
= 41.

Nagu eksperimendid kinnitavad, on Ol-tuletus efektiivne
teoreemide tf£festamise meetod. Kahjuks pole ta aga taielik:
igast vasturaakivast disjunktide hulgast ei saa Ql-tuletuse
teel genereerida tohidisjunkti. Toome selle kohta naite.

Niide 5.13. Kuulugu hulka S jarjestatud disjunktid

@ P VaQ,

@ Q VR,

@ RV W,

@ IR V 1P,

G 1w Vv 1Q,

@) 1Q V 1R.

Olgu I =i IP, 1Q, 1R, TW> . Siis disjunkte (1)-(3> VSSib
kasutada jlrjestatud elektronidena, disjunkte (4)-<&> aga
jarjestatud tuumadena. Saame jargmised Ol-resolvendids

(™ RV P - 0l-klassist t(3), (1), (5)>,
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@® PV Q - Ol-klassist t(l), (@), (®6)>.
Disjunktide hulgast (1)-(8) saame ul-resolvendi

@ Q VR (01-klassi st t(2), <7>,<4)>>.
Disjunktid @ ja () ei kuulu hulka S. Seetdttu ei saa
disjunktidest M- tuletada uhtki uut Ol-resolventi,
sealhulgas ka mitte tiuhidisjunkti.

Ometi on hulk S vasturaékiv, sest resolutsioonimeetodil
saab temast tuletada tuhidisjunkti:

6. Lineaarne tuletus

Vaatleme lihtsa Ulesehitusega Jja ulevaatlikku
lineaarset tuletust, mis saadakse teatavate kitsenduste ase-
tamisega resolventide moodustamisele.

Defineerime algul lihtsa ja efektiivse tuietusreegli -
si sendresolutsi ooni .

Dejf. 5isendresol”utsi”oon”™ks nimetatakse sellist resolut-
siooni, milles véahemalt Uks lahenevatest disjunktidest on
lahtedisjunkt (s.o. kuulub antud disjunktide hulka S).

Kui kasutada tavalise resolutsiooni asemel ainult si-
sendresolutsiooni, siis vaheneb oluliselt genereeritavate
resolventide hulk. Kahjuks pole aga sisendresolutsioon
taieli k.

Lubades tuletuses kasutada lisaks sisendresolutsioonile
ka nn. eelnevusrsSsolutsiooni, saame lineaarse tuletuse, mis
on taielik.

Def. Disjunkti Cn lineaarseks tuletuseks disjunktide
hulgast S nimetatakse tuletust CQ ,BO ,C4 ,B4,.. .,0,,. ,Bn.4 ,Cn
kujul
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kus CO € S ning iga i=0,1,.. .,n-1 korral on disjunkti Cj
ja disjunkti Bj, resolvent, kus B, kas kuulub hulka S v8i on
mSni eelnevatest disjunktidest Cj mingi j < i korral.

Disjunkti g, nimetatakse resolvendi keskdisjunk—
tiks, B, aga k..lcjdisjunkt™ks.

Kui 3t e S, siis aeldakse, et on saadud sisendre-
soluts”™ooni”™ tulemusel; kui B = Cj, siis oeldakse, et +N
on saadud ael”nevusresolutsiooni_ tulemusel.

Naijde 6. K Lahendame néaites 5.3 vaadeldud dlesande

trapetsist, kasutades lineaarset tuletust!

IT(™,u,v) V P(x,jj,u,v) ipcn*n*; v E(r,s,z,i,z,s)

1T(rt5,t,z) VE(r cfd/)

K3ik selles tuletuses kasutatud resolutsioonid on
sisendresolutsioonid. Keskdisjunktideks on IT(X,y,u,v) V
V Qx,y,u,v>, 1T(r,s,t,z) VvV E(r,s,z,t,z,s), E(a,b,d,c,d,b),
ktilgdisjunktideks aga 1Q(r,s,t,z) \% E(r,s,z,t,z,s),

T(a,b,c,d), 1E(a,b,d,c,d,b).
Naide 6.2. Lahendame veel naites 3.13 toodud Uulesande
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patsientidest ja doktoritast (vt.ka naited 4.7 ja 5.3), ka-
sutades lineaarset tuletusti

Ka selles lineaarses tuletuses on kasutatud ainult
sisendresolutsiooni.

Naide 6.3. Toestame, et disjunktide hulk
S = {P(x> V Q(xX), 1QCy) V R(Y), IR(2Z) V 3(2), IR(u) V S(u> V
V T , P(v) V IT(V), IPWw)>
on vasturaakiv, kasutades lineaarset tuletust:

sisendresolutsi oon

eelnevusresolutsi oon

si sendresolutsi oon
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Praktiliselt toimub tuhidisjunkti lineaarse tuletuse ot-
simine disjunktide hulgast S jéargmisel viisil. vOtame mingi
disjunkti co 6 S ja leiame tema kdikvdéimalikud resoivendid
hulga S udlejaanud disjunktidega. Koik saadud resoivendid on
keskdisjunkti kandidaadid. Neist igalhe puhul toimime
samuti, nagu varem toimisime disjunktiga C,,, ainult Kkiulg-
disjunktideks vCivad nuiud olla mitte ainult hulga S disjunk-
tid, vaid ka eelnevad keskdisjunktid. T8estus 16peb, kui
saadakse tiuhidisjunkt.

Lopetuseks
Teoreemide automaatse tdestamise alal vdib taheldada

markimisvaarset progressi. Hoolimata sellest kalduvad ole-
masolevad toestusprogrammid genereerima liialt palju resol-

vente ning uurima UOlearuseid tuletusteid. Seetdttu on
konkreetsete uUlesannete puhul kasutatud spetsiifilisi tdes-
tusmeetodeid vOi rakendatud lihtsamaid, kuigi mitte taielik-
ke tuietusreegleid. On kasutatud ka kdrgemat jarku predi-

kaatarvutust . Programmeeri mise seisukohalt t&dhendab see, et
lihtsad tehted suurel valemite hulgal asendatakse keeruliste
tehetega vaikesel valemite hulgal. TBestusprogrammid on

enamasti koostatud keeles LISP (v8i INTERLISP).
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