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Ainekursus ”Kompuuterf̈uüsika II”ja selle materjalid on ette valmistatud Eesti Infotehnoloogia
Sihtasutuse (http://www.eitsa.ee) toetusel.
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3.8 Lihtsa rajäulesande ligikaudsed lahendid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.9 Lihtsa rajaprobleemi variatsiooniline formulatsioon. . . . . . . . . . . . . . . 57
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1 Sissejuhatus

1.1 Meetodi p̃ohiidee

Lõplike elementide meetod (LEM) on numbriline meetodüldiste diferentsiaalṽorrandite lahen-
damiseks aproksimeerimisega.

Vaatluse all olevat f̈uüsikalist probleemi k̈asitlev(ad) diferentsiaalṽorrand(id) kehtivad eelduse
kohaselt terves kindlalt piiritletud 1- (1D), 2- (2D) või 3-mõõtmelises (3D) piirkonnas. LEM-i
iseloomustavaks tunnuseks on see, et otsitakse lähendit mitte kogu piirkonda jaoks, vaid see
piirkond jaotatakse v̈aiksemateks ehk lõplikeks elementideks ja lahend aproksimeeritakse iga
elemendi jaoks. Isegi kui muutujate väärtused ṽoivad vaadeldavas lõplikus piirkonnas varieeru-
da mittelineaarselt, tehakse suhteliseltõigustatud eeldus, et iga elemendi piires muutuvad need
väärtused lineaarselt. Sellist elementide kogumit nimetatakse l̃oplike elementide ṽorgustikuks
(mesh). Igale elemendile valitud aproksimatsioonitüübile saadakse vastuseks selle elemendi
käitumine. Igal elemendil teostatav aproksimatsioon on suhteliselt lihtne. Kui k̃oigi elemen-
tide reaktsioon on teada, pannakse need teatud reeglite järgi kokku, ṽoimaldades nii arvutada
keha kui terviku ligikaudse reaktsiooni.

Aproksimatsioon on tavaliselt polünomiaalne, olles tegelikult teatud sorti interpolatsioon üle
elemendi, kusjuures eeldatakse, et muutuja väärtused on elemendi kindlates punktides teada.
Neid punkte nimetatakse sõlmpunktideks ja tihti asuvad need iga elemendi piiril. Täpset viisi,
kuidas muutuja muudab oma väärtust ṽorepunktist ṽorepunkti, v̈aljendatakse spetsiifilise ap-
roksimatsiooniga, mis ṽoib olla lineaarne, ruuts̃oltuvus, kuups̃oltuvus jne.

Muutuja ligikaudne v̈aärtus on teada kogu elemendi piires, kui see on teada võres̃olmedes,
mis nüüd saavad probleemi tundmatuteks suurusteks. Aproksimatsioonimeetodil pole siinko-
hal mingit m̃oju. Sel viisil asendatakse originaalse probleemi esialgselt põhimõtteliselt l̃opmatu
hulk tundmatuid (pidev s̈usteem) ehk vabadusastmeid lõpliku arvu tundmatutega (diskreetne
süsteem).Üldiselt kehtib reegel, et mida rohkem tundmatuid, seda täpsem on ligikaudne la-
hend. Muutuja v̈aärtused ṽores̃olmedes saadakse võrrandite s̈usteemi lahendeist. Kuna tavali-
selt h̃olmab selline s̈usteem sadu ja tuhandeid tundmatuid, siis sõltub LEM suuresti kasutada
olevast arvutusṽoimsusest.

LEM-i v õib kohaldada suvalise diferentsiaalvõrrandi ligikaudse lahendi saamiseks. Kuna mee-
tod on numbriline, siis ṽoib seda rakendada väga erinevate füüsikalistele probleemidele. Nen-
deks ṽoivad olla n̈aiteks soojusjuhtivus, elastsete võllide vääne, diffusioon, p̃ohjavee voolami-
ne, 1D, 2D ja 3D kehade, kaasa arvatud tala ja plaadi elastse käitumise anal̈uüs. Meetodit ṽoib
kohaldada ka suvalise kujuga ja suvalisest materjalist kehale.

1.2 Ajalugu ja areng

Nii vara nagu 1851 tehti esimene pinna jagamine kolmnurkadeks ja kirjutati lõplike vahede
avaldis kogu diskreeditud piirkonna kohta. Seda tehti selleks, et tuletada ruumis kinnise kõvera-
ga piiratud ala minimaalse pinna diferentsiaalvõrrandid [10]. 1906. aastast hakati märkama,
et regulaarne kangide kogum käitub l̈ahedaselt isotroopsele elastsele kehale. 1941 avaldati
töö [11], milles rakendati ḧastituntud raamstruktuuride analüüsi meetodit tasandi elastsus- ja
plaadij̈aikusprobleemidele. Kuigi seda meetodit ei saa rakendada suvalise kujuga kehadele, võib
seda pidada lõplike elementide analüüsi (LEA) eelk̈aijaks.
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LEM oma praegusel kujul p̈arineb Courant’ 1943. aasta tööst, mis suuliselt kanti ette juba
1941 Ameerika Matemaatikaseltsis [12]. Courant jagasõõnsa ṽolli j äikuse m̈aäramiseks sel-
le ristlöike kolmnurkadeks ja interpoleeris pingefunktsiooniφ lineaarselt k̃oigis kolmnurkades
nende ṽorgusilmades olevateφ väärtuste j̈argi. Courant m̈arkis, et meetod ṽoimaldab laialdast
üldistamist, millega kaasneb suur paindlikkus ja arvestatav praktiline v̈aärtus. Siiski ei ilmunud
praktilised rakendused enne, kui aeronautikainseneerid asusid meetodit arendama, tõen̈aoliselt
Courant’ ẗoöst mitteteadlikud olles.

1950-tel tegi m̈arkimisv̈aärseid edusamme aeronautikatööstus. USA-s leiti, et tavalised ana-
lüüsimeetodid pole adekvaatsed väikese k̃orguse ja laiuse suhtega tiibade arvutamiseks, sestap
kavandas Turner kolmenodelise kolmnurkelemendi tiivapinna mudeleerimiseks [13]. Sama tegi
Taig Inglismaal [14]. Saksamaal lisas Argyris LEA põhimõtted maartriksarvutusi käsitlevate
artiklite kogumisse [15]. Detaile leiab veel viidetest [16–19].

“L õpliku elemendi” m̃oiste l̃oi Clough 1960. Varsti p̈arast seda arendati suuresti tänu intuitsioo-
nile füüsikalistele argumentidele tuginedes välja suur hulk uusi elemente pingeanalüüsi jaoks.
1963 sai LEA tunnustuse akadeemilises maailmas, kui sellestunti ära klassikalise Rayleigh-
Ritzi aproksimatsioonitehnikäuks vorme. Sellega omandas LEA tugeva matemaatilise baasi
olemaks laialt kasutatav meetod, mitte enam eritrikk pingeanal̈uüsis. 1965 ilmusid artiklid, mil-
les LEA-d kasutati soojusjuhtivuse ja immitseva vooluse uurimisel.Üldotstarbelised LEA arvu-
tiporgrammid ilmusid 1960-te lõpus ja 1970-te alguses. Alates 1970-te lõpust, mil LEA tarkvara
hakkas kasutama arvutigraafika suurenevat judlust, muutusLEA piisavalt ligitõmbavaks reaal-
sete probleemide lahendamiseks. Kuni selle ajani oli meetod nii üksluine, et seda rakendati vaid
juba olemasolevate struktuuride kontrolliks või läbikukkunud struktuuride uurimiseks. Kuna
praktiline LEA s̃oltub otseselt arvutusvõimsusest, siis pole juhus, et arvutustehnika ja program-
meerimiskeelte areng kulges käsik̈aes varasema LEA arenguga. 1967 ilmus esimene LEA-d
käsitlev raamat [20].

1.3 Kasutamisṽoimalused

LEM-i kasutusṽoimalused on kirjeldamatult mitmekesised. Oma algusaegadel aeronatikast ja
kosmoseẗoöstusest tiivad alla saanuna, adopteeriti meetod kiirestiehistusmehaanika ja pideva
keskkonna mehaanika poolt. Järgnesid rakendused Laplace’i ja Poissoni võrrandite lahenda-
miseks. P̈arast seda, kui B. A. Szaba, G. C. Lee 1969 ja O. C. Zienkevicz 1971näitasid ja
tõestasid, et meetodist tekkivaid võrrandeid saab vaadelda Galerkini ja vähimruutude meetodi
erijuhuna, siis kadusid igasugused takistused LEMi kasutamiseks suvaliste diferentsiaalvõrran-
dite lahendamiseks.

Olgu siin loetletud m̃oned valdkonnad neist paljudest, kus LEM-i kasutatakse:

• tahkise-, ehitus- ja struktuurimehhaanika;

• elektromagnetism ja elektrotehnika;

• soojus̈ulekanne;

• akustika;

• difusioon;

• vedelike voolamine;
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• geoloogia;

• keemilised reaktsioonid ja keemiatehnika;

• mikroelektromehaanilised süsteemid (MEMS);

• autoẗoöstus;

• bio- ja meditsiinitehnika.

Tihtilugu on need valdkonnad̈uksteisega l̈abi p̃oimunud, nii etüks valdkond ṽoib olla mit-
me teise valdkonna alamosaks. Näiteks autoẗoöstus ei saa läbi ei struktuurimehaanika ega soo-
jusülekandeta.

1.3.1 Tahkise-, ehitus- ja struktuurimehaanika

LEM adopteeriti kahtlemata kõige kiiremini ja k̃oige valutumalt tahkise-, ehitus- ja struktuu-
rimheaanikas. Ehitiste kontruktsioonid, talad, sillad, pilvelõhkujad – k̃oik need sisaldavad hul-
galiselt probleeme, mida saab LEM-i abil laialdaselt lahendada. Probleemide loetelu hõlmab
elastsust, plaatide ja kestade analüüsi, kontiinumi vibratsioone (omavõnkesagedused ja nende
moodide kujud) [7], pingeid, r̃ohkusid ja surveid.

1.3.2 Elektromagnetism ja elektrotehnika

LEM-i saab edukalt kasutada suurte elektrivoolu genereerivate turbiinide ja voolu muundavate
trafode simuleerimisel [21]. See on vajalik näiteks magnet- ja elektrivälja jaotuse uurimiseks, et
trafo diain oleks ṽoimalikult ökonoomne ja ohutu. Simulatsioonidega saab välja selgitada, kui
suuri koormusi materjalid taluvad, et läbilööki ei toimuks, mis ṽoiks viia suurte kahjustusteni.

1.3.3 Autotööstus

Autotööstus p̈uüab saavutadäuha paremaid tulemusi mitmes valdkonnas nagu massi minimee-
rimine, autoüldise toimimise parendamine ja tugevuse suurendamine, suurem ohutus, vastupi-
davus ja kestvus,̈okonoomsus. Praktiliselt kõik autos olevad s̈usteemid saavad FEM-ist kasu
lǐgata, alates mootorist jäulekandest kuni rataste, kolbide jt. detailideni. Võimalik on simulee-
rida n̈aiteksõhuvoolu m̈oöda auto kere ehk siis auto aerodünaamikat [4].

1.3.4 Soojusjuhtivus

Üldise soojusjuhtivusprobleemi näiteks on gaasturbiinmootor, milles temperatuurit tõusevad
väga k̃orgele ja m̃oningaid sisedetaile tuleb jahutada eduka töö tagamiseks. Tavaliselt on pöör-
leva osa k̈uljes olevatel labadel sooned, millesse juhitakse laba jahutamiseks jahedamatõhku.
Lõplike elementide mudelit kasutatakse soonte arvu, suuruse ja asukoha m̈aäramiseks, et laba
jahutamine oleks efektiivne.

1.3.5 Vedelike voolamine

Ideaalse vedeliku keerisevaba voolamist uuritakse suhteliselt laialdaselt, sest sellest analüüsist
saadakse infot voolu kohtäumber nurkade,̈ule kalat̃okete, l̈abi konstruktsioonide jäumber tiiba-
de. Ideaalne keerisevaba voolamine on lähendus, mis eeldab, et vedeliku ja pinna vahel pole
hõõrdumist ja et liikumise ajal ei toimu vedelikuosakeste pöörlemist ṽoi moonutusi.
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Vee voolamist maa sees võib samuti l̈ahendada keerisevaba voolamisega. Põhjavee voolamise
anal̈uüs on oluline regionaalplaneerimisel, sest sellest sõltub asumite veevarustus. Samuti on
sellel anal̈uüsil oluline roll uurimaks vee voolamist läbi tammide ja nende alt ning valgumist
kanalisatsiooni [7]. Voolamised, mida saab LEM abil simuleerida, ṽoivad olla ka keeriselised,
viskoossed ja kokkusurutud. Voolamis ja vedelikke iseloomustavad suurused võivad üksteist
mõjutada, viies nii keeruliste mittelineeaarsete võrranditeni.

Omaette valdkonna moodustab magnetohüdrod̈unaamika, mis tegeleb magnetvälja olemasolul
ülimalt juhtivate vedelike voolamistega. Selline liikumine genereerib elektrivoolu, mis muudab
magnetv̈alja ja ḧairitud väli omakorda tekitab mehaanilise jõu, mis m̃ojutab vooluv̈alja [8].

1.3.6 Akustika

LEM-i abil saab lahendada selliseid probleeme nagu laine liikumine madalas vees ja akustilised
vibratsioonid suletud ruumides [7].

1.4 Eelised

LEM-i kasutamine on ẗanap̈aeval v̈aga laialdane ja oma osa on selles kindlasti meetodi eelistes
teiste numbriliste meetodite ees [2]:

• meetodi iseloomustab mitmekülgsus ja paindlikkus probleemi defineerimisel;

• meetodi saab rakendada pea kõikidele v̈aljaprobleemidele, h̃olmates teiste seas soojus-
juhtivust, r̃ohu- ja pingeanalüüsi, magenetv̈alja probleeme jne.

• puuduvad geomeetrilised piirangud, mis tähendab seda, et uuritav objekt võib olla suva-
lise kujuga;

• ääretingimused pole piiratud, need võivad olla katkevad ja mittestandardsed;

• ühe ja sama objekti piires võib olla piirkondi, millel on erinevad f̈uüsikalised omadused
ning käitumine ja matemaatiline kirjeldus. Nii saab simuleeridakehasid, mis koosnevad
mitmest erinevast materjalist javõi detailist;

• lõplike elementide moodustatav võrgustik sarnaneb tegelikule kehale või piirkonnale;

• aproksimatsiooni saab kergesti parandada meshi muutmisega n̈aiteks selliselt, et suurema
gradiendiga piirkondadesse lisatakse rohkem elemente.

1.5 Puudused

Sarnaselt teiste arvutusmeetoditega, pole ka LEM vaba puudustest. Olgu siin m̃oningad neist
nimetatud [22]:

• meetodi puudused on peamiselt seotud sellega, et arvutustemaht on suur ja arvutused on
keerukad; peamised piirid seab kasutatav arvutusvõimsus ning arvutuste keerukus nõuab
ka keerukate programmide koostamist;

• arvutused on mahukad nii vajatava protsessorijõudluse kui ka kasutatava mälu- ja salves-
tushulga poolest;
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• meetod ṽoib olla üpriski ebaefektiivne, kui tuleb diskreetidaülisuur ruumala ṽorreldes
kogupindalaga;

• lahendi diferentseerimine, et saada välja, annab numbriliselt kehva tulemuse; nt. mag-
netv̈alja tiheduseB leidmiseks tuleb arvutada vektorpotentsiaaliA rootor. Sel ajal, kuiA
graafikud on siledad, onB graafikutes diferentseerimise tõttu katkevused;
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2 Diskreetimine

2.1 Võrk

LEM-i üks p̃ohikontseptsioone on matemaatilise mudeli jagamineüksteisest eraldatud ja mitte-
kattuvateks lihtsa geomeetriaga komponentideks, mida nimetatakse l̃oplikeks elementideks ehk
elementideks.

Üks esimesi samme LEA-s on valida elementide tüüp ja sellele vastav ṽork. Selleks pole ole-
mas fikseeritud reegleid. On selge, et antud elemenditüübi korral kasvab ẗapsus elemendi suuru-
se v̈ahenemisel.̈Uldiselt kasutatakse väikesi elemente piirkondades, kus tundmatu funktsioon,
näiteks temperatuur muutub tormakalt. Kuid see pole ainus kaalutlus elemendi suuruse ja tüübi
valimisel. Iga anal̈uüs h̃olmab teatud ressursside kasutamist, olgu selleks siis raha või tööjõud.
Kuigi püüeldakse maksimaalselt täpse lahendi poole, ei pea see olema suurem vajalikust. Mõne-
de probleemide korral on vajalik detailne info isegi lokaalsetest piirkondadest, samas teiste
probleemide korral ṽoib piirduda ainulẗusnaüldiste ja esmaste trendidega terviku käitumisest.
Enamgi veel, m̃oned probleemid sisaldavad lihtsustusi juba iseenda definitsioonis. Sestap tuleb
valida tulemuste usaldusväärsuse ja kulukuse seisukohast optimaalne elementide tüüp ja ṽork.
Tihti alustatakse lihtsa lõplike elementide mudeliga, mis on aluseks hilisematele keerulisema-
tele ja ẗapsematele mudelitele.

Kõik lõplikud elemendid p̃ohinevad tundmatute fuktsioonide suhteliselt lihtsatel polünomiaal-
setel interpolatsioonidel elemendi piires. Antud elemenditüübi jaoks ẗahendab see seda, et mida
väiksem element, seda suurem täpsus. Kuid see eeldab ka seda, et elemendi iga dimensioon
peab olema nii v̈aike kui ṽoimalik – mitte ainult suurus, vaid ka elemendi kuju on oluline.

Elemendi suurima ja v̈aikseima m̃oõtme suhet nimetatakse kuvasuhteks (aspect ratio) ja heas
lõplike elementide ṽorgus on see ṽoimalikult lähedane 1-le.

Et saada efektiivne lahendusskeem, soovitakse kasutada vähem elemente piirkondades, kus
tundmatu funktsioon muutub aeglaselt ja rohkem elemente seal, kus muutused on kiired.

Arvutusefektiivsuse t̃ostmiseks tuleks maksimaalseltära kasutada sümmeetriaomadusi. S̈um-
meetria ei h̃olma seejuures mitte ainult geomeetriat, vaid ka rakendatud koormusi ja materjali
omadusi.

2.2 Elementide parameetrid

Elemendiẗuüpidele ṽoib omistada lokaalseid omadusiüksteisest s̃oltumatult. See ṽoimaldab
modulaarsete elemendibaaside moodustamist. Individuaalsetel elementidel on järgmised para-
meetrid:

Iseloomulik dimensionaalsus.Elemendid ṽoivad olla 1-, 2- ṽoi 3-mõõtmelised. D̈unaamilises
anal̈uüsis on aeg lisam̃oõtmeks. Eksisteerivad ka spetsiaalsed elemendid, millel pole di-
mensiooni, n̈aiteks kokkusurutud vedrud, punktmassid, punktsoojusallikad jne.

Sõlmpunktid. Igal elemendil on kogum iseloomulikke punkte, mida nimetatakse s̃olmpunkti-
deks ehk ṽores̃olmedeks. Nendel on kaks otstarvet: defineerida elemendi geomeetria ja
vabadusastmete arv. Tavaliselt asuvad nad elemendi nurkades ṽoi otstes. Niinimetatud ra-
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fineeritud ṽoi kõrgemat j̈arku elementide s̃olmpunktid ṽoivad asuda ka servadel, külgedel,
tahkudel ja ṽoimalik, et ka elemendi sees.

Geomeetria. Elemendi geomeetria defineerib sõlmpunktide asetus. Praktiliselt kasutatavate
elementide geomeetria on suuremas osas suhteliselt lihtne. 1D elemendid on tavaliselt
sirglõigud ṽoi nende k̃overad segmendid. 2D elemendid on kolmnurkse või nelinurkse
kujuga. 3D elementidest on tavalisimad tetraheeder, pentaheeder (kiilud ja prismad) ja
heksaheedrid (kuboidid ehk “tellised”).

Vabadusastmete arv.Vabadusastmete arv (VAA) m̈aäratleb elemendi oleku. Samuti on nende
ülesandeks on olläuhendusl̈uliks külgnevate elementide vahel. VAA on defineeritud kui
primaarv̈alja väärtused (ja ṽoimaluse korral ka tuletised) sõlmpunktides. P̃ohikriteeriu-
miks VAA valikul on põhimuutuja olemus matemaatilises mudelis. Mehaanikaliste ele-
mentide jaoks on p̃ohimuutujaks nihkev̈ali ja paljude, aga mitte k̃oigi elementide VAA on
nihkekomponentide arv sõlmpunktides.

Võres̃olmede jõud. Võres̃olmedes on alati olemas jõud, mis vastavad̈uks̈uheselt vabadusast-
mete arvule. Mehaanilistes elementides on see vastavus seatud energia kaudu.

Olemuslikud parameetrid. Mehaanikaliste elementide korral on nendeks seosed, mis kirjel-
davad materjali omadusi. N̈aiteks lineaarse elastse kangi korral on piisav, kui on antud
elastsuskoefitsient E ja termiline paisumiskoefitsientα.

Koosteparameetrid. Mehaanikaliste elementide korral on nendeks parameetrid,mis tulenevad
elemendi dimensionaalsusest. Näideteks on kangi, tala ja võlli ristl õike omadused, samuti
plaadi ṽoi kesta paksus.

2.3 Elementide liigitus

Lõplikke elemente ṽoib liigitada j̈argmiste tunnuste järgi:

1. geomeetria:

• 1D;

• 2D;

• 3D;

2. interpolatsioonifunktsiooni tüüp:

• polünoom;

• Lagrange’i pol̈unoom;

• Hermite’i polünoomid;

3. elementide koordinaadid:

• ristkoordinaadid;

• lokaalkoordinaadid;

4. määratud muutujate valik s̃olmedes:

• Lagrange’i perekond;

• Hermite’i perekond.
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1 2 3 4 5

(1) (2) (3) (4)

T

Joonis 2.1: 1D piirkonna jaotamine elementideks

2.4 1D elemendid

2.4.1 Piirkonna jagamine lineaarelementideks

Lineaarelementi kasutatakse näiteks ṽorrandi

D
d2φ

dx2
+Q = 0 (2.1)

ligikaudse lahendi saamiseks.

1D piirkond on joone segment ja selle jagamine alampiirkondadeks ṽoi elementideks on suhte-
liselt sirgjooneline. Joone segment jagatakse lühemateks l̃oikudeks s̃olmede abil (joonisel 2.1
). Sõlmed nummerdatakse tavaliselt paremalt vasemale nagu elmendidki, kusjuures viimaste
numbrid kirjutatakse paremale arusaamise huvides sulgudes. S̃olmede paigutamiseks on mõnin-
gad reeglid:

1. s̃olmed tuleks viiaüksteisele l̈ahemale piirkondades, kus tundmatu parameeter muutub
kiiresti ja üksteisest lahku seal, kus tundmatu suurus on suhteliselt konstantne;

2. asetada s̃olm sellesse kohta, kus koefitsient D javõi Q võrrandis (2.1) muutuvad astme-
liselt;

3. asetada s̃olm sellesse kohta, kus vajatakse muutujaφ väärtust ṽorrandis (2.1) .

Esimene reegel eeldab, et kasutaja teabühte-teist sellest, kuidas tundmatu suurus võiks käituda.
Teine reegel muudab parameetreidD jaQ sisaldavate integraalide arvutamise lihtsamaks.

2.4.2 Lineaarelement

Muutujatφ 1D elemendil l̈ahendav pol̈unoom on kujul:

φ = a1 + a2x+ a3x
2 + a4x

3 + · · · (2.2)

või
φ = a1 + ai+1a

i (2.3)

kusi = 1 on lineaarvariatsioon,i = 2 ruutvariatsioon jne.,a1, a2 jne. on konstandid.
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x

X j

i j

LX i

Joonis 2.2: 1D lineaarelement

Lineaarelement on lõik pikkusegaL ja kahe s̃olmega,üks kummaskis otsas (joonis 2.2 ).
Sõlmi tähistataksei ja j-ga ning tundmatu suuruse väärtusi s̃olmedesΦi ja Φj-ga. Koor-
dinaadistiku nullpunkt on s̃olmesti vasemal.

Parameeterφ∗ muutub s̃olmede vahel lineaarselt ja

φ = a1 + a2x (2.4)

Koefitsiendida1 ja a2 saab leida s̃olmtingimustest

φ = Φi kohal x = Xi

φ = Φj kohal x = Xj
(2.5)

et moodustada ṽorrandite paar:
Φi = a1 + a2Xi

Φj = a1 + a2Xj
(2.6)

millest saadakse
a1 =

ΦiXj−ΦjXi

Xj−Xi

a2 =
Φj−Φi

Xj−Xi

(2.7)

Asendades ṽorrandi (2.7) ṽorrandisse (2.4) , saadakse

φ =

(

Xj − x

L

)

Φi +

(

x−Xi

L

)

Φj (2.8)

millesXj −Xi on asendatud pikkusegaL.

Võrrand (2.8) on standardne lõplike lementide kuju. S̃olmväärtused on korrutatudx-i lineaar-
funktsioonidega, mida nimetatakse kuju- või interpolatsioonifunktsioonideks N (indeks näitab
sõlme, millega konkreetne kujufunktsioon on seotud). Kui tähistada

Ni =
Xj − x

L
Nj =

x−Xi

L
(2.9)
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X X X X
x x

N (x) N (x)i j

i j i j

Joonis 2.3: Lineaarsed kujufunktsioonidNi jaNj

Võrrand (2.8) teisendub kujule
φ = NiΦi +NjΦj (2.10)

ja ka
φ = [N]{Φ} (2.11)

kus [N] = [Ni Nj] on kujufunktsioonide reavektor ja

{Φ} =

{

Φi

Φj

}

on veeruvektor, mis sisaldab elementide sõlmede v̈aärtusi.

Mõningaid kujufunktsioonide omadusi:

1. Igal kujufunktsioonil on v̈aärtus 1 enda s̃olmes ja 0 teistes sõlmedes.

2. Kahe kujufunktsiooni summa on 1.

3. Kujufunktsioonid on alati sedasama tüüpi polünoomid, mis esialgne interpolatsioonivõr-
randki.

4. Kujufunktsioonide tuletisedx järgi annavad summaks 0.

Lineaarsed kujufunktsioonid on joonisel 2.3 .

2.4.3 N̈aide

1D lineaarelementi kasutatakse temperatuurijaotuse lähendamiseks radiaatoris. Lahend näitab,
et temperatuur s̃olmedesi ja j on vastavalt 120◦C ja 90◦C. Määrata temperatuur 4 cm kaugusel
nullpunktist ja temperatuurigradient elemendi sees. Sõlmedi ja j on 1.5 ja 6 cm kaugusel null-
punktist joonisel 2.4 .

Temperatuur elemendi sees on antud võrrandiga (2.8) . Elementide andmed on:

Xi = 1.5cm Xj = 6.0cm
Φi = 120◦C Φj = 90◦C
x = 4.0cm L = 4.5cm
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x
i j

1.5

6 cm

Joonis 2.4: N̈aidisprobleemi s̃olmväärtused

Asendamisel saadakse
φ =

(

6−4
4.5

)

120 +
(

4−1.5
4.5

)

90
φ = 103.3◦C

Temperatuurigradient on võrrandi (2.8) tuletis:

dφ

dx
=

Φj − Φi

L
(2.12)

Asendades s̃olmväärtused, saadakse

dφ

dx
=

(

90 − 120

4.5

)

= −6.67◦C/cm

2.4.4 Tükati sile pidev võrrand

1D piirkonna ẗukati sileda pideva ṽorrandi saab mitme lineaarvõrrandiühendamisel. Iga neist
võrrandeist ṽoib anda kujul

φ(e) = N
(e)
i Φi +N

(e)
j Φj (2.13)

kus

N
(e)
i =

Xj − x

Xj −Xi

N
(e)
j =

x−Xi

Xj −Xi

(2.14)

Ülaindeks(e) elementide hulka. Protsessi lõpetamiseks tuleb anda iga elemdi jaoksõigedi, j
ja e väärtused, mis saadakse võrgust. S̃olm i on elemendi vasakpoolsem sõlm. Elemendiinfo
võrgu jaoks joonisel 2.1 on

e i j
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5

Võrrand iga elemendi jaoks joonisel 2.1 on

φ(1) = N
(1)
1 Φ1 +N

(1)
2 Φ2

φ(2) = N
(2)
2 Φ2 +N

(2)
3 Φ3

φ(3) = N
(3)
3 Φ3 +N

(3)
4 Φ4

φ(4) = N
(4)
4 Φ4 +N

(4)
5 Φ5

(2.15)
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Joonis 2.5: 1D ruutelement

Siinkohal tuleb m̈arkida, etN (1)
2 ja N (2)

2 on erinevad ṽorrandid, ehkki nad h̃olmavad s̃olme 2.
Võrrandid nende kahe suuruse jaoks on

N
(1)
2 =

x−X1

X2 −X1

N
(2)
2 =

X3 − x

X3 −X2

Võrrand (2.15) on m̃oeldudüksiku elemendi jaoks ega ole rakendatav väljaspool elementi.
Esimene ṽorrand oleks korrektsel kujul

φ(1) = N
(1)
1 Φ1 +N

(1)
2 Φ2 X1 ≤ x ≤ X2

Vaiksel kokkuleppel j̈aetaksex-i piirkond ära.

Võrranditega (2.11) ja (2.13) on saadud formulatsioon, mis eraldab elemendi kujufunkt-
siooni kaudu toimiva geomeetria mõju füüsikalise suuruse sõlmväärtuste kaudu toimiva füüsika
mõjust. Siit j̈argneb, et kohe, kui elemendi geomeetria on teada, saab koheselt avaldada elemen-
di kujufunktsioonid. See oluline omadus onühine k̃oigile lõplike elementide ẗuüpidele ja see
hõlbustab oluliselt meetodi kasutamist arvutil.

2.4.5 Ruutelement

Lihtsa lineaarse 1D elemendi asemele võib kergesti konstrueerida elemendi, kus lähendusfunkt-
sioon sisaldab k̃orgemat j̈arku liikmeid. Ruutl̈ahendus on kujul:

φ = a1 + a2x+ a3x
2 (2.16)

Element sisaldab n̈uüd kolme s̃olmpunkti (joonisel 2.5 ). Et tagada muutuja pidevus naaberele-
mentidega, asuvad kaks sõlme elemendi m̃olemas otsas ja kolmas asub suvaliselt nende vahel.
Praktikas paigutatakse see tavaliselt elemendi keskele.

Olgu võrrand (2.16) kujul
φ = [N̄]{a} (2.17)
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kus

[N̄] = [1 x x2]; {a} =





a1

a2

a3



 (2.18)

Koefitsientidean (n = 1, 2, 3) avaldamiseks tingimustestφ = Φi kohalx = Xi (i = i, j, k)
saadakse ṽorrandid:

Φi = a1 + a2Xi + a3X
2
i

Φj = a1 + a2Xj + a3X
2
j

Φk = a1 + a2Xk + a3X
2
k

või




Φi

Φj

Φk



 =





1 Xi X2
i

1 Xj X2
j

1 Xk X2
k









a1

a2

a3





ehk
{Φ} = C{a} (2.19)

Siit järgneb, et
{a} = C−1{Φ} (2.20)

ja selle asendamisel võrrandisse (2.17)

φ = [N̄]C−1{Φ} (2.21)

ehk
φ = [N]{Φ} (2.22)

Validesj = 1, saab arvutada

detC = 1(XjX
2
k −XkX

2
j ) − 1(XiX

2
k −XkX

2
i ) + 1(XiX

2
j −XjX

2
i )

= XjXk(Xk −Xj) −XiXk(Xk −Xi) +XiXj(Xj −Xi)

Joonis 2.5 annab

detC = L
2
(XjXk − 2X + iX + k +XiX + j) = L

2
[Xk(Xj −Xi) +Xi(Xj −Xk)]

= L
2

(

Xk
L
2
−Xi

L
2

)

= L2

4
(Xk −Xi) = L3

4

C−1 =
2

L2





XjXk −2XjXk XiXj

−(Xj +Xk) 2(Xi +Xk) −(Xi +Xj)
1 −2 1



 (2.23)

Asendades avaldised (2.18) ja (2.23) avaldisse (2.22)

[N] = [N
(e)
i N

(e)
j N

(e)
k ] (2.24)

kus
N

(e)
i = 2

L2 (x−Xj)(x−Xk)

N
(e)
j = − 4

L2 (x−Xi)(x−Xk)

N
(e)
k = 2

L2 (x−Xi)(x−Xj)

(2.25)

Gradient
dφ

dx
=
d[N]

dx
{Φ} = [B]{Φ} (2.26)

kus

[B] =

[

dN
(e)
i

dx

dN
(e)
j

dx

dN
(e)
k

dx

]

=
2

L2
[2x−Xj−Xk −2(2x−Xi−Xk 2x−Xi = Xj]

(2.27)
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(b)

1 3
L/2 L/22

X2

Joonis 2.6: (a) Lineaarelement; (b) ruutelement

X X
x

X 1 2

L

1 2
L/3 L/3L/3 3 4

X 43

Joonis 2.7: Kuupelement

2.4.6 Kuup- ja neljandat järku elemendid - Lagrange’i interpolatsioon

Kuupelementi ṽoib lähendada järgmiselt:

φ = a1 + a2x+ a3x
2 + a4x

3 (2.28)

Kui lineaarelemendi jaoks on maatriksiC pöördmaatriksi leidmine suhteliselt lihtne, siis ruute-
lemendi korral on see juba kohmakas ja kuupelemendi korral veelgi keeulisem. Siiski on olemas
üldine tehnika, ẗanu millele saab elemendi kujufunktsioonid otse kirja panna.

Esmalt seatakse sisse sõlmede lokaalne nummerdamine, mis pole miskitki moodi seotud nende
globaalse nummerdamisega. Lineaarelemendi jaoks sõlmnumbritega joonisel 2.6 (a) on kuju-
funktsioonid

N
(e)
1 = − 1

L
(x−X2); N

(e)
2 =

1

L
(x−X1) (2.29)

Analoogselt ruutelemendi jaoks sõlmnumbritega joonisel 2.6 (b)

N
(e)
1 = 2

L2 (x−X2)(x−X3); N
(e)
2 = − 4

L2 (x−X1)(x−X3);

N
(e)
3 = 2

L2 (x−X1)(x−X2)

(2.30)

Olgu kuupelement joonisel 2.7 . Elemendi kujufunktsioon peab lubama kirjutada

φ = N
(e)
1 Φ1 +N

(e)
2 Φ2 +N

(e)
3 Φ3 +N

(e)
4 Φ4 (2.31)

Ka peavad elemendi kujufunktsioonid olema polünoomid ja selle tingimuse täitumise annab
otseselt Lagrange’i interpolatsioonivalem.n antud punkti jaoks annab see valemn − 1 järku
võrrandi:

ln−1
k (x) = (x−X1)(x−X2)···(x−Xk−1)(x−Xk+1)···(x−Xn)

(Xk−X1)(Xk−X2)···(Xk−Xk−1)(Xk−Xk+1···(Xk−Xn)

k = 1, 2, 3, . . . , n

(2.32)

Tuleb m̈arkida, et liige(Xk−Xk) puudub nimetajas ja liige(x−Xk) puudub nimetajas. Ilmneb,
et ln−1

k (Xk) = 1 ja ln−1
k (Xi) = 0, kui k 6= i. Kuna need omadused on kooskõlas elemendi
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Joonis 2.8: (a) Lineraarne kolmnurkelement; (b) bilineaarne ristk̈ulikelement

kujufunktsionide fundamentaalomadustega, siis saab elemendi kujufunktsioonid konstrueerida
otse, seades

N
(e)
k = ln−1

k k = 1, 2, . . . , n (2.33)

Lineaarelemendi korral joonisel 2.6 (a)n = 2 ja avaldisest (2.33) tuleneb, et

N
(e)
k = l1k; k = 1, 2

Avaldisest (2.32) :

l11 =
x−X2

X1 −X2

; l12 =
x−X1

X2 −X1

ja kunaL = X2 − X1, on tulemuseks avaldis (2.29) . Avaldisest (2.33) saab kuupelemendi
kujufunktsioonid, kuin = 4 ja 4. järku elemendi kujufunktsioonid, kuin = 5. Seda rida saab
jätkatan suvalise v̈aärtuseni. Kuna k̃oigi käsitletud 1D elementide kujufunktsioonid saab tuleta-
da Lagrange’i interpolatsioonivalemist, siis nimetatakse neid elemente Lagrange’i elemntideks.

2.5 2D elemendid

2.5.1 2D ṽork

Lineaarsel kolmnurkelemendil (joonisel 2.8 (a)) on sirged küljed ja s̃olm igas tipus. Skalaar-
suuruse interpolatsioonifunktsioon on

φ = α1 + α2x+ α3y (2.34)

mis on ẗaielik lineaarne pol̈unoom, sest sisaldab konstantset liiget ja kõikvõimalikke lineaarseid
liikmeid (x ja y). Kolmnurkelement ṽoib võtta suvalise orientatsiooni ja rahuldada kõrvalele-
mente sisaldavaid pidevuse nõudeid.

Bilineaarsel nelinurkelemendil (joonisel 2.8 (b)) on sirged k̈uljed ja s̃olm igas nurgas. Ska-
laarsuuruse interpolatsioonifunktsioon on

φ = C1 + C2x+ C3y + C4xy (2.35)

See ṽorrand sisaldab vaid̈uhte kolmest ṽoimalikust 2. j̈arku liikmest jax2- ning y2-liikmete
puudumise t̃ottu ei saa seda suvaliselt orienteerida. Nelinurga küljed peavad j̈aäma paralleel-
seksxy-koordinaadistikuga.
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(a) (b)

Joonis 2.9: Piirkondade jagamine kolmnurkelementideks

Joonis 2.10: Nelinurkpiirkonna jagamine kolmnurkelementideks

Nelinurkelementide ṽorku on lihtne konstrueerida. K̃oigil elementidel, mis on̈uhes reas pa-
ralleelseltx-teljega, peab olema sama kõrgus. K̃oigil elementidel, mis on veerus paralleelselt
y-teljega, peab olema sama laius. Nelinurkelement sobib kõige paremini ruudu- ṽoi ristküliku
kujulise piirkonna jaoks. Mitteregulaarsetes piirkondades tuleks kasutada nii neli- kui ka kolm-
nurkelemente. Mitteregulaarseääre mudeleerimiseks kasutatakse kolmnurkelemente.

Piirkonna jagamisel kolmnurkelementideks on kõige lihtsam see ene jagada suurteks nelinurk-
seteks kolmnurkseteks alampiirkondadeks. Kolmnurkne alampiirkond jaotatakse elementideks
sel viisil, et pikki igat k̈ulge m̈aärataksëuhesugune arv sõlmi ja siisühendatakse sobivad sõlmed
sirgjoontega ja asetatakse sõlmed nende joonte lõikumispunktidesse (joonis 2.9 (a)). Sõlmed ei
pea paiknema pikki k̈ulge ṽordsetel kaugustel, võimaldades nii elementide suurusel varieeruda.
Kolmnurkses piirkonnas on(n− 1)2 kolmnurkelementi (n - sõlmede arv k̈uljel).

Kui kolmnurksel piirkonnal on k̃overad k̈uljed, siis onääreelementidel sirged servad. Joonisel
2.9 (b) on punktiirjoon esialgne kuju ja pidevjoon märgib elemente.

Nelinurkse alampiirkonna jagamiseks kolmnurkelementideksühendatakse diagonaalnurgad sirg-
lõikudega (joonis 2.10 ). Sisemised sõlmed asetatakse lõikumispunktidesse. Sisemised ne-
linurgad ühendatakse lühimat diagonaali m̈oöda (joonis 2.11 ). Viimane on eelistatud, sest
võrdkülgsemad kujud annavad täpsemaid tulemusi kui pikad kitsad kolmnurgad.

Sõlmede arv pikki nelinurkse alampiirkonna kõrvuti olevaid k̈ulgi ei pea olema sama, kuid
elementide arv peab olema vastaskülgedel ṽordne, v.a. siis, kui ṽorku on peenendatud (või suu-
rendatud). Nelinurgas on2(n−1)(m−1) kolmnurkelementi (m, n - sõlmede arv k̃orvuti olevate
külgede paaris).
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A B C

Joonis 2.11: Nelinurkelemendi (a) jagamine mittesoovitaval (b) ja soovitaval (c) viisil kolm-
nurkelemendiks

Joonis 2.12: Piirkonna jagamine alampiirkondadeks ja siiskolmnurkelementideks

BW(1)=13�

(a)

1 2 3 4 5

6

7

89101112

13 14 15
16 17

(1)

(b)

1 4 7 10 13
14

15

1712963

2 5 8
11 16

(1)

BW(1)=4�

BW=5�

Joonis 2.13: Kaks s̃olmenumbrite j̈arjekorda, mis annavad erinevaülekandekiiruse
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Joonis 2.14: Lineaarse kolmnurkelemendi parameetrid

Alampiirkondade piiril olevate s̃olmede arv ja suhteline asend peavad olemaühesugused, et
kindlustadaφ pidevusüle elemendi piiri. Joonisel 2.12 on kujutatud regiooni diskreetimise
kontseptsioonid. Pikki nelinurga külgi muudetakse s̃olmede vahekaugusi, et saada kõverduva
ääre l̈ahikonnas v̈aikesmad elemendid.

Tihti leidub piirkondi, kus s̃olmmuutuja on suhteliselt konstantse väärtusega ja saab kasutada
suuremaid elemente. Seega pole tihit ka vajadust võrgu j̈arele, mis on regulaarne jaühesuuruste
elementidega. Kolmnurkelemendi oluline eelis ongi võime muuta oma suurust. Lihtsaim viis
elemendi suuruse muutmiseks on luua nelinurkne piirkond, mille vastask̈ulgedel on erinev arv
sõlmi. Hea kombinatsioon on panna 2 sõlmeühel k̈uljel iga 3 s̃olme kohta vastask̈uljel (joonis
2.10 ).

Sõlmede nummerdamine võiks olla triviaalne operatsioon, kui see ei mõjutaks ṽorrandis̈usteemi
ülekandekiirust NBW:

NBW = max
e

[BW (e)] + 1 (2.36)

kusBW (e) on elemendi suurima ja väikseima s̃olmenumbri vahe. Joonisel 2.13 (a) ja 2.13 (b)
onBW (1) väärtused vastavalt 13 ja 4, suurimadBW (e) väärtused 13 ja 5 ning̈ulekandekiirused
on 14 ja 6.

2.5.2 Lineaarne kolmnurkelement

Lineaarsel kolmnurkelemendil (joonisel 2.14 ) on sirged küljed ja 3 s̃olme, üks igas tipus.
Järjekindel s̃olmede nummerdamine on hädavajalik ja seda tehakse vastupäeva alates suvaliselt
asetatud s̃olmesti.φ sõlmväärtused onΦi, Φj jaΦk. Sõlmede koordinaadid on(Xi, Yi), (Xj, Yj)
ja (Xk, YK).

Interpolatsioonipol̈unoom on
φ = α1 + α2x+ α3y (2.37)

koos s̃olmtingimustega
φ = Φi kohalx = Xi, y = Yi
φ = Φj kohalx = Xj, y = Yj
φ = Φk kohalx = Xk, y = Yk
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Asendades need võrrandisse (2.37) , saadakse võrrandis̈usteem

Φi = α1 + α2Xi + α3Yi
Φj = α1 + α2Xj + α3Yj
Φk = α1 + α2Xk + α3Yk

(2.38)

millest saadakse

α1 = 1
2A

[(XjYk −XkYj)Φi + (XkYi −XiYk)Φj + (XiYj −XjYi)Φk]
α2 = 1

2A
[(Yj − Yk)Φi + (Yk − Yi)Φj + (Yi − Yj)Φk]

α3 = 1
2A

[(Xk −Xj)Φi + (Xi −Xk)Φj + (Xj −Xi)Φk]

kus determinant
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 Xi Yi
1 Xj YJ
1 Xk Yk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2A (2.39)

jaA on kolmnurga pindala.

Asendadesα1, α2 jaα3 võrrandisse (2.37) , saadakse võrrandφ jaoks kujufunktsioonideΦi, Φj

ja Φk kaudu:
φ = NiΦi +NjΦj +NkΦk (2.40)

kus

Ni =
1

2A
[ai + bix+ ciy] (2.41)

Nj =
1

2A
[aj + bjx+ cjy] (2.42)

Nk =
1

2A
[ak + bkx+ cky] (2.43)

ning
ai = XjYk −XkYj, bi = Yj − Yk, ci = Xk −Xj

aj = XkYi −XiYk, bj = Yk − Yi, cj = Xi −Xk

ak = XiYj −XjYi, bk = Yi − Yj, ck = Xj −Xi

Skalaarsuurusφ on seotud s̃olmväärtustegax ja y suhtes lineaarsete kujufunktsiooonidega. See
tähendab, et gradiendid∂φ/∂x ja ∂φ/∂y on elemendi piires konstantsed. Näiteks

∂φ

∂x
=
∂Ni

∂x
Φi +

∂Nj

∂x
Φj +

∂Nk

∂x
Φk (2.44)

kuid
∂Nβ

∂x
=

bβ
2A

β = i, j, k

Sestap
∂φ

∂x
=

1

2A
[biΦi + bjΦj + bkΦk] (2.45)

Kuna bi, bj ja bk on konstantsed (need fikseeritakse siis, kui määratakse s̃olmkoordinaadid)
ja Φi, Φj ning Φk on ruumikoordinaatidest sõltumatud, siis on tuletis konstantne. Konstantne
gradient elemendi sees tähendab, et tuleb kasutada palju väikesi elemente, et piisava täpsusega
lähendadaφ kiiret muutumist.

Lineaarne kolmnurkelement on väga lihtne element, mis pakuti välja Turneri poolt 1956 ja
kuigi see paljuski m̈arkis LEM-i algust, on see siiski laialt kasutatav. On hädavajalik, et elemnt
võiks võtta suvalise kolmnurga kuju, mis viitab sellele, et suvalise mitteregulaarse 2D keha
geomeetriat saab lähendada nii ẗapselt kui vaja. See võime mudeleerida suvalisi geomeetriaid
on LEM-i üks p̌hieeliseid.
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(2,5)A(2,1.5)
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kontuurjoon

2

Joonis 2.15: N̈aiteprobleemi parameetrid

2.5.3 N̈aide

Avaldada elemendi kujufunktsioon ja arvutada rõhk punktis A joonisel 2.15 , kui s̃olmväärtused
onΦi = 40N/cm2, Φj = 34N/cm2 ja Φk = 46N/cm2. Punkti A asukoht on(2, 1.5).

Rõhkφ on antud ṽorrandiga (2.40) ja kujufunktsiooni defineerivad (2.41) . (2.42) ja (2.43) .
Koefitsiendid kujufunktsioonide jaoks on

ai = 4(5) − 2(0.5) = 19
aj = 2(0) − 0(5) = 0
ak = 0(0.5) − 4(0) = 0
bi = 0.5 − 5 = −4.5
bj = 5 − 0 = 5
bk = 0 − 0.5 = −0.5
ci = 2 − 4 = −2
cj = 0 − 2 = −2
ck = 4 − 0 = 4

samas, kui

2A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 Xi Yi
1 Xj Yj
1 Xk Yk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
1 4 0.5
1 2 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Koefitsientide asendamine kujufunktsioonide avaldistesse annab:

Ni = 19−4.5x−2y
19

Nj = 5x−2y
19

Nk = −0.5x+4y
19

Märkus:Ni +Nj +Nk = 1. Rõhuavaldis on

φ =

(

19 − 4.5x− 2y

19

)

Φi +

(

5x− 2y

19

)

Φj +

(−0.5x+ 4y

19

)

Φk

φ väärtus punktisA = (2, 1.5) on

φ =

(

7

19

)

40 +

(

7

19

)

34 +

(

5

19

)

46 = 39.4N/cm2
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Kolmnurkelemendi jaoks defineeritud kujufunktsioonid rahuldavad samu ñoudeid, mida keh-
tivad 1D kujufunktsioonide kohta:

1. igal kujufunktsioonil on v̈aärtus 1 omas s̃olmes ja 0ülejäänud kahes;

2. kolm kujufunktsiooni annavad alati summaks 1;

3. kujufunktsioon muutub lineaarselt pikki külgi oma s̃olme jaülejäänud kahe s̃olme vahel,
s.t.Ni muutub lineaarselt pikki k̈ulgi ij ja ik;

4. kujufunktsioon on 0 pikki oma sõlme vastask̈ulge, s.t.Ni on 0 pikki külgejk.

Esimese omaduse järelduseks on see, etφ muutub lineaarselt pikki igat kolme külge. Teiseks,
iga joon konstantsephi-ga on sirgjoon, mis l̃oikub elemendi kahe k̈uljega (v.a. kui k̃oigil sõlme-
del on sama v̈aärtus). Need kaks omadust võimaldavad kergesti m̈aärata kontuurjooni, nagu
näidatakse j̈argnevas n̈aites.

2.5.4 N̈aide

Määrata42N/cm2 kontuurjoone asukoht eelmises näites kasutatud kolmnurkelemendi jaoks.

Rõhukontuur42N/cm2 jaoks l̃oikab k̈ulgi ik ja jk. Koordinaatide v̈aärtuste saamiseks kasuta-
takse lihtsaid suhteid, sest rõhk muutub lineaarselt pikki igat külge. Külje jk jaoks

46 − 42

46 − 34
=

2 − x

2 − 4
⇒ 4

12
=

2 − x

−2

x = 2.67cm

ja
46 − 42

46 − 34
=

5 − y

5 − 0.5
⇒ y = 3.5cm

Sarnastest suhetest külje ik jaoks:

x =
2

3
cm y =

5

3
cm

Kontuurjoon on joonisel 2.15 .

2.5.5 Bilineaarne ristkülikelement. Isoparameetriline element

Bilineaarse ristk̈ulikelemendi pikkus on2b ja kõrgus2a. Sõlmed oni, j, k jam ning s̃olm i on
alati alumises vasemas nurgas (joonis (2.43) ).

Interpolatsiooniṽorrand (2.35) esitatakse lokaalkoordinaatidess ja t. Leidub v̈ahemasti kolm
võimalust, et

φ = C1 + C2s+ C3t+ C4st (2.46)

oleks k̃oige kasulikum. Teised variandid asendaksst-liikme s2 või t2-ga. Võrrandit (2.46) ka-
sutatakse seepärast, etφ on lineaarne pikkis-i konstantset korral ja lineaarne pikkit-d kons-
tantses korral. Nende omaduste tõttu nimetatakse elementi tihti bilineaarseks.

Lokaalkoordinaatide alguspunkt on sõlmesi, sest siis on kujufunktsioone lihtsam avaldada. Tei-
ne populaarne koordinaadistik onqr alguspunktiga elemendi keskel (joonisel 2.16 ).
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Joonis 2.16: Bilineaarse ristkülikelemendi parameetrid

KoefitsiendidC1, C2, C3 ja C4 on saadudφ sõlmväärtuste ning s̃olmkoordinaatide (st-koordi-
naadistikus) kaudu, et avaldada neli võrrandit:

Φi = C1

Φj = C1 + (2b)C2

Φk = C1 + (2b)C2 + 2(a)C3 + (4ab)C4

Φm = C1 + (2a)C3

Lahendamisel saadakse:
C1 = Φ1

C2 = 1
2b

(Φj − Φi)
C3 = 1

2a
(Φm − Φi)

C4 = 1
4ab

(Φi − Φj + Φk − Φm)

(2.47)

Süsteemi (2.47) asendamine võrrandisse (2.46) annab:

φ = NiΦi +NjΦj +NkΦk +NmΦm (2.48)

kus
Ni =

(

1 − s
2b

) (

1 − t
2a

)

Nj = s
2b

(

1 − t
2a

)

Nk = st
4ab

Nm = t
2a

(

1 − s
2b

)

(2.49)

Kujufunktsioonide omadused sarnanevad kolmnurkelemendiomadega:

1. iga kujufunktsioon muutub lineaarselt pikki külgi oma s̃olme ja kahe naabersõlme vahel;
näiteks,Ni muutub lineaarselt pikki k̈ulgi ij ja im;

2. iga kujufunktsioon on 0 pikki k̈ulge, mida tema s̃olm ei puuduta, s.t.Ni on 0 pikki külgi
jk ja km.

φ lineaarne muutumine pikki ristk̈ulik- ja kolmnurkelemendi k̈ulgi tähendab seda, et need kaks
elementi on omavahel kokkusobivad ja neid võib kõrvuti kasutada.
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Joonis 2.17: N̈aiteprobleemi s̃olmkoordinaadid

Teisendusvalemidqr- ja st-koordinaadis̈usteemi vahel on

s = b+ q t = a+ r (2.50)

Avaldiste (2.50) asendamine võrrandeisse (2.49) annab kujufunktsioonidq ja r kaudu:

Ni = 1
4

(

1 − q
b

) (

1 − r
a

)

Nj = 1
4

(

1 + q
b

) (

1 − r
a

)

Nk = 1
4

(

1 + q
b

) (

1 + r
a

)

Nm = 1
4

(

1 − q
b

) (

1 + r
a

)

(2.51)

Avaldistega (2.51) defineeritud kujufunktsioonid on sellepoolest kasulikud, et need viivad
loomuliku koordinaats̈usteemini, mis ṽoimaldab ristk̈ulikul deformeerudäuldiseks nelinurgaks.
Sellist elementi nimetatakse isoparmeetriliseks elemendiks. Nimetus “isoparameetriline” tule-
neb sellest, et “sama” parameetrilist funktsiooni, mis kirjeldab geomeetriat, saab kasutada muu-
tuja osaliste variatsioonide interpoleerimiseks elemendi piires. Kuna isoparameetriline element
kasutab mittedimensionalseid koordinaate, on seeüks lokaalkoordinaatidega elemente.

Ristkülikelemendi kontuurjoon on tavaliselt kõver. Selle l̃oikekohad servadega saab lineaarse
interpolatsiooniga. Lihtsaim viis saada kolmas punkt on seadas või t kujufunktsiooni avaldises
nulliks ja lahendada ṽorrand (2.48) teise koordinaadi suhtes, nagu näidatakse j̈argnevas n̈aites.

2.5.6 N̈aide

Määrata kolm punkti joonisel 2.17 näidatud50◦C kontuurjoonel. S̃olmväärtused onΦi =
42◦C, Φj = 54◦C, Φk = 56◦C ja Φm = 46◦C

Külgede pikkused on
2b = Xj −Xi = 8 − 5 = 3
2a = Ym − Yi = 5 − 3 = 2

Nende v̈aärtuste asendamine avaldisse (2.49) annab kujufunktsioonid:

Ni =
(

1 − s

3

)

, Nj =
s

3

(

1 − t

2

)
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(1.64,1)

(1.2,2)

Joonis 2.18:50◦C kontuurjoon

Nk =
st

6
, Nm =

t

2

(

1 − s

3

)

Kuna 50◦C kontuurjoon l̃oikab k̈ulgi ij ja km, siis tuleb fikseeridat väärtused ja arvutadas
väärtused. Pikki k̈ulgeij t = 0 ja

φ =
(

1 − s

3

)

Φi +
s

3
Φj = 50

Φi ja Φj asendamine annab lahendusekss = 2.0. Pikki külgekm t = 2a = 2 ja

φ =
s

3
Φk +

(

1 − s

3

)

Φm = 50

Φk ja Φm asendamine annab lahendusekss = 1.2.

Kolmanda punkti saamiseks eeldada, ett = a = 1, siis

φ =
1

2

(

1 − s

3

)

Φi +
s

6
Φj +

s

6
Φk +

1

2

(

1 − s

3

)

Φm = 50

Sõlmväärtuste asendamine annab
s

6
(−42 + 54 + 56 − 46) +

1

2
(42 + 46) = 50 ⇒ s = 1.64

st-koordinaadistikus on kolm punkti (ülalt alla)(1.2, 2), (1.64, 1) ja (2, 0).xy-koordinaadistikus
on need punktid(6.2, 5), (6.64, 4) ja (7, 3). Sirgjoon punktist(6.2, 5) punkti (7, 3) läbib punkti
(6.60, 4). Sestap pole kontuurjoon sirgjoon (joonis 2.18 ).

2.5.7 Tükati sile pidev võrrand

Võrranditega (2.40) ṽoi (2.48) defineeritudφ elementide ṽorrandeidsaab kasutada suvali-
se kolmnurk- ṽoi ristkülikelemendi jaoks, kui m̈aäratai, j ja k või i, j, k ja m numbrilised
väärtused. Iga kolmnurkelemendi sõlm võib olla s̃olmeksi, tähistades seda teistest erldamiseks
tärniga. Ristk̈ulikelemendi s̃olm i on alatist-koordinaats̈usteemi alguspunktis.

Neljaelemendilise ṽorgu elemendi s̃olmeinfo (joonisel 2.19 ) on:

e i j k m
1 1 4 5 2
2 2 5 6 3
3 3 6 7
4 8 3 7
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1 2 3

4 5 6

7

8
(1) (2)

(3)

(4)

Joonis 2.19: Neljaelemendiline võrk koos s̃olmenumbritega

Elemendi 1 interpolatsioonifunktsioon:

φ(1) = N
(1)
1 Φ1 +N

(1)
4 Φ4 +N

(1)
5 Φ5 +N

(1)
2 Φ2 (2.52)

Elementide s̃olmede numbrid pole enam järjestikku, mis on tavaline 2D elementide korral. Ku-
jufunktsioonid ṽorrandeis (2.49) on globaalkoordinaatide funktsioonid ainult selles m̃ottes,
et

2b = Xj −Xi = X4 −X1

ja
2a = Ym − Yi = Y2 − Y1

Interpolatsioonifunktsioon elemendi 4 jaoks on

φ(4) = N
(4)
8 Φ8 +N

(4)
3 Φ3 +N

(4)
7 Φ7 (2.53)

Kujufunktsioonid avaldises (2.53) on globaalkoordinaatide funktsioonid jai, j ja k spetsifikat-
sioon n̈aitab kohe, milliseid koordinaate kasutada. Olgu näiteksN (4)

8 . Avaldist (2.41) kasutades
saadakse

N
(4)
8 =

1

2A
(a

(4)
8 + b

(4)
8 x+ c

(4)
8 y)

kus
a

(4)
8 = X3Y7 −X7Y3

b
(4)
8 = Y3 − Y7

c
(4)
8 = X7 −X3

kunaj = 3 ja k = 7. Pindala A on neljanda elemendi pindala.

2.5.8 N̈aiteid 2D elementidest

Nelja- ja kolmesõlmeline monoliit. 2D 4-s̃olmelist monoliiti on nimetatud ka isoparameetri-
liseks nelinurkelemendiks. See onüks k̃oige enimkasutatud elemente tahkete struktuuride
kahem̃oõtmeliste pingeprobleemide ja omavõnkesageduste uurimisel. Element eeldatak-
se olevat̃ohuke sellise m̈aärani, et pinge suurusjärk on konstantnëule elemendi paksuse.
Lisaks sellele, et elementi kasutatakse kaheteljelise pingetasaelemendina, on tal ka raken-
dus tasapinnalise venituselemendina. Elemendil on kaks nihkevabadusastet ja puuduvad
pöörlemisvabadusastmed. Võimalik on defineerida temperatuurist sõltuvaid otrotroopseid
materjaliomadusi.
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Joonis 2.20: (a) neljasõlmeline tetraheeder; (b) 10-sõlmeline tetraheeder

x

z

y

(a) (b)

Joonis 2.21: (a) 8-s̃olmeline prismaelement; (b) 20-sõlmeline prismaelement

Isoparameetriline termiline monoliit. 2D isoparameetrilist termilist monoliiti saab kasutada
kaheteljelise tasaelemendi võ telgs̈ummeetrilise ringelemendina, millel on 2D termiline
juhtivus. Elemendil on 4 s̃olme, millest igal on̈uks vabadusaste - temperatuur. Element
on rakendatav 2D staatilises ja dünaamilises analüüsis.
Kui mudelit, mis sisaldab isoparameetrilist temperatuurielementi, tuleb analüüsida struk-
turaalselt, tuleb see element asendada ekvivalentse struktuurielemendiga.
Elemendil ei tohi olla puuduvat või negatiivset pindala. Nagu kõigil teistel nelinurkse-
tel elementidel, tuleb ka sellel elemedil numerdada sõlmi vastup̈aeva lokaalkoordinaatide
suhtes. Neid elemente saab kaasata rõhukambrite, tr̈ukiplaatide ja jahutusradiaatorite mu-
delitesse.

Vedelikelement. 2D vedelikelement on isoparameetrilise monoliitelemendimodifikatsioon.
See sobib ḧasti ḧudrostaatliste r̃ohkude ja vedelike vastasmõhu mudeleerimiseks. Ele-
mendil on 4 s̃olme, millest igal on 2 vabadusastet lokaalses x- ja y-suunas. Elemedi pind-
ala peab olema positiivne ja sõlmi tuleb numerdada koordinaadisüsteemis vastup̈aeva.
Läbivoolava vedeliku kogus on piiratud hulgaga, mis ei põhjusta olulisi elemendi moo-
nutusi. Staatilistes rakendustes peab vaba pinna algolek olema tasane.
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2.6 3D elemendid

2.6.1 3D element

3D ehk tahkiselemendid saab tuletada 2D elementide laiendustena. Lihtsaim 3D element, tetra-
heeder joonisel 2.20 (a) on 4-sõlmeline, vastates lähendusele

φ = a1 + a2x+ a3y + a4z (2.54)

Kuues̃olmelise kolmnurgäuldistusena saadakse 10-sõlmeline tetraheeder joonisel 2.20 (b).
Lähendus selle jaoks on

φ = a1 + a2x+ a3y + a4z + a5x
2 + a6y

2 + a7z
2 + a8xy + a9xz + a10yz (2.55)

mis on ẗaielik polünoom.

Lihtne on tuletada prisma- või tellisekujulisi 3D elemente (joonisel 2.21 ), mille küljed on
paralleelsed koordinaattelgedega, näiteks 4- ja 8-s̃olmelistest elementidest, ja mille lähndus 8-
sõlmelise prisma jaoks on

φ = a1 + a2x+ a3y + a4z + a5xy + a6xz + a7yz + a8xyz (2.56)

samas, kui aproksimatsioon 20-sõlmelise isoparameetrilise elemendi jaoks on

φ = a1 + a2x+ a3y + a4z + a5x
2 + a6y

2 + a7z
2 + a8xy + a9xz + a10yz +

+ a11x
2y + a12xy

2 + a13x
2z + a14xz

2 + a15y
2z + a16yz

2 +

+ a17xyz + a18x
2yz + a19xy

2z + a20xyz
2 (2.57)

Isoparameetrilise formulatsiooni korral võib neid elemente kasutadaüksteisega sobituvalt ka
siis, kui nende k̈uljed pole koordinaattelgedega paralleelsed.

2.6.2 N̈aiteid 3D elementidest

Kahes̃olmeline s̃orestik. 3D kahes̃olmeline s̃orestikelement on ṽoib-olla üks lihtsamaid ele-
mente. Sellel on olemas ristlõikepindala,üks ṽores̃olm igas otsas. Vabadusastmete arv
on 3 ja see element pole võimeline paindeks. Selle elemendi omadused hõlmavad s̃olm-
jõude, termilist jäuhtlast kiirendust suvalises suunas või kõgis suundades korraga. Pinge
eeldatakse olevat konstantneüle kogu elemendi. Sellist tüüpi elemente kasutatakse olu-
kordades, kus seotud kaks jõuliiget nagu tornide, sildade ja hoonete mudelites.

Kahes̃olmeline tala. 3D kahes̃olmeline tala lubab erinevalt sõrestikust painet. Elemendile saab
rakendada momente ja jõudusid s̃olmedes ning vahepealsetes punktides; termilist, pidevat
ja vahepealse jaotusega koormust, fikseeritud lõpp-jõude ja kiirendamist suvalises suunas
või kõigis suundades. Kasutaja peab määratlema nii inertsimomendi lokaalses x- ja y-
suunas kui ka l̃oikealadel lokaalsuundades. Vabadusastmeteks on nihked lokaalsetes x-,
y- ja z-suundades ning pöördedümber lokaalsuundade. Tala ei tohi olla nullist pikkust
vǐ pindala. Samas ṽoib inertsimoment olla 0. Talal ṽoib olla suvaline ristl̃oikepindala,
mille jaoks saab arvutada inertsimomendi. Seda elementi kasutatakse reaalprobleemide
mudelites, kus tuleb simuleerida reaalset tala, näiteks kolmem̃oõtmeliste raamide nagu
sildade ja korstnate mudelites.
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Neljasõlmeline membraanplaat. 3D neljas̃olemeline plaat ja selle variatsioonid on kasulikud
mudelites, mille kujutatav struktuur vajab paindumist plaadi tasandist v̈alja ja/ṽoi kus
membraani (plaaditasandis) olevtes pingetel on oluline roll. Igal sõlmel on kuus vabadus-
astet: nihe iga lokaaltelje suunas ja pööreümber iga lokaaltelje. Kasutja peab määratlema
plaadi paksuse. Selliseid elemente kasutatakse detailidest koostatud struktuuride jaoks
nagu telgid ja suurhoonete, näiteks staadiumide katused.

Kaheksas̃olmeline tahke tellis. 3D 8-õlmelisel tahkel tellisel on kolm nihkevabadusastel sõl-
me kohta. Mitteühtegi p̈oördvabadusastet pole lubatud. See on kasulik element polti-
de, seibide, tugevate metallraamide ja praktiliselt iga tahke struktuuri modelleerimisel.
See on lineaarelement, kus gradiendid pole mitte konstantsed, vaidühe koordinaadisuuna
lineaarfunktsioon. Neist elementidest saab koostada ratste, turbiinilabade,̈aärikute jne.
mudeleid, kui lisada isotrroopiliste materjalide omadused.

Plaat/kestelement.Need on 3- ja 4-s̃olmelised elemendid 3D ruumis. Elementidel on iga sõl-
me kohta 5 vabadusastet: 3 nihet ja 2 pööret, mis ṽoimaldavad paindumist plaadi tasandist
välja. Selle elemendi jaoks ei defineerita pöörlemist plaadi tasandis. Iga elemendi sõlme-
dele saab automaatselt lisada plaadi tasandis pöörlemisj̈aikuse. Ṽoimalik on defineerida
veel ortotroopilise materjali omadused. Neid elemente kasutatakse r̈ohukambrite, elekt-
roonikavarjestite ja automootorite detailide mudeleerimiseks.

Ääreelement. 3D 2-s̃olmeline ääreelement ṽoib liikuda igas lokaalsuunas. Ainus vajalik pa-
rameeter on elemendi jäikus. See element on kasulik olukorras, kus konkreetsel sõlmel
pole kindlat p̈usivust. Koosẗoös teiste elementidega lisavadäärelemendid mudelile jäikust
või elastsust.̈Uksǩik kummale s̃olmele ṽoi mõlemale korraga saab rakendada pööret ṽoi
nihet.

Termiline element. Nende 3D elementide materjalide omadused võivad olla ortotroopilised ja
sõltuda temperatuurist. Elementi koormatakse sisemise soojuse genereerimise, pinnajuh-
tivuse, radiatsiooni ja p̈usiva s̃olmetemperatuuriga.

Temperatuuri ääreelement. Needühes̃olmelised elemendid ṽoimaldavad m̈aäratleda s̃olme
temperatuurïaäretingimused. Elementi kasutatakse koos 2D ja 3D termiliste elementide-
ga.

2.7 Koordinaadisüsteemid

2.7.1 Lokaalkoordinaatide s̈usteem

Lineaarne kujufunktsioon

Ni(x) =
Xj − x

L
Nj(x) =

x−Xi

L
(2.58)

on mõeldud elemendi jaoks, mille koordinaatide nullpunkt asubsõlmesti vasemal. Need on
üldised ṽorrandid, mis kehtivad k̃oigi lineaarelementide jaoks sõltumata nende asukohast. Nen-
de kujufunktsioonide puudused ilmnevad kujufunktsioonide korrutisi sisaldavate integraalide
nagu

∫ Xj

Xi

Ni(x)Nj(x)dx

∫ Xj

Xi

N2
i (x)dx (2.59)

Sellist ẗuüpi integraalid esinevad nii välja- kui ka tahkisemehaanika probleemides. Integraale
(2.59) lihtsustatakse uute kujufunktsioonide defineerimisega koordinaatsüsteemi suhtes, mille
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Joonis 2.22: 1D elemendi lokaalkoordinaatide süsteemid

nullpunkt on elemendil. Sellist süsteemi nimetatakse lokaalkoordinaatide süsteemiks.

1D elemendi jaoks kaks kõige tavalisemat lokaalkoordinaatide süsteemi sellised, mille nulpunkt
on kas s̃olmesi või elemendi keskel (joonis 2.22 ).

Kujufunktsioonid koordinaadis̈usteemi jaoks, mille nullpunkt on sõlmesi, saadakse avaldistest
(2.58) asendades sealx = Xi + s, saades:

Ni(s) =
Xj − x

L
=
Xj − (Xi + s)

L
= 1 − s

L
(2.60)

ja

Nj(s) =
x−Xi

L
=
Xi + s−Xi

L
=
s

L
(2.61)

See kujufunktsioon on 1 tema omas sõlmes ja 0 teises sõlmes. M̃olema summa annab tulemu-
seks 1.

Elemendi keskel oleva koordinaatsüsteemi kujufunktsoonid saadakse avaldisest (2.58) , kui
seal asendadax = Xi + (L/2) + q. Siis kujufunktsioonid avalduvad kujul:

Ni(q) =

(

1

2
− q

L

)

Nj(q) =

(

1

2
+
q

L

)

(2.62)

kus koordinaatmuutujaq on piirides−L/2 kuniL/2.

Kujufunktsioonid (2.60) , (2.61) ja paar (2.62) on kasulikud vaid siis, kui muudetakse
integreerimismuutujat. Selleks on valem

∫ b

a

f(x)dx =

∫ p2

p1

f(g(p))

[

d(g(p))

dp

]

dp (2.63)

kusp on uus koordinaatmuutuja jag(p) on võrrand, mis seobx ja p, ehk siisx = g(p).

Avaldise (2.63) interpretatsioon koordinaadisüsteemi suhtes joonisel 2.22 on alljärgnev. koor-
dinaadis jaoks, kusx = Xi + s,

∫ Xj

Xi

f(x)dx =

∫ s2

s1

d(Xi + s)

ds
ds =

∫ L

0

h(s)ds (2.64)

kush(s) on s kaudu avaldatudf(x). Intergeerimisrajad saadaksex-i asendamiselXi jaXj-ga
kui x = Xi + s ja lahendamisegas suhtes.
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Joonis 2.23: 1D elemendi loomulike koordinaatide süsteemid

koordinaadiq jaoks, kusx = Xi + L/2 + q

∫ Xj

Xi

f(x)dx =

∫ q2

q1

r(q)
d(Xi + L/2 + q

dq
dq =

∫ L/2

−L/2

r(q)dq (2.65)

kusr(q) on q kaudu avaldatudf(x).

Avaldiste (2.64) ja (2.65) kasulikkus avaldub selliste integraalide nagu

∫ Xj

Xi

N2
i dx

arvutamisel. Kasutades koordinaatmuutjats:

∫ Xj

Xi

N2
i (x)dx =

∫ L/2

−L/2

N2
i (q)dq =

∫ L/2

−L/2

(

1

2
− q

L

)2

dq =
L

3

2.7.2 Loomulike koordinaatide s̈usteem

Lokaalkoordinaats̈usteemids ja q saab konverteerida loomulike koordinaatide süsteemdesse.
Loomulike koordinaatide s̈usteem on lokaalne ss̈uteem, mis lubab m̈aärata elemendi sees punkte
dimensioonita arvudega, mille absoluutne suurusjärk eiületa kunagïuhikulist.

Alustadesq-koordinaadiga jooniselt 2.22 ja suhtegaq/(L/2) = 2q/L = ζ, siis ζ muutub -1
kuni +1 (joonis 2.23 (a)). Kujufunktsioonid (2.62) saab kirjutadaζ kaudu, kui teha asendus
q = ζL/2:

Ni(ζ) =
1

2
(1 − ζ) Nj(ζ) =

1

2
(1 + ζ) (2.66)

Integreerimismuutjate vahetusel:

∫ L/2

−L/2

r(q)dq =

∫ ζ2

ζ1

g(ζ)
d(ζL/2)

dζ
dζ =

L

2

∫ 1

−1

g(ζ)dζ (2.67)

kusg(ζ) on ζ kaudu avaldatudr(q).

Koordinaatmuutujaζ eeliseks on integreerimisrajad -1 ja 1. Enamus arvutiprogramme kasutab
elemendimaatriksite arvutamiseks numbrilist integreerimist. Lõplike elementide programmides
on kasutusel Gaussi-Legendre’i numbrilise integreerimise skeem, millel on proovipunktid ja
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kaalukoefitsiendid defineeritud intervallis [-1,1].

Teine huvitav loomulike koordinaatide süsteem sisaldab pikkussuhete paari (joonis 2.23 (b)).
Kui s on kaugus s̃olmesti, siis l1 ja l2 on defineeritud kui suhted

l1 =
L− s

L
l2 =

s

L
(2.68)

See koordinaatide paar pole sõltumatu, sest

l1 + l2 = 1 (2.69)

(2.68) ja (2.69) ẗahtsaim karkteristik on see, etl1 ja l2 on identsed kujufunktsioonidega (2.60)
ja (2.61) . Nende koordinaatide kasulikkus ilmneb järgmistüüpi integraalide arvutamisel:

∫ L

0

Na
i (s)N

b
j (s)ds (2.70)

mis sisaldavad kujufunktsioonide korrutisi.

Muutujavahetus ja suhtedNi(s) = l1,Nj(s) = l2, s = Ll2 ja ds/dl2 = L annavad
∫ L

0

Na
i (s)N

b
j (s)ds =

∫ 1

0

la1l
b
2Ldl2 (2.71)

Paremal poolel olev integraali saab teisendada kujule

L

∫ 1

0

(1 − l2)
alb2dl2 (2.72)

kasutades avaldist (2.69) . Integraal (2.72) on järgmist ẗuüpi:
∫ 1

0

tz−1(1 − t)w−1dt =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
(2.73)

kusΓ(n+ 1) = n!. Seega

L

∫ 1

0

la1l
b
2dl2 = L

Γ(a+ 1)Γ(b+ 1)

Γ(a+ b+ 1 + 1
= L

a!b!

(a+ b+ 1)!
(2.74)

Võrrand (2.74) on kasulik selle poolest, et see kinnitab, etüsna keerulisi integraale saab aval-
dada ṽorranditena, mis sisaldavad vaid elementide pikkusi ja korrutises olevaid astmeid.

Alustades ṽorrandist
∫ Xj

Xi

N2
i (x)dx =

∫ L

0

N2
i (s)ds

annab (2.69)
∫ L

o

N2
i (s)ds = L

∫ 1

0

l21l
0
2dl2 = L

2!0!

(2 + 0 + 1)!
=
L

3

Teine n̈aide on
∫ L

o

N3
i (s)N

2
j (s)ds = L

∫ 1

0

l31l
2
2dl2 = L

3!2!

(3 + 2 + 1)!
=

L

60

1D lineaarelemendi koordinaadisüsteemid, kujufunktsioonid ja integreerimisrajad on summeri-
tud tabelis 2.1.
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Tüüp Koordinaat Kujufunktsioonid Integreerimisrajad

globaalne x Ni =
Xj−x

L
,Nj = x−Xi

L
Xi,Xj

lokaalne s Ni = 1 − s
L

,Nj = s
L

0, L
lokaalne q Ni =

(

1
2
− q

L

)

,Nj =
(

1
2

+ q
L

)

−L
2
, L

2

looomulik ζ Ni
1
2
(1 − ζ),Ni

1
2
(1 + ζ) −1, 1

loomulik l2 Ni = l1,Nj = l2 0, 1

Tabel 2.1: 1D elemendi koordinaadisüsteemid ja integreerimisrajad

Joonis 2.24: Ristk̈ulikelemendi loomulike koordinaatide süsteem

2.7.3 Ristkülikelement

Loomulike koordinaatide s̈usteeme saab defineerida ka 2D elementide jaoks, mispuhul onneil
samad eelised, mis 1D elementide puhul. Nad on mugavamad niianal̈uütilisel kui ka numbrili-
sel integreerimisel.

Ristkülikelemendi loomulike koordinaatide süsteem on joonisel 2.24 . See asub elemendi tsent-
ris ja koordinaadid on pikkuse suhted

ζ =
q

b
η =

r

a
(2.75)

kusq ja r on lokaalkoordinaadid. Kujufunktsioonid (2.51) saab kergesti teisendada loomulike
koordinaatide s̈usteemi:

Ni = 1
4
(1 − ζ)(1 − η), Nj = 1

4
(1 + ζ)(1 − η)

Nk = 1
4
(1 + ζ)(1 + η), Nm = 1

4
(1 − ζ)(1 + η)

(2.76)

−1 ≤ ζ ≤ 1 − 1 ≤ η ≤ 1

2.7.4 Kolmnurkelement: pindalakoordinaadid

Kolmnurkelemendi loomilike koordinaatide süsteem saadakse kolme pikkussuhteL1, L2 ja L3

defineerimisega (joonis 2.25 (a)). Iga koordinaat onühe k̈uljega risti oleva kauguses suhe sama
külje kõrgusegah (joonis 2.25 (b)). Iga koordinaat on pikkuse suhe, mis muutub 0 ja 1 vahel.
Joonisel 2.25 (c) on jooned konstantseL!-ga. Iga neist joontest on paralleelne küljega, millest
L1-e mõõdetakse.
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i j

k

(a)
i j

k

(b)
i j

k

(c)

L L

L

1 2

3

b
h

B

L1

L1

L  =0�1

L  =11

L  =0.51

L  =0.751
L  =0.251

Joonis 2.25: Kolmnurkelemendi 3 pindalakoordinaatide süsteemi

x

y

h

bi j

k

B
A 3

A 1
A 2

s

Joonis 2.26: Pindalakoordinaatidele vastavateks pindaladeks jagatud kolmnurk

KoordinaateL1, L2 ja L3 nimetatakse pindalakoordinaatideks, sest nende väärtused annavad
alamkolmnurga ja kolmnurga kogupindala suhte. Olgu punkt Bjoonisel 2.26 . Kolmnurga
kogupindala A:

A =
bh

2

samas, kui viirutatud kolmnurga(B, j, k) pindala on

A1 =
bs

2
(2.77)

Suhe
A1

A
=
s

h
= L1 (2.78)

PindalakoordinaatL1 on viirutatud ala ja kogupindala suhe. Sarnaselt:

L2 =
A2

A
L3
A3

A
(2.79)

KunaA1 + A2 + A3 = A, siis
L1 + L2 + L3 = 1 (2.80)

Kuna koordinaadid pole sõltumatud, siis piisab punkti m̈aäramiseks kahest koordinaadist.
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x

y

h

b

s

i j

k

B

A

L 1

1

Joonis 2.27: Pindalakoordinaatid punkti jaoks kolmnurga serval

Avaldise (2.78) saab viia teisele kujule, kui korrutada lugejat ja nimetajat kahega

L1 =
2A1

2A
(2.81)

Kasutades2A1 jaoks determinantlaiendust

2A1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x y
1 Xj Yj
1 Xk Yk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

või
2A1 = (XjYk −XkYj) + (Yj − Yk)x+ (Xk −Xj)y (2.82)

kusx ja y on punkti B koordinaadid. (2.82) asendamine avaldisse (2.81) annab

L1 =
1

2A
[(XjYk −XkYj) + (Yj − Yk)x+ (Xk −Xj)y] (2.83)

Avaldis (2.83) on identne avaldisega (2.41) , seega

L1 = Ni (2.84)

Analoogiliselt
L2 = Nj L3 = Nk (2.85)

Seega on lineaarse kolmnurkelemendi pindalakoordinaadididentsed kujufunktsioonidega.

pindalakoordinaatide süsteemi kasutamise eeliseks on integreerimisvõrrandi olemasolu, mis
lihtsustab pindalaintegraalide arvutamist. See integraalvõrrand on seotud avaldisega (2.74) ,
olles:

∫

A

La1L
b
2L

c
3dA =

a!b!c!

(a+ b+ c+ 2)!
2A (2.86)

Avaldise (2.86) kasulikkust n̈aitab kujufunktsioonide korrutise
∫

A

Ni(x, y)Nj(x, y)da (2.87)
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arvutaminëule kolmnurga pindala. Pinnaintegraal on
∫

A

NiNjdA =

∫

A

L1
1L

1
2L

0
3dA =

1!1!0!

(1 + 1 + 0 + 2)!
= 2A =

2A

4!
=
A

12

PindalakoordinaadidL1 jaL2 saab asendada vastavaltNi-d jaNj-i. kunaNk pole korutises, siis
onL3 kaasatud nullise astmega. Nulli faktoriaal on 1.

Tuletatudääretingimuste ṽoi pinnakoormuste kaasamine lõplike elementide analüüsi vajab in-
tegraalide arvutamist pikki elemendi piiri. Neid integraale on lihtne arvutada, kui on teada,
kuidas pindalakoordinaadid käituvad serval. Olgu punkt B küljel ij joonisel 2.27 . Koordinaat
L3 = 0 ja L1 on viirutatud ala ning kogupindala suhe. Defineeritakse koordinaats, mis on pa-
ralleelne k̈ulhegaij ja mida m̃oõdetakse s̃olmesti. Kui punkti B koordinaat ons ja külje pikkus
b, siis

L1 =
2A1

2A
=

2h(b−s)
2

2bh
2

=
b− s

b
= 1 − s

b
(2.88)

Pindalakoordinaat
L2 =

s

b
(2.89)

PindalakoordinaadidL1 ja L2 taanduvad 1D kujufunktsioonideksNi(s) ja Nj(s), mis on defi-
neeritud avaldistega (2.60) ning (2.61) . Kasutades 1D loomulikke koordinaatel1 ja l2, mis on
defineeritud avaldisega (2.68) , saadakse

L1 = l1 L2 = l2 küljel i→ j (2.90)

Seosed teiste k̈ulgede jaoks on:

L2 = l1 L3 = l2 küljel j → k (2.91)

L3 = l1 L1 = l2 küljel k → i (2.92)

Seoste (2.90) , (2.91) ja (2.92) tähtsus seisneb selles, et iga integraaliüle kolmnurkelemendi
serva ṽoib asendada joonintegraaliga avaldatunas ja l2 kaudu:

∫

Γ

f(L1, L2, L3)dΓ =

∫ L

0

g(s)ds =

∫ 1

0

h(l2)dl2 (2.93)

ja arvutada faktoriaalavaldist (2.74) kasutades. 2D elemendi piir onΓ.

2.7.5 N̈aide

Arvutada]intΓ[N ]TdΓ üle lineaarse kolmnurkelemendi külje ik. Integraal on

∫

Γ

[N ]TdΓ = Lik

∫ 1

0







Ni

Nj

Nk







dl2 = Lik

∫ 1

0







L1

L2

L3







dl2

kuna lineaarse kolmnurga kujufunktsioonid ja pindalakoordinaadid on ekvivalentsed. Pikki kül-
geik L1 = l1, L2 = 0 jaL3 = l2, seega

∫

Γ[N ]TdΓ = Lik

∫ 1

0







l1
0
l2







dl2 =
Lik
2







1
0
1
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2

3
4

1

x

y
(2)

(1)

Joonis 2.28: 2-elemendiline võrk

2.7.6 Pidevus

φ(x, y)-i l ähendusfunktsioonid sisaldavad tükati siledate pidevate funktsioonide kogumit, mil-
lest igäuks on defineeritud̈uhe elemendi jaoks. Vajadus neid funktsioone integreeridatekitab
nõudeid elementidevahelise pidevuse järgule. Integraal

∫ H

0

dnφ

dxn
dx

on defineeritud vaid siis, kuiφ pidevuse j̈ark on(n− 1). See kindlustab, et n-järku tuletises ek-
siteerivad vaid l̃opliku hüppega katkevused. See nõue ẗahendab, et lähendusfunktsiooni esimest
järku tuletis peab olema elementide vahel pidev, kui integraalis on 2. j̈arku liikmed (n = 2).
Enamus vaadeldavaist elementidest sisaldavad esimest järku tuletisi, sestap peabφ olema pidev
elementide vahel, kuid tema tuletised ei pea olema pidevad.Tuletiste pidevus on vajalik talaele-
mendi jaoks.

φ pidevus on 1D elemendis kindlustatud, kuna kahel naaberelemendil onühine s̃olm. φ pide-
vust on pikki kahe ristk̈ulikelemendiühist piiri suhteliselt lihtne ťestada.φ pidevus pikki kahe
suvaliselt orienteeritud kolmnurkelemendiühist piiri on on m̈arksa keerulisem.

Olgu 2 k̃orvutist elementi (joonis 2.28 ), mille koordinaatide alguspunkt on s̃olmes 1. S̃olm-
väärtused onΦ1, Φ2, Φ3 ja Φ4.

φ(1) = N
(1)
1 Φ1 +N

(1)
3 Φ3 +N

(1)
4 Φ4

φ(2) = N
(2)
1 Φ1 +N

(2)
2 Φ2 +N

(2)
3 Φ3

(2.94)

Kujufunktsioonide omadused viitavad, etN (2)
2 = N

(1)
4 = 0 pikki ühist piiri. Kasutades kuju-

funktsioonide ja pindalakoordinaatide vahelist võrdsust (2.84) , (2.85) , saadakse võrrandeist
(2.94) :

φ(1) = L
(1)
1 Φ1 + L

(1)
2 Φ3

φ(2) = L
(2)
1 Φ1 + L

(2)
3 Φ3

(2.95)

Siinkohal tuleb m̈arkida, et pindalakoordinaatide alaindeksid pole seotud sõlmede numbritega.
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y

x

1

4

3

2

(1)

(2)

B

c

b

h

h

A

A

L

L

(1)

(1)

(2)

(2)

(1)

(2)
1

1

1

1

Joonis 2.29: PindalakoordinaadidL(1)
1 jaL(2)

1 pikki ühist piiri

KunaL(1)
3 = L

(2)
2 = 0, siis kasutades avaldist (2.80) :

φ(1) = L
(1)
1 Φ1 + (1 − L

(1)
1 )Φ3

φ(2) = L
(2)
1 Φ1 + (1 − L

(2)
1 )Φ3

(2.96)

Tõestus on tehtud, kui on näidatud, etL(1)
1 = L

(2)
1 .

Joonisel 2.29 on̈uhisel piiril näidatud punkt koos viirutatud pindadegaL(1)
1 jaL(2)

1 . Defineeri-
des kauguse punktist B nodesse 3 kuic ja külje 1-3 pikkuse kuib, siis

L
(1)
1 =

2A
(1)
1

2A(1)
=

2ch(1)

2

2bh(1)

2

=
c

b

ja

L
(2)
1 =

2A
(2)
1

2A(2)
=

2ch(2)

2

2bh(2)

2

=
c

b
= L

(1)
1

m.o.t.t.
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3 Rajaülesanded

Lõplike elementide aproksimatsioonid tulenevad konkreetsete diferentsiaalṽorrandite integraal-
formuleeringutest, p̈arides paljud oma k̃oige ihaldusv̈aärsematest karakteristikutest integraalfor-
muleeringute fundamentaalomadustest.

3.1 Lihtsa rajaülesandetugevlahend

Olgu lihtne probleem, mille diferentsiaalvõrrand avaldub kujul:

d2u

dx2
= f(x) a < x < b (3.1)

ääretingimusega:
u(a) = u(b) = 0 (3.2)

kusf(x) on pidev funktsioon.

“ Ääreprobleem” koosneb diferentsiaalvõrrandist ja sobivasẗaäretingimuste komplektist. Antud
lihtne ääreprobleem ṽoib muu hulgas esindada

• elastse vedru staatilist ristnihet pikkusega(b− a) koormusef(x) mõjul;

• jahutusradiaatori homogeense ribi staatilist temperatuurijaotustf(x).

Selle ääreprobleemi lahend (tehniliselttugevlahend) defineeritakse kui funktsioonu(x), mis
rahuldab j̈argmisi tingimusi:

u(x) -l on pidevad esimest ja teist järku tuletised piirkonnas[a, b] (3.3)

u(a) = u(b) = 0 (3.4)

d2u

dx2
= f(x) ∀x ∈ [a, b] (3.5)

Kriteeriumid (3.3) ja (3.4) defineerivad funktsioonide klassi (C2
0 [a, b]), mille hulka lahendi-

funktsioonu(x) kuulub, ehk siis:

C2

0
[a,b] = {u(x) : u -l on 1. ja 2. järku pidevad tuletised piirkonnas [a,b] ja

u(a) = u(b) = 0}

Seda lahendite klassi kutsutakse antud probleemi lahendiruumiks.

Vaatleme kriteeriumi (3.5) :
d2u

dx2
= f(x) ∀x ∈ [a, b]

• Kriteeriumi (3.5) on tunduvalt raskem rahuldada kui kriteeriumeid (3.3) ṽoi (3.4) , sest
on palju raskem konstrueerida integraale (või leida diferentsiaalṽorrandiüldlahendit) kui
teist j̈arku pidevaid diferentseeritavaid funktsioone.

• Peamine raskus selle tingimuse rahuldamisel seisneb selles, et intervallis (a,b) on v̈aga
palju väärtusi x jaoks (tehniliselt lõpmatult palju). Seega on see tingimus vägatugevtin-
gimus funktsiooniu(x) jaoks.
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f(x)

u(x)x=a x=b

(a)

F

u(x)x=a x=b

(b)

Joonis 3.1: Vedru läbipaine: (a) pidev koormus; (b) punktkoormus.

• Leidub palju funktsioone, mis rahuldavadüheaegselt nii tingimust (3.3) kui ka (3.4)
, kuid ainult üks funktsioonu(x), mis rahuldab k̃oiki kolme tingimust, s.t. selle lihtsa
ääreprobleemi jaoks unikaalne lahend.

Kõiki neid kolme tingimust rahuldavat funktsiooni nimetatakse selle rajäulesandetugevaks
lahendiks. Kui on olemastugev lahend, peab ilmselgelt olema olemas ka selle rajaülesande
nõrk lahend. See saadakse tingimuse (3.5) leevendamise teel. Tegelikult ilmneb, et reaalsete
ülesannete lahendamisel onnõrk lähenemisviis parem kuitugev. Lisaks neile kahele eksisteerib
veel selle rajäulesande jaoksvariatsioonilinelahend. Praktikas on igal lahenditüübil oma eeli-
sed. Igal rajaprobleemil, millel leidub klassikalinetugevlahend, on olemas kanõrk lahend, mis
on omavahel identsed. Kui on rahuldatud teatud antud probleemile aluseks olevad matemaati-
lised s̈ummeetriatingimused on rahuldatud, leidub probleemile kavariatsioonilinelahend, mis
on sama kuitugevvõi nõrk lahend. T̈anu ṽoimalusele mitmekesiselt probleemi formuleerida,
saab valida sellise matemaatilise raamistiku, mis kõige paindlikumalt karakteriseerib lahendit.

3.2 Lihtsa rajaülesandenõrgad lahendid

Kuna lihtne rajäulesanne ṽoib kujutada n̈aiteks vedru l̈abipainet (koos sobivalt normaliseeritud
telgjäikusega) ristj̃ouf(x) mõjul (joonisel 3.1 ), siis on loomulik arvestada juhtu, mil ristikoor-
mus on rakendatud kontsentreeritud jõunaühte punkti.

Vedru l̈abipaindelu(x) pole kontsentreeritud koormuse korralmitte ühtegipidevat tuletist ja
seega pole sellel probleemile katugevatlahendit. See pisut häiriv, sest selliseid punktkoormusi
ja sarnaseid singulaarsusi (või “diskreetsusi”) esineb tehnikas massiliselt, näiteks p̃ohjaveeal-
likad, punktj̃oud mehaanikas, kontsentreeritud allikas soojusjuhtivuses jne. Seega paistab, et
lihtsa rajäuleandetugevalahendi teooria deserteerub just siis, kui ilmnevad huvitavad reaalsed
probleemid.

Ilmselgelt on vaja uut raamistikku diskreetseid andmeid sisaldavate probleemide lahendite jaoks.
On kaksüksteisega seotud suunda, milles edasi minna:

1. defineerida tehtud arvutusedümber distributsiooniteooria terminitesse (üldistatud funkt-
sioonid);

2. arendada v̈alja “nõrgem” struktuur lahenditele (nõrgad lahendid).

Defineerime lihtsa rajäulesandenõrga lahendi, asendades tingimuse (3.5) alljärgnevaga:
∫ b

a

d2u

dx2
v(x)dx =

∫ b

a

f(x)v(x)dx (3.6)
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y

x

H(x)

1

�1

Joonis 3.2: Heaviside’i astmefunktsioon

iga pidevav(x) korral nii, et
v(a) = v(b) = 0 (3.7)

Mõlemad tingimused (3.5) ja (3.6) sisaldavad nn. “iga. . . korral” avaldust:tugevalahendi
korral “iga punktix korral piirkonnas(a, b)” ja “iga pideva funktsiooniv(x) korral, mis rahuldab
tingimustv(a) = v(b) = 0” nõrga lahendi jaoks. Viimasel juhul nimetatakse funktsioonev(x)
testfunktsioonideks ja nad moodustavad testfunktsioonide ruumi, konkreetselt funktsioonide
klassi k̃oigist pidevatest funktsioonidest, mille väärtus on 0 l̃opp-punktidesa ja b.

3.3 Diraci deltafunktsioon

Diraci deltafunktsioonδ(x) võimaldab k̈asitleda teatud liiki punktandmeid tuttavastugevala-
hendi raamistikus, samas minnes mööda suhteliselt keerulisest matemaatikast, lihtsustadesnii
käsitlust. Diraci funktsiooni defineerimisega saab selgemaks, miks viibnõrk formuleering suu-
rema ja huvitavama lahendatavate probleemide klassini kuitugevformuleering.

Diraci deltafunktsioon defineeritakse kui Heaviside’i astmefunktsiooni (joonisel 3.2 )

H(x) =

{

0 ∀x < 0
1 ∀x > 0

(3.8)

tuletisH ′(x). On selge, et see tuletis peab olema 0 kõikjal, välja arvatud nullpunktis, kus on ta
sellisel viisil lõpmatu, et saab rakendada teoreemi:

∫ x

−∞

δ(ξ)dξ =

∫ x

−∞

H ′(ξ)dξ = H(x) =

{

0 ∀x < 0
1 ∀x > 0

(3.9)

Teine l̈ahenemisviis on defineerida deltafunktsioon tema omadustekaudu (joonis 3.3 ):

δ(x) = 0 ∀x 6= 0 (3.10)
∫ α

−∞

δ(x)dx =

{

0 ∀α < 0
1 ∀α > 0

(3.11)

∫ α

−∞

δ(x)v(x)dx =

{

0 ∀α < 0
v(0) ∀α > 0

(3.12)

Deltafunktsiooni m̃oju on ṽoimalik nihutada pikki x-telge punktix = c, saades tulemuseks
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Joonis 3.3: Diraci deltafunktsioon

F

u(x)
x=a x=bx=c

Joonis 3.4: Punktkoormus F punktisx = c

δ(x − c). Seeüldistatud funktsioonδ(x − c) esitabühikimpulsi (ṽoi ühikkoormuse,̈uhikallika
jne) rakendatuna punktisx = c. See annab sobiva sümbolismi esindamaks diskreetseid mõisteid
probleemides, mis sisaldavad osaliselt pidevaid ja osaliselt diskreetseid andmeid nagu massijao-
tus, t̃oen̈aosusjaotus ja lihtsate rajaülesannete allikad. See on funktsioon, mille väärtus on null
kõikjal, v.a. punktisx = c. Selles punktis on ta v̈aärtus l̃opmatu sellisel viisil, et tema integraal
−∞-st kuni suvalisec-st suurema arvuni on võrdneühega.

Seni, kuni deltafunktsioon on integrandiks, saab kasutadaomadusi (3.11) ja (3.12) , et seda
sisaldavaid integraale arvutada.

3.4 Lihtne rajaülesanne. J̈atk

Vaatleme “punktkoormuse” probleemi lahendifunktsiooniu(x) käitumist eemal sellest punktist,
millele koormus on rakendatud. Kui rakendada vedrule koormust suurusegaF punktisx = c
ja a < c < b (joonisel 3.4 ), siisütleb füüsikaline intuitsioon, etu(x) tuletised rahuldavad
järgmist kaheosalist definitsiooni (c1 ja c2 on konstandid):

d2u
dx2 = 0, du

dx
= c1 = u(c)−u(a)

c−a

a < x < c

(3.13)
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d2u
dx2 = 0, du

dx
= c2 = u(b)−u(c)

b−c

c < x < b

(3.14)

Seega kaobu(x) teist j̈arku tuletis igal pool piirkonnas[a, b], v.a. punktisc, kus rakendatakse
ristijõudu.

Punktisx = c onu esimest j̈arku tuletise ḧupe, mille suurusjärk on(c2−c1). Siit tuleneb oluline
tähelepanek:

d2u

dx2 käitub nagu deltafunktsioon δ(x − c) või täpsemalt, nagu jaotus(c2 − c1)δ(x − c)

Kunaδ(x−c) on vaid matemaatiline sümbolism punktisx = c rakendatud̈uhikkoormusele, siis
saab siit tuletada sümboolselttugevavormi vaadeldavale lihtsale rajaülesandele, mis sisaldab
koormust suurusegaF :

d2u
dx2 = Fδ(x− c)
u(a) = u(b) = 0

(3.15)

Diraci funktsiooni korrutatakseF -ga, sest koormuse suurus onF . See l̈ahenemine on̈uldiselt
sarnane Greeni funktsioonide käsitlusega.

Kahjuks ei oma selline probleemi formuleerimine mõtet traditsioonilises m̃ottes, sest siin puu-
dub pidev funktsioonf(x), mida saaks lahendifunktsiooniu(x) saamiseks kaks korda integree-
rida. See viib j̈arelduseni, et selle probleemile pole tavalise algebra raamestugevatlahendit.

Lihtsa rajäulesandenõrk formuleering deltafunktsiooni kaudu:

∫ b

a

d2u

dx2
v(x)dx =

∫

a

bFδ(x− c)v(x)dx = Fv(x) ∀v(x) (3.16)

Kuna deltafunktsioon ilmub ainult integrandis, siis saab integraali kergelt arvutada deltafunkt-
siooni omaduse (3.12) abil. Diraci deltafunktsiooni võib vajadusel unustada ja asendada punkt-
koormused diskreetsete suurustega naguFv(c). Kui v(x) vaadeldakse nihkena analoogseltu(x)-
ga, siis integraalil on ẗoö dimensioon jaFv(c) on nn. virtuaalse nihkev(x) põhjustanud j̃ou
poolt tehtud ẗoö. Seega onnõrga formulatsiooni n̈aiteks elementaarmehaanikast tuntud vir-
tuaalẗoö mõiste.

3.5 Tugevaja nõrgavormi ekvivalentsus

Nagu n̈aidatud, tekivad m̃oningad probleemid seal, kustugevatlahendit pole, aga siiski onnõrk
lahend ḧastidefineeritud. Seega väärib nõrk lahend l̈ahemat uurimist, kuid kohe kerkivad̈ules
kaks ilmset k̈usimust:

• kas on probleeme, kuitugevlahend on olemas janõrkapole?

• kas on probleeme, kui m̃olemad lahendid eksisteerivad, kuid on erinevad?

Vastus esimesele küsimusele onei: mitte midagi ei l̈ahe kaduma, kui kasutataksenõrka lahen-
dit.

Vastus teisele k̈usimusele on samutiei, kuid selle t̃oestamine on pisut huvitavam.Nõrga ja tu-
gevalahendi samav̈aärsuse n̈aitamine ñouabjäägifunktsioonisissetoomist.
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Lahendite ekvivalentsuse tõestamine on suhteliselt lihtne ja selle raskeim osa põhineb elemen-
taaralgebras tihti kasutataval pidevuse argumendil. Strateegiliselt on lihtsam t̃oestada, et “iga
tugevlahend onnõrk lahend” ja “iganõrk lahend ontugevlahend” kui et “tugevja nõrk on
samad”, mis on palju raskem, kuigi loogiliselt ekvivalentne.

Iga lihtsa rajaülesandetugevlahend on kanõrk lahend (tugev⇒ nõrk)

Olguu(x) lihtsa rajäulesandetugevlahend. Siis on kriteerium (3.5) rahuldatud, nii et

d2u

dx2
= f(x) ∀x ∈ [a, b]

Korrutades selle ṽorduse m̃olemaid pooli suvalise funktsioonigav(x) (ja konkreetselt pideva
funktsioonigav(x), kusjuuresv(a) = v(b) = 0) ei muuda seda ṽordsust ning samuti ei muuda
seda nende m̃olema ṽordse poole integreeriminex = a-st kunix = b-ni, saadakse:

∫ b

a

d2u

dx2
v(x)dx =

∫ b

a

f(x)v(x)dx (3.17)

iga pideva funktsiooniv(x) korral, mille jaoks kehtib

v(a) = v(b) = 0 (3.18)

Kuna see on just kriteerium (3.6) (mis on tuntud ka kuinõrga lahendi definitsioon), siis on
näidatud, et igatugevlahend on kanõrk lahend.

Iga lihtsa rajaülesandenõrk lahend on katugevlahend

Olguu(x) lihtsa rajäulesandenõrk lahend, nii et kriteerium (3.6) on rahuldatud. Saab tõestada,
et seenõrk lahend on katugevlahend eeldades, et seepoleja siis n̈aidates, et selline eeldus viib
vastuoluni. Sellist tehnikat nimtataksetõestuseks vastuolu kaudu.

Eeldame, etu(x) pole selle rajäulesandetugevlahend, nii et leidub v̈ahemastïuks punkt (x0)
piirkonnas(a, b), kusu(x) teine tuletispolevõrdne f(x)-ga:

d2u(x0)

dx2
6= f(x0), x0 ∈ (a, b) (3.19)

Defineerime funktsiooni

r(x) =
d2u

dx2
− f(x) (3.20)

nii, et põhieelduseks oleks, et
r(x0) 6= 0 (3.21)

Siinkohal tasub ẗahele panna, etr(x) sõltubu(x)-st ja m̃onikord r̃ohutatakse seda sõltuvust no-
teeringugar(x, u). Funktsioonir(x) nimetatakse selle diferentsiaalvõrrandijäägifunktsiooniks
ja see on ṽoti “Galerkini lähendusele”. Need lähendused moodustavad põhiosaühest k̃oige ta-
valisemast l̃oplike elementide mudelist. Tuleb märkida, et tingimus “r(x) = 0 kõigi x korral
piirkonnas(a, b)” on ekvivalentne kriteeriumiga (3.5) ,nii et rajaülesandetugevalahendi oleks
võinud defineerida kui funktsiooni, mis ellimineerib jäägifunktsioonir(x) kogu piirkonnas.

Eeldus, etu(x) ei ole tugevlahend, ẗahendab, etr(x0) 6= 0 mõne punktix0 jaoks piirkonnas
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Joonis 3.5: (a) J̈aägifunktsioon r(x); (b) suurendatud vaade piirkonnas (α,β)

(a, b). See tingimus on joonisel 3.5 (a), kusr(x0) on kujutatud positiivsena (ilmäuldistatust
kaotamata). On teada, etr(x) on pidev funktsioon, kuna see on kahe pideva funktsiooni vahe,
nii et peab leiduma intervall(α, β), kusα < x < β, üle mille r(x) > 0). See naabrus on
suurendatult joonisel 3.5 (b).

Võti saavutamaks soovitud vastuolu onära kasutadanõrga lahendi definitsiooni “iga testfunkt-
siooni korral” aspekti. Kui suudetaks leida testfunktsioon v(x), et r(x) ja v(x) korrutise integ-
raal pole 0, siis on n̈aidatud, et

∫ b

a

rvdx =

∫ b

a

[
d2u

dx2
− f ]vdx 6= 0 (3.22)

mis annab m̃oista, et
∫ b

a

d2u

dx2
v(x)dx 6=

∫ b

a

f(x)v(x)dx (3.23)

See viimane mitteṽordsus peaks olema vastuolu hüpoteesiga, etu(x) on nõrk lahend. Korrates
vastuolu kaudu t̃oestamise mehaanikat, et kui selline vastuolu on saadud, saab t̃oestada, et “nõrk
ja mittetugev” on väär, mis loogikareeglite järgi on sama kui et “nõrk on tugev” on tõene.

On lihtne konstrueerida funktsiooniv(x) nii, et korrutisr(x)v(x) on positiivne piirkonnas(α, β)
ja null igal pool mujal. Joonisel 3.6 on selline testfunktsiooni, kusv muutub nullist kohalx = α
kuni positiivse v̈aärtuseni kohalx = x0 ja naaseb tagasi nulli kohalx = β. Selle funktsiooni
v(x) efekt on “testida” nullist erinevaid jääke alamintervallis(α, β), mist̃ottu seda nimetatakse
testfunktsiooniks. See konkreetne testfunktsioon annab siin otsitava vastuolu.

Kunar(x)v(x) > 0 üle (α, β) ja r(x)v(x) = 0 muudel juhtudel, siis
∫ b

a

rvdx =

∫ b

a

[
d2u

dx2
− f ]vdx > 0 (3.24)

nii, et
∫ b

a

[
d2u

dx2
v(x)dx >

∫ b

a

f(x)v(x)dx (3.25)

See mitteṽordsus on vastuolus faktiga, etu(x) on rajäulesandenõrk lahend ja seega eeldus, et
u(x) pole tugevlahend, on vale. Siit tulenevaltu(x) on tugevlahend ja on t̃oestatud, et iganõrk
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Joonis 3.6: (a) J̈aägifunktsioon; (b) testfunktsioon.

lahend on katugevlahend. Kui panna “tugevtoob kaasanõrga” ja “ nõrk toob kaasatugeva”
tulemused kokku, saadakse soovitud tulemus lihtsa rajaülesande jaoks:

Igal lihtsal rajaülesandel, millel on olemas tugev lahend, on olemas ka nõrk lahend ja need
kaks lahendit on identsed

Sellesse olulisse tulemusse lisatud sõna “igal” võimaldab juhtumeid, kus poletugevatlahendit
elementaaralgebra raames, ent leidubnõrk lahend eespool konstrueeritud “kaheosalise” definit-
siooni n̈aol. Lõpuks selgub ka, et füüsikalise reaalsuse jaoks takistavad matemaatiliste mudelite
arendamist tihti tavalistetugevatelahendite kaalutlused, sestap sõltutakse siisnõrkadest(või
variatsioonilistest) formuleeringutest ligilähedaste lahendite konstrueerimisel.

Sellest t̃oestusest koorus mitu olulist tulemust. Esiteks, näidati, et ṽoimes lahendada diferent-
siaalṽorrandeid ei kaotata mitte midagi, kui neid võrrandeid k̈asitletaksenõrga formulatsioo-
ni raames selle asemel, et kasutada analoogsettugevatelahendite teooriat. Leidub huvitavaid
probleeme (sisaldades mittepidevaid andmeid), mis ei võimaldatugevaidlahendeid, v̈ahemasti
mitte tavaliste tuletiste ja integraalide mõistes. Veel ẗahtsam on see, etnõrgad lahendid viivad
loomulikul viisil ligil ähedaste lahendustehnikateni, mida on kergem kasutada arvutuslikeks
lähendamisteks kui neid, mis põhinevadtugevallähenemisel.

Üldiselt kehtib, et mida keerukamaks muutub probleem, sedakeerukamaks muutub ka jääkide
kuju. Galerkini l̃oplike elementide aproksimatsiooni konstrueerimisel onülioluline korrektse
jäägifunktsiooni moodustamine.̈Uldiselt, kui probleemi jaoks on ṽoimalik konstrueerida ter-
viklik j äägifunktsioon, siis saab konstrueerida ka lõplike elementide mudeli.

Jäägifunktsiooni f̈uüsikaliseks interpretatsiooniks ondiferentsiaalṽorrandi lahendamisel tekkiv
viga. Kui u(x) on diferentsiaalṽorrandi ẗapne lahend, siisr(x) on identselt null ja lahendil viga
pole. Olguû(x) lähend ẗapsele lahendileu(x), siis jääk r(x, û) pole identselt null, v.a. siis, kui
û = u, mis onõige ainult sellisel ebatõen̈aolisel juhul, mil l̈ahendus on täpselt sama, mis la-
hendki. Kui l̈ahend pole ẗapne, poler(x, û) identselt null ja diferentsiaalvõrrandi lahendamisel
tekib viga. Tekkib veel vigau− û, mis on tegelik l̈ahendamisviga.

On oluline teha neil kahel veal vahet, sestüks neist, j̈aäk, on miski, mida on ṽoimalik määrata,
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samas kui teine, lähendamisviga, on tähtis tehtud l̈ahenduse täpsuse m̃oõduna ja seda ei saa
üldiselt m̈aätata. Kui ṽoimetus m̈aärata l̈ahendamisviga pole selge, siis tasuks meenutada, et
selle vea leidmine vajab täpse lahendiu(x) teadmist ja siis ei oldäuldiselt l̈ahenduste leidmi-
sest huvitatud. Enamus tavalisi lõplike elementide l̈ahendusi, mida rakendatakse suurele hulga-
le rajaprobleemidele, lubavad minimiseerida kõige ligitõmbavama kujuga lähendusvigau − û
jääker töödeldes. See tulemus võib olla raskestim̃oistetav, ent on sellist sorti tähtis praktiline
tulemus, ẗanu millele on l̃oplike elementide mudelid laialt kasutatavad. Analüütik saab kasu-
tada arvutit, et ẗoödelda k̈attesaadavat jäägifunktsiooni, et minimiseerida muidu ligipääsmatut
viga lähendusprotsessis. Lähendusi, millel on antud minimaalne veamäär, nimetatakse vastava
matemaatilise terminiga “parim” ja antud juhul on matemaatiline tähendus ẗapselt sama, mis
idiomaatiline. Needonparimad.

Lõpetuseks on heaks harjutuseks tõestada, etnõrga lahendi alternatiivseks definitsiooniks on:

u(x) onnõrk lahend, kui

∫ b

a

r(x, u)v(x)dx = 0 ∀v(x) (3.26)

3.6 Lisandusi lihtsa rajaülesandenõrgalevormile

Jäägifunktsioonir(x) definitsioon, mis s̃oltub lahendifunktsioonistu(x), võimaldab taasaval-
dada kriteeriumidtugevateja nõrkadelahendite defineerimiseks:

Tugev lahend

r(x, u) =
d2u

dx2
− f(x) = 0 ∀x ∈ (a, b) (3.27)

Nõrk lahend
∫ b

a

r(x, u)v(x)dx = 0 ∀v(x) (3.28)

Kui iga võimaliku lahendiu(x) korral r(x) on identselt null, siis onu(x) tugevlahend.Nõrka
vormi väljendatakse integraali kujul (matemaatiliselt on seer(x) ja v(x) skalaarkorrutis). Kuna
matemaatiliseks ortogonaalsuse tingimuseks on skalaarkorrutise ṽordumine nulliga, s.t. et kaks
vektorit~a ja~b on ortogonaalsed, kui nende skalaarkorrutis

~a ·~b = 0 (3.29)

siis tuleb m̈arkida, et probleeminõrga ülesseade ṽoib anda ka j̈argmiselt:

“nõrk lahendu(x) on lahend, mis annab jäägi r(x, u), mis on ortogonaalne kõigi
testfunktsioonidegav(x)”.

Teine vaatenurknõrgaleprobleemiseadele on käsitleda testfunktsioonev(x) kui “kaale”, mida
saab kasutada jääkide “proovimiseks” intervalli erinevates osades. Selline interpretatsioon on
sarnane varasemanõrk = tugevtõestusega. Praegusel juhul nimetatakser(x) ja v(x) integraale
kaalutud j̈aäkideksja selline terminoloogia on̈uldiselt kasutuses.

Nõrgaprobleemiasetusëuks muresid selle praegusel kujul on see, et see vajab integrandisu(x)
teist j̈arku tuletist, kuid testfunktsioonideltv(x) ainult lihtsat pidevust. Sestap tuleb silma peal
hoida kahel ruumil, millesẗuhes asuvad vastuvõetavad lahendid (funktsioonideu(x) ruum) ja
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teises testfunktsioonid (funktsioonidev(x) ruum). Paljuõiglasemnõrgadeklaratsiooni versioon
oleks v̈ahendadau(x)-ga seotud tuletiste arvu ja tõsta sedav(x) jaoks. Selle versiooni ṽoib
saada “osade järgi integreerimisest”:

0 =
∫ b

a
r(x)v(x)dx =

∫ b

a
d2u
dx2 v(x)dx−

∫ b

a
f(x)v(x)dx =

= du
dx
v
]

b
a −

∫ b

a
du
dx

dv
dx
dx−

∫ b

a
f(x)v(x)dx

(3.30)

Kuna v(a) = v(b) = 0 on varjatud testfunktsioonide ruumi definitsioonis (see ontegelikult
põhjus, miks see testfunktsioonide tingimus on selle probleemi jaoks vajalik), kaob̈aäreliige
osade kaupa integreerimisestära, j̈attes j̈argi ekvivalentse, ent lihtsamanõrga deklaratsiooni
kuju:

∫ b

a

du

dx

dv

dx
dx+

∫ b

a

f(x)v(x)dx =

∫ b

a

[
du

dx

dv

dx
+ fv]dx = 0 (3.31)

kõigi testfunktsioonidev(x) korral.

Et sellenõrgakuju deklaratsiooni k̃oigil integraalidel oleks m̃otet, peavad niiu(x)-l kui kav(x)-
l leiduma esimesed tuletised. See tähendab, et lahendid ja testfunktsioonid saab valida samast
funktsiooniruumist, nimelt nende seast, millel on sobivadesimese tuletise integreeruvustingi-
mused.

Seega on lahendiu(x) nõudeid l̃odvendatud kahelt pidevalt tuletiselt (tugevalahendi jaoks) esi-
meste tuletiste korrutiste integreeruvuseni (nõrga lahendi viimatine kuju). V̈ahendades ñoudeid
lahendileu(x), vajatakse v̈aiksema pidevusega lahendit ja seega suureneb lahendatavate prob-
leemide spekter. N̈aiteks “punktkoormusega vedru” probleem ei võimaldatugevatlahendit, ent
ilmselgel lahendil, mis konstrueeriti füüsikalist intuitsiooni kasutades, on kindlasti olemas esi-
mest j̈arku tuletis, mis on integreeritav (kuna see on punkthaavalkonstantne). Seega pole sellisel
kujul nõrgal lahendil mingeid probleeme kohaneda selle lihtsa probleemi punktkoormuse ver-
siooniga.

3.7 Ülevaade m̃onedest kriteeriumidest lihtsa rajaülesande lahendami-
seks

1. Tugevlahend:

• peab rahuldama ṽorrandit

d2u

dx2
= f(x) ∀x ∈ (a, b) (3.32)

• nõuab, etu(x)-l peab olema v̈ahemalt 2. j̈arku pidevad tuletised ja et oleks rahulda-
tud tingimus:

u(a) = u(b) = 0 (3.33)

• võimaldab viimast tingimust leevendada, täpsustades, etu(x)-l peab olema vaid̈uks
pidev tuletis ilma tuletise m̃oiste ümberdefineerimiseta. See võimaldab k̈asitleda
osaliselt pidevaid allikaliikmeid lihtsa rajaülesande mudelis, kuid ei luba punktal-
likate olemasolu.

2. Nõrk lahend (I):
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• peab rahuldama ṽorrandit
∫ b

a

[

d2u

dx2
− f

]

vdx = 0 ∀v(x) (3.34)

• nõuab, etu(x)-l oleks integreeritav teist järku tuletis ja et oleks rahuldatud tingimus

u(a) = u(b) = 0 (3.35)

• see tingimus laiendab lahendite klassi nende funktsioonidega, mille teine tuletis
käitub sarnaselt Diraci deltafunktsiooniga. See võimaldab ositi integreerimise kaudu
arvestada lihtsas rajaülesandes punktallikaid ilma integraalide ja tuletiste tavaliste
definitsioonide ḧulgamiseta. Siinkohal tuleb m̈arkida, et arvestatakse lahendiu(x)
teist j̈arku tuletisi, kuid mitteühtegi tuletist proovifunktsiooniv(x) jaoks. Sestap
pole veel selge, milline peaks olema testfunktsioonidev(x) ruum.

3. Nõrk lahend (II):

• peab rahuldama ṽorrandit
∫ b

a

[

du

dx

dv

dx
+ fv

]

dx = 0 ∀v(x) (3.36)

• nõuab, et niiu(x)-l kui ka v(x)-l oleksid “ruutintegreeritavad” teist järku tuletised
ja et nad rahuldaksid tingimust

u(a) = v(a) = u(b) = v(b) = 0 (3.37)

• See tingimus ṽoimaldab vaadeldau(x)-i ja v(x)-i kui sama “funktsiooniperekon-
na” liikmeid, millel on ẗahtsad tagajärjed peale ilmselge, et enam ei pea muretsema
mingi uue testfunktsioonide ruumi pärast. See formuleering viib kanõrga lahendi
kriteeriumide lihtsa f̈uüsikalise interpretatsioonini, mis hõlmab ẗoöd ja energiat.

Järgnevalt koostatakse ligikaudne lahend lihtsale rajaülesandele.Tugevalahendi tingimuste ka-
sutamine ligikaudse lahendi leidmiseks viib lõplike vahede meetodini (Finite Difference Met-
hod, FDM). Analoogne l̈ahenemisviisnõrga lahendi formuleeringut (I) kasutades annab tule-
museks kaalutud jääkide meetodi (Method of Weighted Residuals, MWR). Lõpuks juhibnõrga
lahendi formuleering (II)̈uldise Galerkini l̈ahenduse ja konkreetselt lõplike elementide meetodi-
ni (Finite Element Method, FEM). Kunanõrga lahendiga probleemide hulk on suuremtugeva
lahendiga probleemide hulgast, siis saab FEM-i ja MWR-i kasutades lahendada palju “huvitava-
maid” probleeme kui FDM-ga. Alternatiivsevariatsiooniliseformuleeringu abil saab väiksema
jõupingutusega sama lähenduse.

3.8 Lihtsa rajaülesande ligikaudsed lahendid

Nõrgad formuleeringud ontugevatestkasulikumad, sest ṽoimaldavad lahendada laiemat prob-
leemideklassi ja neil on k̈ulget̃ombavam f̈uüsikaline interpretatsioon. Kuid tõen̈aolisemalt k̃oige
olulisem eelis on puhtalt praktiline: need viivad lihtsamate ja paremini k̈aituvate numbriliste
lähenditeni. Kuna täpselt lahenduvate (nõrgalt või tugevalt) “reaalmaailmaprobleemide” arv on
väga v̈aike, siis tuleb l̈ahendamist ṽotta kui k̃oige tavalisemat viisi leidmaks vastuseid analüü-
sitavatele probleemidele. Näiteks selgub, et ligikaudsete lahendite klass, mida tuntakseGaler-
kini lähendustena, sisaldab paljude tavaliste probleemide jaoks lahendite kõige efektiivsemaid
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lähendusi.

Esmalt tuleb defineerida m̃oningad terminid, et eristada lähendusi ẗapsetest lahendeist:

• u(x) on antud rajäulesande ẗapne lahend (nõrk või tugev)

• û(x) on antud rajäulesande ligikaudne lahend (nõrk või tugev)

Lähendust̂u(x) vaadeldakse lähendusfunktsioonide summana:

û(x) =
N
∑

j=1

αjφj(x) (3.38)

Käesoleval juhul v̈aljendatakse lahendit lähendusfunktsioonideφj(x) summana, mida kaalu-
takse sobiva koefitsientide komplektiga, mis on valitud selliselt, et nad maksimeeriksid tulemu-
seks saadava ligikaudse lahendi täpsuse. T̈apsuse maksimeerimine peab toimuma ilma konk-
reetsete teadmisteta täpse lahendi kujust, mis muudab sobituskoefitsientide valimise huvitavaks
ülesandeks. L̈ahendusfunktsioonidφj(x), mida nimetatakse ka baasifunktsioonideks, sest nad
moodustavad lähenduse alamruumi baasi, peaksid kinni püüdma lahendi ruumilise muutlikku-
se, kui sobituskoefitsiendid on valitud.Üldiselt on vajalik, et baasifunktsioonid rahuldaks igat
nullist u(x)-i ääretingimust, nii et summâu(x) rahuldaks neid samu tingimusi.

Kuna
dû

dx
=

N
∑

j=1

αj
dφj
dx

(3.39)

siis sobituskoefitsiendidαj polex-i funktsioonid.

Ligikaudse lahendi esitamine baasifunktsioonide kaalutud summana on suhteliselt standardne
tehnika matemaatika lähendusteoorias ja numbrilises analüüsis. N̈aitena olgu toodud matemaa-
tilise füüsika teatud diferentsiaalvõrrandite lahend k̈arbitud Fourier’ ridade kaudu.

Näidislähendus:kärbitud Fourier’ siinusrida

û(x) =
N
∑

j=1

αjsin(
jπx

L
) (3.40)

Siin on baasifunktsioonidφj(x) siinused ja koefitsiendid on näide Fourier’ koefitsientidest.
Nende koefitsientide m̈aäramiseks on olemas standardsed integraalvalemid ja sellist tüüpi lä-
hendit kasutatakse tavaliselt teatud kindlate rajaülesannete lahendamiseks piirkonnas[0, L].

Et luuanõrkadelähendite konstruktsioon, asendatakse ligikaudsete lahendite kuju rajäulesande
nõrka formuleeringusse:

∫ b

a

[

dû

dx

dv

dx
+ fv

]

dx =

∫ b

a

{[

N
∑

j=1

αj
dφj
dx

]

dv

dx
+ fv

}

dx = 0 (3.41)

Iga s̃oltumatu testfunktsiooniv(x) valik annab integraalṽorrandi, mida saab kasutada, et aidata
määrata tundmatut sobituskoefitsientide komplekti. Vaja on täpselt N s̃oltumatut testfunktsioo-
ni v(x), et genereerida ṽorrandis̈usteem m̈aäramaks unikaalset sobituskoefitsientide komplekti.
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Kui need tarvilikud N testfunktsiooni on käes, asendatakse need eelmisesse võrrandisse, et saa-
da allj̈argnev integraalṽorrandite s̈usteem:

∫ b

a

{[

N
∑

j=1

αj
dφj
dx

]

dv

dx
+ fvi

}

dx = 0 i = 1, 2, . . . , N (3.42)

Lähemal vaatlusel osutub see võrrand NxN lineaarṽorrandis̈usteemiks tundmatute sobituskoe-
fitsientideαj suhetes:

N
∑

j=1

Bijαj = ci (3.43)

kus

Bij =

∫ b

a

{

dφj
dx

dvi
dx

}

dx (3.44)

ja

ci = −
∫ b

a

fvidx (3.45)

Ilmselt s̃oltuvad sobituskoefitsiendid baasi- ja testfunktsioonidevalikust. L̈ahendi kvaliteet (ẗap-
sus) kui testfunktsioonide funktsioon on̈uksk̃oige ẗahtsamaid probleemenõrkade lähendite
konstrueerimisel.

On olemas olulist kolm etappi antud probleemi ligikaudse lahendi konstrueerimisel, kusjuures
need kehtivad peaaegu iga lähendusskeemi jaoks.

(1) Valida ligikaudsete lahendite pere. See etapp vastab baasifunktsioonide arvu ja tüübi
valimisele. Ideaalselt peaks baasifunktsioonide arvu suurendamisel vastavalt lähenduse
täpsus suurenema.

(2) Valida kriteerium ligikaudsete lahendite perest “parima” liikme selekteerimiseks. See
etapp vastab s̃oltumatute testfunktsioonide valimisele, mille tavalisim näide on Galerkini
meetod.

(3) Lahendada saadud võrrandid sobituskoefitsientide suhtes. Seda tehakse tavaliselt arvuti-
ga, ent m̃onel juhul, n̈aiteks piiratud arvu baasifunktsioonide korral on võrrandis̈usteem
piisavalt v̈aike k̈asitsilahendamiseks.

Kuna lahend on ligikaudne, pole nõutud, et j̈aäk oleks null (mis annaks m̈arku tugevastlahen-
dist) või isegi, et see kaoks igalt poolt piirkonnas(a, b). Küll on nõutud, et j̈aäk r(x, û) oleks
ortogonaalne k̃oigi N testfunktsioonivi(x)-ga. See tingimus on sobituskoefitsientide võrran-
disüsteemi allikaks.

Testfunktsioonidev(x) loomulik valik oleks kasutada baasifunktsiooneφj(x), kui mingil tei-
sel p̃ohjusel peale vaatluse ei selgu, et siis tuleks arvestadaühe ṽora v̈aiksema funktsiooni-
ruumide arvuga. Kui testfunktsioone kasutatakse ka baasifunktsioonidena, nimetatakse saadud
lähendusskeemiGalerkini meetodiks. See on l̃oplike elementide meetodiüks olulisimaid koos-
tisosi ja see omab teatud optimaalseid veaminimeerimisomadusi. Galerkini meetod annab sobi-
tuskoefitsientide ṽorrandisse s̈ummeetrilise maatriksiB.
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3.9 Lihtsa rajaprobleemi variatsiooniline formulatsioon

Alternatiivse formulatsiooni lihtsale rajaülesandele saab, kui siia probleem variatsioonilisele
kujule. Formuleering h̃olmab probleemi ẗapse lahendi v̈aljendamist f̈uüsikaliselt energiana in-
terpreteeritava skalaarsuuruse minimeerijana. Matemaatilist aparaatitugeva, nõrga ja variat-
sioonilistevormide ekvivalentsuse taga nimetatakse variatsioonarvutuseks, mis moodustab̈uhe
vanimatest ja mitmek̈ulgsematest teemadest matemaatikas. Lühiduse huvides kontsentreerutak-
se allj̈argnevas k̈asitluses demonstreerimisele, et probleemivariatsioonilisestpüstitusest saadud
lähendused on identsed nendega, mis on saadudnõrgastvormist.

Olgu defineeritud skalaarfunktsionaal

Π(u) =
1

2

∫ b

a

(

du

dx

)2

dx+

∫ b

a

fudx (3.46)

Funktsionaali saab defineerida kui funktsiooni, mille ulatus on reaalarvude kogum (skalaarid),
kuid mille määramispiirkond on funktsioonide komplekt. Funktsionaal on seega funktsioon
funktsioonidest. K̈ullap kõige tuttavam funktsionaal on kaugus kahe punkti vahel: seekaugus,
skalaar, s̃oltub läbitud teest nende kahe punkti vahel, mida saab väljendada funktsiooniga. Ak-
sioom “lühim tee kahe punkti vahel on sirglõik” ütleb, et sirgl̃oik kahe punkti vahel on funkt-
sioon, mis l̈abib kahte punkti, minimeerides teepikkuse.

Siinne funktsionaal on tegelikult kahe liikme,U ja V vahe. Kui f̈uüsikaline interpretatsioon
valida selline, etu(x) on deformeeritud vedru põikinihe (sobivaltühikuliseks normaliseeritud
elastse takistusega), siis deformeeritud vedrusse salvestunud potentsiaalne energia on antud esi-
mese skalaarigaU :

U(u) =
1

2

∫ b

a

(

du

dx

)2

dx (3.47)

Teine skalaarV väljendab rakendatud koormusef(x) potentsiaalse energia kadu, mis on kahe-
kordne selle koormuse poolt tehtud töö vedru nihutamiseks:

V (u) = −
∫ b

a

f(x)u(x)dx (3.48)

“–”-märk tuleneb faktist, etu(x) on positiivneülespoole,f(x) aga positiivne allapoole. Selline
tava muudab probleemitugevaformuleeringu pisut lihtsamaks, aga lisab kerged komplikatsioo-
nid variatsioonilisseversiooni. T̈oö on positiivne, kui j̃oud ja nihe on samasuunalised, sestap
on siin vaja miinusm̈arki, kuna need suurused on positiivsed vastassuundades.

Lihtsa rajäulesandevariatsioonilinelahend on defineeritud kui:

funktsioon u(x), mis minimeeribΠ(u), alludes piirangule, etu(a) = u(b) = 0.

Seega rahuldabvariatsioonilinelahendpiiratud minimeerimise printsiipi. Kui asendada lähen-
dusû(x) probleemivariatsioonilisseformuleeringusse (3.46) ja otsida lähedast minimeerijat
Π-le üle lähendusepere, siis on tulemuseks N muutujaαi minimeerimisprobleem:

Π(û) = 1
2

∫ b

a

(

dû
dx

)2
dx +

∫ b

a
fûdx = 1

2

∫ b

a

(

∑N
j=1 αj

dφj

dx

)2

dx+

+
∫ b

a
f
[

∑N
j=1 αjφj(x)

]

dx
(3.49)
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Funktsionaal minimiseeritakse tema sobituskoefitsientide järgi võetud tuletiste ṽordsustamisel
nulliga:

∂Π

∂αi
= 0 i = 1, 2, . . . , N (3.50)

∂

∂αi





1

2

∫ b

a

(

N
∑

j=1

αj
dφj
dx

)2

dx+

∫ b

a

f

[

N
∑

j=1

αjφj(x)

]

dx



 = 0 i = 1, 2, . . . , N (3.51)

Leibnitzi seadust kasutades saame tulemuseks: minimeeridaΠ(û) ⇒
N
∑

j=1

αj

∫ b

a

(

dφi
dx

)(

dφj
dx

)

dx+

∫ b

a

fφi(x)dx = 0, i = 1, 2, . . . , N (3.52)

Need ṽorrandid sobituskoefitsientide jaoks on täpselt samad, mis saadud Galerkini lähenduse
jaoksnõrgaprobleemi juhul. Sel ẗahelepanekul on̈ulioluline praktiline ẗahtsus, sest tehnikas on
laialdaselt teada paljude probleemide jaoksvariatsioonilisedformuleeringud. Needvariatsioo-
nilised formuleeringud annavad analüsaatorile eriti lihtsa viisi konstrueerida Galerkini lõplike
elementide l̈ahendid ja seega saada selle tähtsa ligikaudsete lahendite klassi jaoks optimaalsed
veakarakteristikud.

3.10 Ligikaudsete lahendite moodustamise n̈aide

Olgu järgmine lihtne rajäulesanne, kus piirkonnas(0, 1)

d2u

dx2
= −x2 u(0) = 0 u(1) = 0 (3.53)

ja antud trigonomeetriline lähendustepere

û(x) = α1sin(πx) + α2sin(2πx) (3.54)

(1) Määrata selle rajäulesande ẗapne lahend

(2) Määrata selle probleemi jaoks Galerkini lähendus

(3) Määrata kaalutud jääkide l̈ahendus, kasutades testfunktsioone

v1(x) = x(1 − x) (3.55)

v2(x) = x(1 − x2) (3.56)

(4) Määrata koosesinemiselähendus, mis kaalutud jääkide l̈ahenduse erijuht Dirac’i delta-
funktsioonide kasutamisel kaalufunktsioonidena. Antud juhul kasutada kahte deltafunkt-
siooni

v1(x) = δ(x− 1

3
) (3.57)

v2(x) = δ(x− 2

3
) (3.58)

(5) Minimeerida sobiv funktsionaalΠ, et saadavariatsioonilinelähendus. M̈aärata, kas see
lähendus on sama, mis saadi Galerkini meetodit kasutades.

(6) Kujutada nende erinevate skeemide veadu(x) − û(x) ja u′(x) − û′(x) eraldi graafikutel.
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3.11 Lahend

(1) Täpselahendi saab leida pärast kahekordset integreerimist ja selle tulemusel tekkivate
integreerimiskonstantite leidmist kahestääretingimusest.̈Uldlahend kahe integreerimis-
konstandiga:

u(x) = −x
4

12
+ c1x+ c2 (3.59)

u(0) = 0 ⇒ c2 = 0 (3.60)

u(1) = 0 ⇒ c1 =
1

12
(3.61)

Täpne lahend:

u(x) =
1

12
(x− x4) =

x

12
(1 − x3) (3.62)

On olemas terve valik valemeid, et leida lahendeid osadele (2)-(6), kuid sellel lihtsal
juhul jäädakse p̃ohilise ortogonaalsuse tingimuse juurde, et jääk on risti m̃olemaga kahest
testfunktsioonist.

Tuleb m̈arkida, et

r(x, û) =
d2û

dx2
− f(x) =

d2

dx2
[α1sin(πx) + α2sin(2πx)] − (−x2) (3.63)

r(x, û) = −α1π
2sin(πx) − 4α2π

2sin(2πx) + x2 (3.64)

(2) Galekini meetodi jaoks ṽotta

vi(x) = φi(x) = sin(iπx), i = 1, 2 (3.65)

See viib kahe samaaegse võrrandini:

0 = −
∫ 1

0

α1π
2sin2(πx)dx−

∫ 1

0

4α2π
2sin(2πx)sin(πx)dx+

∫ 1

0

x2sin(πx)dx (3.66)

0 = −
∫ 1

0

α1π
2sin(πx)sin(2πx)dx−

∫ 1

0

4α2π
2sin2(2πx)dx+

∫ 1

0

x2sin(2πx)dx

(3.67)
Pärast integreerimist saadakse 2x2 süsteem koefitsientideαi jaoks(Galerkin):

[

π2

2
0

0 2π2

]{

α1

α2

}

=

{

π2−4
π3

−1
2π

}

⇒ α1 = 0.03860960 . . .
α2 = −0.008062884 . . .

(3.68)

See ṽorrandis̈usteem on diagonaalne, mis muudab koefitsientide leidmise lihtsaksülesan-
deks. Nullid k̃orvaldiagonaalidel tulenevad sellest, et kaks baasifunktsiooni on teinetei-
sega ortogonaalsed. Ortogonaalsuse tingimus on peamine trigonomeetriliste l̈ahendustest
saadav kasu sellistes rakendustes nagu Fourier’ read.

(3) Kaalutud j̈aäkide skeemi jaoks tuleb testfunktsioon lisada vajalikku integraali nagu eel-
mises osas, integreerida ja lahendada saadud süsteem. Protsess on kokkuvõtlikult allj ärg-
nev:

0 = −
∫ 1

0
α1π

2sin(πx)[x(1 − x)]dx−
∫ 1

0
4α2π

2sin(2πx)[x(1 − x)]dx+

+
∫ 1

0
x2[x(1 − x)]dx

(3.69)
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0 = −
∫ 1

0
α1π

2sin(πx)[x(1 − x2)]dx−
∫ 1

0
4α2π

2sin(2πx)[x(1 − x2)]dx+

+
∫ 1

0
x2[x(1 − x2)]dx

(3.70)

Integreerides ja lahendades saadakse, et

α1 = 0.039269908 . . . α2 = −0.008726646 . . . (3.71)

(4) Koosesinemisskeemid on kaalutud jääkide l̈ahendused, mis väldivad integraalide lahen-
damist Dirac’i deltafunktsioonide kasutamisega testfunktsioonide genereerimiseks. Del-
tafunktsiooniδ(x) “nihke”omaduse t̃ottu kollapseerub tulemuseks saadav integraal disk-
reetseks liikmeks, mis esindab jääkide valimit diskreetsel punktihulgal. Antud skeemi
lihtsuse t̃ottu saab arvutusi isegi käsitsi teha. Kuna aga enamus lõplike elementide ar-
vutusi tehakse arvutil, kasutades lihtsaid ja efektiivseid numbrilise integreerimise mee-
todenõrgasvormis varjatult sees olevate integraalide lahendamiseks, siis pole koosesi-
nemisskeemi k̈asitsiarvutuse eelis kuigi kaalukas ja palju täpsem Galerkini l̈ahenemine
annabüldiselt parema arvutusliku lähenduse.

Igatahes, koosesinemisvõrrandid antakse kujul:

0 = −
∫ 1

0

α1π
2sin(πx)δ(x− 1

3
)dx−

∫ 1

0

4α2π
2sin(2πx)δ(x− 1

3
)dx+

∫ 1

0

x2δ(x− 1

3
)dx

(3.72)

0 = −
∫ 1

0

α1π
2sin(πx)δ(x− 2

3
)dx−

∫ 1

0

4α2π
2sin(2πx)δ(x− 2

3
)dx+

∫ 1

0

x2δ(x− 2

3
)dx

(3.73)
Kasutades deltafunktsiooni “nihke”omadust lahendada need võrrandid:

0 = −α1π
2sin(π

3
) − 4α2π

2sin(2π
3

+
(

1
3

)2

0 = −α1π2sin(2π
3

) − 4α2π2sin(4π
3

+
(

2
3

)2 ⇒ α1 = 0.032498785 . . .

α2 = −0.004874818 . . .
(3.74)

(5) Arvutada potentsiaalifunktsionaalΠ kasutades eelnevalt antud definitsiooni:

Π(û) =
1

2

∫ b

a

(

dû

dx

)2

dx+

∫ b

a

−x2ûdx =
π2

4
α2

1 + π2α2
2 −

π2 − 4

π3
α1 +

1

2π
α2 (3.75)

Diferentseerida funktsionaaliΠ koefitsientide j̈argi, et leida lahend:

∂Π

∂α1

= 0 ⇒ π2

2
α1 =

π2 − 4

π3
(3.76)

∂Π

∂α2

= 0 ⇒ 2π2α2 = − 1

2π
(3.77)

Need on samad ṽorrandid, mis saadi Galerkini meetodiga, seegavariatsiooniline lähen-
dus on sama, mis Galerkini l̈ahendus.

(6) Praktikas saab koosesinemisskeemid teha veelgi täpsemaks, kui m̈aärata “optimaalsed”
koosesinemispunktid, kuid̈uldiselt on Galerkini meetod “parim”, mida võib leida suva-
list kaalutud j̈aägiga skeemi kasutades (kaasa arvatud koosesinemine). MWR tulemused
on peaaegu sama head kui Galerkini lähendus, kuid ilmselget kvaliteeti on raske garan-
teerida, kuna (k̈aesoleval juhul) on kaks kaalufunktsiooni valitud nende sarnasuse t̃ottu
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täpsele lahendile.

Kui kujutada erinevate lähenduste jäägifunktsioonid graafikul, siis iga neist kaob täpselt
kaks korda,x = 1/3 ja = 2/3 kohal, kuna neid tingimusi kasutati koosesinemise lä-
henduse saamiseks. On oluline teha vahet jäägifunktsioonilr(x) ja lahendi veale(x) =
u(x) − û(x) ning nende graafikuid tuleb lähemalt uurida, et erinevusest aru saada. Koos-
esinemisskeem annab tulemuseks jäägifunktsiooni, mis on sama väike kui Galerkini l̈a-
hendusel, ent Galerkini skeemi viga on oluliselt väiksem kui koosesinemise tulemusel.
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4 Vead

4.1 Veaallikad

Lõplike elementide analüüsil arvutatud tulemused sisaldavad vigu, välja arvatud juhtudel, mil
matemaatiline mudel on niiṽord lihtne, et LEA on mittevajalik. “Vea” all m̃oistetakse erinevust
LEA tulemuse ja matemaatilise mudeli täpse lahendi vahel. Järgnevas eeldatakse, et tarkva-
ra sobib antud̈ulesande lahendamiseks ja onbugivaba; l̃oplike elementide mudeli geomeetria,
ääretingimused, koormused ja materjalide omadused sobivadprobleemiga; kasutaja pole teinud
näpuvigu sisendandmetes; elementideüldine ẗuüp onõigesti valitud.

Ülejäänud veaallikad on m̃ojutatud elemenditüüpide kitsamat m̈aäratlemist, elementide suu-
rusest ja kujust, teatud̈aäretingimuste ja piirangute rakendamisest. Need valikud võivad li-
saks oma m̃ojule diskreetimisveale suurendada või vähendada numbrilisi vigu, mis on seotud
kümnendkohtade arvu piiramisega tulemuste salvestamisel.

Võimalikud veaallikad oleksid alljärgnevad:

Modelleerimisvead väljendavad erinevust füüsikalise s̈usteemi ja selle matemaatilise mudeli
vahel. Anal̈uüsitakse mitte tegelikku probleemi, vaid selle matemaatilist mudelit, mis on
reaalprobleemi lihtsustus: vähemẗahtsad detailid on jäetud arvestamata jäulejäänud osa
probleemist kirjeldataksëuldtunnustatud matemaatilise teooriaga, näiteks soojusjuhtivuse
võrrandid ṽoi elastsusteooria jne. Suure tõen̈aosusega ignoreeritakse vähemasti esialgses
anal̈uüsis mitmesuguseid pisidetaile, väikseid auke, teisi geomeetrilisi korrapäratusi ja
väheẗahtsaid mittëuhtsusi materjali omadustes. Koormusi lihtsustatakse,ääretingimused
loetakse olevat ideaalsed, näiteks et toestused on jäigad. Probleem esitatakse tihti tasapin-
nalise, mitte kolmem̃oõtmelisena, lineaarsena mittelineaarse asemel või ajast s̃oltumatu-
na d̈unaamilise asemel. Kokku võtteks v̈aljendavad modelleerimisvead teadlikult tehtud
mõistlikke ja kaalutletud l̈ahendusi.

Kasutajavead on tarkvara kasutaja poolt tehtud vead pärast f̈uüsikalisest probleemist aru-
saamist analüüsiküsimuste p̈ustitamisel ja sobiva matemaatilise mudeli loomisel. Siia
hulka kuuluvad valestivalitud̈uldine elementide tüüp, n̈aiteks plaatelemendi kasutami-
ne seal, kus oleks vaja kestelementi, elementide jaoks valesuuruse ja kuju valimine,
kõige lõpuks lihtsad n̈apuvead sisendandmete sisestamisel, mille tõttu sisestatud mudel
pole see, mis kavandatud. Siia võiks arvata ka ṽoimetuse interpreteerida arvutustulemusi,
mistõttu varasemate vigade tagajärjed j̈aävad ẗahelepanuta.

Bugid leiduvad tarkvaras.Bugvõib peatada programmi töö näiteks eelẗoötlusetapis. Ohtlikum
onbug, mis võimaldab programmil ẗoöd jätkata, kuid genereerib vea, mis on tõsine, kuid
mitte nii suur, et kohe silma torgata.

Diskreetimisviga tuleneb matemaatilise mudeli teisendamisest lõplike elementide mudeliks.
Matemaatilises mudelis on vabadusastmete arv lõpmatu, kuid l̃oplik lõplike elementide
mudelis. LEA lahendit m̃ojutab kasutatu elementide arv, sõlmede arv elemendi kohta,
elemendi kujufunktsiooni iseloom, isoparameetriliste elementidega kasutatud integreeri-
misreeglid ja muud elementide defineerimisel kasutatavad detailid.

Ümardamisvead väljendavad informatsioonikadu arvude salvestamiseks kasutatavate m̈alu-
pesade l̃opliku arvu t̃ottu toimuvasẗumardamisest ṽoi kümnendkohtade k̈arpimisest. See
viga on olemas juba enne lahendusalgoritmi rakendamist. Olgu n̈aiteksx = 1.23456
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ja y = 1.23455 6 tüvekohaga v̈aljendus arvudele, millel on tegelikult rohkem kui 6
tüvekohta. Tulemusx−y = 1E−5 on mitteusaldusv̈aärne juba omäuhe ẗuvearvuga. Siin
ilmneb probleem peale lahutamist, aga selle allikas onx ja y ümardamisviga hoolimata
nende viiest usaldusväärsest ẗuvenumbrist.

Töötlusvead tekivad siis, kui ṽorrandid on ẗoödeldud, n̈aiteks tulemustëumardamisel ṽoi küm-
nendkohtadëaraj̈atmisel. Seda sorti vead võivad olla ẗuhised, kui globaalseid võrrandeid
[K]{D} = {R} lahendatakse vaid̈uhe korra. Kuid m̃one d̈unaamilise ja mittelineaar-
se probleemi korral vajab iga järgnev samm eelmise tulemusi ja nii võivad ẗoötlusvead
kuhjuda.

Numbrilised vead on ümardamis- ja ẗoötlusvigade summa.

Kuigi l õplike elementide arvutustes on vead vältimatud, ei ole vabandust põhjuseta vigadele.
Numbrilised konstandid naguπ jt. tuleb esitada sellise täpsusega nagu kasutatav arvutuskesk-
kond ṽoimaldab. Tavaliselt vajab LEA 12. . . 14 bitti arvu kohta. Sestap tuleb arve salvestada ja
töödelda kahekordset täpsust ṽoimaldavas keskkonnas.

Veatestid. Kui avastatakse oluline numbriline viga, siis tuleb lõplike elementide mudelit re-
digeerida ja analüüsi korrata. Olulisi diskreetimisvigu avastatakse tihti järelẗoötluse k̈aigus,
mistõttu tuleb ṽorku redigeerida ja analüüsi korrata. J̈arelẗoötluse, ṽorgu redigeerimise ja uue
anal̈uüsi ts̈ukli võib teha automaatselt tarkvaraliselt, kuni jõutakse kasutaja poolt defineeritud
veapiirini.

Numbriliste vigade korral kasutatakse tihti terminitpahaloomuline. Maatriksite korral ẗahendab
see, et maatriksi koefitsientide väikesed muutused tekitavad suuri muutusi arvutustulemus-
tes. Siiski ei saa maatriksit ennepahaloomulisekspidada, kuni pole selge, mis on maatriksi
ülesanne. Maatriks, mis on̈ulimalt sobiv ṽorrandite lahendamiseks, võib olla pahaloomuline
omav̈aärtuste arvutamiseks ja vastupidi.

Pole olemas̈uhtegi lollikindlat lahendi ẗapsuse testi. Veatest, misühes situatsioonis testib vea
ära, ṽoib teises olukorras alt vedada või anda valeḧairet. N̈aivalt usaldusv̈aärne veatest ṽoib
olla kasutu. Olgu n̈aiteks Hilberti maatriks[H], mille üldliige onHij = 1/(i + j − 1). [H]
on kurikuulsaltpahaloomulinevõrrandite lahendamiseks ja seepärast kasutatakse seda vahete-
vahel testimiseks.̈Uhes katses [23] esitati 10. järku Hilberti maatriks̈uhekordse ẗapsusega, ar-
vutati selle p̈oördmaatriks[H]−1 ja lõpuks esialgne maatriks uuesti kui([H]−1)−1. Leiti, et
[H] = ([H]−1)−1 seitsme koha täpsusega, ometi[H]−1 koefitsientide viga oli seitse suurusjärku.

4.2 Pahaloomulisus

Võrrandis̈usteem onpahaloomuline, kui lahendivektor on tundlik v̈aikestele muutustele koefit-
sientide maatriksis ṽoi konstantide vektoris. LEA-s tekitab koefitsientide maatriks [K] suurema
tõen̈aosusega muresid kui konstantide vektorR. Võrrandis̈usteemi lahendamise suhtespaha-
loomulinekoefitsientide maatriks on peaaegu singulaarne.

Olgu kahe vabadusastmega struktuur, mille globaalsed võrrandid[K]{D} = {R} on
[

k1 −k1

−k1 k1 + k2

]{

u1

u2

}

=

{

P
0

}

(4.1)
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u 1

k 2k 1

u 2

u 1

u 2

k 2k   <<1

Healoomuline

(4.2)

(4.3)

u 1

u 2

k 2k   >>1

Pahaloomuline

(4.2)

(4.3)

P

(a) (b)�

Joonis 4.1: Kahe vabadusastmega süsteem lineaarvedrude näol: (a) j̈aiga piirkonna poolt toeta-
tud painduv piirkond; (b) painduva piirkonna poolt toetatud jäik piirkond.

või

k1u1 − k1u2 = P (4.2)

−k1u1 + (k1 + k2)u2 = 0 (4.3)

Mõlemad ṽorrandid kujutavad sirgjoontu1u2-koordinaadis̈usteemis. Need on kujutatud jooni-
sel 4.1 pidevjoonega. Varjutatud ribad nendeümber on ebatäpsus, mis tuleneb asjaolust, et
arvutimälus esitatakse numbrilisi koefitsient lõpliku arvu bittidega. T̈apne lahend on punkt, kus
pidevjooned l̃oikuvad. Arvutatud lahend on punkt piirkonnas, kus varjutatud ribad kattuvad. See
piirkond on v̈aike, kuik1 << k2, kuid suur, kuik1 >> k2. Viimasel juhul on[K] read peaaegu
lineaarselt s̃oltuvad ehküks rida on peaaegu teise skalaarkordne. Sellisel juhul põhjustab v̈aike
k2 või P muutus olulisiu1 ja u2 muutusi.

Võrrandite (4.2) ja (4.3) liitmisel saame võrrandist (4.3)

[(k1 + k2) − k1]u2 = P (4.4)

mis oleks ẗapselt korrektne tulemusk2u2 = P , kui k1 ja k2 oleksid esitatud l̃opmatu ẗapsusega.
Aga kui n̈aiteksk1 = 1.000000 ja k2 = 4.444444E − 6 ning arvuti salvestab andmeid 7 ko-
ha ẗapsusega, siis valemist (4.4) tuleneb1.000004 − 1.000000 = 4E − 6 ehk ainult üks
tähendusega koht säilib. Kui arvude salvestamiseks oleks vaid 6 tähendusega kohta, oleks tule-
museks1.00000−1.00000 = 0. Füüsikaliselt ẗahendaks see, et jäigal vedrul pole mingit tuge ja
see oleks vaba liikuma jäiga kehana. Tarkvara peaks sellisele tulemusele reageerima hoiatusega,
et koefitsientide maatriks on singulaarne. Tasub ka tähele panna, et juhtumk1 << k2 ei tekita
sellist olukorda.

Ülalkirjeldatud vea allikaks on ebapiisav info esialgses jäikustegurites. T̈apse lahendi jaoks
vajaminev info ṽoib sisalduda vaid arvutis salvestatud arvu mõnes viimases bitis. Järgnev ẗoöt-
lus, nii hoolikas ja laialdane kui see vaid olla saab, ei taasta puuduvate k̈umnendkohtade kantud
infot.
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Suurimpahaloomulisuseohte ei seisne mitte sellest, et võrrandite lahendamine võib ebãonnes-
tuda, vaid et see ṽoib olla edukas ilma igasuguste hoiatusteta tarkvara kasutajale ja anda t̃osiste
vigadega tulemusi, mis esmapilgul võivad j̈aäda m̈arkamatuks.

Pahaloomulisuselealtid olukorrad. Struktuurmehaanikas on selliseks füüsikaliseks olukor-
raks, mis ṽoib põhjustada probleeme, jäik piirkond, mida toetab palju painduvam piirkond (joo-
nis 4.1 (b)). Siis on j̈aigemal piirkonnal j̈aiga keha deformatsioonikomponent nii suur, et see
varjutab teised pinge täpseks arvutamiseks vajalikud deformatsioonikomponendid. Joonisel 4.1
(b) olevaga analoogne olukord näiteks soojusjuhtivuses on suure soojusjuhtivusega piirkonna ja
madala soojusjuhtivusega piirkonna puutepunkt, kus temperatuur on ette m̈aäratud. Kui struk-
tuurmehaanikas läheneb Poisson’ suhe tasapinnalise pinge ja tahkiseprobleemide korral 0.5-le,
siis muutuvad elemendid erakordselt jäigaks ruumala muutuste suhtes, kuid säilitavad ṽoime
deformeeruda muul viisil. K̃oigi paindlike piirkondade toetatud jäikade piirkondade probleemi-
de korral on esmajärguline info salvestatud arvu viimastesse bittidesse. Neid võib olla nii vähe,
et vähemasti m̃oned tulemused on tõsiselt vigased.

Oodatud probleemid ei pruugi järgneda, kui koormused on isetasakaalustuvad. Näiteks, kui joo-
nisel 4.1 (b) on vasakpoolne koormusP lisatud s̃olmele 2, siis saab sõlmede 1 ja 2 suhtelist
nihet arvutada ẗapselt isegi siis, kui jäiga keha nihkekomponendidu1 ja u2 sisaldavad olulist vi-
ga. Veelüldisemalt, isetasakaalustuvad koormused lubavad mõnikord gradientide (ṽoi pingete)
täpset arvutamist.

“Suhtelised” ja “hierarhilised” vabadusastmed. Toome probleemi jaoks joonisel 4.1 sisse
“suhtelise” vabadusastmeur = u1 − u2 vabadusastmeu1 asemel. Seega asendub võrrand (4.1)
alljärgnevaga:

[

k1 0
0 k2

]{

ur
u2

}

=

{

P
P

}

(4.5)

Võrrandid (4.5) onhealoomulisedk1 ja k2 kõigi väärtuste suhtes. Need võrrandid saadakseur
kui vabadusastme sissetoomisega elemendi kirjeldusse, võimalik, et teisenduste või standardse-
te elemendimaatriksite kaudu enne lahendatava võrrandis̈usteemi koostamist.ur-i sissetoomi-
sest tuleb hoiduda lahendatava võrrandis̈usteemi (4.2) , (4.3) teisendamise teel, sest koefitsient
k1 + k2 sisaldab viga, mida soovitakse vältida.

p-viimistluse kontekstis on lisatud suhtelised vabadusastmed tuntud kui “hierarhilised” vaba-
dusastmed. Hierarhilised vabadusastmed ei asenda juba olemasolevaid vabadusastmeid, vaid
need lisatakse elemendile, et suurendada selle polünoomiv̈alja järku (nagu avaldises (4.27) ).

4.3 Seisundiarv

Maatriksi [K] seisundiarvC(K) annab hinnangu täpsuskohtade arvule, mis võivad kaduma
minna ṽorrandi[K]{D} = {R} lahendamisel. Tegelik kaotus on hinnangust tavaliselt väiksem,
sestap poleC(K) täpne arvutamine vajalik.

Definitsioon ja arvutamine. Maatrikis [K] seisundiarv, mida vahel nimetatakse ka spektraal-
seisundiarvuks, defineeritakse kui

C(K) =
λmax
λmin

(4.6)

kusλmax ja λmin on [K] suurim ja v̈aikseim omav̈aärtus. M̃onel juhul ṽoib C(K) olla “kunst-
likult” k õrge selles m̃ottes, et siis ennustab ta suuremat täpsuse kadu kui tegelikult esinev. Kui
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näiteks joonisel 4.1 onC(K) suurk1 << k2 korral ja siisk1 >> k2 korral, viib ainult juht
k1 >> k2 numbrilise veani ṽorrandi lahendamisel. Saab nii korraldada, et seisundiarvon suur
ainult siis, kui ṽorrandid on t̃osiseltpahaloomulised. Selleks skaleeritakse[K] selliselt, et tema
diagonaalelemendid on̈uhed. Siis arvutatakseλmax ja λmin skaleeritud maatriksist[KS]. Ska-
leerimismaatriks[S] on diagonaalne ja see konstrueeritakse[K] diagonaalelementidest. Seega
omav̈aärtusprobleemiks saab

([KS] − λ[I]) = {0} (4.7)

kus
[KS] = [S][K][S]

ja

Sii =
1

2
√
Kii

Siin [I] on ühikmaatriks. Valemi (4.7) kuju saab muuta ilma omaväärtusi muutmata, kui teha
asendus{D} = [S]−1{DS} ja korrutada maatriksiga[S]−1. Seega

([K] − λ[K11 K22 · · · Knn]) {DS} = {0} (4.8)

Võnkumiste m̃oistetes ẗahendab valem (4.8) , et skaleeritud maatriksi[KS] omav̈aärtused
λi = ω2

i saab k̈atte esialgse jäikusmaatriksiga[K] ja diagonaalse “massimaatriksiga”, mis on
lihtsalt [K] diagonaal, struktuuri omavõnkesagedustestωi. See vaatenurk näitab, miks isolee-
ritud jäik piirkond suurendab seisundiarvu: isoleeritud suur “mass”Kii vähendab madalaimat
sagedust, kuid tal on väike m̃oju kõrgeimale.

Omav̈aärtusprobleemi lahendamise arvutuslik hind on suurem kui võrrandeil[K]{D} = {R}.
Õnneks ei peaλmax ja λmin olema ẗapselt teada. Rahuldavaa priori hinnanguλmax-le võib saa-
da Gerschgorini piirist [2, avaldis 11.12-17]. Siiski poleλmin a priori hinnang ligil̈ahedaseltki
nii usaldusv̈aärne. Skaleeritud maatriksi[KS] seisundiarvu hinnang onC(KS) = (ri)max, kus
ri on diagonaalne k̃odumissuhe (4.12) [24]. See hinnang on loomulikulta posterioriselle ase-
mel, et ollaa priori.

Interpretatsioon. Kuna koefitsiendimaatriksit[K] töödeldakse ṽorrandi [K]{D} = {R} la-
hendamisel, siis viib esialgsete jäikusteguritëaral̃oikeviga modifitseeritud tegurite täpsuse v̈a-
henemisele. Kui iga arvu jaoks kasutataksed numbrikohta, siis modifitseeritud koefitsientide
täpsus ondacc numbrikohta, kusjuures

dacc = d− dloss (4.9)

milles
dloss ≤ log10C(KS)

Seega, kuid = 14 jaC(K) = 1E8, siisdacc ≥ 6. “≤” sümbol valemis 4.9 n̈aitab, etlog10C(KS)
võib numbrikohtade kaotusẗule hinnata.C(K) suuruj̈ark on ẗuüpiliselt miljon, kuid valemi
(4.9) v̈aidetud potentsiaalne täpsuse kadu ei pruugi aset leida.Üks p̃ohjusi on see, et valem
(4.9) ei arvesta koormusi{R}. Täpsuse kadu on enam tõen̈aoline, kui{R} kuju sarnaneb
ühega viimastest omavektoritest{V}i valemis (4.10) ṽoi on ligilähedaselt nende lineaarkom-
binatsioon, kuid sisaldab vigu või väikesi koormusekomponente, et meenutab esimest omavek-
torit [25]. Praktikas sarnaneb{R}i kuju tihti rohkem k̃oige madalamate omavektorite lineaar-
kombinatsiooniga.

Teooria valemi (4.9) taga summeerub alljärgnevalt [26]. Olgu[K] omav̈aärtusedλi ja vastavad
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omavektorid{V}i normaliseeritud nii, et{V}Ti {V}i = 1. Siisn × n maatriksi[K] jaoks, mis
on s̈ummeetriline ja positiivselt m̈aäratud

[K] =
∑n

i=1 λi{V}i{V}Ti
[K]−1 =

∑n
i=1

1
λi
{V}Ti {V}i (4.10)

[K]-s domineeribλmax ja [K]−1-sλmin. λmin arvutamiseks vajalik info sisaldub koefitsientide
Kij kõige parempoolsemates bittides. Suhteλmax/λmin iga 10 astme jaoks on[K]−1 madalaim
domineeriv mood esitatud umbesühe ṽorra v̈ahema kohtade arvuga, kuna info liigubüle kasu-
tatavate bittide arvu v̈alja.

Pahaloomulisusetõsidus on seotud probleemi tüübiga ja l̃oplike elementide mudeli karakteris-
tikutega [27]:

C(K) = b

(

hmax
hmin

)2m−1

N
2m/n
els (4.11)

kus
b = positiivne arv

hmax, hmin = maksimaalne ja minimaalne sõlmede vahekaugus võrgus
Nels = elementide arv l̃oplike elementide mudelis
2m = diferentsiaalṽorrandi j̈ark
n = lõplike elementide ṽorgu dimensionaalsus

Valem (4.11) ṽoib olla kasulik ennustamaks lõplike elementide mudeli muutuste efektiC(K)-
le. Kui näiteks tala korral elementide pikkuste suhehmax/hmin muutub1/1-lt 10/1-le, siis suu-
renebC(K) 1000 korda. Kui elementide arv kahekordistub, suurenebC(K) 16 korda. M̃olema
muudatuse korral suurenebC(K) 16000 korda.

Leidub ka avaldisC(K) ülemise ja alumise piiri arvutamiseks [27], kuid see pole LEA tarkvara
jaoks kuigi ligitõmbav, sest on arvutuslikult kulukas.

4.4 Diagonaalne k̃odumistest

Allj ärgnevalt kirjeldatakse diagonaalset kõdumistesti kui viisi leida numbrilisi vigu ṽorrandi
[K]{D} = {R} lahendamisel Gaussi välistamismeetodil. Sarnaselt teiste numbriliste vigade
testidega, pole ka see eksimatu, kuid on lihtne ja arvutuslikult odav.

Olgu [K] sümmeetriline ja positiivselt m̈aäratud. Kui ṽorrandid on lahendatud, s.t. tundmatud
kõrvaldatud, v̈ahendatakse lahutamise teel diagonaalelementideKii, mis vastavad vabadusast-
metelei, mis siiski tuleb k̃orvaldada, v̈aärtusi suurusj̈argu ṽorra, ent need jäävad positiivseteks.
Selline k̈aitumine esineb n̈aiteks [2, joonisel 2.8-3] ja avaldistes (4.1) ning (4.4) , kus u1

kõrvaldamine teisendab teise diagonaalelemendik1 + k2 kujulek2.

Diagonaalset k̃odumistesti rakendatakse igale diagonaalelemendile enne, kui neid kasutatakse
teiste tundmatute ellimineerimiseks [28]. OlguPii i-nda diagonaalelemendi väärtus sel hetkel.
Koos selle elemendi originaalväärtusegaKii on diagonaalne k̃odumissuhe

ri =
Kii

Pii
(4.12)

Esialgsest diagonaalelemendist võib kaotsi minnari-i kümnendastmega võrdne arv ẗapseid
tüvekohti. Kuiri = 1E8, võib Kii kaotada kuni 8 kohta oma täpsusest selle aja jooksul, mil
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Joonis 4.2: Konsooltala elementide nummerdamine tabeli 4.1 juurde: (a)tip-to-root; (b) root-
to-tip.

Tabel 4.1: Arvutatud k̈ulgtipu kõrvalekaldedv ja diagonaalsed k̃odumissuhtedri viimases kol-
mes ẗoödeldud ṽorrandis (i = 2n− 2, i = 2n− 1 ja i = 2n) Nels võrdse pikkusega elemendist
koosneva konsooltala jaoks.

Kogupikkus = 1000
El = 8(106)
vexact = 1.0000

tip-to-root root-to-tip
2n mittenullist vabadusastet 2n mittenullist vabadusastet

Elementide arv v r2n−2 r2n−1 r2n v r2n−2 r2n−1 r2n
Nels = n = 10 1.0000 8.0 2.0 8.0 1.0000 5.3 1(103) 4(101)
Nels = n = 100 1.0000 8.0 2.0 8.0 0.9992 7.7 1(106) 4(102)
Nels = n = 1000 1.0000 8.0 2.0 8.0 0.1197 8.0 2(108) 2(103)

ta muutubPii-ks ja teda kasutatakse i-nda tundmatu kõrvaldamiseks. On ṽoimalik saavutada
ri = ∞, mis n̈aitab, etääretingimused pole sobivad; struktuurmehaanika terminites on ṽoima-
lik j äiga keha liikumine. Tulemusri = ∞ võib ilmuda mitte enne viimast ellimineerimissam-
mu, sest viimase vabadusastme piirang rahuldab, et vältida m̃onede probleemide korral singu-
laarsust. M̃ones programmis on olemas võimalus lisadäaäretingimus, kusri = ∞ saabumist
märgatakse, rakendades nii programmeerija oletust, et selline füüsikaline probleem oli tarkvara
kasutaja teadlik valik.

Tabel 4.1 n̈aitab diagonaalse kõdumistesti rakendamist. Antud näite talaelemendid ei luba põiki
läbipainet.{D}-s on s̃olmede vabadustastmetev ja θ = dv/dx järjekord j̈argmine:

{D} = [v1 θ1 v2 · · · θ2n−2 v2n θ2n]
T

Analüüs viidi läbi arvutil, mis eraldas arvu jaoks 11 kohta. Test on antud juhul edukas:ri muu-
tub suureks vaid otsas arvutatud läbipaindev olulise vea korral.[K] seisundiarv peale skaleeri-
mist valemi (4.7) j̈argi on suurusj̈argus 1E12 kuiNels = 1000, hoolimata sellest, kas sõlmede
nummerdamisj̈arjekord ontip-to-root või root-to-tip. Siiski ei ilmne t̃osist ẗapsuse kadu, mida
ennustab selline suur seisundi arv,tip-to-root nummerdamise korral.
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Näites tabelis 4.1 on elemendid võrdse pikkusega. Olgu nüüdNels = 1000 korral elementide
pikkused vahemikusL = 0.99999 kuniL = 1.00001. Siis annabtip-to-root nummerdamine ot-
sa l̈abipaindeksv = 1.027, samas kui diagonaalsed kõdumissuhted ei muuda oma väärtusi 8.0
ja 2.0 tabelist 4.1. Seega võib järeldada, et diagonaalne kõdumistest ei pruugi m̈argata olulist
täpsuse kadu.

Oluline on diagonaalkoefitsientide kõdumine, mitte nende väike v̈aärtus. V̈aikesed diagonaal-
elemendid iseenesest ei tekita suuri vigu. Samalaadselt eitee seda ka suure väärtusega diago-
naalelemendid (nagu valemeis (4.1) ja (4.4) juhulk1 << k2 isegi siis, kui s̃olmede nummer-
damine vastupidiseks muuta). Kui aga suure diagonaalelemendi kõrval on suured mittediago-
naalelemendid, siis toob nende ellimineerimine kaasa arvestatava diagonaalse kõdumise teistes
võrrandites, mis samuti sisaldavad suuri mittediagonaalelemente (nagu valemeis (4.1) ja (4.4)
juhul k1 >> k2).

4.5 Jäägid

Olgu võrrand[K]{D} = {R} lahendatud{D} suhtes. Siis saab arvutada jäägivektori{∆R}:

{∆R} = {R} − [K]{D} (4.13)

Kui lahendivektoris{D} ei domineeri numbrilised vead, siis{∆R} = {0}. Tõen̈aolisemalt on
aga vead olemas, mille korral on{∆R} veam̃oõduks. Selle skalaarkuju on

e =
{D}T{∆R}
{D}T{R} (4.14)

Füüsikaliselt one jääkkoormuse ja tegeliku koormuse, millest mõlemad toimivad nihke{D}
kaudu, tehtud ẗoöde suhe.

Õnnetuseks kipuvad jäägid olema v̈aikesed, kuipahaloomulisivõrrandeid lahendatakse Gaus-
si ellimineerimismeetodil, s̃oltumata sellest, kas lahendivektor{D} on ẗapne ṽoi mitte [29].
Kahest lahendivektorist vähemẗapsemal ṽoivad olla v̈aiksemad j̈aägid. Kuigi v̈aike {∆R} ei
garanteeri ẗapsust, on suur{∆R} usaldusv̈aärne indikaator selle kohta, et miski on valesti.

Struktuurmehaanikas seisneb väikese{∆R} füüsikaline m̃ote selles, et rakendatud koormis
{R} on peaaegu p̈usivas tasakaalus vastupidiselt mõjuvate j̃oududega[K]{D}. Tasakaalutingi-
mus ṽoib olla rahuldatud isegi siis, kui{D} on palju v̈aiksem, kui see peaks olema füüsikalises
probleemis, seda liigselt jäiga diskreetimise p̈arast (n̈aiteks [2, joonis 8-3.4-2]).

Võrrandite[K]{D} = {R} lahendi numbrilist viga saab vähendada järgmise iteratiivse skee-
miga. Algse lahendi{D}1 järgi arvutatakse edukalt jäägivektor, juurdekasvud lahendivekto-
ris ja seej̈arel v̈arskendatakse lahendivektorit. Arvutusi korratakse kunikoondumiseni (i =
1, 2, . . . , n).

{∆R}i = {R} − [K]{D}i
[K]{∆D}i = {∆R}i

{D}i+1 = {D}i + {∆D}i
(4.15)

Et see protsess suurendaks täpsust, peab[K] esitama esimeses võrrandis (4.15) suurema
kümnendkohtade arvuga kui esialgne lahendivektor{D}1. Teises ṽorrandis (4.15) ṽoib kasu-
tada originaalset ehk vähemẗapset[K]-d, mille tegurdatud kuju on juba olemas{D}1 lahenda-
misest. Koonduvus liigub ṽorrandite[K]{D} = {R} lahendi poole seda enam, mida täpsemalt
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on [K] esitatud.

Kui võrrandis̈usteem on t̃osiseltpahaloomuline, on etem mudel olukorra parandamiseksümber
ehitada, selle asemel, et teha kangelaslike jõupingutusi kehva lahendi parandamisel. “Kui asi
pole tegemist v̈aärt, pole see ḧastitegemist v̈aärt” [29].

4.6 Diskreetimisviga. Koonduvus.

Diskreetimisvigaväljendab erinevust matemaatilise mudeli ja selle diskreetse (l̃oplike elemen-
tide) mudeli vahel. L̃oplike elementide tulemuste koondumine matemaatilise mudeli tulemuste
suunas eïutle iseenesest midagi selle kohta, kui hästi matemaatiline mudel väljendab tegelik-
kust.

Järgnevad argumendid on joonisega 4.9-2 [2] seotud argumentide viimistlus. L̃oplike elemen-
tide veaanal̈uüsi alusv̈aide on, et piisavalt peene võrgu korral saab lõplike elementide lahendi
vea piiritleda veaga, mis tekib sõlmpunktides ẗapse kujufunktsiooni interpoleerimisel [30]. See
väide ei vaja, et l̃oplike elementide lahend peab sõlmedes ẗapne olema; selline on olukord ai-
nult erijuhtudel [31]. See vajab piisavalt peent võrku, mille puhul saavutatakse vajalik koon-
duvusm̈aär (vt. ka joonist 4.4 . Seega välistatakse l̃oplike elementide mudelid, millel on suur
diskreetimisviga (nagu n̈aiteks joonisel 3.4-1 [2]). Samuti on vajalik, et sõlmjõud oleksid ra-
kendatud koosk̃olaliselt, nagu on kirjeldatud [2, ptk. 3.11].

Veaanal̈uüs. Diskreetimisviga saab m̃onikord m̈aärata veaanalüüsi suurusj̈argu kaudu. Olgu
telgsuunaliselt koormatud̈uhtlane varras joonisel 4.3 (a). Telgtasakaaluvõrrand onAσx,x+q =
0. Kui asendada rõhu-pinge suheσx = Eu,x, on tasakaaluṽorrand

u,xx +
1

AE
= 0 (4.16)

Koosnegu l̃oplike elementide mudel standardsetest kahesõlmelistest varraselementidest. Kui
koormusintegraali arvutada kooskõlaliselt (avaldised (3.3-8) ja 4.8-15b [2] jaA ning E on
konstandid, siis on lõplike elementide mudeli sõlmede niheui täpne [31]. Kuna ẗapne lahend
pole punkthaaval lineaarne, esinevad lahendis sõlmede vahel vead.Vardaprobleemi vigade ole-
mus on omane ka palju keerulisematele ja realistlikumatelelõplike elementide probleemidele.
Allj ärgnev arutlus on otseselt rakendatav lineaarsele elastsusprobleemile, millel on sujuvad (aga
võimalik, et muutuvad) elastsuskoefitsiendid koos pideva, mitte punktkoormusega ja mille ke-
hades pole tugevaid singulaarsusi (praod puuduvad).

Vardaprobleemis analüüsitakse i-nda elemendi lineaarinterpolatsiooniviga sõlmedexi ja xi+1

vahel. Nihkevigae = e(x):

e(x) = u(x) −
[

ui

(

1 − x− xi
hi

)

+ ui+1

(

x− xi
hi

)]

(4.17)

kusu(x) on ẗapne lahend,hi = xi+1 − xi on elemendi pikkus. Samutiui = u(xi) ja ui+1 =
u(xi+1). Sõlmedese(x) = 0. Elementide pikkused ei pea olemaühesugused. Elementide sees
on e(x) pidev funktsioon. S̃olmedes on esimese tuletisee′(x) katkemised (joonisel 4.3 (c).
(Edaspidie,x = e′, e,xx = e′′ jne.)

e(x) ülemine piir p̃ohineb allj̈argnevale argumendile [30]. Olguz telgkoordinaat vahemikus
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Joonis 4.3: Vea k̈aitumine telgjaotusega koormuseq all olevaühtlase varda lõplike elementide
mudelis. T̈apne telgnihe onu = u(x) ja selle viga one = e(x).

xi ≤ z ≤ xi+1 nii, et e′(z) = 0. Sellise punkti olemasolu on ilmne jooniselt 4.3 (b) ja see
tuleneb elementaaralgebra Rolle’i teoreemist. Edasises kehtib eeldus, etu′′(x) on s̃olmed vahel
pidev.e′(x) muutuse saabe′′ integreerimisel. Seega valemist (4.17) :

e′(x) − e′(z) = e′(z) =

∫ x

z

e′′(s)ds =

∫ x

z

u′′(s)ds (4.18)

seejuuress on integreerimismuutuja jae′(z) = 0. Avaldise (4.17) lineaarliikmed ei m̃ojuta
e′′(x)-i. Samuti:

∣

∣

∣

∣

∫ x

z

u′′(s)ds

∣

∣

∣

∣

≤
∫ x

z

|u′′(z)| ds ≤
∫ x+1

z

|u′′(z)| ds ≤ hi

(

max
xi≤x≤xi+1

|u′′(x)|
)

(4.19)

Seet̃ottu on i-nda elemendi pingevigae′(x) piiratud j̈argmiselt:

|e′(x)| ≤ hi

(

max
xi≤x≤xi+1

|u′′(x)|
)

(4.20)
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Saab ka m̈aärata nihkeveae(x) piiri, kui silmas pidada, et suurim nihe on kohalx = z, kus
e′(z) = 0. Kui z pole elemendi keskpunkt, peab see olema lähemal̈uksk̃oik kasxi-le või xi+1-
le. Olguz lähemalxi-le. e(x) saab arvutada kolmeliikmelisest Taylori reast koos täpse j̈aägiga
x = z ümber.

e(xi) = e(z) + (xi − z)e′(z) +
1

2
(xi − z)2e′′(s) (4.21)

s on jäägi arvutamise punkt elemendil i. Kunae(xi) = 0, e′(z) = 0 ja valemist (4.17)e′′(s) =
u′′(s), siis

e(z) = −1

2
(xi − z)2u′′(s) (4.22)

Vastavalt eeldusele, etz on lähemalxi-le kui xi+1le, tuleneb, et|z − xi| ≤ hi/2. Seega on i-nda
elemendi nihkevigae(x)piiratud kui

e(x) ≤ 1

8
h2
i

(

max
xi≤x≤xi+1

|u′′(x)|
)

(4.23)

Saab t̃oestada, et tulemus on sama ka siis, kuiz oleks l̈ahemalxi+1-le.

Eelneva arutluse esilekerkivad punktid on:

1. lineaarelemendi pingeviga on võrdeline elemendi suurusega ja nihkeviga on võrdeline
elemendi suuruse ruuduga;

2. veahinnang on ṽordeline kujufunktsiooni j̈argustühe ṽorra suurema järguga tuletistega
(teist j̈arku tuletised varda jaoks, mille kujufunktsioon on lineaarne);

3. nihked on k̃oige ẗapsemad s̃olmedes ṽoi nende vahetus läheduses. Pinged on kõige ẗapse-
mad elemendi sees.

Kasutades s̈umbolitO järgu jaoks, saab̈oelda, et valem (4.20) kujutab pinge diskreetimisviga
O(h) ja (4.23) kujutab nihke diskreetimisvigaO(h2). Seega, kuih = max(hi) poolitades teha
ühest elemendist 2, siis pingeviga väheneb umbes 2 korda ja nihkeviga 4 korda.

Üldistused.Olgu defineeritud allj̈argnevad s̈umbolid:

h = elemendi ligil̈ahedane “karakteristlik pikkus”; lineaarelemendi pikkus; pikima joonseg-
mendi pikkus, mis mahub plaat- või monoliitelemendi sisse (ṽoimalikud on erinevad de-
finitsioonid);

p = elemendi f̈uüsikalise suuruse täieliku pol̈unoomi k̃orgeim j̈ark;

2m = elemendi f̈uüsikalise suuruse diferentsiaalvõrrandi k̃orgeimat j̈arku tuletise j̈ark.

p definitsioonis on s̃ona “ẗaielik” oluline. Näiteksp = 1 põhilise 4-s̃olmelise tasaelemendi jaoks
(joonis 3.6-1 ja avaldis 3.6-1 [2]). Selles elemendis on olemas k̃oik konstandid ja lineaarliik-
med, kuid ainultxy kolme ruutelemendix2, y2 ja xy seast.

Element, mille v̈aljatugevus sisaldab täielikkup-järku pol̈unoomi, eksibp+1 ja kõrgemat j̈arku
polünomiaalsete liikmete kujutamisel. Kui singulaarsusi ei esine, siis on m̃oistlik eeldada, et
suurem osa vigu tuleneb madalaima järguga liikme ehk liikme j̈argugap + 1 äraj̈atmisest.
Siit saab j̈areldada, et singulaarsuste puudumisel on diskreetimisvead (ja koondumism̈aärad)
alljärgnevad:
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• O(hp+1) esitab f̈uüsikalise suuruse viga;

• O(hp+1−r) esitab f̈uüsikalise suuruse r-nda tuletise viga;

• O(h2(p+1−m)) esitab pingeenergia viga (struktuurimehaanikas)

Veaj̈argu valemites saabh asendadaN−1/n
els -ga, kusNels jan on vastavalt elementide arv lõplike

elementide mudelis ja mudeli dimensionaalsus. Asendustõigustab see, eth on p̃oõrdvõrdeliselt
seotud k̈ulgelementide arvugaNes, mis on ligikauduN1/n

els .

Ühem̃oõtmelises n̈aites joonisel 4.3p = 1, r = 1 pingearvutustes ja2m = 2. Tasakehadel,
mida modelleeritakse kolmesõlmeliste kolmnurkadega ja monoliitkehadel, mida modelleeritak-
se 4-s̃olmeliste tetraeedritega, on füüsikaline suurus täielik lineaarne pol̈unoom, seegap = 1.
Samutir = 1 gradiendi (pinge ṽoi rõhk) arvutustes ja2m = 2 selliste probleemide jaoks
nagu soojusjuhtivus ja rõhuanal̈uüs. Samad arvud kehtivad tavaliste 4-sõlmeliste nelinurkade
ja 8-s̃olmeliste telliste jaoks, millel pole sisemist “sõlmeta” vabadusastet. Nendel elementidel
on rohkem pol̈unoomliikmeid kui kolmnurgal ja tetraeedril, kuid mitte piisavalt, et moodus-
tada ẗaielikke ruutpol̈unoome (joonis 3.9-1 [2]). Diskreetimisviga on väiksem ja seega koon-
duvusaste suurem kõrgemat j̈arku liikmete olemasolul. Kui tasandi probleemi korral vahetada
4-s̃olmelised elemendid 8-sõlmeliste vastu, siis muutub füüsikalise suuruse vea järkO(h2)-st
O(h3)-ks. Kui võrgusilma suurusth vähendada kaks korda, siis viga väheneb 4 korda 4-sõlmeli-
se ṽorgu korral ja 8 korda 8-s̃olmelise ṽorgu korral. Varda jaoksp = 3 standardse kahesõlmelise
varraselemendi korral,r = 2 kumerusarvutustes ja2m = 4. Nihkeviga onO(h4) ja kumeru-
sest arvutatud v̈aändemomendi viga onO(h2). Tasub meenutada, et need hinnangud eeldavad
sõlmkoormuste koosk̃olalist arvutamist. Sestap̈uhtlaselt koormatud konsooltala korral kannab
ühtlase elementide paigutusega lõplike elementide mudelis tipusõlm mõjuvat jõudu ja hetke-
koormust.

Füüsikalise suuruse tuletiste veahinnangud võivad olla pessimistlikud. N̈aiteks varda korral joo-
nisel 4.3 tulebu,x veahinnangud arvutada sõlmedes, kus viga on suurim, mitte keskpunktides,
kus viga on v̈aiksem, ollesO(h2) O(h) asemel. Teiste sõnadega koondub gradient varrasele-
mendi keskpunktis sama moodi nagu füüsikaline suurus. Kui l̃oplike elementide ṽorgus leidub
punkte, milles pingete vigade suurusjärk on sama mis nihetel, siis̈oeldakse, et pinged on neis
punktides “̈ulikoonduvad”.

Lõpetuseks tuleks m̈arkida, et m̃oned potentsiaalsed diskreetimisvead vähenevad, kui struktuuri
ruumala korrektselt edasi antakse. Kui tasapinnalise kehapiir on ringikujuline ja seda modellee-
ritakse sirgete k̈ulgedega elementidest koosneva võrguga, siis ei asu lõplike elementide mudeli
polügonaalne v̈alispiir täielikult ei ringi sees ega ka väljaspool seda.

Singulaarsused.Nagu n̈ahtud, on veapiirid ṽordelised f̈uüsikalise suuruse täpse v̈aärtuse(p +
1)-järku osatuletisega (näiteks avaldised (4.20) ja (4.23) ). Kui lahendataval probleemil on
selle tuletise v̈aärtus l̃opmatu, siis veapiirid rangelt ei kehti. Näiteks pragudega kehades on nih-
ketuletis kuni teise j̈arguni l̃opmatu prao tipus. Sestap isegi lineaarelementide, millelp = 1,
korral ei kehti antud hinnangud prao tipu läheduses. Kui madalaima singulaarse tuletise järk
pole teada, et saa hinnata, mitu korda viga väheneb ṽorgusilmade suuruse vähendamisel.

Kuigi singulaarsused ṽoivad aeglaselt koonduda, ei väldi teisest j̈argust k̃orgemate tuletiste
singulaarsused koonduvust. Täielik p-järku pol̈unoom sisaldab kindlasti täielikku pol̈unoomi
järgugap − µ, kusjuures0 < µ ≤ p. Kui täpse lahendi(p + 1 − µ)-järku tuletis on k̃orgeimat
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Joonis 4.4: (a)φ viga on ṽordelinehq-ga. (b) Viga on mittemonotoonne kõveral ABCD ja ṽorde-
line h2-ga k̃overal AE. K̃overa AF ṽoiks kujutada sirgjoonena, kui abtsiss oleksh.

järku mittesingulaarne tuletis, siis eelnevas veahinnangus saabp asendada suurusegap−µ , saa-
des f̈uüsikalise suuruse veahinnanguksO(p+1−µ), selle esimese tuletise veahinnanguksO(hp−µ)
jne. Seega täpse lahendi iga singulaarsep + 1- või väiksemat j̈arku tuletise korral ṽoib lõplike
elementide lahend kaotadah-i astmes. Hinnang on tihti pessimistlik. Aga kui see kehtib, on
elementidel j̈argugap− µ sama veaj̈ark, mis elementidel järgugap, ent madalama järguga ele-
mendid on arvutuslikult odavamad.

Olgu n̈aiteks j̈alle telgsuunaliselt koormatud varras, kuid astmelise muutusega elemendi sees.
Olgu elementide numbriga i ja i+1 jaoksxi < xq < xi+1 ja telgkoormuse jaotus

q = 0, x ≤ xq q = 1, x > xq (4.24)

Valemist (4.16) saame, etu,xx on defineeritud k̃oigi x väärtuste korral,max |u′′(x)| = 1/AE
ja avaldised (4.20) ning (4.23) on rakendatavad. Vastavaltjäävad veahinnangud sellisteks
nagu avaldised (4.20) ja (4.23)̈utlevad, olgu siis element lineaarne, ruut- või kõrgemat
järku.O(h3) nihkeẗapsust, mida ṽoiks normalselt oodata ruutelemendi jaoks, ei ole võimalik
saavutada. T̈aisẗapsus on taastatav, kui asetada elementidevaheline piir koormuse muutumise
astmele.Üldistades ṽoib oodata, et ẗapsuse olulist kahanemist võib oodata naabruses toimuvate
äkiliste elemendisiseste koormuste, materjaliomaduste või paksuse muutumisel.

4.7 Mitmekordse võrgu ekstrapoleerimine

Olgu φ huvitav suurus, mida arvutatakse lõplike elementide ṽorgu mingis punktis. See suurus
võib olla otsitav f̈uüsikaline suurus ise,̈uks selle tuletistest ṽoi näiteks pinge, mis on ṽordeline
tuletiste kombinatsiooniga. OlguO(hq) φ veahinnangu j̈ark, kush on elemendi suuruse m̃oõt.
Olgu eelduseks, et koonduvus on monotoonne ja etq on teada.φ sõltuvuse graafikhq-st on
sirgjoon (joonis 4.4 (a)). Olguφ1 ja φ2 väärtused, mis on arvutatud kahel võrgul, millel on
vastavalt m̃oõdudh1 ja h2. Lineaarse ekstrapoleerimisegaφ-teljele saadakse

φα =
φ1h

q
2 − φ2h

q
1

hq2 − hq1
=
φ1 − φ2(h1/h2)

q

1 − (h1/h2)q
(4.25)

kus φ∞ vastab elemendi suuruseleh = 0 ehk lõpmatult peenele ṽorgule. Valem (4.25) on
tuntud kui Richardsoni ekstrapoleerimisvalem [32]. Alljärgnevalt on m̃oningad piirangud:
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Joonis 4.5: Tagaosas koormatud konsooltala regulaarvõrgu viimistlemine. Pidevjooned tähista-
vadNels = 8 võrku. Pidev- ja kriipsjooned tähistavadNels = 32 võrku. Mõlemal juhul kasuta-
takse 4-s̃olmelist tasaelementi.

1. valem (4.25) s̃oltub ẗaielikult võrgu regulaarsest viimistlusest;

2. igal viimistlusel s̈ailitatakse j̈amedama ṽorgu s̃olmed ja elementidevahelised piirid, sel
ajal kui lisatakse uusi s̃olmi, elemente ja s̃olmedevahelisi piire;

3. elementide ẗuübid ei muutu;

4. nurgas̃olmed j̈aävad nurgas̃olmedeks ja k̈uljes̃olmed k̈uljes̃olmedeks (joonis 4.5 );

5. iga viimistluse j̈arel peab huvitav suurus ilmuma matemaatilises mudelis fikseeritud asu-
kohas ja elemendi suhtes fikseeritud positsioonis (alati näiteks nurgas̃olmes).

Ilma nende piiranguteta ei pruugi koonduvus olla monotoonne, misjuhul (4.25) ei kehti.

Mittemonotoonne koonduvus võib põhjustada mittesobivate elementidega võrku nagu n̈aiteks
nelinurksed QM6 elemendid [2, ptk. 6.6]. Viimased sisaldavad ẗaielikku ruutnihke valemit ja
käituvad nagu ruutelemendid. Kuid koos suureneva kujumoonutusega kipuvad nad kaotama
oma ruutomadusi ja k̈aituma rohkem nagu Q4 (lineaarsed) elemendid [2, ptk. 6.11]. Neil põhjus-
tel onq-d suhteliselt raske ennustada.

Kui q pole ette teada, saab seda määrata graafiliselt kui eksponenti, mille korralφ sõltuvushq-st
on sirgjoon. Vajatakse v̈ahemasti kolme erinevat võrku, et eristada k̃overat sirgjoonest (nagu AF
AE-vastu joonisel 4.4 (b)). Kui originaalvõrk on liiga j̈ame, ei pruugi selle ṽorguφ olla ühegi
q korral sirgjoonel. Kui arvutatakse liiga vähe andmepunkte või kasutatakse mittekorrektsetq
väärtust, ṽoib ekstrapoleeritud tulemus olla vähemẗapsem kui lahend suvalises andmepunktis.
Eelistavam on arvestada suurust

e =
φ2 − φ∞

φ∞

100% (4.26)

kui φ2 suhtelist viga.

4.8 Võrgu redigeerimise meetodid

Võrgu redigeerimisega püütakse parandada tulemusi analüüsi järgmises ts̈uklis. Eesm̈ark on
saavutada vajalik täpsus nii v̈aikese vajamineva vabadusastmete arvuga kui võimalik. Jooksva
võrgu anal̈uüsimine annab nii veahinnangu kui ka juhiseid võrgu revideerimiseks. Ṽorgu redi-
geerimine ẗahendab tavaliselt jämedama ṽorgu peenemaks viimistlemist, kuid on võimalik, et
mõnes piirkonnas tuleb ṽorku ka j̈amedamaks teha.
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(a)

P

y,v

x,u

A

B

u=0 AB-l
v=0 BC-l

C C

(c)

(b)

(d)

Joonis 4.6: (a) Ruudukujulise plaadi esialgne võrk koos plaadisisese nurgakoormusegaP . (b)
Võimalik h-viimistlus. (c) Võimalik p-viimistlus. (d) Võimalik r-viimistlus.

4.8.1 h-viimistlus

h on siin elemendi suurust iseloomustav lineaardimensioon,näiteks elemendi suurim laius
või näiteks tasaelemendi pindala ruutjuur või monoliitelemendi ruumala kuupjuur. h-viimistlus
seisneb sama tüüpi elementide lisamises (joonis 4.6 (b)). Joonis 4.5 näitabühtlasth-viimistlust,
joonisel 4.6 (b) on aga mitteühtlaneh-viimistlus. Kui olemasolevaid elemente jagatakse kordu-
valt alamosadeks, nimetatakse sellist viimistlust mõnikord “rikastamiseks” [2, joonis 6.13-1b].

4.8.2 p-viimistlus

p on siin elemendi v̈aljatugevuse ẗaieliku pol̈unoomi k̃orgeim j̈ark.p-viimistluses suurendatak-
sep väärtust elemendi sees ilma elementide arvu muutmiseta. Sellega ṽoib kaasneda olemas-
olevatele s̃olmedele vabadusastmete lisamine, sõlmede lisamine olemasolevatele elementide-
vahelistele piiridele ja/ṽoi sisemiste vabadusastmete lisamine.p-viimistlus joonisel 4.6 (c) on
mitteühtlane, sest elemendid poleühte moodi viimistletud.

4.8.3 r-viimistlus

r tähendab “̈umberkorraldamist” (ing. k.rearrange). Sestap sisaldabr-viimistlus s̃olmedeüm-
berpaigutamist ilma elementide arvu või nende f̈uüsikalise suuruse polünomiaalse j̈argu muut-
miseta (joonis 4.6 (d)).
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4.8.4 Märkused

Käsitsi arvutamisel ei vajah-viimistlus muudatusi olemasolevasse LEA tarkvarasse. Auto-
maatsel arvutamisel vajabh-viimistlus, et olemasolev LEA tarkvara, mida kasutataksepärast
taasṽorgustamist, kohaneks võrguga. Taasṽorgustamisel ei tohiks ḧastikohanenud elemente asen-
dada kahe ṽoi enama halvasti kohanenud elemendiga. Nutika programmeerimisega saab juhul,
kui viimistlust tuleb teha v̈aikeses l̃oplike elementide mudeli osas, mõningaid eelneva ṽorgu
jaoks saadud analüüsitulemusi, nagu m̃ojutamata elementide jäikusmaatriksid, taaskasutada
uuestiarvutamise asemel.h-viimistlust võib korrata l̃opmatuseni. Piiravaks on ainult arvutus-
maksumus, andmesalvestusruum ja edasine mõeldav ẗapsuse kadu numbriliste vigade tõttu.

p-viimistluse automatiseerimine nõuab tavatarkvaras olulisi muudatusi. Viimistlust saab jätkata,
kasutades̈uksteise j̈argi üha k̃orgema j̈arguga elemendi kujufunktsioone, kuni on kasutusel
kõrgeimad tarkvarasse programmeeritud järgud. Arvutuslikuökonoomsuse jaoks saab viimist-
letud ṽork taaskasutada m̃oningaid eelmise ṽorgu jaoks tehtud arvutusi, kui lisatud kujufunkt-
sioonid s̈ailitava oma “hierarhilise” kuju, s.t. olemasolevad elemendi kujufunktsioonid s̈ailita-
vad oma esialgse kuju [33]. N̈aiteks valemid [2, 6.1-3] ja [2, 6.1-4] saab asendada valemiga:

u = [N]{d} =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2
(1 − ξ) (1 − ξ2)

1

2
(1 + ξ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣







u1

a2

u3







(4.27)

kusa2 on hierarhiline vabadusaste, mille füüsikaliseks ẗahenduseks on suhteline niheu1 ja u3

määratud lineaarse variatsiooni suhtes. Seega ei muutu 2-sõlmelise elemendi lineaarsed kuju-
funktsioonid hierarhilise kujufunktsiooni1 − ξ2 lisamisel. Kui{d} vabadusastmed on selliselt
järjestatud, et iga lisatud hierarhilise vabadusastme saabpaigutada nimekirja lõppu, siis iga hie-
rarhilise vabadusastme lisamisega täieneb elementide jäikusmaatriks uute ridade ja veergudega
ilma, et juba olemasolevad read ja veerud muutuksid.

Pärast vabadusastmete lisamist onp-viimistlusel k̃orgem koonduvusaste kuih-viimistlusel, eriti
kui esineb singulaarsusi [33]. Samuti toobp-viimistlus sama vabadusastmete arvu korral kaasa
madalama[K] seisundiarvu kuih-viimistlus. Teisalt sobibh-viimistlus paremini paralleelarvu-
tusteks, eẗuheaegselt genereerida tuhandeid sama tüüpi elemente [34].p-meetod kipub selek-
tiivselt lisatavate vabadusastmetega genereerima mitmetüübilisi elemente.

r-meetod ṽoimaldab vaid piiratud arengut, sest vabadusastmete arv eimuutu. Samuti on see
kallis ja harva tasuv, kuigi s̃olme asendi optimeerimine on võimalik. Struktuurimehaanikas on
r-optimeeritud ṽorgul selline huvitav omadus, et elementidevahelised piirid püüavad j̈argida
peamist pingetrajektoori [34–36].

Loomulikult saab neid viimistlusmeetode kasutada kaüksteisega kombineeritult ja tavaliselt se-
da ka tehakse.h-viimistlust on ẗuüpiliselt ẗaiendatud s̃olmedeümberpaigutamisega, saades see-
ga reaalselthr-viimistluse [2, joonised 6.14-2, 6.14-3 ja 9.7-4]. Teine efektiivne kombinatsioon
onhp-viimistlus, mille koonduvusm̈aär vabadusastmete lisamisel on suurem kuih-viimistlusel
või p-viimistlusel eraldi.

4.8.5 Teised meetodid

Pärast esialgset analüüsi võib valida osa originaalsest lõplike elementide struktuurist ja viimist-
leda ainult seda osa. Isoleeritud osa piiril rakendatakse esialgsest analüüsist arvutatud nihkeid.
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Seda nimetatakse osamodelleerimiseks [2, ptk. 10.10]. Kontseptuaalselt sarnane on meetod,
mille korral lõplike elementide mudeli osa kaetakse täiendava ṽorguga, millel on parandatud
omadused peendetailide lahendamiseks [37–39].

Mitmekordse ṽorgustikumeetodid on eelnevaga pealiskaudselt sarnased, kuid neid enam kaldu-
takse pidama iteratiivseteks võrrandilahendamistehnikateks kui võrgu viimistlustehnikateks [2,
Lisa B.3].
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Joonis 5.1: Rippuva varda probleem

5 Mehaanika

5.1 1D teljesuunaline deformatsioon

Olgu rippuv sirgëuhtlane varras erikaalugaγ ja ristlõikepindalagaA (joonis 5.1 (a)). Vastavad
diferentsiaalṽorrandid saab moodustada tüüpilise diferentsiaalelemendi vaba keha diagrammi
järgi ñoudes, et see oleks tasakaaluolekus.Põhiline füüsikaline printsiip, mis kehtib sellises olu-
korras nihete ja j̃oudude jaoks, on inertsimomendi tasakaal.Tasakaaluṽorrand saadakse avaldi-
sest:

∑

Fx = −P + P + ∆P + Aγ∆x = 0

või
P ′ + Aγ = 0 (5.1)

Ülekantud j̃oud on
P (x) = Aσ = AEǫ = AEu′ (5.2)

kusA on pindala,E - Youngi moodul,u - nihke teljesuunaline komponent jau′ on viimase tule-
tisx järgi.P ellimineerimine valemitest (5.1) ja (5.2) annab teed juhtivale tasakaaluṽorrandile
nihete kaudu v̈aljendatuna:

(AEu′)′ + aγ = 0 (5.3)

Ääretingimused,̈uks kummagi otsa jaoks:

u(0) = 0

ja
P (L) = AEu′(L) = 0

Märkusena, esimenëaäretingimus on ḧadavajalik, teine aga on loomulik. Süsteemi potentsiaal-
set koguenergiat v̈aljendav funktsionaal:

V (u) =

∫ L

0

(

AEu′2

2
− Aγu

)

dx

Selle probleemi l̃oplike elementide mudel seatakseüles ja lahendatakse alljärgnevate sammu-
dega.

5.1.1 Diskreetimine

Olgu 2-elemendiline mudel (joonis 5.2 ), mille elementidelon 3 s̃olme ja elemendid ise ṽordse
pikkusega.
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Joonis 5.2: S̃olmed ja elemendid – kahelemendiline mudel

5.1.2 Interpoleerimine

Selle mudeli korral saab kasutada lineaarset interpoleerimist. Interpolatsioonivektor lokaalkoor-
dinaatides

N(ξ) =

[

1 − ξ
le

ξ
le

]

koos

N ′(ξ) =

[

− 1
le

1
le

]

kusle = L/2.

5.1.3 Elementide formuleerimine

Elementide maatriksid on:

pe =

∫ le

0

N′AEN′Tdξ =

∫ le

0

[

− 1
le

1
le

]

AE

[−1

le

1

le

]

dξ =
AE

le

[

1 −1
−1 1

]

qe = 0

ja

fe =

∫

0

le

[

1 − ξ
le

ξ
le

]

Aγdξ =
Aγle

2

[

1

1

]

Nii pe kui kafe erivormid on selle otsene tagajärg, et lahendit interpoleeritakse lineaarselt.

5.1.4 Võrrandisüsteemi koostamine

Puhtas olekuspe ja fe maatriksite koostamisel saadakse:

PG =
∑

e

pG =
2AE

L





1 −1 0
−1 2 −1

0 −1 1





ja

FG =
∑

e

fG =
2AγL

4





1
2
1





KogukaalAγL, mis esialgses pidevas probleemis oliühtlaselt jaotatud̈ule kogu pikkuse, on
nüüd rakendatud diskreetsete või kontsentreeritud jõududena s̃olmedes. Spetsiifiline sõlmjao-
tus, millele viitabFG, on lineaarse interpolatsiooni tulemus.
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Piiranguteta globaalne võrrandis̈usteem on:




1 −1 0 φ
−1 2 −1 2φ

0 −1 1 φ





kusφ = γL2/8E.

5.1.5 Piirangud

Tarvilikud ääretingimused kohalx = 0 transleeruvad lõplike elementide mudelisse kuiu1 = 0,
mis siis asendatuna võrrandis̈usteemi annavad:





1 0 0 0
−1 2 −1 2φ

0 −1 1 φ





Pärast elementaarseid reaoperatsioone, et taastada sümmeetria:




1 0 0 0
0 2 −1 2φ
0 −1 1 φ





5.1.6 Lahend

See s̈usteem on kergesti lahendatav, andes:

u1 = 0

u2 = 3φ =
3γL2

8E

u3 = 4φ =
4γL2

8E

5.1.7 Tuletatud muutujate arvutamine

Antud probleemi jaoks on tuletatud muutjaksülekantud sisemine jõud

P = pu′AEu′

ja selle saab arvutada iga elemendi jaoks.

Element 1. On kerge n̈aha, etu′1 on

u′ =
u2 − u1

le
=

2(u2 − u1)

L

nii et

P1 = AEu′1 =

(

2

L

)(

3AγL2

8

)

=
3AγL

4

Element 2. Jälle,

u′ =
u3 − u2

le
=

2(u3 − u2)

L

nii et

P2 = AEu′2 =

(

2

L

)(

AγL2

8

)

=
AγL

4
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5.1.8 4-s̃olmeline mudel

Lineaarselt interpoleeritud 4-sõlmelisel mudelil on 5 vabadusastet. Iga elemendi pikkuseks le
võetakseL/4. Koostatud piiranguteta globaalsed võrrandid on













1 −1 0 0 0 φ
−1 2 −1 0 0 2φ

0 −1 2 −1 0 2φ
0 0 −1 2 −1 2φ
0 0 0 −1 1 φ













kusφ = γL2/32E. Pannes peale piirangud ja lahendades siis võrrandid, saadakse

uG
T = [0 7 12 15 16]

γL2

32E

Sisemised̈ulekantud j̃oud:
P1 = 7AγL

8E
P2 = 5AγL

8E

P3 = 3AγL
8E

P4 = AγL
8E

8-elemendiline lineaarselt interpoleeritud mudel võrdsete pikkustega L/8 annab tulemuseks:

uG
T = [0 15 28 39 48 55 60 63 64]

γL2

128E

ja
P1 = 15AγL

16
P2 = 13AγL

16
P3 = 11AγL

16
P4 = 9AγL

16

P5 = 7AγL
16

P6 = 5AγL
16

P7 = 3AγL
16

P8 = AγL
16

Nende kolme edukalt poolitatud võrkudega mudeli ṽordlemine n̈aitab selget nihke- ja edasi-
antud j̃oudude mustrit. Selle mustri uurimisel peaks saama järeldada, mis toimub, kui edasiste
edukate poolitamistega jõutakse piirini.

5.1.9 Tulemuste anal̈uüs

Nihketulemused on joonisel 5.3 . Täpne lahend kujulu(x) = γ(2Lx − x2) on parabool, mis
läbib k̃oiki sõlmi, nagu n̈agid ette k̃oik lõplike elementide mudelid. Tulemused sisemiste jõudu-
de jaoks on joonisel 5.4 koos täpse tulemusegaP (x) = Aγ(L− x).

Lõplike elementide mudeli ennustatud sisemised jõud on elemendi piires konstantsed ja nende
üleminekulühest elemendist teise esinevad katkemised. See on vältimatu tagaj̈arg sellele, et
selle probleemi jaoks kasutati lineaarset interpolatsiooni. Jooniselt 5.4 on n̈aha, et kasutades
keskmistamist tuletatud muutujaP = AEu′ korral, saadakse täpne k̃over piki varda pikkust
ülekantud j̃ou jaoks.

Suhteliseltõpetlik on joonistada v̈alja iga elemendi vaba keha diagrammid. Neljaelemendilise
mudeli jaoks on vaba keha diagrammid joonisel 5.5 , kusf = AγL/8. Joonis 5.6 kujutab
olukorda, mil elemendid on rekombineeritud.

Diagrammidelt on n̈aha, et j̃ou katkevus elementide sees on täpselt ṽordne ja sellel kaugusel
põhjustatud igale s̃olmele rakendatud v̈alisest j̃oust. S̃olme 3 vaba keha diagrammilt (joonis 5.7
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x/L

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
2u

E
/γL

2

täpne lahend
2 elementi
4 elementi
8 elementi

Joonis 5.3: L̃oplike elementide nihked ja täpne nihe.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x/L

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

P
/A

L
γ

täpne lahend
2 elementi
4 elementi
8 elementi

Joonis 5.4: L̃oplike elementide j̃oud ja ẗapne j̃oud.
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Joonis 5.5: Neljaelemendilise mudeli elementide vaba kehadiagrammid.

Joonis 5.6:Ümberseatud varras.

), mis arvestab seda jõudu, on selge, eẗulekantud j̃ou katkevus on tasakaalus välise j̃ouga sel-
lel sõlmel. Lisaks on n̈aha (joonis 5.6 ), et reaktsioon sõlmel 1 on ṽordne v̈aliskoormustega,
mis on rakendatud sõlmedele toe all. Vardäulalotsas olevatAγL/8 reaktsiooni ṽoib vaadelda
(AγL − AγL/8) summadena, mis on tegelikud reaktsioonid, millest on lahutatud koormused,
mis kaotatakse piirangute rakendamisel. Seega tasakaal, kui selle probleemiga seotud põhiprint-
siip, on rahuldatud sisemiste jõudude ja v̈aliskoormuste kaudu antud lõplike elementide mude-
lis. Esialgse pideva mudeli tasakaal ei ole saavutatud, mison n̈ahtav faktist, et antud elemendis
on jõud konstantne pideva välise koormuse olemasolul.

Joonis 5.7: S̃olme 3 vaba keha diagramm.
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6 Soojuseülekandmine

Üks esimesi l̃oplike elementide meetodi rakendusi mittestruktuursetest probleemidest oli soo-
juseülekanne soojusjuhtivuse ja konvektsiooni teel. Soojuseülekandumise probleemide lahen-
dused l̃oplike elementide meetodil on eriti populaarsed termilisepinge probleemide uurijate
seas, sest soojuseülekandumise probleemi lahend on pingeanalüüsi probleemi sisendiks ning
mõlema probleemi lahendamiseks saab kasutada sama võrku.

6.1 1D radiaatoriribi

1D radiaatoriribi soojusëulekannet kirjeldab j̈argmine diferentsiaalṽorrand:

kA
d2φ

dx2
− hPφ+ hPφf = 0 (6.1)

kusk on soojusjuhtivus,h - konvektsioonitegur,A - ristlõikepindala,P - radiaatoriribiümberm̃oõt
jaφ - temperatuur. Temperatuuril onx-i konkreetse v̈aärtuse jaoks ristlõike igas punktis̈uks kin-
del väärtus. Ṽorrandiga (6.1) seotud̈aäretingimused antakse tavaliselt temperatuurina kohal
x = 0:

φ(0) = φ0 (6.2)

ja konvektsiooniline soojuskadu vabas otsas

−kAdφ
dx

= hA(φb − φf )|x=H (6.3)

kusφb on temperatuur radiaatori lõpus ja pole enne probleemi lahendamist teada. Konvektsioo-
nitegur ṽorrandis (6.3) ṽoib, aga ei pruugi olla sama, mis võrrandis (6.1) .

Diferentsiaalṽorrandi (6.1) üldine kuju:

D
d2φ

dx2
−Gφ+Q = 0 (6.4)

kusD = kA,G = hP jaQ = hPφf . Elemendi panus Galerkini jäägivõrrandisse{R(e)} on:

{R(e)} = −
∫ Xj

Xi
[N]T

(

D d2φ
d2x

−Gφ+Q
)

dx =

= −
∫ Xj

Xi
[N]T

(

D d2φ
d2x

+Q
)

dc+
∫ Xj

Xi
G[N]Tφdx

(6.5)

Esimene integraal valemis (6.5) on võrdne suurusega{I(e)} + [k(e)]{Φ} − {f (e)}. Asendades
φ(e) = [N]{Φ(e)} teise integraali, saadakse, et

∫ Xj

Xi

G[N]Tφdx =

(∫ Xj

Xi

G[N]T [N]dx

)

{Φ(e)} (6.6)

Kuna integraal on korrutatud suurusega{Φ(e)}, on see osa elemendi jäikusmaatriksist. Kui
defineerida

[k
(e)
G ] =

∫ Xj

Xi

G[N]T [N]dx (6.7)

siis
{R(e)} = {I(e)} +

(

[k
(e)
D ] + [k

(e)
G ]
)

{Φ(e)} − {f (e)
Q } (6.8)
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kus [k
(e)
D ] on antud avaldisega [7, 4.11] ja{f (e)

Q } avaldisega [7, 4.12].

Integraali valemis (6.7) on lihtne arvutada niis- kui ka l1, l2-koordinaats̈usteemides. Saab
näidata, et

[k
(e)
G ] =

GL

6

[

2 1
1 2

]

(6.9)

Tuletatudääretingimus (6.3) l̈ulitatakse formulatsiooni elementidevahelise vektoriga{I(e)} [7,
4.10]:

{I(e)} =

{

D dφ
dx

|x=Xi

−D dφ
dx

|x=Xj

}

(6.10)

ja selle saab lahutada osadeks:

{I(e)} =

{

D dφ
dx

|x=Xi

0

}

+

{

0

−D dφ
dx

|x=Xj

}

(6.11)

mis on ekvivalentne valemiga
{I(e)} = {I(e)

i } + {I(e)
b }

kus{I(e)
i } on elementidevaheline tingimus ja{I(e)

b } on seotud̈aäretingimusega. Nullist erinev
liige {I(e)

b } on võrrandi (6.3) vasem pool. Seega

{I(e)
b } =

{

0

hA(φb − φf )

}

=

{

0

haφj

}

−
{

0

haφb

}

(6.12)

kunaφb on sama, misΦj. Võrrand (6.12) on ekvivalentne võrrandiga

{I(e)
b } =

[

0 0
0 hA

]{

Φi

Φj

}

−
{

0

hAΦf

}

= [k
(e)
M ]{Φ(e)} − {f (e)

S } (6.13)

kus

[k
(e)
M ] =

[

0 0
0 hA

]

, {f (e)
S } =

{

0

hAΦf

}

(6.14)

Täieliku jäägivõrrandi saab ṽorrandis (6.8){I(e)} asendamisel:

{R(e)} = {I(e)
i } + ([k

(e)
D ] + [k

(e)
G ] + [k

(e)
M ]){Φ(e)} − {f (e)

Q } − {f (e)
S } (6.15)

Elementidevahelise tingimuse{I(e)
i } hülgamine annab

{R(e)} = [k(e)]{Φ(e)} − {f (e)} (6.16)

[k
(e)
M ] panus[k(e)]-sse toimub ainult radiaatori viimase elemendi jaoks ja vaid siis, kui h on

radiaatori l̃opu jaoks nullist erinev. N̈aiteks on[k(e)
M ] null, kui radiaatori l̃opp on isoleeritud.

6.2 1D radiaatori illustreeriv n äide

Ülesandeks on arvutada temperatuurijaotus 1D radiaatoriribil joonisel 6.1 antud f̈uüsikaliste
omadustega. Ribi on kujult nelinurkne, 8 cm pikk, 4 cm lai ja 1 cm paks. Eelduse järgi toimub
soojuskadu soojusjuhtivuse kaudu ribi lõpus.
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Joonis 6.1: Nelinurkne ribi:k = 3 W
cm◦C

, h = 0.1 W
cm2◦C

, φf = 20◦C

Ribi modelleeritakse 4 elemendiga, millest igaüks on 2 cm pikkune. Elementide maatriksid on

[k(e)] =
kA

L

[

1 −1
−1 1

]

+
hPL

6

[

2 1
1 2

]

+

[

0 0
0 hA

]

ja

{f (e)} =
hPLφf

2

{

1

1

}

+

{

0

hAφf

}

kus kolmas maatriks[k(e)]-s ja teine vektor{f (e)}-s rakenduvad ainult neljandale elemendile.
Erinevate parameetrite väärtused:

kA

L
=

3(4)

2
= 6

W
oC

hPL

6
=

0.1(10)2

6
= 0.333

W
oC

hA = 0.1(4) = 0.400
W
oC

hpLφf
2

=
0.1(10)(20)(2)

2
= 20W

hAφf = 0.1(4)(20) = 8W

Elementide v̈aärtused on

[k(e)] =

[

6.666 −5.667
−5.667 6.666

]

, {f (e)} =

{

20

20

}

esimese, teise ja kolmanda elemendi jaoks ning

[k(e)] =

[

6.666 −5.667
−5.667 7.066

]

, {f (e)} =

{

20

28

}

neljanda elemendi jaoks. Elemendimaatriksite kokkupanekotsesel j̈aikusprotseduuril annab
võrrandis̈usteemi













6.666 −5.667 0 0 0
−5.667 13.33 −5.667 0 0

0 −5.667 13.33 −5.667 0
0 0 −5.667 13.33 −5.667
0 0 0 −5.667 7.006



































Φ1

Φ2

Φ3

Φ4

Φ5























=























20
40
40
40
28
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Joonis 6.2: Nelinurkse ribi temperatuurjaotus

Esimese s̃olme temperatuurΦ1 = 80oC on teada, seega tuleb esimene võrrand kustutada ja teisi
modifitseerida. Uueks ṽorrandis̈usteemiks saab









13.33 −5.667 0 0
−5.667 13.33 −5.667 0

0 −5.667 13.33 −5.667
0 0 −5.667 7.006























Φ2

Φ3

Φ4

Φ5















=















493
40
40
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Väärtused s̃olmpunktides on

{Φ}T = [80 53.9 39.9 32.8 30.3]

mis on igati ṽorreldavad teoreetiliste väärtustega (joonis 6.2 )

{Φ}T = [80 54.3 40.2 33.2 30.6]

6.3 2D soojusvoog

2D soojusvootugevvorm on antud kujul [1, 6.32...6.34]. Vastav nõrk vorm on ( [1, 6.46...6.47]
∫

A

(∇v)T tD∇TdA = −
∫

Lh

vhtdL−
∫

Lg

vqntdL+

∫

A

vQtdA (6.17)

T = g (6.18)

piirkonnasLg. Siin v on suvaline kaalufunktsioon,D on soojusjuhtivuse maatriks, T - tempe-
ratuur, t - paksus, Q - soojusallikas ajaühiku ja keha ruumaläuhiku kohta. Vooluvektorq on
määratud Fourier’ seadusega [1, 6.4]:

q = −D∇T (6.19)
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Joonis 6.3: Kahem̃oõtmeline piirkondA koos rajagaL = Lh + Lg.

kus temperatuurigradient

∇T =

[

∂T
∂x
∂T
∂y

]

(6.20)

Voog qn piirkonna rajal on antud joonisega 6.3 ja valemiga [1, 6.3]:

qn = qTn (6.21)

kusn on pinna normaalvektor jaqn on positiivne, kui soojus lahkub kehast. Nagu joonisel 6.3
näidatud, koosneb piirkonna A piir L kahest osast:Lh ja Lg. RajalLh qn = h, kush on tuntud
suurus jaLG-l T = g, kusg on tuntud suurus.

TemperatuuriT lähendatakse [1, 7.137] m̃ottes, s.t.

T = Na (6.22)

kusN on globaalne kujufunktsiooni maatriks jaa sisaldab temperatuure keha kõigis s̃olmpunk-
tides. See ẗahendab, et

N = [N1 N2 . . . Nn]; a =











T1

T2
...
TN











(6.23)

kusn on kodu keha s̃olmede arv ja komponentNi sõltubx-st jay-st, s.t.Ni = Ni(x, y). Võrran-
dist (6.22)

∇T = Ba, B = ∇N (6.24)

mis vihjab, et vastavalt avaldistele [1, 7.140 ja 7.142]

B =





∂N1

∂x
∂N2

∂x
. . . ∂Nn

∂x

∂N1

∂y
∂N2

∂y
. . . ∂Nn

∂y



 (6.25)

Asendades ṽorrandi (6.24) ṽorrandisse (6.17)
(∫

A

(∇v)TDBtdA

)

a = −
∫

Lh

vhtdL−
∫

Lg

vqntdL+

∫

A

vQtdA (6.26)
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Viimane samm on valida suvaline kaalufunktsioonv. Vastavalt Galerkini meetodile seatakse:

v = Nc (6.27)

Kunav on suvaline, on ka maatriksc suvaline. Ṽorrandist (6.27) saadakse:

∇v = Bc (6.28)

Kunav = vT , siis saab ṽorrandi (6.27) kirja panna ka kujul

v = cTNT (6.29)

Asendades ṽorrandid (6.28) ja (6.29) ṽorrandisse (6.26) ja m̈arkides, etc on positsioonist
sõltumatu, saadakse:

cT

[

(∫

A

BTDBtdA

)

a +

∫

Lh

NThtdL+

∫

Lg

NT qntdL−
∫

A

NTQtdA

]

= 0

Kuna see ṽorrand peab kehtima suvalise maatriksicT korral, siis:
(∫

A

BTDBtdA

)

a = −
∫

Lh

NThtdL−
∫

Lg

NT qntdL+

∫

A

NTQtdA (6.30)

mis on otsitud l̃oplike elementide formuleering.

Kirjutamaks ṽorrandit (6.30) veel kompaktsemal kujul, defineeritakse järgmised maatriksid:

K =
∫

A
BTDBtdA

fb = −
∫

Lh
NThtdL−

∫

Lg
NT qntdL

fl =
∫

A
NTQtdA

(6.31)

KunaD dimensioon on2× 2 ja B dimensioon on2× n, siis onK ruutmaatriks dimensiooniga
n × n ja seda nimetatakse jäikusmaatriksiks. Samuti on niifb kui ka fl dimensioonn × 1,
kusjuures vektorid on ise vastavalt rajavektor ja koormusvektor. Koos ṽorrandiga (6.31) saab
võrrandi (6.30) viia kujule:

Ka = fb + fl (6.32)

Jõuvektorf defineeritakse kui
f = fb + fl (6.33)

ja võrrand (6.32) teisendub kujule
Ka = f (6.34)

Jõuvektorif dimensioon on [J/s].

Tänu soojusjuhtivuse maatriksiD sümmeetriale [1, 6.10] tuleneb võrrandist (6.31) , etK on
sümmeetriline:

K = KT (6.35)

Sarnaselt [1, 9.38..9.40] järgneb sellele, etK on singulaarne:

detK = 0 (6.36)
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Enamgi veel, kunaD on positiivselt m̈aäratud [1, 6.8], siis sarnaselt [1, 9.41..9.43] saadakse, et
K on osaliselt positiivselt m̈aäratud:

aTKa ≥ 0 (6.37)

kõigi a 6= 0 korral ja vaid siis, kui temperatuurigradient on 0, s.t.∇T = Ba = 0, on ülalpool
olev ruutvorm null. Saab ka näidata, et iga osamaatriks̃K, mis saadakseK-st ühe ṽoi ena-
ma rea ja vastavate veergude kustutamisega, on sümmeetriline, mittesingulaarne ja positiivselt
määratud. V̈ahemastïuhe s̃olmpunkti temperatuuri peab̈ara kirjeldama, et saada lõplike ele-
mentide ṽorrandile unikaalset lahendit. Rajatingimuste süstemaatiline arvestamine on taas an-
tud avaldistes [1, 9.57..9.59] rõhutatud viisil.

Järgneb t̃oestus, et j̃ouvektori komponendid täidavad j̈alle võrdust [1, 9.68]. Kui vaatluse all on
piirkondA paksusegat, siis tasakaaluprintsiip [1, 6.19]ütleb, et

∫

A

QtdA =

∮

L

qntdL (6.38)

Olgu võrrand (6.33) kujul:
fi = fbi + fli; i = 1, . . . , n

mis viib tulemuseni
n
∑

i=1

fi =
n
∑

i=1

fbi +
n
∑

i=1

fli (6.39)

Vastavalt ṽorrandile (6.31)

fbi = −
∫

Lh

NihtdL−
∫

Lg

NiqntdL (6.40)

Rajatingimused m̈aäravad vooqn = h piki piiri Lh, samas kui voogqn piki Lg-d on eelnevalt
määramata. Sestap saab võrrandi (6.40) kirjutada kujul:

fbi = −
∮

L

NiqntdL (6.41)

Koormusvektori komponent ṽorrandist (6.31) on

fli =

∫

A

NiQtdA (6.42)

Võrrandite (6.41) ja (6.42) kasutamine võrrandis (6.39) annab

n
∑

i=1

fi = −
∮

L

(

n
∑

i=1

Ni

)

qntdL+

∫

A

(

n
∑

i=1

Ni

)

QtdA

mis koos avaldisega [1, 7.139] annab

n
∑

i=1

fi = −
∮

L

qnrdL+

∫

A

QtdA (6.43)

Võrdlus ṽorrandiga (6.38) n̈aitab. et
n
∑

i=1

fi = 0 (6.44)
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vastavalt [1, 9.68]. See tähendab, et keha tasakaaluprintsiipi väljendab fakt, et j̃ouvektori f
komponentide summa on null. Tuleb rõhutada, et (6.44) kehtibtäpseltsõltumata asjaolust, et
lõplike elementide meetod on lähendusmeetod.

Koormusvektori komponendi on antud võrrandiga (6.42) . Olgu eeldus, et koormus Q on antud
lineaarallikana, kus soojusvarustus on koondunudxy-tasandi punkti, milles on kirjeldatud soo-
jusvarustusQs ajäuhiku ja keha paksusëuhiku kohta.Qs on lineaarallika tugevus dimensiooniga
[J/(s m)]. Sellises olukorras võibQ-d väljendada Diraci deltafunktsiooniga ( [1, 9.70...9.72])

Q = Qsδ(x− a)δ(y − b) =

{

∞ kui (x, y) = (a, b)
0 muudel juhtudel

(6.45)

kus(a, b) on joonallika positsioon. Definitsiooni järgi
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

Qdxdy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

Qsδ(x− a)δ(y − b)dxdy = Qs (6.46)

Võrrandite (6.45) ja (6.46) järgi:

∫ b+

b−

∫ a+

a−
Qsδ(x− a)δ(y − b)dxdy = Qs (6.47)

Sellise joonallika jaoks teiseneb võrrandiga (6.42) antud koormusvektori komponent kujule

fli =
∫

A
Ni(x, y)QtdA =

∫ b+

b−

∫ a+

a−
Ni(x, y)Qsδ(x− a)δ(y − b)tdxdy =

= Ni(a, b)t(a, b)Qs

(6.48)

Kui joonallika asukoht(a, b) kattub s̃olmpunktigai, siisNi(a, b) = Ni(x, y) = 1 ehk saadakse

fli = Qst(xi, yi) (6.49)

Siit järgneb, et iga jaotatud koormuseQ võib asendada joonallikatega, mis asetsevad sõlmpunk-
tides.

Globaalne j̈aikusmaatriksK ja globaalne koormusvektorfl, mis on antud ṽorrandiga (6.31) ,
on saadud integreerimiselüle kogu piirkonnaA. Need integreerimised võib saada summana in-
tegreerimistesẗule iga elemendi. Sel viisil jõutakse v̈alja laiendatud elemendi jäikusmaatriksini
Kee elemendiα jaoks ja laiendatud elemendi koormusvektorinif eel elemendiα jaoks:

Kee =
∫

Aα
BTDBtdA

f eel =
∫

Aα
NTQtdA

(6.50)

kusAα on elemendiα piirkond. Siit järeldub otseselt, et

K =
∑nel

α=1 Kee
α

f eel =
∑nel

α=1 f eelα
(6.51)

kusnel on elementide koguarv,Kee
α ja f eelα aga m̈argivad elemendiα asjakohaseid suurusi. Kont-

septuaalselt on ṽorrandid (6.50) ja (6.51) fundamentaalse tähtsusega, kuid viivad väga eba-
efektiivse arvutiprogrammini. Et identifitseerida otseselt Kee ja f eel nullist erinevaid komponen-
te, võetakse elemendi jaoks lõplike elementide formuleeringus arvesse vaid need vabadusast-
med, mis kuuluvad vastava elemendi juurde.
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Temperatuuri l̈ahendüle iga elemendi on antud kui

T = Neae (6.52)

kusNe on elemendi kujufunktsiooni maatriks jaae sisaldab temperatuuri elemendi sõlmpunk-
tides, s.t.

Ne = [N e
1 N e

2 . . . N e
ne

]; ae =











T1

T2
...
Tne











(6.53)

kusne märgib elemendi s̃olmpunktide arvu. Ṽorrandist (6.52) saadakse

∇T = Beae Be = ∇Ne (6.54)

s.t.

Be =

[

∂Ne
1

∂x

∂Ne
2

∂x
. . .

∂Ne
ne

∂x
∂Ne

1

∂y

∂Ne
2

∂y
. . .

∂Ne
ne

∂y

]

(6.55)

Võrdlus ṽorranditega (6.30). . . (6.34) n̈aitab otse, eẗuhe elemendi l̃oplike elementide formu-
leering on antud kui

Keae = f e (6.56)

kus elemendi j̃ouvektorf e on antud kui

f e = f eb + f el (6.57)

Enamgi veel, elemendi jäikusmaatriksKe, elemendi rajavektorf eb ja elemendi koormusvektor
f el elemendiα jaoks on:

Ke =
∫

Aα
BeTDBetdA

f eb = −
∫

Lhα
NeThtdL−

∫

Lgα
NeT qntdL

f el =
∫

Aα
NeTQtdA

(6.58)

kusAα on elemendiα piirkond,Lhα on osa elemendi rajast, millel voogqn = h on teda, samas
kui Lgα on ülejäänud osa elemendi rajast. Rajatingimused piki elemendi piiri on tundmata, v.a.
juhul, kui elemendi piir langeb kokku keha piiriga.

Kolm erinevat l̃oplike elementide formuleeringut – globaalne, laiendatudelemendi formulee-
ring ja elemendi formuleering – on illustreeritud joonisel6.4 . Globaalses formuleeringus
arvestatakse tervet keha ja võetakse omaks kogu kehale kehtiv lähendusT = Na. Laienda-
tud elemendi formuleeringus arvestatakseühte elementi, kuid kasutatakse globaalset lähendust
T = Na. Lõpuks, elemendi formuleeringus, arvestatakseühte elementi ja kasutatakse sellele
konkreetsele elemendile kehtivat lähendustT = Neae

Arvutiprogrammis m̈aäratakse elemendi jäikusKe ja elemendi koormusvektorf el võrrandiga
(6.58) ja panus globaalsesse jäikusmaatriksisseK ja globaalsesse koormusvektorissefl saadak-
se geomeetrilisi andmeid kasutades. Rajavektorfb tuletatakse alati ṽorrandit (6.31) kasutades.
Kuna j̈aikusmaatriksK, mis on antud ṽorrandiga (6.31) sisaldab globaalse kujuvektori esimest
järku tuletisi, siis peavad need kujufunktsioonid täitmaC0-pidevuse ñouet [1, ptk. 9.7].
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Joonis 6.4: Kolm erinevat lplike elementide formuleeringut: (a) globaalne; (b) laiendatud ele-
ment; (c) element.

k=4

Q=45

t=1

y q =h=30
n

q =h=30
n

T=10

2
x

Joonis 6.5: Ruutpaneel soojusvooga.

Kui sõlmpunkti temperatuur m̈aäratakse ṽorrandi (6.34) j̈argi, siis on temperatuurT antud
elemendi suvalises punktis võrrandiga (6.52) ja temperatuurigradient∇T on antud ṽorrandiga
(6.54) . Temperatuurigradiendist tuleneb, et voovektorq saadakse keha suvalises kohas Fourier’
seadusest (6.19) . Sestap, kuia on võrrandist (6.34) m̈aäratud, saab k̃oiki huvitavaid suurusi
tuletada.

6.4 2D n̈aide

Olgu ruudukujuline pannel joonisel 6.5 , mille piir pikiy-telge on isoleeritud (s.t.qn = h = 0)
ja konstantne voogqn = h = 30J/(m2s) on piki piiri kohal y = 1m ja y = −1m. Konstantne
temperatuurT = 10◦C on piki x = 2m ja konstantne soojusallikasQ = 45J/(m2s) on üle
kogu paneeli. Plaadi paksust = 1m on konstantne. Materjal on eelduse järgi isotroopne ja
homogeenne, s.t. vastavalt [1, 6.13...6.14] on soojusjuhtivuse maatriksD:

D = k

[

1 0
0 1

]

kI (6.59)

kus soojusjuhtivusk = 4J/(◦Cms).
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k=4

Q=45

t=1

y q =h=30
n

q =h=0
n

q =h=0
n

A

D

(a)

T=10

xB

C

y

x1
2

34

(b)

(2,1)
2

1

Joonis 6.6: (a) Probleemiümberformuleerimine; (b) lõplike elementide ṽork.

On selge, et soojusvoog paneelis on sümmeetriline x-telje suhtes, s.t. voogux-teljega risti pole.
Siis võib probleemïumber formuleerida, nagu kujutatud joonisel 6.6 (a).

Et lahendada seda probleemi käsitsi l̃oplike elementide meetodil, kasutatakse erakordselt lihtsat
lõplike elementide mudelit, mis koosneb kahest kolmesõlmelisest kolmnurgast 6.6 (b). Ele-
mentide ja s̃olmede globaalsed numbrid on samuti joonisel näidatud.

Elemendi j̈aikusmaatriksKe ja elemendi koormusvektorf el on antud ṽorrandiga (6.58) . Koos
võrrandiga (6.59) ja arvestades, etBe on konstantne maatriks kolmesõlmelise kolmnurga
jaoks [1, 7.99], saadakse, et

Ke = kBeTBetAα (6.60)

kus

Be =
1

2Aα

[

yj − yk yk − yi yi − yj
xk − xj xi − xk xj − xi

]

(6.61)

Kuna nii koormusQ kui ka paksust on konstantsed, siis võrrandist (6.58) saadakse:

f el = Qt

∫

Aα

NeTdA (6.62)

Elemendi kujumaatriks on antud võrrandiga [1, 7.92] ja ṽorrandi (6.62) saab arvutada
pindintegraali standardreeglite järgi. Antud juhul varieeruvad kujufunktsioonid lineaarselt, mis
tähendab, et ṽorrandi (6.62) saab arvutada väga lihtsal viisil. Selleks vaadelda keha joonisel
6.7 , ruumalaV on tuntud kui

V =
1

3
hA (6.63)

kush on keha baasi moodustava kolmnurga hõrgus jaA selle pindala.

Pilk joonisele [1, 7.23] n̈aitab, et elemendi kujufunktsioonid varieeruvad joonisel6.7 kujutatud
viisil, s.t. võrrandist (6.62) saadakse koos võrrandiga (6.63)

f el =
Q

3
tAα





1
1
1



 (6.64)

See tulemus pole kindlastiüllatav, sest see näitab, et konstantne koormusQ annab ṽordse pa-
nuse igasse sõlmpunkti.
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Joonis 6.7: Keha kolmnurkse alusega ja kõrgusegah.

y

x1
2

3

(a)

1

(2,1)

y

x1

2

3

(b)

2
(2,1)

Joonis 6.8: Elemendi 1 (a) ja 2 (b) lokaalsed sõlmpunktid.

Kahe elemendi lokaalsed sõlmpunktid on joonisel 6.8 ja need on järjestatud vastup̈aeva. Esmalt
arvestatakse elementi 1, kusi = 1, j = 2 ja k = 3, s.t.

xi = yi = 0; xj = 2, yj = 0; xk = 2, yk = 1

Nende v̈aärtustega ja pindalaA1 = 1 korral tuleneb ṽorrandist (6.61)

Be =
1

2

[

−1 1 0
0 −2 2

]

(6.65)

Võrranditest (6.60) ja (6.64) ning paksusestt = 1 saadakse tulemus esimese elemendi jaoks:

Ke =





1 −1 0
−1 5 −4

0 −4 4



 ; f el = 15





1
1
1





Kui võrrelda jooniseid 6.6 (b) ja 6.8 (a), siis sõlmpunktid1, 2, 3 vastavad globaalsetele sõlm-
punktidele1, 2, 3. Seega, peale esimese elemendi panust on globaalne jäikusmaatriksK ja glo-
baalne koormusvektorfl:

K = Kee
1 =









1 −1 0 0
−1 5 −4 0

0 −4 4 0
0 0 0 0









; fl = f eel1 = 15









1
1
1
0









(6.66)

Järgnevalt arvestada elementi 2 joonisel 6.8 (b), kusi = 1, j = 2 ja k = 3, s.t.

xi = yi = 0; xj = 2, yj = 1; xk = 0, yk = 1
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Kui pindalaA2 = 1 ja Be on antud ṽorrandiga (6.61) , siis

Be =
1

2





0 1 −1

−2 0 2



 (6.67)

Võrrandeist (6.60) ja (6.64) järgnevad tulemused teise elemendi jaoks:

Ke =





4 0 −4
0 1 −1

−4 −1 5



 ; f el = 15





1
1
1





Jooniste 6.6 (b) ja 6.8 (b) võrdlemisel selgub, et antud elemendi topoloogia on selline, et lo-
kaalsetele s̃olmpunktidele1, 2, 3 vastavad globaalsed sõlmpunktid1, 3, 4. Selguse huvides on
laiendatud elemendi jäikusmaatriksKee ja laiendatud elemendi koormusvektorf eel seda topo-
loogiat kasutades:

Kee
2 =









4 0 0 −4
0 0 0 0
0 0 1 −1

−4 0 −1 5









; f el = 15









1
0
1
1









Lisades need tulemused võrrandile (6.66)

K =









5 −1 0 −4
−1 5 −4 0

0 −4 5 −1
−4 0 −1 5









; fl = 15









2
1
2
1









(6.68)

Nüüd on aeg arvutada rajavektorfb, mis on antud ṽorrandiga (6.31) . Jooniselt 6.6 saab
järeldada, et

fb = −
∫

LAB

NThtdL−
∫

LDC

NThtdL−
∫

LAD

NThtdL−
∫

LBC

NT qntdL

s.t.

fb = −t
∫

LDC

NThdL− t

∫

LBC

NT qndL (6.69)

Ainsad kujufunktsioonid, mis pikki piiriDC erinevad nullist, onN3 jaN4. Enamgi veel, need
varieeruvad lineaarselt ja kuih = 30 pikki DC-d, siis

∫

LDC

NThdL = 30

∫

LDC









0
0
N3

N4









dL = 30









0
0
1
1









(6.70)

Samamoodi j̈argneb, et

∫

LBC

NT qndL =









0
∫

LBC
N2qndL

∫

LBC
N3qndL

0









(6.71)
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Kasutades ṽorrandeid (6.69) – (6.71) ja paksustt = 1, siis piirivektor

fb = −





0
∫

LBC
N2qndL

30 +
∫

LBC
N3qndL30



 (6.72)

Keha l̃oplike elementide ṽorrandid saadakse võrrandeist (6.68) ja (6.72) :








5 −1 0 −4
−1 5 −4 0

0 −4 5 −1
−4 0 −1 5

















T1

10
10
T4









= −









0
∫

LBC
N2qndL

30 +
∫

LBC
N3qndL

30









+ 15









2
1
2
1









(6.73)

kusT2 = T3 = 10. Esimesest ja neljandast reast saadakse
[

5 −4
−4 5

] [

T1

T4

]

=

[

10 − 0 + 30
10 − 30 − 15

]

=

[

40
−5

]

koos lahendiga
[

T1

T4

]

=

[

20
15

]o

C (6.74)

Kasutades seda lahendit (6.73) teise ja kolmanda rea jaoks,siis
∫

LBC

N2qndL = 25;

∫

LBC

N3qndL = 5 (6.75)

KunaN2 ja N3 on positiivsed funktsioonid, vihjavad seosed (6.75) , etqn on positiivne pikki
piiri BC, s.t saab j̈areldada, et hoida temperatuuri väärtuselT = 10 pikki piiri BC, peaks soojus
väljuma kehast pikki seda piiri. Koos tulemusega (6.75) tuleneb ṽorrandist (6.73) , et keha
tasakaaluprintsiip on rahuldatud kooskõlas ṽorrandiga (6.44) . Viimaks m̈aäratakse voovektor
q igas elemendis. Ṽorrandeist (6.19) ja (6.54) saadakse

q = −D∇T = −k∇T = −kBeae

kusk = 4. Elemendi 1 jaoks saadakse koos võrrandiga (6.65) , et

q = −4 × 1

2

[

−1 1 0
0 −2 2

]





20
10
10



 =

[

20
0

]

J/(m2s)

ja elemendi 2 jaoks, kuna kehtib (6.67) :

q = −4 × 1

2

[

0 1 −1
−2 0 2

]





20
10
15



 =

[

20
10

]

J/(m2s)

6.5 2D soojusvoog koos konvektsiooniga

Eelnevalt eeldati, et piirL koosneb kahest osast:Lh ja Lg, kus on vastavalt kirjeldatud voog
qn ja temperatuurT . Olgu n̈uüd samuti eeldus, et konvektsioon toimub piiri osalLc. Vastavalt
võrrandile (6.31) m̃ojutab see ainult rajavektoritfb, mille jaoks saadakse:

fb = −
∫

Lh

NThtdL−
∫

Lg

NT qntdL−
∫

Lc

NT qntdL (6.76)
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Joonis 6.9: Kahem̃oõtmeline piirkond koos rajagaL = Lh + Lg + Lc.

kusLh, Lg ja Lc sisaldavad n̈uüd kogu piiri, nagu n̈aidatud joonisel 6.9 . Konvektsioon pikki
Lc on antud Newtoni konvektsiooni rajatingimusega [1, 9.143]:

qn = α(T − T∞) (6.77)

Et arvestada konvektsiooni m̃oju, asendatakse tundmatu temperatuurT valemis (6.77) suuru-
segaT = Na, saades

qn = αNa − αT∞

ning võrrand (6.76) saab kuju:

fb = −
∫

Lh

NThtdL−
∫

Lg

NT qntdL−
(∫

Lc

αNTNtdL

)

a + T∞

∫

Lc

NTαtdL

Koos selle ṽorrandiga ṽotab l̃oplike elementide formuleering (6.32) kuju

(K + Kc)a = −
∫

Lh
NThtdL−

∫

Lg
NT qntdL+ T∞

∫

Lc
NTαtdL+ fl

Kc =
∫

Lc
αNTNtdL

(6.78)

Ilmneb, et j̈aikusmaatriks modifitseerub. See uus jäikusmaatriks on s̈ummeetriline, nagu kaK
ja mittesingulaarne:

det(K + Kc) 6= 0 (6.79)

Lõpetuks tuleb m̈arkida, et on ṽoimalik arvestada konvektsiooni pikki piirkonnaA külgpindasid,
s.t.xy-tasandil. Seda olukorda saab käsitleda koormuseQ muutmisega, mis viib koormusvek-
tori fl modifitseerimiseni nagu seda tehti 1D soojusvoo korral võrrandeis [1, 9.152, 9.154 ja
9.155].

6.6 3D soojusvoog

3D soojusvoo ñork vorm on antud ṽorranditega [1, 6.49 ja 6.50], s.t.
∫

v
(∇v)TD∇TdV = −

∫

Sh
vhdS −

∫

sg
vqndS +

∫

V
vQdV

T = g

(6.80)

pinnal Sg. Siin V on keha ruumala jaS on piirpind, mis koosnebSh-st ja Sg-st, millel on
vastavalt antud voogqn = h ja temperatuurT = g.
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Temperatuuri l̈ahendatakse jällegi järgmiselt:

T = Na (6.81)

kus

N = [N1 N2 . . . Nn]; a =











T1

T2
...
Tn











(6.82)

n on kogu keha s̃olmpunktide arv ja komponentNi sõltub n̈uüd x-st, y-st ja z-st, s.t.Ni =
Ni(x, y, z). Võrrandist (6.81) saadakse

∇T = Ba; B = ∇N (6.83)

s.t.

B =





∂N1

∂x
∂N2

∂x
· · · ∂Nn

∂x
∂N1

∂y
∂N2

∂y
· · · ∂Nn

∂y
∂N1

∂z
∂N2

∂z
· · · ∂Nn

∂z



 (6.84)

Lõplike elementide formuleeringu tuletamine võrrandist (6.80) kasutadesülaltoodud l̈ahendust
kombineerituna Galerkini meetodiga järgib sama rada, mis sama tuletus 2D soojusvoo jaoks.
Sestap ṽoib tulemuse kohe v̈aljendada kui

Ka = f (6.85)

kus
f = fb + fl (6.86)

ja
K =

∫

V
BTDBdV

fb = −
∫

Sh
NThdS −

∫

Sg
NT qndS

fl =
∫

V
NTQdV

(6.87)

Ka siin on j̃ouvektorif dimensiooniks [J/s]. Enamgi veel, 2D soojusvoo tuletamisearutlusk̈aigu
saab otseselt 3D soojusvooleüle kanda. M̈arkuseks niipalju, et konvektsioon toimub vaid läbi
piirpinna osaSc. Vastav piirvektorifb modifikatsioon on sarnane sellega, mis tehti 2D soojusvoo
korral.
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7 Difusioon

7.1 Difusioonivõrrandid

Difusiooniprotsess on kontsentratsiooniühtlustaminëuhe faasi piires. Mittepoorses keskkonnas
on huvitavaks suuruseks difundeeruva materjali voolukiirus. Materjali voolu tekitab aga kont-
sentratsioonigradient.̈Uldjuhul osaleb protsessis kaks või enam ainet, mistõttu on ka rohkem
kui üks difusiooniṽorrand.

Olgu J aine hulk pindaläuhiku ja ajäuhiku kohta. Kuix on koordinaat, mis on valitud risti
võrdluspinnaga jac on difundeeruva aine kontsentratsioon, mis on antud ainehulgana kuupsen-
timeetris, siis Ficki esimene difusiooniseadus on kujul:

J = −D∂c

∂x
(7.1)

kusD on difusioonikonstanẗuhikutes ruutsentimeetrit sekundi kohta (cm2/s). J-i võib vaadelda
kui difusioonivoolu vektorina nii, et

J = −D∇c (7.2)

või
Ji = −Dc,i (7.3)

kusjuuresi = 1, 2, 3 (vastavaltühe-, kahe- ja kolmem̃oõtmeline ruum). L̈uhikese ajat korral
saab kergesti n̈aidata, et

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
(7.4)

Seda nimetatakse Ficki teiseks difusiooniseaduseks.D on siin konstant. Mitmem̃oõtmelise di-
fusiooni korral omandab (7.4) kuju

∂c

∂t
= D∇2c = Dc,ii (7.5)

Juhul, kuiD pole konstantne, tuleneb võrrandist (7.5)

∂c

∂t
= ∇ · (D∇c) = (Dc,i),i (7.6)

Kui D pole otseselt positsioonist sõltuv, saadakse

∂c

∂t
= Dc,ii +

∂D

∂c
c,ic,i (7.7)

Mitteisotroopse aine korral

∂c

∂t
= Dxx

∂2c

∂x2
+Dyy

∂2c

∂y2
+Dzz

∂2c

∂z2
(7.8)

kusDxx, Dyy jaDzz on vastavalt difusioonikonstandidx-, y- ja z-suunas.

Muutugu kontsentratsioon difusiooni mõjul ja ilma väliste j̃oudude vahelesegamiseta.Ühe-
mõõtmelise probleemi korral

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
− v

∂c

∂x
(7.9)
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kusv on konvektsioonikiirus. Mitmem̃oõtmelise probleemi jaoks saadakse:

∂c

∂t
= D∇2c− v · ∇c (7.10)

või
∂c

∂t
= Dc,ii − vic), i (7.11)

Kui lahustunud molekulidele ṽoi kolloidosakeste ṽoi teatud sorti gaasimolekulidele mõjub x-
suunas v̈aline jõud f ja vaatluse all olevate osakeste liikuvus onm, siis materjali koguvool
on

cfm = cv

Seega selle voolu põhjustatud kontsentratsiooni muutumise kiirus

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
− ∂

∂x
(cv) (7.12)

Mitmemõõtmelisel juhul
∂c

∂t
= Dc,ii − (cvi),i (7.13)

Kui üksiku komponendi kontsentratsiooni muutumise kiirust mõjutab osaliselt difusioon ja osa-
liselt keemiline reaktsioon, siis vastavühem̃oõtmeline ṽorrand omandab kuju

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
+ f(c) (7.14)

kusf(c) on reaktsioonikiiruse seadus ja võib s̃oltuda teiste komponentide kontsentratsioonidest
ning välistest m̃ojudest nagu valgustatus.

7.2 Lõplike elementide ṽorrandid

Lõplike elementide ṽorrandite formulatsioon ṽoib põhineda ṽorranditel (7.5) , (7.7) , (7.8) ,
(7.11) ṽoi (7.13) mitmem̃oõtmeliste probleemide korral. Olgu näitena aluseks ṽorrand (7.5)

ċ−Dc,ii = 0

koos kontsentratsioonigac, mida on l̈ahendatud j̈argmiselt:

c = ΦNcN

Lokaalne l̃oplike elementide ṽorrand saadakse järgmine:
∫

Ω

(ċ−Dc,ii)ΦNdΩ = 0

või
ANM ċM +BNMcM = fN (7.15)

kus

ANM =

∫

Ω

ΦNΦMdΩ (7.16)

BNM =

∫

Ω

DΦN,iΦM,idΩ (7.17)
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fN =

∫

Γ

Dc,iniΦNdΓ =

∫

Γ

JiniΦidΓ (7.18)

Sisendvool̈aärtel on antudfN -ga ṽorrandist (7.18) . Saab seadaJini = J0 nii, et

fN =

∫

Ω

J0ΦNdΩ

Kui difusiooni kirjeldab ṽorrand (7.11) , siis saadakse
∫

Ω

(ċ− dc,ii + vic,i)ΦNdΩ = 0 (7.19)

või
ANM ċM +BNMcM + ENMcM = fN

kus

ENM =

∫

Ω

viΦNΦM,idΩ

kusjuures̈ulejäänud suurused on samad, mis varemalt. Püsiv kiirusvi määratakse v̈alisjõufi ja
vaatluse all olevate osakeste liikuvuse korrutisena.

Võrrandis (7.19) olevad standardsed testfunktsioonidΦN on identsed kasutatud proovifunkt-
sioonidega. Konvektsiooniliikme olemasolu annab oma panuse lahendi ebastabiilsusesse või
ostsilleerumisse, kui ṽorgusilmi v̈aiksemaks tehakse. Samas võivad vastuvoolulised lõplikud
elemendid kompenseerida selle raskuse ja anda monotoonse konvergeeruvuse. Seda võib saa-
vutada spetsiaalsete testfunktsioonidega, mille järk on k̃orgem kui proovifunktsioonidel. Sellisel
juhul:

∫

Ω

(ċ−Dc,ii + vic,i)WNdΩ = 0 (7.20)

koos c = ΦNcn, kus ΦN -i võib vaadelda standardse lineaarse interpolatsioonifunktsioonina.
Siis testfunktsioon

WN = ΦN + ΨN (7.21)

kusΨN ühedimensionaalse juhu jaoks on antud kui

Ψ1 =
3α

h2
x(x− h) Ψ1 = −Ψ2

Kahedimensionaalsete isoparameetriliste elementide jaoks on soovitatud, et

WN = [Φn(ξ) + ΨN(ξ)][ΦN(η) + ΨN(η)] (7.22)

Ψ1(ξ) =
3α

4
(ξ2 − 1) = Ψ4(ξ) = −Ψ2(ξ) = −Ψ3(ξ)

Ψ1(η) =
3β

4
(η2 − 1) = Ψ2(η) = −Ψ3(η) = −Ψ4(η)

kusjuuresα ja β märgid kattuvad antud sõlme kiiruse m̈arkidega. Erinevad ṽorrandi (7.20)
maatriksid on n̈uüd antud kui:

ANM =

∫

Ω

WNΦMdΩ BNM =

∫

Ω

DWN,iΦM,idΩ ENM =

∫

Ω

v + iWNΦM,idΩ
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Joonis 7.1: 1D difusioon ilma konvektsioonita. Sisendkontsentratsioonc0 = 1E − 5 eemalda-
takse peale esimest ajasammu.D = 0.1. Lineaarne interpolatsioon.

7.3 Näidisprobleemid

7.3.1 Difusioon ilma konvektsioonita

Olgu alul lihtsuse m̃ottesühem̃oõtmeline difusioon koos konvektsiooniga. Poollõpmatu pikkuse
ja ühikulise l̈abilõikega silindri anal̈uütiline lahend on

c =
c0√
4πDt

exp

(

− x2

4Dt

)

(7.23)

kus c0 on aine kogus kohalx = 0, mis allub difusioonile. Praktilistes rakendustes ollakse hu-
vitatud lõplikest piirkondadest ṽoi c0-i konstantsusest teatud aja vältel või aine eemaldamisest
määratud ajaks. Need omadused võib lisada l̃oplike elementide lahendisse. Olgu illustreeri-
miseksühem̃oõtmeline piirkond, mis koosneb 10 elemendist ja 11 sõlmest. Difusioonikoefit-
sientD = 0.1. Alg- ja ääretingimused on:c0 = 1E − 5 kohal x = 1 ja ∂c/∂x = 0 kohal
x = 10. Mõlema otsaga k̈ulgnevad s̃olmed on rohkem l̈ahestikku viidud, et paremini jälgida
väljundandmeid. N̈aites kasutatakse ajutist operaatorit [8, 3-54a] koosθ = 0 (täielik skeem).
Optimaalne∆t on vahemikus1s ≤ ∆t ≤ 10s koos ostsilleerumisega, kui∆t ≤ 1s. Vahemike
∆t > 10s korral moonutatakse varasem kulgära. Sisendkontsentratsioon eemaldatakse pärast
esimest ajasammu. Tulemused joonisel 7.1 järgivad valemi (7.23)üldist trendi l̃opmatu si-
lindri jaoks, kuid sellest n̈aitest on silmn̈ahtav ka l̃opliku mõõtme efekt. Tasakaalulisse olekusse
jõutakse umbest = 500s juures. Seda on kontrollitud∆t = 1, 10, 100s korral.

Joonis 7.2 annab tulemused juhu jaoks, mil sisendkontsentratsiooni ei eemaldata, vaid see
jääb piiramatuks. Siis jõutakse tasakaalulisse olekusse 2000 s pärast. Lahendδt = 10s jaoks
jäävad kergelt maha tulemustestδt = 1s omadest, ṽoimalik, et varasemate sammude moonuta-
tud käigu p̈arast, kuid aja kulgedes jõuavad neile j̈arele.
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Joonis 7.2: 1D difusioon ilma konvektsioonita. Sisendkontsentratsioonc0 = 1E − 5 eemalda-
takse peale esimest ajasammu.D = 0. Lineaarne interpolatsioon.

Antud tüüpi ajutise operaatori korral võib δt valik olla üsna tundlik.δt piirväärtuste m̈aäramiseks
tuleb j̈argidaüldisi juhiseid sektsioonis [8, ptk. 3-3-3]. Tuleb märkida, et m̃onel juhul ẗapsus
suurematedeltat väärtuste korral halveneb, samas kui vastupidine toimubülejäänutel juhtu-
del. See on tingitud sellest, etδt piirväärtused nii, nagu need ilmuvad laiendusmaatriksisse, on
mõjutatud l̃oplike elementide formulatsiooni füüsikalistest ja geomeetrilistest parameetritest.

7.3.2 Konvektiivne difusioon (Neumanni-Dirichlet’ probleem)

Käesoleva n̈aite eesm̈argiks on demonstreerida konvektiivse liikme ( (7.19) ja (7.20) ) efekti.
Alg- ja ääretingimused on samad, mis eelmises näites. Koos lineaarsete proovifunktsioonide-
ga ΦN ja 2. järku testfunktsioonidegaWN omandavad mitmesugused maatriksid alljärgnevad
kujud:

ANM =
h

12

[

1 −1
5 7

]

BNM =
D

h

[

1 −1
−1 1

]

CNM = v

[

0 0
−1 1

]

Valemis (7.22) onα = 1

Lahend 10 ṽordse elemendi,c0 = 1E − 5 kohalx = 0 ajavahemiku0 ≤ t ≤ ∞ ja ∂c/∂t = 0
kohalx = 10 korral on joonisel 7.3 . Suurem konvektsioonikiirus lükkab vastuse kiiresti ta-
sakaalulisse olekusse. Joonisel 7.4 on lahendi koondumiskarakteristikud ṽorgu viimistlusel
testfunktsioonideΦN ja WN korral. Vastusuunaliste lõplike elementide, mis kasutavad test-
funktsiooneWN efektiivsus pole antud n̈aites kasutatud̈aäretingimuste puhul nii ilmne. Vas-
tusuunaliste elementide väärtus on aga seotud Dirichlet’ probleemiga ning seda käsitletakse
järgmises n̈aites.
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Joonis 7.3: Difusioon koos konvektsiooniga. 10 võrdse pikkusega lineaarelementi.∆t = 10s,
D = 0.1. Petrov-Galerkiniupwind-difusioon parameetriga 0.5.
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Joonis 7.4: Difusioon koos konvektsiooniga. 10 võrdse pikkusega lineaarelementi.∆t = 10s,
D = 0.1. Tavalised elemendid ja Petrov-Galerkiniupwind-difusioon parameetriga 0.5. Muutuv
elementide arv.
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Joonis 7.5: Difusioon koos konvektsiooniga.c(0) = 0, c(1) = 1, D = 0.1, ∆t = 10s. Kont-
sentratsioon ajahetkelt = 2000s.
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Joonis 7.6: Difusioon koos konvektsiooniga.c(0) = 0, c(1) = 1,D = 0.1, ∆t = 10s. Koondu-
mine koos ṽorgu peenendamisega ajahetkelt = 2000s ja v = 5m/s korral.
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7.3.3 Konvektiivne difusioon (kahepunktiline rajaprobleem)

Nii (7.19) kui ka (7.20) lahendis olid̈aäretingimusteksc(0) = 0 ja c(1) = 1. Kuigi tasakaalu-
olekusse j̃outakse umbest = 50s kohal, integreeritaksëule aja kuni 2000 s jooksul (joonis 7.5
et veenduda, et tasakaal on lõplik. Tasakaaluoleku täpne lahend on

c =
exp(Px) − 1

exp(P ) − 1

kusP = v/D on Peclet’ arv.v = 1(P = 10) jaoks on regulaarse lõpliku elemendi (Φn) lahend
peaaegu identne täpse tasakaaluoleku lahendiga, kuid see ostsilleeribägedalt, kuiv on jõudnud
väärtuseniv = 5(P = 50). Pilk joonisele 7.6 paljastab, et vastusuunaline lõplik element (WN )
annab monotoonse koonduvuse täpseks lahendiks, samas kui tavaline lõplik element kukub
armetult l̈abi.
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8 Vooludünaamika. Kokkusurumata voolamine

8.1 Liikumisvõrrandid ja ideaalse vedeliku pidevus

Ideaalse vedeliku liikumist kirjeldab Euleri võrrand

αi =
DVi
Dt

= V̇i + Vi,jVj =
1

ρ
(Gi − P,i) (8.1)

kus gravitatsioonij̃oud on defineeritud kui

Gi = ρFi = −(ρgH),i = −J,i (8.2)

Siin g on raskuskiirendus jaH on kõrgus maa suhtes̈ule teatud nullpunkti. Asendades valemi
(8.2) võrrandisse (8.1)

V̇i + Vi,jVj = −1

ρ
(P + J),i (8.3)

või
∂V

∂t
+ (V · ∇)V = −∇

(

P

ρ
+
J

ρ

)

(8.4)

Valemeist [8, 1-10b], (8.3) ja (8.4) tuleneb, et

a =
∂V

∂t
+ ∇

(

V 2

2

)

−∇× ω = −∇
(

P

ρ
+
J

ρ

)

Stabiilse liikumise korral

∇× ω = ∇
(

P

ρ
+
V 2

2
+ gH

)

Mittepöörleva liikumiseω = 0 jaoks

∇
(

P

ρ
+
V 2

2
+ gH

)

= 0

Pärast integreerimist saadakse
P

ρ
+
V 2

2
+ gH = Γ (8.5)

See on tuntud kui Bernoulli’ ṽorrand. SuurusΓ on konstantne, kuiω = 0 või V = 0. Bernoulli’
võrrandi ṽoib üldistada, kaasates mittepüsiva liikumise:

∂V

∂t
+ ∇

(

P

ρ
+
V 2

2
+ gH

)

= 0

Kasutades ṽordustV = ∇φ:

∇
(

∂φ

∂t
+
P

ρ
+
V 2

2
+ gH

)

= 0 (8.6)

või
∂φ

∂t
+
P

ρ
+
V 2

2
+ gH = Γ(t) (8.7)
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8.2 2D mitteviskoosne vool

8.2.1 Lõplike elementide formuleeringud

Vooluprobleemides arvutatakse kas voolufunktsioonid või kiiruse potentsiaalid. Kiiruse jaotust
kirjeldab valem:

Vi = ǫijψ,j

või
Vi = φ,j

Üldiselt s̃oltub valik kiiruse potentsiaali ja voolufunktsiooni vahel l õplike elementide mudelis
sellest, kummäaäretingimusi on lihtsam m̈aäratleda. Kummalgi pole teise eest eelist, kui geo-
meetria on lihtne.

Vaatleme Laplace’i ṽorrandit [8, 4-71], kus voolufunktsiooniψ võib lähendada lõplikes ele-
mentides kujul

ψ = ΦNψN

koosN = 1, 2, . . . , r (r on s̃olmede koguarv elemendis),ΦN on interpolatsioonifunktsioonid ja
ψN onψ väärtused s̃olmedes. Olgu [8, 4-71] jääk võrdne j̈aägigaǫ. Siis

∇2ψ = ǫ (8.8)

Nüüd võtta arvesse jäägiruumi (8.8) ortogonaalprojektsiooni alamruumi, mida on täiendatud
interpolatsioonifunktsioonidegaΦN , mis k̈aituvad Galerkini m̃ottes kaalufunktsioonidena:

(ǫ,ΦN) =

∫

Ω

ψ,iiΦNdΩ = 0 (8.9)

Kasutades Greeni-Gaussi teoreemi, saadakse:
∫

Γ

ψ,iniΦ̌NdΓ −
∫

Ω

ψ,iΦN,idΩ = 0

või
{∫

Ω

ΦN,iΦM,idΩ

}

ψM =

∫

Γ

ψ,iniΦ̌NdΓ (8.10)

Siin Φ̌N on interpolatsioonifunktsioon, mis vastabäärevoolule ṽoi voolufunktsiooni normaal-
gradiendile.

Lihtsustades:
ANMψM = FN (8.11)

kusANM ja FN on vastavalt koefitsientide maatriks ja vooluvektor:

ANM =

∫

Ω

ΦN,iΦM,idΩ (8.12)

∫

Γ

ψ,iniΦ̌NdΓ (8.13)

Vooluvektorit ṽoib väljendada alternatiivkujul:

FN =

∫

Γ

ǫjiVjniΦ̌NdΓ (8.14)
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Joonis 8.1: Rajakiirused: (a) voolufunktsiooniääretingimused; (b) potentsiaalifunktsiooni
ääretingimused.
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Olgu kiiruse jaotus kaldu olevate sõlmede 1 ja 2 vahel joonisel 8.1 lineaarne.Ühikulise
paksuse jaoks

FN =

∫ l

0

ψ,iniΦ̌Nds =

∫ l

0

{

∂ψ

∂x
Φ̌Ncos(n, x) +

∂ψ

∂y
Φ̌Ncos(n, y)

}

ds (8.15)

või

FN =

∫ l

0

ǫjiVjniΦ̌Nds =

∫ l

0

[Vxcos(n, y) − Vycos(n, x)]Φ̌Nds (8.16)

ǫjiVjni esindab piirpinnaga joonisel 8.1 (a) paralleelse rajakiiruse komponente. Kui sissetu-
lev kiirusevektor on risti piirpinnaga, siis on sellineäär potentsiaalijooneks, millel peab asuma
ǫjiVjni. Sellisel juhul kaobFN hoolimataääre sisendpinna orientatsioonist. Füüsikaliselt on
FN piirpinnaga paralleelse voolu suurus. Ilmselt sellist voolusuurust ei eksisteeri näiteks pa-
ralleelseltääre sisendiga, kui sisenev vool on risti sisendiga. Sisendisuhtes muutuva suuruse
suvaliste nurkade all olevateäärekiiruste jaoks ṽoib teha l̈ahenduseǫjiVjni = ǫjiΦ̌MV

M
j ni, kus

Φ̌1 = 1 − s/l ja Φ̌2 = s/l. Siis

FN =

∫ 1

0

ǫjiVjniΦ̌Nds =

∫ 1

0

ǫjiΦ̌MV
M
j niΦ̌Nds

või

FN =

∫ l

0

(Φ̌MV
M
x n2 − Φ̌MV

M
y n1)Φ̌Nds

Integreerimine annab

FN =

[

F1

F2

]

=
1

3





V 1
x n2 − V 1

y n1 + V 2
x n2

2
− V 2

y n1

2

V 1
x n2

2
− V 1

y n1

2
+ V 2

x n2 − V 2
y n1



 (8.17)

Siin vastavad suunakoosinusedn1 ja n2 sõlmkiirustele.

Kui voolufunktsiooni asemel kasutatakse kiiruse potentsiaali, siisφ = ΦNφN . Tehes l̈abi sama-
suguse arutluse nagu (8.8) . . . (8.11) , saadakse

ANMφM = FN (8.18)

kusANM on sama, mis (8.12) , kuiFN on kujul:

FN =

∫

Γ

φ,iniΦ̌NdΓ =

∫

Γ

ViniΦ̌NdΓ (8.19)

Vini esindab pinna suhtes normaaläärekiirusi (joonis 8.1 (b)). SestapVini saab l̈ahendada
Φ̌MV

N
i ni-ga, saades:

FN =

∫ l

0

Φ̌MV
M
i niΦ̌Nds

või

FN =

[

F1

F2

]

=
1

3





V 1
x n1 + V 1

y n2 + V 2
x n1

2
+

V 2
y n2

2

V 1
x n1

2
+

V 1
y n2

2
+ V 2

x n1 + V 2
y n2



 (8.20)
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Galerkini meetodi asemel võib kasutada Rayleigh-Ritz’i meetodit, et saada lõplike elementide
analoog Laplace’i ṽorrandile. Esmalt on vaja funktsionaali kujul:

I(ψ) =

∫

Ω

(xi, ψ, ψ,i)dΩ (8.21)

milles võistlevad funktsioonidψ(xi) eeldavad eelnevalt m̈aäratud pidevaid v̈aärtusiψ = ψ(s)
regiooniΩ rajalΓ. Variatsiooniline funktsionaal on kujul

f(xi, ψ, ψ,i) =
1

2
ψ,iψ,i (8.22)

kus
ψ = ΦNψN

(8.21) ja (8.22) valguses saadakse

I =
1

2

∫

Ω

ψ,iψ,idΩ (8.23)

Integraali varieerimine voolufunktsiooni sõlmväärtuste suhtes annab

δI =
∂I

∂ψN
∂ψN =

{∫

Ω

ψ,i
∂ψ,i
∂ψN

dΩ

}

∂ψN

või

δI =

{∫

Ω

ψ,iΦN,idΩ

}

∂ψN = 0 (8.24)

Green-Gaussi teoreemist saadakse:

δI =

(∫

Γ

ψ,iniΦ̌NdΓ −
∫

Ω

ψ,iiΦNdΩ

)

∂ΨN =

(∫

Γψ,iniΦ̌NdΓ

)

∂ψN (8.25)

Võrrandeist (8.24) ja (8.25) :
{∫

Ω

ΦN,iΦM,idΩ

}

ψM =

∫

Γ

ψ,iniΦ̌NdΓ

või
ANMψM = FN (8.26)

mis on identne valemiga (8.11) , mis saadi Galerkini meetodist. On selge, et variatsioonilise
funktsionaali m̈aäramine selliselt nagu valemis (8.23) pole kõige kergem, kui vastavad dife-
rentsiaalṽorrandid on enam komplitseeritud. Seepärast on Galerkini meetod palju mugavam,
kuna ei vaja selliseid funktsionaale.

Järgmiseks uuritaksëaäretingimuste kohtlemist 2D voolamiselümber paralleelsete plaatide va-
hel oleva silindri, nagu n̈aidatud joonisel 8.2 .

Voolufunktsiooni formuleerimine (joonised 8.2 (b,c)).Sümmeetria t̃ottu kasutatakse kvad-
ranti a-b-d-c-g. Piirid a-g-c ja b-d on voolujooned ja konstantsed. Võrdluse eesm̈arkidel olgu
ψ = 0 pikki a-g-c. Kuna sisendi vaba voolu kiirus on konstantne pikkia-b

∫ ψb

ψa

dψ =

∫ yb

ya

Vxdy (8.27)
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Joonis 8.2: Vool̈umber silindri: (a) terve piirkond; (b) kvadrandiψ ääretingimused; (c)̈ulemise
pooleψ ääretingimused; (d) kvadrandiφ ääretingimused; (e)̈ulemise pooleφ ääretingimused.

Integreerides saadakse:

Vx =
ψb − ψa
yb − ya

(8.28)

Kunaψa oli null, siisψb = 2 vaba voolu kiiruseVx = 1 jaoks, koosψ väärtuste lineaarse muu-
tumisega 0-st 2-nia-b vahel jaψ = 2 b-d vahel. Seega saabψ väärtusi pikki piireg-a-b-dkui
Dirichlet’ rajatingimusi. K̃oik võrrandist (8.17) arvutatud Neumanni rajatingimused on nullid
(n1 = 1, n2 = 0) pikki piire a-b ja c-d.

Kui vaba voolu kiirus pole konstantne, kuid siiski risti sissep̈aäsuga, siis tuleb integraali (8.17)
arvutamiselVx-i käsitleday funktsioonina. Kui vaba voolu kiirus pole risti sissepääsuga, siis
Neumanni rajatingimusi esindavFN pole null ja see tuleks arvutada võrrandist (8.17) M̃olemal
juhul s̈ummeetria ei s̈aili ja kogu piirkonda tuleb analüüsida. Seega saab Dirichlet’ rajatingimu-
si naguψ = 0 määrata kas pikkïulemist ṽoi alumist plaati.

Kiiruspotentsiaali formuleerimine (joonised 8.2 (d,e).Kui l õplike elementide ṽorrandeis ka-
sutatakse kiiruspotentsiaalifunktsiooni, siis on ilmseks rajatingimuseks, etφ on konstant pikki
a-b ja d-c (kasutatakse vaid kvadranti). Võrdlusv̈aärtusedφ võib määrata kui Dirichlet’ tingi-
mused pikkid-c. Siiski kehtivad sissep̈aäsu jaoks Neumanni tingimused (8.20) . Tingimust
φ = const. ei pea pikkia-b rakendama, sest seal tuleb kasutada Neumanni tingimusi, etsisse
viia sisendinfot. Pikki piireb-d ja a-g-c on Neumanni tingimusφ,ini = Vini = 0 automaat-
selt rahuldatud, kuiFN = 0. Kui kasutatakse kogüulemist poolpiirkonda, siis tuleb pikkie-f
rakendada ka∂φ

∂n
= vx
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Joonis 8.3: Diskreetimine voolu jaoksümber silindri (73 s̃olme, 111 elementi).

Joonis 8.4: J̈amedam ṽork voolu jaoksümber silindri.

8.2.2 Arvutused kolmnurkelementidega

Olgu vaatluse all vool̈umber l̃opmatult pika silindri, mis asub sümmeetriliselt kahe lõpmatu
ulatusega tasaplaadi vahel. Olgu valitud ekvivalentne lõplik piirkond, nagu n̈aidatud joonisel
8.2 .Õige rajatingimuste valiku korral saab kasutada ainult veerandit kogu piirkonnast.

Voolufunktsiooni formuleerimineDimensioonide valik voolu suunas on suvaline, kuid vaba
voolu kiirust eeldatakse olevat valdav piisavalt suurtel kaugustel silindrist. Siinses näites ka-
sutatakse kolmnurkelemente ja sõlmed on nummerdatud lühemas suunas, ei tee siksakke ja
liigub samas suunas (joonis 8.3 ). Sellised skeemid vähendavad k̃orvutiste s̃olmede numbrite
erinevused miinimumini ja annavad panuse kitsaribaliselemaatriksile, et oleks ṽoimalik saada
stabiilsem ja ẗapsem lahend. Kuna realistlik diskreetimine, nagu joonisel 8.3 n̈aidatud, viib
suure arvu ṽorranditeni, tuleks numbrilise demonstratsiooni huvidesvaatluse alla ṽotta toorem
lähendus joonisel 8.4 . Voolufunktsioon eeldatakse olevat lineaarselt varieeruv elemendi piires:

ψ = ΦNψN (N = 1, 2, 3) (8.29)

Võrrandist [8, 2-17]
ΦN = aN + bNx+ cNx (8.30)
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Joonis 8.5: Elementide 1 ja 2 lokaalsed ning globaalsed sõlmed.

a1 = (x2y3 − x3y2)/2A a2 = (x3y1 − x1y3)/2A a3 = (x1y2 − x2y1)/2A

b1 = (y2 − y3)/2A b2 = (y3 − y1)/2A b3 = (y1 − y2)/2A

c1 = (x3 − x2)/2A c2 = (x1 − x3)/2A c3 = (x2 − x1)/2A

(8.31)

kusA on kolmnurkelemendi pindala. Lõplike elementide ṽorrand on kujul:

ANMψM = FN (8.32)

Laiendades:




A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33









φ1

φ2

φ3



 =





F1

F2

F3



 (8.33)

kus

A11 =

∫

Ω

Φ1,iΦ1, idΩ =

∫

Ω

(Φ1,1Φ1,1 + Φ1,2Φ1,2)dΩ =

∫

Ω

(b21 + c21)dΩ =

∫

Ω

(b21 + c21)dxdydz

xy-tasandiga risti oleväuhikpaksuse jaoks:

A11 = A(b21 + c21) (8.34)

Teised koefitsiendid m̈aäratakse analoogselt, saades:

ANM = A





b21 + c21 b2b1 + c2c1 b3b1 + c3c1
b2b1 + c2c1 b22 + c22 b3b2 + c3c2
b3b1 + c3c1 b3b2 + c3c2 b23 + c23



 (8.35)

Et arvutadaANM kõigi elementide jaoks, on esmalt vaja nummerdada elemendi sõlmed suvali-
selt, kuid vastup̈aeva. Vastup̈aeva nummerdamine on vajalik selleks, et vältida ṽorrandis (8.30)
pindalaA muutumist negatiivseks. Kuna elemendi 1 koordinaadid on (joonised 8.4 , 8.5 )

x1 = 0 y1 = 2
x2 = 0 y2 = 1
x3 = 2.5 y3 = 2

siis arvutatakseb-d jac-d nende koordinaatide jaoks ja saadakse elemendi 1 koefitsientide maat-
riks

(ANM)1 =





1.45 −1.25 −0.2
−1.25 1.25 0
−0.2 0 0.2
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Sarnaselt saadakse teiste elementide jaoks:

(ANM)2 =





0.2 −0.2 0
−0.2 1.45 −1.25

0 −1.25 1.25



 (ANM)3 =





0.2 0 −0.2
0 1.25 −1.2

−0.2 −1.25 1.45





(ANM)4 =





1.25 −1.25 0
−1.25 1.45 −0.2

0 −0.2 0.2



 (ANM)5 =





0.5 −0.5 0
−0.5 1 −0.5

0 −0.5 0.5





(ANM)6 =





0.5 0 −0.5
0 0.5 −0.5

−0.5 −0.5 1



 (ANM)7 =





0.5 −0.5 0
−0.5 1 −0.5

0 −0.5 0.5





(ANM)8 =





0.5 0 −0.5
0 0.5 −0.5

−0.5 −0.5 1



 (ANM)9 =





0.5 0 −0.5
0 0.5 −0.5

−0.5 −0.5 1





(ANM)10 =





1 −0.5 −0.5
−0.5 0.5 0
−0.5 0 0.5





Elementide maatriksid tuleb nüüd üheks koondada:

Aαβψβ = fα (8.36)

Aαβ =
e=10
∑

e=1

A
(e)
NM∆

(e)
Nα∆

(e)
Mβ Fα =

∑

Γ

F
(e)
N ∆

(e)
Nα

N,M = 1, 2, 3 ja α, β = 1, 2, . . . 10. Kuna joon 8-9-10 on konstantne voolujoon, võib pikki
seda seadaψ = 2. Seega peabψ = 1 sõlmes 4 jaψ = 2 sõlmedes 1, 2 ja 3, nagu arvutatud
võrrandist (8.28) . Need on Dirichlet’ rajatingimused. Kõik Neumanni rajatingimused on ra-
huldatud, kui seadaψ,ini = 0 või FN = 0 kõigi vertikaalpiiri s̃olmede jaoks.

Koostatud globaalseid lõplike elementide ṽorrandeid (8.36) tuleb modifitseerida vastavalt
ääretingimustele, saades näiteks:





















1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 4.9 −1 0
0 0 0 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 −1 2









































ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6

ψ7





















=





















2
2
2
1

2.5 + 0.4
2 + 1

1





















(8.37)

Jättes k̃orvale 4 esimest ṽorrandit, on vaja lahendada vaid




4.9 −1 0
−1 4 −1

0 −1 2









ψ5

ψ6

ψ7



 =





2.9
3
1



 (8.38)

millest saadakse
ψ5 = 0.845
ψ6 = 1.241
ψ7 = 1.120
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1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
y

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

2.8

3.0

V
x /m

/s

Joonis 8.6: Kiiruse jaotus silindri harjal pikki vertikaaljoont.

Kuna voolufunktsioon on eelduse kohaselt lineaarne sõlmede vahel, siis on kiirus konstantne
ja s̃olmedevaheline kiirus arvutatakse valemist (8.28) . Näiteks pikki vertikaaljoon 10-7-3 saa-
dakse:

(Vx)7−10 =
ψ7 − ψ10

y7 − y10

=
1.12 − 0

1.5 − 1
= 2.24

(Vx)3−7 =
ψ3 − ψ7

y3 − y7

=
2 − 1.12

2 − 1.5
= 1.76

Neid tulemusi saab ṽorrelda l̈ahendatud analüütilise lahendiga kujutiste meetodi abil. Arvesta-
des, et joon 9-10 on ringikujuline segment, on voolufunktsioon ja horisontaalkiirus antud kui

ψ = U

{

y −
H
2π
sinh2

(

πb
H

)

sin
(

2πy
H

)

[

cosh2
(

πx
H

)

− cos2
(

πy
H

)]

}

(8.39)

Vx =
∂ψ

∂y
= U

{

1 − sinh2
(

πb
H

)

cos
(

2πy
H

)

cosh2
(

πx
H

)

− cos2
(

πy
h

) +
1
2
sinh2

(

πb
h

)

sin2
(

2πy
H

)

[

cosh2
(

πx
H

)

− cos2
(

πy
H

)]2

}

(8.40)

kusx, y on koordinaadid silindri keskpunktist,b on raadius jaH on kahe plaadi vaheline verti-
kaalkaugus. Joonisel 8.6 on antud simulatioonist saadud kiirused pikki vertikaaljoonẗulalpool
silindriharja.

Üldiselt loodetakse lõplike elementide lahendi täpsuse paranemist koos peenema võrgu ja k̃or-
gemat j̈arku interpolatsioonifunktsioonidega. Mitteregulaarnevõrk koos ñoelasarnaste elemen-
tidega v̈ahendavad täpsust.

Kiiruspotentsiaali formuleerimineArvutused kiiruspotentsiaali formuleeringu kaudu erinevad
vaid õige pisut voolufunktsiooni formuleeringu kasutamisest.Globaalselt koostatud koefitsien-
tide maatriksid on identsed. Erinevad ainult rajatingimused. Probleemi jaoks joonisel 8.4 võib
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seadaφ3 = φ7 = φ10 = 0 või suvalise sobiva v̈aärtuseφ-le. Nüüd on olemas Neumanni
ääretingimusedFN 6= 0:

FN =

∫

Γ

φ,iniΦ̌NdΓ =

∫

Γ

viniΦ̌NdΓ

Võrrandist (8.20) saadakse koosVx = 1, Vy = 0, n1 = 1, n2 = 0 ja l = 1 piiride 1-4 ja 4-8
jaoks:

FN =
lVx
2

[

1

1

]

=
1

2

[

1

1

]

Kõigi teiste piiride jaoksFN = 0 ja seega on koostatud väljundvektor

Fα =
E
∑

e=1

F
(e)
N ∆

(e)
Nα

(

α = 1, 2, . . . , 10
E = 1, 2, . . . , 10

)

või

Fα =

[

1

2
0 0 1 0 0 0

1

2
0 0

]T

Seega omandavad globaalsed võrrandid kuju:
































1.45 −0.2 0 −1.25 0 0 0 0 0 0
2.45 0 0 −1.25 −1.0 0 0 0 0

1.0 0 0 −0.5 −0.5 0 0 0
2.9 −0.4 0 0 −1.25 0 0

4.9 −1.0 0 0 −1.75 −0.5
4.0 −1.0 0 0 −0.5

1.0 0 0 −0.5
symm 1.45 −0.2 0

1.95 0
1.5

































































φ1

φ2

φ3

φ4

φ5

φ6

φ7

φ8

φ9

φ10

































=

































0.5
0
0
1
0
0
0

0.5
0
0

































(8.41)
Kunaφ3 = φ7 = φ10 = 0, siis saab v̈alja jätta 3., 7. ja 10. rea ning veerudühtedega diagonaali-
del ja lahendada järelej̈aänud7 × 7 võrrandit. Seega saadakse:

φ1 = 3.787, φ2 = 1.204, φ3 = 0, φ4 = 3.841, φ5 = 1.261

φ6 = 6.161, φ7 = 0, φ8 = 3.827 , φ9 = 1.491, φ10 = 0

Neist saab arvutada keskmisex-kiiruse s̃olmede 6 ja 7 vahel:

(Vx)6−7 =
φ6 − φ7

x6 − x7

=
6.161 − 0

0.5
= 1.2322

Kuna antud n̈aites kasutati j̈amedat ṽorku, siis ei saa oodata m̃oistlikke tulemusi.

Kiirusi saab arvutada iga elemendi raskuskeskmes kui

Vx =
∂ψ

∂y
=
∂ΦN

∂y
ψN (8.42)

Vy = −∂ψ
∂x

= −∂ΦN

∂y
ψN (8.43)
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Joonis 8.7: Veelaine liikumine basseinis.

ψ formuleeringu jaoks ja

Vx =
∂φ

∂x
=
∂ΦN

∂x
φN (8.44)

Vy =
∂φ

∂y
=
∂ΦN

∂y
φN (8.45)

φ formuleeringu jaoks. Kui kasutatakse 4-sõlmelisi isoparmeetrilisi elemente, siis on võimalik
arvutada kiirusi s̃olmedes pikki joont d-c, kui asendada sõlmedele vastavad isoparameetrilised
koordinaadid(1,−1).

8.3 Laine liikumine madalas basseinis

8.3.1 P̃ohivõrrandid

Laine liikumine madalas basseinis on paljude praktiliste tehniliste probleemide osa, näiteks
lahe kujundamine. Lihtsuse m̃ottes eeldada ideaalset vedelikku, jättes k̃orvale piirih̃oõrdumiste
hajutavad efektid. Konvektsiooniliiget väljajättev liikumisṽorrand eeldatakse olevat kujul

V̇ − Fi +
1

ρ
P,i −Wi = 0 (8.46)

kusFi on väike ḧairitusjõud, mis m̃ojub veele v̈aikese s̈ugavusegaH kanalis olevale veele,
nagu n̈aidatud joonisel 8.7 . Vertikaaljõu F3 − Fz võib lugeda konstantseks, sestz muutub 0
kuniH-ni väikese gravitatsioonikiirenduseg väärtuse muutumisega.Wi on tuulest tingitud j̃oud
pinnal

Wi =
τi

H + ζ
(8.47)

kusτi on tuule kiiruse ruut (ft2/s2). Häirituse p̃ohjustatud r̃ohk on

P = ρg(H + ζ) (8.48)

kusζ on muutuv laineamplituud̈ule keskmise veepinna (MWL -mean water level. Asendades
võrrandi (8.48) ṽorrandisse (8.46) ja mitte arvestadesFi-d:

V̇i −Wi + gζ,i = 0 (8.49)

Olgu ζ(i = 1, 2) nihkekomponendid. Siis on kiirus:

Vi = ξ̇i (8.50)
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Kuna ḧairitud ja ḧairimata olekute massid peavad olema võrdsed, siis

ρ(H + ζ)

(

dx1 +
∂ξ1
∂x1

)

dx1)

(

dx2 +
∂ξ2
∂x2

dx2

)

= ρHdx1dx2

Selle laiendamine ja teist järku liikmete ḧulgamine annab

ρζ = −ρHξi,i (8.51)

Võrrandi (8.51) diferentseerimine aja järgi annab koos ṽorrandiga [8, 10-5-103]

ζ̇ +HVi,i = 0 (8.52)

Kui kõrgusH on muutuv, siis omandab võrrand (8.52) kuju

ζ + (HVi),i = 0 (8.53)

Lõplike elementide analüüsis ṽoibH võtta v̈aikese elemendi piires võrrandis (8.52) konstant-
seks ja lubada varieeruda elemendist elementi, kui eksisteerivad muutuvad s̈ugavused.

Lõpuks, diferentseerides võrrandit (8.52) aja j̈argi ja kasutades ṽorrandit (8.49) , saadakse

ζ̈ − c2ζ, ii = −HWi,i (8.54)

kusc on levi- või lainekiirusc =
√
gH. kui välised ḧairitusjõudWi puuduvad, siis

ζ̈ − c2ζ, ii = 0 (8.55)

See on standardne lainevõrrand ḧupeboolsel kujul. Kuna etteennustatud liikumine on harmoo-
niline, tuuakse sisse võrdus

ζ(xi, t) = η(xi)cosωt (8.56)

kusη(xi) on ζ(xi, t) maksimumamplituud jaω on laine liikumis sagedus

ω =
2π

T

kusT on harmooniku periood. Asendades valemi (8.56) võrrandisse (8.55) , saadakse Helm-
holtzi võrrand kujul

c2η,ii + ω2η = 0 (8.57)

Lõplike elementide analüüsi võib teha koos sobivatëaäretingimustega nii ṽorrandil (8.54) ,
(8.55) ṽoi (8.57) baseerudes.

8.3.2 Lõplike elementide formuleering

Tehnilistes rakendustes võib lahendada ṽorrandi (8.54) , et m̈aärata laine amplituudid vastavalt
eelkirjeldatud ḧairitusjõududele. Alternatiivselt saab võrrandite (8.55) ja (8.57) baasil formu-
leerida omav̈aärtus̈ulesande, et arvutada sagedused ja laine liikumise moodidekujud omav̈aär-
tuste ja -vektorite lahendite kaudu.

Olgu esmalt vaatluse all liikumisvõrrand (8.54) . Selle ṽorrandi variatsioonilise p̃ohimõtte saa-
miseks ṽoib kasutada mugavat Galerkini kaalutud keskmiste meetodit. Esmalt l̈ahendatakse
laine amplituudiη(xi) nagu tavaliselt

ζ(xi) = ΦN(xi)ζN
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ja konstrueeritakse Galerkini integraal
∫

Ω

(ζ̈ − c2ζ, ii+HWi,i)ΦNdΩ = 0 (8.58)

Integreerides osade kaupa või kasutades Green-Gaussi teoreemi:

[∫

Ω
ΦNΦMdΩ

]

ζ̈M −
∫

Γ
c2ζ,iniΦ̌N,idΓ +

[∫

Ω
c2ΦN,iΦM,idΩ

]

ζM+
+
∫

Γ
HWiniΦ̌NdΓ −

∫

Ω
HWiniΦN,idΩ = 0

Kompaktses vormis
ANM ζ̈M +BNMζM = FN (8.59)

kusANM ,BNM jaFN on üldiselt tuntud vastavalt kui massimaatriks, jäikusmaatriks ja j̃ouvek-
tor:

ANM =

∫

Ω

ΦNΦMdΩ

BNM =

∫

Ω

c2ΦN,iΦM,idΩ

FN = F
(1)
N + F

(2)
N + F

(3)
N

koos

F
(1)
N = −

∫

Ω

HWiΦN,idΩ F
(2)
N = −

∫

Γ

HWiniΦ̌NdΓ F
(3)
N = −

∫

Γ

c2ζ,iniΦ̌NdΓ

Kui häiritusjõud puuduvad piirkonnas, kuid on rakendatud vaid piiridele, soosF (1)
N on null.Φ̌N

on Wini ja ζ,ini variatsioonide interpolatsioonifunktsioon pikki piire.F (2)
N käitub kui sundiv

jõud, sams kuiF (3)
N on Neumannïaäretingimus. Pikki piire tuleb tagada, et tingimusζ,ini =

∂ζ/∂n = 0.

Võrrandi (8.59) lahendamiseks võib kasutada ajutist ḧuperboolset operaatorit, nagu kirjel-
dab [8, ptk. 3-3-3]. Protseduur on sama nagu demonstreerib [8, ptk. 5-6]. Tuleb m̈arkida, etWi

on võrrandis (8.47)(H + ζ)−1 funktsioon, kuid seda saav hoida konstantsena iga ajasammu
piires ja v̈arskendada koos aja suurendamisega. Võrrandi (8.59) lahend annab vertikaalsõlme-
lise laineamplituudid ja sellest infost saab arvutada iga elemendi horisontaalnihked. Ṽorrandite
(8.49) ja (8.50) seisukohast saab kiirenduskomponendid leida kui

ξ̈r = Wr − gζ,r (r = 1, 2) (8.60)

Selle ṽorrandi saab j̈allegi arvutada sobivat ajutist operaatorit rakendades, et määrata horison-
taalnihkedξr vertikaalniheteζr kaudu, mis on m̈aäratud ṽorrandist (8.59)

Alternatiivne formuleering viib samaaegselt võrrandi (8.46) lahendini koos pidevuse võrran-
diga.Üldise rakenduse jaoks (sügav bassein) on vajalik kaasata konvektsiooni horisontaalliige.
Seega oleksid p̃ohivõrrandid

V̇ + i+ Vi,jVj + gζ,i −Wi = 0 (8.61)

Vi,i = 0 (8.62)

Nende ṽorrandite l̃oplike elementide lahendid on identsed võrrandi [8, 5-93] omadega.
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8.3.3 Omav̈aärtuste lahendid

Praktilistes situatsioonides ei pruugi sisenevad häirivad jõudF (1)
N ja F (2)

N teada olla. Sestap on
tihti kasulik omav̈aärtusprobleemi lahendamisel leida sagedused ja laineamplituudide suhteli-
sed maksimumid. Selles suunas liikudes tehakse võrrandi (8.59) homogeenses osas võrrandi
(8.56) ẗuüpi asendus:

(−ω2ANM +BNM)ηMcosωt = 0

või
(BNM − ω2ANM)ηM = 0 (8.63)

Peale elemendimaatriksi koostamist saadakse globaalne vorm

(Bij − ω2Aij)ηj = 0 (8.64)

Võrrand (8.63) on identne lõplike elementide ṽorrandiga, mida ṽoib tuletada ṽorrandeist
(8.55) ṽoi (8.57) , v.a. rajatingimuseF (3)

N jaoks, mis on ṽorrandite (8.55) ṽoi (8.57) osatule-
tistega liikmete osade kaupa integreerimisel saadav kokkulangevus. Illustrerimiseks olgu vorm
(8.57)

∫

Ω

(c2η,ii + ω2η)ΦNdΩ = 0 (8.65)

koosη(xi) = ΦN(xi)ηN . J̈atkates tavap̈arasel viisil saadakse:

(BNM − ω2ANM)ηM = F
(3)
N

Selle tulemuse ṽoib saada ka ṽorrandist (8.59) koosF (3)
N säilitamisega. Ṽorrandi (8.65) glo-

baalne vorm on
(Bij − ω2Aij)ηj = F

(3)
i (8.66)

η,iηi = 0 pikki piire ja seegaF (3)
i = 0. See viib ṽorrandini (8.64) .nj mittetriviaalse lahendi

jaoks ṽorrandis (8.64) , peab sulgudes olevate liikmete determinant olema 0:

|Bij − ω2Aij| = 0 (8.67)

või maatrikskujul:
|B − ω2A| = 0 (8.68)

See on standardne omaväärtusprobleem. MaatriksAij on mittesingulaarne, samas kui maatriks
Bij on singulaarne. Sestap korrutatakse võrrandit (8.68)A−1

ik -ga:

|A−1
ik Bkj − ω2δij| = 0 (8.69)

või
|A−1B − ω2I| = 0 (8.70)

kusI on ühikmaatriks. Tuleb m̈arkida, etA−1B on mittes̈ummeetriline, kuigiA ja A on mõle-
mad s̈ummeetrilised. On eelistav muutaA−1B sümmeetriliseks enne omaväärtuste lahendamist.
Selleks olguA kujul

A = LLT

kusL on madalam kolmnurkmaatriks, mille diagonaalistülalpool on nullid jaT märgib trans-
poneerimist. Siis

A−1 = (LT )−1L−1 (8.71)
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Kirjutades ṽorrandi (8.64) maatrikskujul koosA−1 läbikorrutatuna:

(A−1B − ω2I)η = 0 (8.72)

Asendades ṽorrandi (8.71) ṽorrandisse (8.72) ning korrutadesLT -ga, siis

(L−1B − ω2LT )η = 0

Olgu
LTη = Y

η = (LT )−1Y (8.73)

Tulemuseks on
(Z − ω2I)Y = 0

kus
Z = L−1B(L−1)T

Seega ṽotab omav̈aärtusprobleem kuju

|Z − ω2I|Y = 0 (8.74)

Nüüd on n̈aha, et maatriksZ on s̈ummeetriline. Omav̈aärtus̈ulesande lahend koosneb omaväär-
tusteω2 ja omavektoriteZ määramisest. Neist saadakse sagedusedω ja tegelikud omavektorid
η võrrandist (8.73) . Tule m̈arkida, et reaalselt huvitavad disaini eemärkidel vaid m̃oned mada-
lama sagedusega moodid.

Olgu n̈aiteks ruudukujuline pind nagu näidatud joonisel [8, 5-32]. Pind on jagatud 25 elemen-
diks 36 s̃olmega. Lahendis kasutatakse isoparameetrilisi elemente. Eeldades, et keskmine vee-
tase on konstantne jagH = 1000s−2, kus g = 32.174ft/s2 ja H = 31.08ft, lahendatakse
omav̈aärtusprobleem (8.67) , (8.68) Givens-Householderi meetodil.

Omav̈aärtuste ruutudest saadud sagedused hertsides on summeeritud tabelis (tab:10-5-4). Kuna
geomeetriaks on ruut, siis on vaid 6-l moodi 36-st sõltumatud, iseloomulikud omaväärtused.
Nendeks on moodid 1, 4, 9, 16, 33 ja 36. Teised moodid esinevadpaaridena. Kui geomeetrial
poleks s̈ummeetriliste telgede paari, siis peaks iga mood olema sõltumatult erinev ja identsete
omav̈aärtustega paare ei tohiks esineda.

Moodikujud ṽoi omavektorid, mis vastavad m̃onedele omavektoritest on joonisel [8, 5-33]. Esi-
mene mood esindab jäiga keha liikumist koos kogu tasandi nihkumisegaüheühiku võrraüles.
Joonis [8, 5-33] n̈aitab graafikuid kolmanda ja kümnenda moodi vahel. Nende moodide kujusid
vaadeldaksex-teljest220o vastup̈aeva ja20o ülalpool tasandit. Omavektorid on ekstrapoleeritud
2. järku v̈ahimruutude meetodiga, mille võeti 20 punkti pikkix- ja y-telge.
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9 Helivõnkumised

Kui staatilise v̈alja võrrandis

Dx
∂2φ

∂x2
+Dy

∂2φ

∂y2
−Gφ+Q = 0 (9.1)

Q = 0 jaG < 0, siis saadakse Helmholtzi võrrand

Dx
∂2φ

∂x2
+Dy

∂2φ

∂y2
+Gφ = 0 (9.2)

Võrrandiga (9.2) kirjeldatavate füüsikaliste probleemide hulgas on lainetused madalas vees ja
helivõnkumised suletud ruumides või sektsioonides.

Helmholtzi ṽorrandi lahend vajab omaväärtus̈ulesande lahendamist, sestääretingimused on sel-
lised, et globaalne jõuvektor{F} on null. Globaalne ṽorrandis̈usteem on kujul[K]{Φ} = {0}.

9.1 1D ṽonkumised

Jäikade piiridega 2D ruumis olevate helivõnkumistega seotud rõhuv̈alja kirjeldavad diferent-
siaalṽorrandid on kujul

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2

w2

c2
φ = 0 (9.3)

kusφ on rõhu muutus mingilẗumbritsevalt v̈aärtuselt,w on laine sagedus jac on laine liikumis-
kiirus aines.Ääretingimuseks on

∂φ

∂n
= 0 (9.4)

Ühem̃oõtmeline analoog ṽorrandile (9.3) on

d2φ

dx2
+
w2

c2
φ = 0 (9.5)

koos tingimusegadφ/dx = 0 igas otsas. Ṽorrandi (9.5) üldine kuju:

D
d2φ

dx2
−Gφ = 0 (9.6)

kusD = 1 jaG = −w2/c2. Esimese liikmed2φ/dx2 jäikusmaatriks on

[k(e)] =
1

L

[

1 −1
−1 1

]

(9.7)

−Gφ-liikme panus elemendi jäikusmaatriksisse on

[k
(e)
G ] = −w

2L

6c2

[

2 1
1 2

]

(9.8)

Võrrandi (9.6) ẗaielik jäikusmaatriks on

[k(e)] =
1

L

[

1 −1
−1 1

]

− w2L

6c2

[

2 1
1 2

]

(9.9)
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Joonis 9.1: Kaheelemendiline võrk 1D torule.

Elemendi j̃ouvektor{f (e)} koosneb nullidest, sest võrrandis (9.6) polëuhtegi allikaliiget ja
ääretingimusdφ/dx = 0 mõlemas otsas ei genereeriühtegi mittenullist liiget{f (e)}-s.

Olgu suletud toru joonisel 9.1 . Lõplike elementide mudel koosneb kahest elemendist. Asenda-
desH/2 L-i võrrandis (9.9) ja korrutades seda võrranditH/2-ga:

[k(e)] =

[

1 −1
−1 1

]

− Z

[

2 1
1 2

]

(9.10)

kus

Z =
w2H2

24c2
(9.11)

Kahe elemendimaatriksi kombineerimine annab tulemuseks kolme ṽorrandiga s̈usteemi:




1 −1 0
−1 2 −1

0 −1 1











Φ1

Φ2

Φ3







− Z





2 1 0
1 4 1
0 1 2











Φ1

Φ2

Φ3







=







0
0
0







(9.12)

või
([KD] − Z[KG]){Φ} = {0} (9.13)

Mõlemad maatriksid[KD] ja [KG] on s̈ummeetrilised;[KG] on positiivselt m̈aäratud, samas kui
[KD] on pooleldi positiivselt m̈aäratud, sest sel on nulline determinant. Omaväärtuste teooria
ütleb, et k̃oik omav̈aärtusedZi, mis rahuldavad ṽorrandeid (9.12) , on selged, reaalsed ja posi-
tiivsed arvud ning vastavad omavektorid{Φ}i on s̃oltumatud.

Omav̈aärtusedZi on Z väärtused, mis teevad võrrandeis (9.12) determinandi nulliks. Kahe
maatriksi kombineerimisel:





(1 − 2Z) −(1 + Z) 0
−(1 + Z) (2 − 4Z) −(1 + Z)

0 −(1 + Z) (1 − 2Z)











Φ1

Φ2

Φ3







=







0
0
0







(9.14)

Determinant on
2(102Z)[(1 − 2Z)2 − (1 + Z)2] = 0 (9.15)

millel on juurväärtused

Z1 = 0 Z2 =
1

2
Z3 = 2 (9.16)

Leidub iga (9.16) juurega seotud omavektor{Φ}i, mille kolme komponenti on ṽoimalik
üheselt m̈aärata, sest ṽorrandis̈usteem on homogeenne. Tavaline protseduur on omistadaühele
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komponendile suvaline väärtus ja lahendadäulejäänud komponendid selle omistatud väärtuse
kaudu.

Omavektor{Φ}1 määratakseZ1 = 0 asendamisega võrrandeisse (9.14) :

Φ1− Φ2 = 0
−Φ1+ 2Φ2 −Φ3 = 0

−Φ2 +Φ3 = 0
(9.17)

Esimene ṽorrandütleb, etΦ1 = Φ2, samas kui kolmandast tuleneb, etΦ2 = Φ3. SeegaΦ1 =
Φ2 = Φ3 ja omavektor on

{Φ}T1 = [1 1 1] (9.18)

kui Φ1 = 1 kasutatakse suvalise väärtusena.

AsendadesZ2 = 1/2 võrdusesse (9.14) :

−3
2
Φ2 = 0

−3
2
Φ1 −3

2
Φ3 = 0

−3
2
Φ2 = 0

(9.19)

Esimene ja kolmas ṽorrand annavad teada, etΦ2 = 0 ja teisest tuleneb, etΦ3 = −Φ1. Kasutades
Φ1 kui suvalist v̈aärtust, saadakse:

{Φ}T2 =]1 0 − 1] (9.20)

Jääbüle ainult n̈aidata, et
{Φ}T3 =]1 − 1 1] (9.21)

Omaṽonkesagedustewn teoreetilised v̈aärtused on

Wn =
nπc

H
(9.22)

wn arvutatud v̈aärtused saab valemi (9.16) antud juurteZ1,Z2 jaZ3 asendamisega võrrandisse
(9.11) ja selle lahendamisegawn suhtes.w arvutatud v̈aärtused

w1 = 0, w2 =
3.464c

H
, w3 =

6.928c

H

on suhteliselt ḧasti ṽorreldavad teoreetiliste väärtustega

w1 = 0, w2 =
3.142c

H
, w3 =

6.283c

H

arvestades seda, et võrk koosneb vaid kahest elemendist.

Teoreetilistel moodikujudel on̈uldine vormP = cos(nπx/H). Teoreetilised moodikujud ja
arvutatud omavektorid on joonisel 9.2 . Esimese moodi teoreetiline ja arvutatud kuju langevad
kokku.
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Joonis 9.2: 1D toru teoreetilised ja arvutatud moodid: (a) esimene mood, (b) teine mood, (c)
kolmas mood.

Joonis 9.3: Neljaelemendiline võrk 2D ruumile.
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9.2 2D ṽonkumised

2D helivõnkumiste ṽorrandid jaääretingimused on antud valemitega (9.3) ja (9.4) . Elemen-
tide maatriksid on [7, 7.36] ja [7, 7.38] kolmnurkse elemendi jaoks ning [7, 7.49] ja [7, 7.55]
nelinurkse elemendi jaoks.

Nelinurkne 20x10 m ruum on jagatud neljaks kolmnurkseks elemendiks joonisel 9.3 . Definee-
ridesZ = w2/c2 selgub, et globaalne võrrandis̈usteem on

([KD] − Z[KG]){Φ} = {0} (9.23)

kus

[KD] =
1

8













10 3 0 −3 −10
3 10 −3 0 −10
0 −3 10 3 −10

−3 0 3 10 −10
−10 −10 −10 −10 40













(9.24)

[KG] =
1

6













100 25 0 25 50
25 100 25 0 50
0 25 100 25 50

25 0 25 100 50
50 50 50 50 200













(9.25)

ja
{Φ}T = [Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 Φ5] (9.26)

Z väärtuste , mis teeks determinandi([KD]−Z[KG]) nulliks, käsitsiarvutamine ei ole m̃otekas.
Selle asemel tuleks kasutada arvutit. Süsteemi (9.23) 5 omaväärtust ja omavektorit on:

Z1 = 0, {Φ}T1 = [1, 1, 1, 1, 1]
Z2 = 0.030, {Φ}T2 = [1, −1, −1, 1, 0]
Z3 = 0.120, {Φ}T3 = [1, 1, −1, −1, 0]
Z4 = 0.150, {Φ}T4 = [1, −1, 1, −1, 0]
Z5 = 0.450, {Φ}T5 = [−0.5, −0.5, −0.5, −0.5, 1]

(9.27)

Need v̈aärtused on suhteliselt hästi ṽorreldavadZ = w2/c2 teoreetiliste v̈aärtustega

Z1 = 0, Z2 = 0.0247, Z3 = 0.0987, Z4 = 0.123, Z5 = 0.395

Moodide kujud{Φ}2 ja {Φ}4 jaoks on graafiliselt kujutatud joonisel 9.4 .
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Joonis 9.4: 2D ruumi (a) teise ja (b) neljanda moodi kuju. Punktiirjooned asuvadxy-tasandil.
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10 Telgs̈ummeetria

Eksisteerib grupp 3D v̈aljaprobleeme, mida saab lahendada kahemõõtmeliste elementide kasu-
tamisega. Neil probleemidel on on sümmeetria p̈oörlemistelje suhtes, mistõttu neid nimetatakse
telgs̈ummeetrilisteks ṽoi mõnikord radiaals̈ummeetrilisteks probleemideks. Niiääretingimused
kui ka piirkonna geomeetria peavad olema sõltumatud asukohastümber telje.

Galerkini formuleering ja elementide võrrandid on sarnased kahemõõtmelise probleemi oma-
dele, kuid erinedes neist m̃one olulise aspekti poolest.

10.1 Diferentsiaalṽorrand

Väljavõrrand silindrilistes koordinaatides(r, θ, z):

Dr
∂2φ

∂r2
+
Dr

r

∂φ

∂r
+
Dθ

r2

∂2φ

∂θ2
+Dz

∂2φ

∂z2
+Q = 0 (10.1)

Telgs̈ummeetriline probleem onθ-st s̃oltumatu, sestap saadakse võrrandist (10.1) :

Dr
∂2φ

∂r2
+
Dr

r

∂φ

∂r
+Dz

∂2φ

∂z2
+Q = 0 (10.2)

mida ṽoib kirjutada ka kujul:

1

r

[

Dr
∂

∂r

(

r
∂φ

∂r

)]

+Dz
∂2φ

∂z2
+Q = 0 (10.3)

eeldades, etDr on konstant. Ṽorrandiga (10.3) seotud̈aäretingimused on

φ(Γ) = määratud v̈aärtused (10.4)

piiri osal, mida ṽoib tähistada kuiΓ1 ja

Dr
∂φ

∂r
cosθ + dz

∂φ

∂z
sinθ = −Mθb + S (10.5)

ülejäänud piirilΓ2. Mõlemad rajatingimused peavad olema sõltumatud asukohastümber telje.

10.2 Telgs̈ummeetrilised elemendid

Telgs̈ummeetriline element saadakse kahemõõtmelise elemendi p̈oöramisel̈umberz-telje, moo-
dustades toroidi. See idee on kolmnurkelemendiga näidatud joonisel 10.1 .

Joonisel 10.2 on̈uksik kolmnurkelementrz-tasandil, olles identne tavalise kolmnurkelemen-
diga. Erinevus on vaid selles, et koordinaatmuutjateks onx ja y asemelr ja z.

Uues koordinaats̈usteemis on muutujaφ ja kolmnurksed kujufunktsioonid kujul:

φ = NiΦi +NjΦj +NkΦk (10.6)

kus
Ni = 1

2A
(ai + bir + ciz)

Nj = 1
2A

(aj + bjr + cjz)
Nk = 1

2A
(ak + bkr + ckz)

(10.7)
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Joonis 10.1: Telgs̈ummeetriline kolmnurkelement.

Joonis 10.2: Telgs̈ummeetriline kolmnurkelementrz-tasandil.
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Joonis 10.3: Telgs̈ummeetriline nelinurkelementrz-tasandil.

milles
ai = RjZk −RkZj, bi = Zj − Zk, ci = Rk −Rj

aj = RkZi −RiZk, bj = Zk − Zi, cj = Ri −Rk

ak = RiZj −RjZi, bk = Zi − Zj, ck = Rj −Ri

Üksik nelinurkelement rz-tasandil on joonisel 10.3 . Sellekujufunktsioonid peavad olema suh-
telisedrz-koordinaaẗusteemi nullpunkti suhtes.

Märkides, et
r = Ri + s z = Zi + t (10.8)

korraldades̈umber kujule
s = r −Ri t = z − Zi (10.9)

ja asendadess ja t võrrandisse (2.49) , saadakse nelinurksed kujufunktsioonid rz-koordinaats̈usteemis:

Ni = 1
4ab

(Rj − r)(Zm − z)

Nj = 1
4ab

(r −Ri)(Zm − z)

Nk = 1
4ab

(r −Ri)(z − Zi)

Nm = 1
4ab

(Rj − r)(z − Zi)

(10.10)

10.3 Galerkini meetod

Telgs̈ummeetrilise v̈aljaprobleemi kaalutud jäägi integraal on ruumiintegraal

{R(e)} = −
∫

V

[N]T
(

Dr

r

∂

∂r

(

r
∂φ

∂t

)

+Dz
∂2φ

∂z2
+Q

)

dV (10.11)

Tuletisliikmed tuleks muuta madalamat järku liikmeteks, kasutades diferentseerimise korruta-
misreeglit ja Gaussi teoreemi.

Diferentseerimise korrutamisreegel annab:

∂

∂z

(

[N]T
∂φ

∂z

)

= [N]T
∂2φ

∂z2
+
∂[N]T

∂z

∂φ

∂z
(10.12)
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Ümber grupeerides:

[N]T
∂2φ

∂z2
=

∂

∂z

(

[N]T
∂φ

∂z

)

− ∂[N]T

∂z

∂φ

∂z
(10.13)

Võrrandi (10.11) esimene liige asendatakse kohe, kui on määratud, et

1

r

∂

∂r

(

[N]T r
∂φ

∂r

)

=
1

r

(

∂[N]T

∂r
r
∂φ

∂r

)

+
1

r
[N]T

∂

∂r

(

r
∂φ

∂r

)

(10.14)

Ümbergrupeerimine annab:

[N]T
(

1

r

∂

∂r

(

r
∂φ

∂r

))

=
1

r

∂

∂r

(

[N]T r
∂φ

∂r

)

− ∂[N]T

∂r

∂φ

∂r
(10.15)

Võrrandite (10.13) ja (10.15) asendamine võrrandisse (10.11) annab:

{R(e)} =

∫

V

(

Dr
∂[N]T

∂r

∂φ

∂r
+Dz

∂[N]T

∂z

∂φ

∂z
− [N]TQ

)

dV −

−
∫

V

(

Dr

r

∂

∂r

(

[N]T r
∂φ

∂r

)

+Dz
∂

∂z

(

[N]T
∂φ

∂z

))

dV (10.16)

Teise ruumintegraali saab teisendada Gaussi teoreemi abilpindintegraaliks:
∫

Γ

(

Dr

r

(

[N]T r
∂φ

∂r

)

cosθ +Dz[N]T
∂Φ

∂z
sinθ

)

dΓ (10.17)

mis lihtsustub kujule
∫

Γ

[N]T
(

Dr
∂φ

∂r
cosθ +Dz

∂φ

∂z
sinθ

)

dΓ (10.18)

Täielik jäägiintegraal on

{R(e)} =

∫

V

(

Dr
∂[N]T

∂r

∂φ

∂r
+Dz

∂[N]T

∂z

∂φ

∂z
− [N]TQ

)

dV −

−
∫

Γ

[N]T
(

Dr
∂φ

∂r
cosθ +Dz

∂φ

∂z
sinθ

)

dΓ (10.19)

Kunaφ(e) = [N]{Φ(e)}, ∂φ/∂r ja ∂φ/∂z võrrandi (10.19) esimeses integraalis saab asendada
suurustega

∂φ

∂z
=
∂[N]

∂r
{Φ(e)} ∂φ

∂z
=
∂[N]

∂z
{Φ(e)} (10.20)

siis
{R(e)} =

(

∫

V

(

Dr
∂[N ]T

∂r
∂[N ]
∂r

+Dz
∂[N ]T

∂z
∂[N ]
∂z

)

dV
)

{Φ(e)}

−
∫

V
Q[N]TdV

−
∫

Γ
[N]T

(

Dr
∂φ
∂r
cosθ +Dz

∂φ
∂z
sinθ

)

dΓ

(10.21)

Esimene integraal ṽorrandis (10.21) on korrutatud{Φ(e)}-ga. Seega on see integraal elemendi
jäikusmaatriks. Integraal, mis sisaldabQ-d, muutub{f (e)}-ks samas, kui pindintegraal on ele-
mentidevaheliseks tingimuseks elementide sisepiiridel ja tuletatud̈aäretingimusteks elementide
piiridel piirkonnasΓ2. {R(e)} üldine kuju on

{R(e)} = {I(e)} + [k(e)]{Φ(e)} − {f (e)
Q } (10.22)
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kus

{I(e)} =

∫

Γ

[N]T
(

Dr
∂φ

∂r
cosθ +Dz

∂φ

∂z
sinθ

)

dΓ (10.23)

[k(e)] =

∫

V

(

Dr
∂[N]T

∂r

∂[N]

∂r
+Dz

∂[N]T

∂z

∂[N]

∂z

)

dV (10.24)

ja

{f (e)
Q } =

∫

V

Q[N]TdV (10.25)

Võrrandi (10.24) saab viia kompaktsele kujule:

[k(e)] =

∫

V

[B]T [D][B]dV (10.26)

kus

{gv} =

{

∂φ
∂r
∂φ
∂z

}

= [B]{Φ(e)} (10.27)

ja

[D] =

[

Dr 0
0 Dz

]

(10.28)

10.4 Elemendimaatriksid

Vahetu siht on arvutada ruumintegraalid, mis annavad[k(e)] ja {f (e)}. Tuletatudääretingimuse
panust nendesse integraalidesse arutatakse järgmises sektsioonis. Arutlus on piiratud kolmnurk-
elementiga, sest selle integraale on lihtne arvutada. Nelinurkelemendi integraale arvutatakse ta-
valiselt numbriliste tehnikate abil.

Koefitsiendid[B] saadakse kujufunktsioonide diferentseerimiselr ja z järgi. See annab maat-
riksi

[B] =
1

2A

[

bi bj bk
ci cj ck

]

(10.29)

Iga [B]-s olev koefitsient on konstant. Kuna[D], nagu antud ṽorrandiga (10.28) , koosneb
samuti konstantsetest koefitsientidest, siis

[k(e)] =

∫

V

[B]T [D][B]V = [B]T [D][B]

∫

V

dV = [B]T [D][B]V (10.30)

Ümber z-telje p̈oörleva piirkonna ruumala onV = 2πr̄A, kus r̄ on piirkonna raskuskeskme
radiaalkaugus. Elemendi jäikusmaatriks on

[k(e)] = 2πr̄A[B]T [D][B] (10.31)

Maatrikskorrutist on lihtne arvutada, saades tulemuseks

[k(e)] =
2πr̄Dr

4A





b2i bibj bibk
bibj b2j bjbk
bibk bjbk b2k



+
2πr̄Dz

4A





c2i cicj cick
cicj c2j cjck
cick cjck c2k



 (10.32)

Radiaalkaugus kolmnurkelemendi massikeskmesse on

r̄ =
Ri +Rj +Rk

3
(10.33)
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Elemendi j̃ouvektor

{f (e)
Q } =

∫

V

Q[N]TdV = 2πQ

∫

A







Nir
Njr
Nkr







dA (10.34)

kunadV = 2πrdA. Võrrandis (10.34) saab kujufunktsioonid asendada piirkonnakoordinaati-
dega ja radiaalkauguser omandab kuju:

r = NiRi +NjRj +NkRk = L1Ri + L2Rj + L3Rk (10.35)

ja {f (e)
Q } integraaliks on

{f (e)
Q }2πQ

∫

A







L1(L1Ri + L2Rj + L3Rk)
L2(L1Ri + L2Rj + L3Rk)
L3(L1Ri + L2Rj + L3Rk)







dA

Piirkonnakoordinaatide korrutiste integraalide arvutamise valemi (2.86) abil saadakse:

{f (e)
Q } =

2πQA

12





2 1 1
1 2 1
1 1 2











Ri

Rj

Rk







(10.36)

Elementide piires̈uhtlaneQ ei ole s̃olmede vahel̈uhtlaselt jaotunud nagu see juhtus kahemõõtme-
liste elementide korral. Iga sõlm saab oma osa sõltuvalt tema radiaalkaugusest nullpunktist.

10.5 Illustreeriv näide

Telgs̈ummeetrilisel kolmnurkelemendil sõlmkoordinaatidega joonisel 10.4 onühtlane soojuse
eraldumineQ = 3W/cm3. Arvutada[k(e)] ja {f (e)

Q }, kuiDr = Dz = 1.5W/(cm 0C)

Kasutades ṽorrandit (10.7) , determinandi võrrandit (2.39) ja (10.33) , saadakse

bi = −4, bj = 5, bk = −1

ci = −2, cj = −2, ck = 4

r̄ =
22 + 26 + 24

3
= 24cm

ja
2A = 18cm2

Korrutaja koefitsiendid on

2πr̄Dr

4A
=

2πr̄Dz

4A
=

2π(24)(1.5)

2(18)
= 2π

2πQA

12
=

2π(3)(9)

12
= 4.5π

Elemendi j̈aikusmaatriks on

[k(e)] = 2π





16 −20 4
−20 25 −5
4 −5 1



+ 2π





4 4 −8
4 4 −8
−8 −8 16
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või

[k(e)] = π





40 −32 −8
−32 58 −26
−8 −26 34





Elemendi j̃ouvektor on

{f (e)
Q } = 4.5π





2 1 1
1 2 1
1 2 2











Ri

Rj

Rk







{f (e)
Q } = 4.5π





2 1 1
1 2 1
1 2 2











22
26
24







{f (e)
Q } = π







423
441
432







KunaQ on elemendi piires konstantne, on kogu eraldatud soojus
∫

V

QdV = Q

∫

V

dV = 2πr̄AQ = 1296πW

{f (e)
Q } komponendid summeeruvad selleks väärtuseks, aga see suurus pole võrdselt s̃olmede

vahel jaotunud.

10.6 Tuletatud rajatingimused

Elemendimaatriksid (10.32) ja (10.36) vastavalt[k(e)] ja {f (e)
Q } jaoks kehtivad sisemiste

elementide jaoks ja rajaelementidele, kuiφ(r, z) on rajal m̈aäratud. Kui on m̈aäratud tuletatud
rajatingimused (10.5) , saavad[k(e)] ja {f (e)

Q } lisapanuse.

Tuletatudääretingimustest tulenev panus elementidesse tuleneb elementidevahelisest vektorist
(10.23) p̈arast selle suhte asendamistääretingimusse (10.5) . Eeldada, etΓbc on pinnaelement
rajatingimusega

{I(e)
bc } = −

∫

Γbc

[N]T (−Mφb + S)dΓ (10.37)

või

{I(e)
bc } =

∫

Γbc

M [N]TφbdΓ −
∫

γbc

S[N]TdΓ (10.38)

φ väärtus rajalφb on antud kuiφ(e) = [N]{Φ(e)}; sestap

{I(e)
bc } =

(∫

Γbc

M [N]T [N]dΓ

)

{Φ(e)} −
∫

Γbc

S[N]TdΓ (10.39)

Esimene integraal annab panuse[k(e)]-sse, kuna seda korrutatakse{Φ(e)}-ga; teine liige{f (e)}-
sse. M̃olemad integraalid ṽorrandis (10.39) on pindintegraalid. Integraalid võrrandis (10.39)
on

[k
(e)
M ] =

∫

Γbc

M [N]T [N]dΓ (10.40)
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ja

{f (e)
S } =

∫

Γbc

S[N]TdΓ (10.41)

Integraal (10.41) on k̃oige kergem arvutada, andes

{f (e)
S } = S

∫

Γbc







Ni

Nj

Nk







dΓ = Ljk

∫ l

0

S







L1

L2

L3







2πrdl2 (10.42)

eeldades, et integreeritakse piki külgejk. Piirkonnakoordinaadid muutuvad väärtusetksL1 = 0,
L2 = ll jaL3 = l2 piki seda k̈ulge ja integraaliks saadakse

{f (e)
S } = 2πSLjk

∫ l

0







0
l1r
l2r







dl2 (10.43)

Rajal oleva punkti radiaalkaugus on

r = NiRi +NjRj +NkRk = l1Rj + l2Rk (10.44)

kunaNi = 0. r asendamine ṽorrandisse (10.43) annab

{f (e)
S } = 2πSLjk

∫ 1

0







0
l1(l1Rj + l2Rk)
l2(l1Rj + l2Rk)







dl2 (10.45)

l21, l1l2 ja l22 integraalid arvutatakse (2.74) abil. Lõpptulemus on:

{f (e)
S } =

2πSLjk
6







0
2Rj +Rk

Rj + 2Rk







(10.46)

Külgedeij ja ik jaoks on{f (e)
S } vastavalt

{f (e)
S } =

2πSLij
6







2Ri +Rj

Ri + 2Rj

0







,
2πSLik

6







2Ri +Rk

0
Ri + 2Rk







(10.47)

Pindintegraal (10.40) arvutatakse analoogsel viisil. Külje jk korral saadakse

∫

Γbc

M [N]T [N]dΓ = 2πMLjk

∫ l

0







0
l1
l2







[0 l1 l2]
rdl2

= 2πMLjk

∫ l

0





0 0 0
0 rl21 rl1l2
0 rl1l2 rl22



 dl2 (10.48)

Asendades ṽorrandist (10.44)r-i ja kasutades faktoriaalvalemit (2.74) , saadakse

[k
(e)
M ] =

2πMLjk
12





0 0 0
0 (3Rj +Rk) (Rj +Rk)
0 (Rj +Rk) (Rj + 3Rk)



 (10.49)
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Joonis 10.4: N̈aidisprobleemi kolmnurkelement.

Külgedeij ja ik korral on ṽorrandi (10.40) tulemuseks vastavalt

[k
(e)
M ] =

2πMLij
12





(3Ri +Rj) (Ri +Rj) 0
(Ri +Rj) (Ri + 3Rj) 0

0 0 0



 (10.50)

[k
(e)
M ] =

2πMLik
12





(3Ri +Rk) 0 (Ri +Rk)
0 0 0

(Ri +Rk) 0 (Ri + 3R + k)



 (10.51)

10.7 Illustreeriv näide

Arvutada[k
(e)
M ] ja {f (e)

S } ij külje elemendi jaoks joonisel 10.4 , kuiM = 4 ja S = 3.

Asjakohased suurused on
Ri = 22, Rj = 26

ja
Lij =

√

(26 − 22)2 + (11 − 10)2 = 4.12cm

korrutavad konstandid on

2πMLij
12

=
2(3.14)(4)(4.12)

12
= 8.62

2πSLij
6

=
2(3.14)(3)(4.12)

6
= 12.9

samas kui
3Ri +Rj = 3(22) + 26 = 92

Ri +Rj = 22 + 26 = 48

Ri + 3Rj = 22 + 3(26) = 100

2Ri +Rj = 2(22) + 26 = 70

Ri + 2Rj = 22 + 2(26) = 74
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Elementide suurused on:

[k
(e)
M ] = 8.62





92 48 0
48 100 0
0 0 0



 =





793 414 0
414 862 0

0 0 0





ja

{f (e)
S } = 12.9







70
74
0







=







903
955
0







[k
(e)
M ] diagonaalv̈aärtused nagu ka{f (e)

S } väärtused pole samad.
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Joonis 11.1: Konsooltala, millëaäretingimused s̃oltuvad probleemi lahendusest.

11 Mittelineaarsus

11.1 Mittelineaarsed probleemid

Mittelineaarne k̈aitumine aktsepteerib laia valikut ilminguid, mis võivad interakteerudäukstei-
sega ja igat neist ṽoib olla raske formuleerida.̃Onnelikul kombel annavad lineaarsed mudelid
paljudele praktilist huvi pakkuvatele probleemidele rahuldavaähendi. Kuid olulised k̃orvalekal-
ded lineaarsusest on suhteliselt tavalised. Näiteks soojusëulekandumise analüüsis on materjali
omadused tihti temperatuurist sõltuvad; faasimuutus neelab või vabastab kuumust ja muudab
materjali omadusi; kiirgus teeb analüüsi eriti mittelineaarseks, sest see sõltub absoluutse tempe-
ratuuri neljandast astmest. Struktuurimehaanikas või materjal painduda ṽoi voolata; ẗuhimikud
võivad avaneda ṽoi sulguda. Mittelineaarsed probleemid tõstavad raskuastet nähtuse kirjelda-
misel realistlike matemaatiliste mudelitega ja selle tulemusel mittelineaarsete võrrandite lahen-
damisel. Samuti ṽoi suureneda arvutuskulukus, kuigi arvutusvõimsused pidevalt suurenevad.
Siiski võetakse mittelineaarset analüüsi üha enam ette, sest vastav tarkvara onüha ṽoimekam,
arvutusmaksumus väheneb, struktuuridele esitatakse suuremaid nõudmisi ja vajatakse enam
teadmisi ẗoötlemisprotsessist.

Mittelineaarsuse tüübid h̃olmavad j̈argmisi n̈ahtusi:

• materjali mittelineaarsus, mille korral materjali omadused on pinge või rõhu funktsioo-
nid. Siia alla kuuluvad n̈aiteks mittelineaarne elastsus ja plastilisus.

• kontakti mittelineaarsus, mille korral võib kõrvutiolevate osade vahel olev lõhe sulguda
või avaneda; kontaktpindala osade vahel muutub, kui kontaktjõud muutuvad ṽoi esineb
libisev kontakt koos h̃oõrdej̃oududega.

• geomeetriline mitelineaarsus, mille korral on deformatsioon piisavalt suur, et tasakaa-
luvõrrandid peavad arvestama deformeeritud struktuuri geomeetriat. Samuti ṽoivad koor-
mused muuta suunda, kui nad kasvavad, nagu näiteks r̃ohk paisutab membraani.

• rajatingimuste mittelineaarsus, kus rajatingimuse v̈aärtus ṽoi tüüp s̃oltub probleemi la-
hendusest.

Viimase ẗuübi kohta on n̈aide joonisel 11.1 . Konsooltala võib käituda selliselt, nagu tema
parem ostpunkt oleks vaba või nagu toestatud konsool, sõltuvalt otsa nihke m̈argist. Sellisel
juhul muutub rajatingimuste fundamentaalne klassifikatsioon koos nihkega ja lahendusskeemi
tuleb vastavalt muuta.

On võimalik selline probleem, kus materjali ja geomeetriline mittelineaarsus esinevad koos,
näiteks kaasnevad mitteelastse materjali mittelineaarsustega tihti plastiline vool, mis ṽoib viia
suurte deformatsioonideni, mis teevad hädavajalikuks mittelineaarsete venitus-nihkevõrrandite

141



kasutamise.

Mittelineaarsete probleemide lahendamiseks on palju viise; tihti tundub neid olema isegi liiga
palju, peegeldades olulist fakti, et mittelineaarsete probleemide lahendamisëuldise teooria maht
on suhteliselt v̈aike. Mittelineaarseid probleeme lahendatakse tavaliselt iteratsiooniskeemidega.
Olgu järgmine ẗahistus:

u(i) = i-nda iteratsioonisammu lahendu.

Järgnevalt vaadeldakse kahteüldist iteratsiooniskeemi mittelineaarsete probleemidelahenda-
miseks:

• järgnevate asendamiste meetod, mis h̃olmab vastavate mittelineaarsete võrrandite trans-
formeerimise iteratsioonide jaoks loomulikku vormi;

• Newtoni meetod, mis on j̈argnevate asendamiste erijuht, mis oma kasulikkuse pärast v̈aä-
rib eraldi k̈asitlemist.

Järgneva asendamise skeemid põhinevad aluseks oleva mittelineaarse operaatori poolitamisel
kergesti ẗoödeldavaks ja keerulisemaks komponendiks, kusjuures silmas peetakse Galerkini
õplike elementide mudeli rakendamist. Teisel, Newtoni meetodil, on mõned soovimatud joo-
ned, mis muudavad selle lihtsameelse kasutamise mõneti ohtlikuks protsessiks.

Ära tuleb tuua ka kerge hoiatus terminoloogia vallast. Mõned autorid nimetavadNewtoni mee-
todiks iteratsiooniskeemi, mis tuleneb mitteruutfunktsionaalide minimeerimisest, n̈aiteks nen-
de, mis katavad palju mittelineaarseid probleeme tahkisemehaanikas. Need autorid nimetavad
analoogset mittelineaarse võrrandis̈usteemi lahendamise tehnikat (mis võib, aga ei pea olema
funktsionaali ekstreemumiprobleemi tulemuseks)Newton-Raphsoni iteratsiooniks. Siin nimeta-
takse lihtsuse m̃ottes m̃olematNewtoni meetodiksning tuuakse esile sarnasusedvariatsioonilise
ja nõrga formuleeringu vahel, samuti m̃olemast meetodist tulenevad võrrandis̈usteemid.

Olgu vaatluse all mittelineaarse skalaarse võrrandif(x) = 0 lahend. Skalaarkoordinaatix, mis
rahuldab ṽorranditf(x) = 0, nimetatakse funktsioonif juureks, mille silmnhtav geomeetriline
interpretatsioon oleks punkt, milles funktsioonif graafik kas l̃oikab ṽoi puutub x-telge. Tavali-
seks viisiks on nimetadax-i nii sõltumatuks muutujaks kui ka juureks.

Põhiline idee p̈uüde taga lahendada mittelineaarset võrranditf(x) on kujundada see võrrand
kujule, mis h̃olmab uut funktsioonig(x) nii, et suvaline mittelineaarse võrrandi f(x) = 0
juur lahendab ekvivalentse võrrandi x = g(x). Tehniliselt saab ṽorrandi x = g(x) lahen-
dit nimetada funktsioonig(x) fikseeritud punktiks, sest see funktsioon asetab punktix oma
määramispiirkonda samal ajal, kui seesama skalaar on ka tema muutumispiirkonnas. Fakt, et
juur x on g määramis- ja ka muutumispiirkonnas, võib põhjustada probleeme ettevaatamatule
anal̈uüsijale, kes p̈uüab lahendada mittelineaarset võrrandit. Funktsioong defineerib loomuliku
iteratsiooniskeemi, nii et kogu tuletusprotsess on midagialljärgnevat:

lahendadaf(x) = 0 ⇔ lahendadax = g(x) ⇒ defineerida iteratsiooniskeem
x(i) = g(x(i−1))

Et saada lahendf(x) = 0-le, tuuakse sisse iteratsiooniskeemx(i) = g(x(i−1)), mis loodetavasti
koondub soovitud lahendiks. Sõna “loodetavasti” on siinkohal sobiv, sest leidub palju asju, mis
võivad valesti minna. Alustseks ehk asjaolu, et kõige fundamentaalsem erinevus hästip̈ustitatud
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lineaarṽorrandite ja mittelineaarṽorrandite vahel on see, et viimastel on tihti mitu lahendit.
Näiteks on mittelineaarṽorrandil f(x) = sin(x) ilmselgelt palju juuri, nimelt±nπ suvalise
n korral. Kui tuuakse sisse iteratsiooniskeem, tuleb veenduda, et kui juur on leitud, oleks sellel
ka füüsikaline ẗahendus.

Teine mure on see, et funktsioonig defineeritud iteratsioon kipub kalduma mingi piiri poole,
mida ṽoib interpreteerida kui funktsioonif juurt. Kui g(x) = x2, siis iga esialgne hinnang,
mille suuruj̈ark on suurem̈uhikulisest, l̃opetab varem ṽoi hiljem lõpmatuses. Kuna leida on va-
ja funktsioonig fikseeritud punkte, siis tuleb abi saamiseks pöörduda teoreemide poole, mis
tegelevadx = g(x) lahendi olemasolu ja unikaalsusega (Contraction Mapping Theorem). Kui
g(x)-i muutumispiirkond sisaldubg(x) määramispiirkonnas jag(x) “suurus” on piisavalt koon-
duv, nii et kuix ja y on suvalised punktidg määramispiirkonnas, siis|g(x) − g(y)| ≤ p |x− y|
suvalisep < 1 korral, g-d nimetatakse kokkutõmbeks (ing. k.contraction) ning on ṽoimalik
tõestadag fikseeritud punktide olemasolu ja unikaalsus. Lihtsamalt,g(x) toob punktid oma
määramispiirkonnas̈uksteisele l̈ahemale ja l̃opuks punktide rida

lim
n→∞

x(n) = lim
n→∞

g(x(n−1)) = lim
n→∞

g2(x(n−2)) = . . . = lim
n→∞

gn(x(0)) (11.1)

kusx(0) on esialgne hinnang, jääb paigale piiravale v̈aärtusele, mis on mittelineaarse funktsiooni
f(x) = 0 soovitud lahend.g kokkutõmbuvuse piisavaks tingimuseks (peale ilmselge muutumis-
ja määramispiirkonna) on, etg′(x) ≤ p < 1 suvalise skalaarip korral. Näiteksg(x) = x2 puhul
g′(x) = 2x ja kui esialgne hinnang valida piirkonda−1/2 < x(0) < 1/2, siis saab garanteerida,
et iteratsioon koondub fikseeritud punktiksx = 0. Ainet mõtisklusteks: kui esialgne hinnang on
laiemas intervallis(−1, 1), siis jõutakse samasse fikseeritud punkti.

Üks lähenemisviise iteratsioonifunktsioonig(x) konstrueerimiseks h̃olmab funktsioonif(x)
lahutamist “kergeks” ja “keeruliseks” osaks. “Kerge” osa saab defineerida kui sellisena, et seda
on lihtneümber p̈oörata ja “raske” osa on̈ulejäänu. N̈aiteksf(x) = ax + b(x) korral, kusa
on konstant jab(x) sisaldab mittelineaarsust, võib pöörata lineaarliikme, et saada vajalik kuju
g(x)-le:

f(x) = ax+ b(x) ⇒ ax = −b(x) ⇒ x = −b(x)
a

= g(x) (11.2)

Loodetavastix(i) = g(x(i−1)) defineeritud iteratsioon koondub. On teada, et kuig muutumis-
piirkond sisaldub tema m̈aäramispiirkonnas ja kui|b′(x)| ≤ p |a| igal pool m̈aäramispiirkonnas
suvalisep < 1 korral, siis j̈arjestikkuste asendamistega saadud iteratsioon koondub unikaalses-
se fikseeritud punkti.

Olgu n̈aiteks juhtum
f(x) = x2 − 3x+ 2 (11.3)

millel on juured
x = 1 x = 2 (11.4)

Kui eelpool soovitatud lahutamine läbi viia, siis saadakse alljärgnevad tulemused:

x = g(x) =
x2 + 2

3
⇒ x(i) = g(x(i−1)) =

[

x(i−1)
]2

+ 2

3

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x(i) 0 0.667 0.815 0.888 0.929 0.955 0.970 0.981 0.987 0.992 0.994
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Iteratsioon koondub juureksx = 1, kuid mitte v̈aga kiiresti. Lisaks tuleb m̈arkida, et|g′(x)| < 1
piirkonnas(0, 1), sestap on alust oodata, et iteratsioon läheneb l̃opuksühele kahest juurest, aga
see meetod pole nii kasulik, kui seda võik soovida.

11.2 Newtoni meetod

Newtoni meetod on tegelikult järjestikkuste asendamiste meetodi erijuht, aga see sisaldab v̈aga
nutikat iteratsioonifunktsioonig(x) valimist. Olgu juht, kus on vaja leidaf -i juur ja olemas on
hinnangulinex, mida soovitakse täpsustada.̈Uksikasjalisemalt eeldatakse, etf(x) 6= 0, kuid
loodetakse leida “parandus” või “samm”h nii, et skalaarx+h onf -i juur, millesf(x+h) = 0.
f -i saab arendada Taylori reaks teada oleva väärtusex ümber:

0 = f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + . . . (11.5)

Siin onh kõrgemat j̈arku liikmedära j̈aetud.

Sedalineariseeritud Taylori rea arendustsaab lahendada parandih jaoks, et saada iteratsiooni-
skeem:

h = − f(x)

f ′(x)
⇒ x(i) = x(i−1) + h = x(i−1) − f(x(i−1))

f ′(x(i−1))
(11.6)

nii, et

g(x) = x− f(x)

f ′(x)
(11.7)

g(x)-i konkreetne valik defineerib Newtoni meetodi. Eelnevalt näitena vaadeldud mittelineaarse
probleemi korral

i 0 1 2 3 4
x(i) 0 0.677 0.933 0.996 1.000

Käesoleval juhul on Newtoni meetodi koonduvus ruutkoonduvus, seega ṽoib see toimuda v̈aga
kiiresti, kui iteratsioon on hakanud juure naabruses liikuma. Üks silmn̈ahtav probleem New-
toni meetodi juures on see, etf ′(x)-ga jagamine ñouab, et see tuletis ei kaoks soovitud juure
lähikonnas. Kuif(x) graafikul on lokaalne puutepunkt x-teljega soovitud juure kohal (s.t.f -il
on seal mitu juurt), siis ṽoib Newtoni meetodi optimaalne koonduvuskiirus kaduma minna. Kui
f ′(x) on nullilähedane, siis ṽoib parandussammuh suurus minna v̈aga suureks ja järjestikkused
iteratsioonid ṽoivad olla laialt lahus.

See on Newtoni meetodi fundamentaalne probleem: kui tuletis f ′ muutub juure naabruses pii-
savalt v̈aikeseks, siis ṽoib Newtoni iteratsioon viia soovitud fikseeritud punktistväga kaugele.
Suurem osa praktilisi mittelineaarseid skeeme põhineb ẗanap̈aeval Newtoni meetodil, sisalda-
desühte ṽoi mitut parandid, et see tähtis skeem ei libiseks kaugele kohast, kus see peaks juurt
otsima.

Joonisel 11.2 on Newtoni meetodi geomeetriline interpretatsioon. Tegelik funktsioonf(x)
on asendatud selle lokaalse lineariseeringuga, mis on saadud Taylori seeria lineaarsest liik-
mest. Sellef(x)-i lineariseeritud versiooni ja x-telje lõikekoht on valitud iteratsiooniskeemi
järgmiseks sammuks. Antud näites onf(x)-il lihtne juur ja graafik l̃oikab telge ilma seda puu-
tumata.f ′(x) 6= 0 juure l̈ahikonnas ja mittelineaarse lahendi skeem koondub ruutseaduse j̈argi.

Selle probleemi laiendus koos Newtoni meetodiga on andnud mõningaid huvitavaid tulemusi,

144



Joonis 11.2: Newtoni iteratsioonimeetodi geomeetriline interpretatsioon.

mida saab kasutada meetodi probleemide esitamiseks graafilisel viisil. Kui võtta arvesse komp-
leksarve, siis neid ṽoib käsitleda kui j̈arjestatud(x, y) paare, sarnanedes nii tasandil olevate vek-
toritega. Ometi on vektorite jaoks defineeritud algebralised omadused suhteliselt väheviljakad
võrreldes nendega, mis on defineeritud skalaaride jaoks. Reaalarvud moodustavad algebralise
välja, mis on nii rikas kuïuks numbris̈usteem olla saab. Vektoralgebra on suhteliselt piiratud,
sest seal pole defineeritud pöördtehet korrutamisele, seega ei saa isegi mõtteliselt jagamist teha.
Kompleksarvude ilu seisneb selles, et need skalaarid defineerivad v̈alja, s̈ailitades seega prak-
tiliselt kõik reaalarvude omadused (nagu jagamine) ja põhiliselt kõik tavalised algebrareeglid
lähevad samutïule sellesse olulisesse kahemõõtmelisse juhtu. Tegelikult on järjestamine ainus
reaalarvude omadus, mis ei lähe kompleksruumïule. Komplekset ṽordsust saab kergesti defi-
neerida (vastavalt kahe kompleksarvu reaal- ja imaginaarosa samaaegse võrdsuse kaudu), kuid
kahe kompleksarvu mittevõrdsust ei saa m̈aärata selliste m̃oistetaga nagu “suurem kui” või
“v äiksem kui”. Peal selle piirangu kehtib kõik reaalarvude kohta teadaolev ka kompleksarvude
jaoks. Ainus erinevus on, et kompleksarv koosneb kahest skalaarist, reaal- ja imaginaarosast:

z = (x, y) = x+ iy, x = Real(z), y = Im(z), i2 = −1

Üks olulisi mittelineaarsete ṽorrandite allikaid on algebraliste polünoomide s̈usteem ehk funkt-
sioonid kujul

fn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . . + anx

n (an 6= 0) (11.8)

Algebra p̃ohiteoreem̈utleb, et igal n-j̈arku pol̈unoomil on ẗapseltn juurt (mis k̃oik ei pea kind-
lasti üksteisest eristatavad olema) komplekstasandil. Seega onlihtsal taandatud polünoomṽor-
randil

zn − 1 = 0 z = x+ iy (11.9)

kusx, y on reaalarvud, täpseltn juurt komplekstasandil. Viimasel juhul nimetatakse juurin-
järkuühikjuurteks.n = 1 korral on kompleksarvz = 1 + 0y ehk paremini tuntud kui reaalarv
1, esimest j̈arku ühikjuur. n = 2 puhul on kompleksarvudz = 1 + 0y ja z = −1 + 0y teist
järkuühikjuured. Viimane tulemus kinnitab lihtsalt laialtlevinud teadmist, et arvul “1” on kaks
ruutjuurt (s.t.n = 2): “1” ja “-1”.
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Asi läheb t̃oeliselt huvitavaks, kuin > 2. Siis sisaldavad̈uhikjuured arve imaginaarsete kom-
ponentidega. On kerge leida n-järku ühikjuurt, sest need asuvad võrdsete vahedegäuhikringis
|z| = 1 komplekstasandil ja reaalarv “1” on alati komplekti kaasatud. Eksisteerib lihtne valem
selle ẗahtsa mittelineaarse võrrandi lahendamiseks:

zn − 1 = 0 (11.10)

onn juurt
zj = xj + iyj (11.11)

kus

xj = cos
2jπ

n
yj = sin

2jπ

n
(11.12)

j = 0, 1, 2, . . . , n− 1 Kui j = 0, saadakse alati reaalarv “1”.

Kuna diferentseerimine ja jagamine kehtivad ka kompleksarvude suhtes, siis tullakse Newtoni
meetodi kasutamisest puhta nahaga välja ühikjuurte leidmisega. Kui vaatluse all oleks arvu “1”
kuupjuurte leidmine, siis tuleks arvesse võtta allj̈argnevat iteratsiooni:

f(z) = z3 − 1 = 0 ⇒ z(i) = z(i−1) =
f(z(i−1))

f ′(z(i−1))
= z(i−1) −

(

z(i−1)
)3 − 1

3 (z(i−1))
2 (11.13)

Kompleksne astendamine on lihtsalt korratud korrutamine (nagu reaalarvude puhul) ja komp-
lekse jagamise kasu kaasneb koos Newtoni iteratsiooni jaoks defineeritud jagatisega. Leidub
täpselt 3 juurt ja saab püstitada huvitava ḧupoteesi:

Iga punkti jaoks komplekstasandil koondub Newtoni skeemz3 − 1 = 0 lahenda-
miseks kas̈uheks juureks ṽoi ei koonduüldse (n̈aiteks numbriliste raskuste pärast).
Kui võtta regioon komplekstasandil ja värvida selle iga punkt vastavalt sellele,
milliseks juureks ta koondub, siis saadakse selle probleemi jaoks Newtoni mee-
todi koonduvuskarakteristiku 4-värviline kaart. Kolm v̈arvi esitavad piirkondi, mis
koonduvad̈uheks kolmest juurest ja neljas värvkujutab punkte, mis ei koondu (vä-
hemasti mitte arvutil)̈uhekski juureks.

Kuni viimase ajani peeti Newtoni meetodi koonduvuskarakteristikuid suhteliselt lihtsateks, kui-
gi neid onüldjuhul väga raske karakteriseerida. Kui eelpool defineeritud kaartpeaks olema
lihtme, siis peaks selle kuupvõrrandi Newtoni meetodi k̈aitumist olema lihtne m̃oista. Ekspe-
rimenteerimisel selgub, et leidub väga v̈ahe punkte, mis ei koondu (ja mida võib välja arvata),
kui tulemusena saadav kaart on oodatust palju keerulisem.

ühikkuupjuured asuvad hallis ringis ja kolm piirkonda on kujutatud j̈argmiselt:

valge: kõik punktid, mis koonduvad juureks

z = 1 (x = 1, y = 0)

hall: kõik punktid, mis koonduvad juureks

z =
1

2
+ i

√
3

2
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must: kõik punktid, mis koonduvad juureks

z = −1

2
− i

√
3

2

(Väike osa punkte, mis ei koondu, näiteks piirkonnas̈umber nullpunkti, on samuti musta tooni.)

Piirid nende kolme piirkonna vahel on ilmselgelt väga keerulise kujuga ja m̃onede huvitavate
omadustega. Esiteks kujutavad need fraktalit, sest nende käitumine pole loomu poolest mitte
lihtsalt ühe- ega kahem̃oõtmeline. Kui suurendada fraktali suvalist piirkonda, siis saadud pilt
näeb v̈alja ẗapselt nagu suurendus, nii et see komplitseeritud struktuur ilmub skaala kogu ula-
tuses. Enamgi veel, piirkondade vahelisel piiril on teine veider omadus: iga naabrus (sõltumata
sellest, kui v̈aike see ka poleks), mis sisaldab punkte kahest naaberpiirkonnast, peab sisaldama
punkte ka kolmandast. See oleks nagu juhtum, kus Eesti ja Läti vahelise piiri kaardil piir iga
punkt sisaldaks ka tükikest Leedust. Lihtsa kuupvõrrandi Newtoni meetodi koonduvust iseloo-
mustava kaardi patoloogiline käitumine viib olulise arusaamiseni: Newtoni meetod koondub
kiiresti, kui esialgne hinnang on juure lähiümbruses, kui m̃one teise algv̈aärtuse puhul ṽoib
see skeem k̈aitudapahaloomulisena. Viimane fakt tuleneb ẗahelepanekust, et esialgse hinnangu
väike ḧalve ṽoib viia leitud juurte suurte muutusteni.

Palju praktilisi Newtoni-sarnaseid skeeme on ajendatud püüdest kompenseerida seda puudu-
jääki Newtoni meetodis. M̃oned skeemid p̈uüavad piirata piirkonda, kus Newtoni meetod võib
juurt otsida, et p̈uüda hoida Newtoni meetodi dikteerimast huvitavast piirkonnast lahtumist. Tei-
sed skeemid jälle p̈uüavad Newtoni meetodit maha rahustada sammuulatuse parameetriga, mida
saab kasutada, et garanteerida teadud progress juure avastamise suunas.

11.3 Iteratsiooniskeemid mittelineaarsete maatriksṽorrandisüsteemide
jaoks

Skalaarsete mittelineaarsete võrrandite jaoks esitatud meetode on lihtneüldistadaN × N mit-
telineaarsete ṽorrandite s̈usteemide jaoks.̈Uldjuht on tavaliselt defineeritud võrrandivektoriga

r̄(ū) = 0̄ (11.14)

kusr̄ ja ū on N reaalse komponendiga vektorid. Antud juhul vaadeldakse vektoritū kui soovitud
vektorlahendit ja vektorīr komponendid on igäuksu komponentide mittelineaarsed funktsioo-
nid. Lõplike elementide mudelite seadistustes on kõige tavalisem̄r(ū) kuju antud kui

r̄(ū) = Kū− f̄ = 0̄ (11.15)

kus eeldatakse, et jäikusK ja koormusf võivad s̃oltuda lahendivektorist̄u.

Järjestikkuse asendamise skeemi võib saada katsega lõhkudaK konstantseks ja mittekonstant-
seks komponendiks nii, et

K(ū) = A+B(ū) (11.16)

Kui lahendadaK lineaarne osa, siis saadakse maatriksiteratsiooniskeem:

Aū(i) = f̄ (i−1) −B(ū(i−1))ū(i−1) (11.17)

kusB(ū(i−1)) = B arvutatuna iteratsioonili− 1.
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Selle skeemi eeliseks on see, maatriksiA faktoriseerimine tuleb teha vaid̈uks kord, seega on
see iteratsiooniskeem juba ette suhteliselt odav. Selle arvutusliku lihtsuse kompromissiks on
tihti aeglasem koonduvuskiirus jäuks tavalisi skeeme hõlmamaks palju “v̈arskemat” iteratsioo-
niajalugu, on kasutada järgmist alternatiivset iteratsiooniskeemi:

[

A+B(ū(i−1))
]

ū(i) = f̄ (i−1) (11.18)

kusB(ū(i−1)) = B arvutatuna iteratsioonili− 1.

See skeem vajab igal iteratsioonisammul koefitsientide maatriksi uut faktoriseerimist, kui tih-
ti kompenseerib selle ekstra kulutuse palju kiirem koondumiskiirus. Kumbki neist skeemidest
pole kasulik, kui mittelineaarsused on tugevad. Viimasel juhul on paremaks valikuks Newtoni
meetodi variant ṽorrandite s̈usteemide jaoks. Newtoni skeemis soovitakse saada parandusvek-
torit h , nii et iteratsiooniskeem defineeritakse kui:

ū(i) = ū(i−1) + h̄ (11.19)

kush̄ lahendab s̈usteemi:

r̄′(ū(i−1))h̄ =

[

∂r̄′(ū(i−1))

∂ū

]

h̄ = −r̄(ū(i−1)) (11.20)

Käesoleva juhu jaoks on Newtoni meetodi tuletamine peaaegu samasugune kui skalaarjuhu
jaoks. Ainus oluline erinevus on see, et ei saa jagada osatuletiste maatriksiga, mis on defi-
neeritud kui:

[

∂r̄′(ū(i−1))

∂ū

]

=

[

∂ri
∂uj

]

i, j = 1, 2, . . . , N (11.21)

Kuna maatriksiga jagamine pole defineeritud, siis selle asemel lahendatakse võrrandite s̈usteem,
annab kokku maatrikskorrutise inverteerimise (mis veel oleks jagamine kui mitte korrutise in-
verteerimine?). K̃oige tavalise (staatilise)̄r-i kuju jaoks saab selle koefitsientide maatriksi arvu-
tada kui

∂ri
∂uj

=
∂

∂uj

[

N
∑

n=1

Kinun − fi

]

= Kij +
N
∑

n=1

∂Kij

∂uj
un −

∂fi
∂uj

(11.22)

Viimase ṽorduse paremal poolel olevast kolmest liikmest esimene on lihtsalt j̈aikusmaatriksi
(i, j)-element. Viimane liige neist kolmest mõõdab, kuidas muutub koormusvektor koos la-
hendiga ja on tavaliselt null, v.a. siis, kui esinevad mingit sorti mittelineaarsed rajatingimused.
Keskmine liige sisaldab kolme alaindeksiga massiivi korrutist lahendivektoriga ja see oluline
liige näitab, kuidas j̈aikusmaatriks s̃oltub lahendivektorist. Seda liiget on suhteliselt kerge arvu-
tada elemendi tasemel, eeldades, et on võimalik arvutada mittelineaarsuse tuletisi. Paljudel juh-
tudel (mitteelastsuse mudelid näiteks) on nende tuletiste arvutamine raskendatud vastavalt tuleb
modifitseerida mittelineaarse iteratsiooni skeemi. Paremal oleval kahe esimese liikme summal
on kaks vaba indeksit (i, j) ja seda nimetatakse mõnikord puutej̈aikuseks.

Nii lahutamise kui ka Newtoni skeemi korral on oluliseks kontseptsiooniks, millest tuleks aru
saada see, et igal iteratsioonil tuleb lahendada võrrandite s̈usteem ja et sellel süsteemil on
sarnased karakteristikud (nagu näiteks kokkupanek elementide panustest) lõplike elementide
võrrandite lineaarse süsteemiga. Programmi arhitektiuuri seisukohast saadaksemittelineaarne
lõplike elementide programm, kui lineaarne lõplike elementide programm lisatakse iteratsioo-
nitsüklisse.
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11.4 Mittelineaarsete iteratsiooniskeemide koonduvustestid

Järelej̈aänud probleem mittelineaarse iteratsiooni rakendamisel on määramine, millal iterat-
siooniprotsess peatada. Mittelineaarse iteratsiooniskeemi koonduvuse testimiseks on kaks ilm-
set testi: kui j̈arjestikkused iteratsioonid erinevad vaid kergeltüksteisest ṽoi kui jäägivektori
r̄ = Kū − f̄ muutub v̈aikeseks. M̃olemal neist testidest on omad eelised ja puudused. Kui
võrrelda lahendivektori muutusi järjestikkustel sammudel, siis on koonduvustestiks:

∣

∣

∣

∣ū(i) − ū(i−1)
∣

∣

∣

∣

||ū(i)|| < ǫ (11.23)

kusǫ on koonduvussallivus.

Üldiselt tuleks kasutada suhtelist veasallivust, sest N-mõõtmelises ruumis kasvab vektori norm
N kasvades suureks. Lahendivektori pikkusega jagamine kõrvaldab selle mittesoovitud sõltuvu-
se ṽorrandis̈usteemi suurusest. Sellist sorti koonduvustesti on lihtneellu viia ja see vajab ainult
minimaalset arvutusjõudlust, kuid ṽoib tuua kaasa “vale” positiivse otsuse, sest kui iteratsiooni-
skeem koondub (ṽoi hajub) v̈aga aeglaselt, ṽoib antud test l̈abi minna isegi siis, kui iteratsioon
pole koondunud.

Külget̃ombavaks alternatiiviks sellele “lahendi muutuse” testile on kontrollida erinevusiKū =
f̄ lahendamisel palju otsesemal viisil. Sellisel juhul moodustatakse j̈aägivektorr̄ = Kū − f̄
ja testitakse selle normi, et m̈aärata, kui l̈ahedal on olemasolev iteratsioonitulem, et rahuldada
valitsevat mittelineaarsete võrrandite komplekti. See test on lihtne (sest jäägivektor tuleb iterat-
siooni k̈aigus niikuinii arvutada) jäuldiselt on see rohkem usaldatavam kui esimene skeem, ent
pole selge, kuidasnormaliseeridajäägivektorit, et saada suhteline (s.t. dimensioonitu) veasalli-
vus. Paljude struktuuriprobleemide korral töötab ḧasti j̈aägivektori ṽordlemine esialgse jõuvek-
tori mõne osaga ja seda lähenemist annab laiendada laiaks valikuks praktilistest koonduvustes-
tidest.
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12 Praktiline modelleerimine

12.1 Üldpilt

Tehniline disainimine on protsess, mille käigus muudetakse süsteemi m̃oõtmeid, kuju, materjali
jne., et leida parim (optimaalseim) konfiguratsioon ss̈uteemi funktsionaalsuse realiseerimiseks.
Analüüs on disaini abivahend, hõlmates

1. matemaatilise mudeli loomist;

2. andmete kogumist m̃oõtmistest;

3. numbrilist simuleerimist;

4. tulemuste hindamist teadaoleva info ja matemaatilisse mudelisse tehtud paranduste val-
guses.

Matemaatiline mudel luuakse füüsikaseaduste ja protsessi käitumise kohta tehtavate eeldus-
te p̃ohjal. Andmed sisaldavad süsteemi reaalseid parameetrid nagu geomeetria, koormusedja
ääretingimused ja tuletatud omadusi. Viimased hõlmavad n̈aitena mitmesuguseid konstante,
juhtivusi jne., mida m̈aäratakse katseliselt.̈Uldjuhul ei võimalda matemaatiline mudel analüü-
tilist või täpset lahendit geomeetrilise keerukuse ja/või mittelineaarsuste tõttu. Matemaatilises
mudelis tekivad mittelineaarsused geomeetria või materjalide omaduste muutumiste tõttu. See
osutub vajalikuks rakendada numbrilisi meetode, et arvutada matemaatilise mudeli ligikaudne
lahend.Üheks selliseks, ja seejuures väga ṽoimsaks numbriliseks meetodiks on lõplike elemen-
tide meetod.

Tüüpiline lõplike elementide analüüs algab analüüsieesm̈arkide seadmisega. Nendest sõltub
anal̈uüsi raskusaste ja idealisatsioon:

• 2- või 3-mõõtmeline probleem;

• lineaarne ṽoi mittelineaarne;

• kui mittelineaarne, siis millist ẗuüpi mittelineaarsusi arvestada;

• tuletatud mudeli ẗuüp;

• reaalse s̈usteemi koormuste jäaäretingimuste idealiseerimine;

• kaasnevate efektide arvestamine, kui neid esineb jne.

Kui süsteemi idealiseerimine on lõpetatud ehk matemaatiline mudel paigas, tuleb valida numb-
rilise lähendamise tüüp ja vastav tarkvara. See hõlmab:

1. tundmatute suuruste valimist, mis omakorda määravad l̃oplike elementide mudeli tüübi;

2. elementide ẗuübi valimist;

3. võrgu ẗuübi valimist;

4. mittelineaarse analüüsi korral koormuse suurenemise suurusjärgu valimist;

5. iteratsioonimeetodi valimist lahendamiseks;
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6. veakriteeriumide m̈aäramist;

7. veataluvuspiiride kehtestamist;

8. maksimaalse iteratsioonide arvu määmist, milleni j̃oudes programm oma töö katkestab.

Viimasteks sammudeks arvutusmudeli loomisel on koodi kontrollimine ja matemaatilise mude-
li valideerimine. Arvutusmudeli kontrollimisel veendutakse, et arvutusmudel oleks matemaa-
tilise mudeli ẗapne diskreetne analoog. Seega, kui arvuti lõplikust aritmeetikast tingitud vead
on ebaolulised, peaks arvutusmudel andma matemaalilise mudeli täpse lahendi. Valideerimine
sisaldabki numbriliste lahendite võrdlemist teadaolevate täpsete ja/ṽoi katsetulemustega. Tei-
salt m̈aärab valideerimine, millisel m̈aäral kajastab matemaatiline mudel süsteemi f̈uüsikalist
reaalsust mudeli kavatsetava rakenduse seisukohast. Valideerimimisprotsess peab seega olema
koosk̃olas mudeli kasutuseesmärgiga. N̈aiteks pole lineaarse elastsuse jaoks loodud mudel ka-
sutatav mittelineaarse koste jaoks. Valideerimine võimaldab lisada matemaatilisse mudelisse
puuduvaid elemente, mis muudavad arvutustulemused kooskõlalisemaks f̈uüsikalise kostega.
Tegelikult ei saa matemaatilist mudelit kunagi kinnitada;seda saab vaid̈umber l̈ukata. Uute ja
multifüüsikaliste probleemide puhul tuleks alati teha valideerimine.

12.2 Füüsikaline vs.elemendi k̈aitumine

Millist üldist elemendiẗuüpi kasutada – tala, plaati, kesta või tahkist? Kui plaati, siis kas kolm-
nurkset ṽoi nelinurkset? Kas k̈uljes̃olmedega ṽoi ilma? Kui palju elemente ja kui keerukas peaks
olema ṽork? Sellised k̈usimused tekivad kohe matemaatilise mudeli diskreetimisel. Vastused
neile k̈usimustele ñouavad arusaamist sellest, kuidas struktuur (või selle matemaatiline mu-
de) tõen̈aoliselt võiks käituda. Kuna l̃oplike elementide meetod on oma olemuselt tükkhaaval
polünomiaalne interpoleerimine, siis ei saa element kanda keerukamaid f̈uüsikaliste suuruste
variatsioone kui neid sisaldub elemendi formulatsioonis.

Elemendid, mis annavad edukalt edasi geomeetriat, ei pruugi olla sobivad anal̈uütilisteks ees-
märkideks. Arvutatud l̃oplike elementide tulemused kipuvad olema kõige ẗapsemad siis, kui
elemendid on kompaktsed, mitte laialivalguvad, viltused,moonutatud ṽoi kiivas. Sellised moo-
nutused (joonis 12.1 ) v̈ahendavad tavaliselt täpsust. Antud moonutuse põhjustatud ẗapsuse kao
suurus s̃oltub elemendi ẗuübist, ṽorgu ülesehitusest ja füüsikalisest probleemist. Moonutuste
kombinatsioonid ṽoiva olla eriti kahjulikud. Moonutused kahjustavad tavaliselt gradiente roh-
kem kui nihkeid, omaṽonkesagedusi, moodikujusid või temperatuure. Moonutatud elemendid
võivad m̃onikord anda edasi lineaarvariatsioone, kui satuvad hätta keerukamate variatsioonide
korral. Elemendid on kujumoonutuste suhtes vähemtundlikumad, kui neil on lisaks nurgasõlme-
dele ka k̈ulje- (või serva-) s̃olmed. Samuti on v̈ahemtundlikumad̈uhe ṽoi mitme sisemise vaba-
dusastmega elemendid.

Ettekavatsetud moonutused võivadõigel käsitlemisel kasulikud olla. Elemendid, millel on küljes̃olmed,
sobivad paremini k̃overateäärtega, ṽorreldes elementidega, millel on vaid nurgasõlmed. Jooni-
sel 12.1 (g) kasutatakse nelinurkelementi veerandringikujulise kõvera tala modelleerimiseks,
millele on rakendatud koormusM . Tavaliselt pole arukas kasutada kõveraid k̈ulgi, mis moo-
dustavad ẗaisnurga, kuid selle probleemi korral on arvutustulemustel üllatav ẗapsus [40]. P̃ohjus
on selles, et isoparameetriline transformatsioon annab kõverustsentrisQ singulaarsuse, mis on
täpselt selleks kohaks, kus pingeanalüüsiteooria ennustab lõpmatut pinget.

3D juhul ei suurenda kiivas pinnad täpsust. Kiivas pind ṽoib olla kesta geomeetria jaoks oluline,
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Joonis 12.1: Elementide kujudeformatsioonid, mis tavaliselt vähendavad täpsust: (a) suur ku-
vasuhe; (b) peaaegu kolmnurk; (c) väljaspool tsentrit olev s̃olm; (d) ülimalt viltune; (e) kolm-
nurkne nelinurk; (f) tugevalt k̃overdunud serv; (g) suured kõverusraadiused; (h) ABCD-tahk on
suuresti kiivas; (i) kestelement ABCD on suuresti kiivas.

Joonis 12.2: Muutused elemendi suuruses on (a) liiga järsud; (b) palju sujuvamad.

kuid mõjub halvasti tulemustelẽohukese kesta korral.

Järskudest elemendi suuruse muutustest tuleks hoiduda (joonis 12.2 ). Isegi kui “halvas” asetu-
ses on rahuldav kuvasuhe, ilmuvad sellise elemendisuurusemuutuse naabruses gradiendiväljas
häiritused. Muutused elemenditüübis (n̈aiteks kolmnurgast nelinurgaks), järsud suurus muu-
tused, halva kujuga elemendid ja kohatud elementideühendused (joonis 12.3 ) võivad k̃oik
tekitada kunstlikke gradiendivälja ḧairitusi, mida ṽoidakse ekslikult pidada füüsikalises m̃ottes
realistlikuks. Eriti hoolikas tuleb selliste defektide suhtes olla piirkondades, kus gradiendid on
suured ja ẗapsus oluline.

Kõik paikapidavad elemendid läbivad paigatesti [2, ptk. 6.13]. Elemente, mis käituvad ḧasti,
nimetatakse robustseteks. Selle all mõeldakse seda, et need pole vabad mitte ainult fataalsetest
defektidest, vaid et need on ka suhteliselt vähetundlikud v̈aikestele muutustele, mis pole seotud
füüsikalise probleemiga, näiteks muutused elemendi geomeetrias ja koormuste jaotuses.

Eelanal̈uüs on keerulise probleemi lihtsustatud analüüs lihtsama mudeli ja v̈aiksemate eesm̈ar-
kidega. Sellega saab testida tarkvara võimeid ẗaismahuliseks analüüsiks, ṽoib lisada isegi tead-
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Joonis 12.3: N̈aide sellest, kuidas elemente mitteühendada.

likke vigu, et testida tarkvara veaavastamisvõimeid. Eelanal̈uüsi eeliseks v̈aiksem sisendandme-
te maht, andes samas tulemuseks eelpildi struktuuri käitumisest, testmudeli idealisatsioonist na-
gu ühendused jäaäretingimused, n̈aitabära n̈apuvead sisendandmetes ja annab vihjeid sobivate
simulatsiooniparameetrite kohta. Samuti on väljundi maht v̈aiksem, mis ṽoimaldab ẗaismahulise
anal̈uüsi jaoks planeerida väljundandmete mahtu ja struktuuri. Eelanalüüs on isëaranis kasulik
dünaamiliste ja mittelineaarsete probleemide korral, kus tulemust ṽoib olla raske ette n̈aha ja on
palju simulatsiooniparameetreid seada.

12.3 Materjali omadused

Isotroopsete materjalide andmeid on suhteliselt lihtne hankida ja programmile edastada. Prob-
leemid m̃olemas osas tekivad mitteisotroopsete materjalide korral. Olgu n̈aiteks pinge-r̃ohu-
temperatuuri suhted ortotroopse materjali jaoks peamistetelgedegax, y ja z.

ǫx = + 1
Ex
σx − νyx

Ey
σy − νzx

Ez
σz + αxT γxy = τxy

Gxy

ǫy = −νxy

Ex
σx + 1

Ey
σy − νzy

Ez
σz + αyT γyz = τyz

Gyz

ǫz = −νxz

Ex
σx + νyz

Ey
σy − 1

Ez
σz + αzT γzx = τzx

Gzx

(12.1)

Mitte kõik materjalikonstandid pole avaldistes (12.1) sõltumatud. Maxwelli p̈oördteoreemi
järgi peab konstantide maatriks olema sümmeetriline. Sestap

Exνyx = Eyνxy Eyνzy = Ezνyz Ezνxz = Ezνzx (12.2)

Avaldised (12.1) sisaldavad̈uheksat s̃oltumatut elastsustegurit ja 3 sõltumatut termilist tegurit
(neis avaldistes eeldatakse temperatuurist sõltumatust).Üldiselt on mitteisotroopsel materjalil
21 s̃oltumatut elastsustegurit. Ei pruugi lihtne olla nende kõigi numbriliste v̈aärtuste hankimine,
samuti sisendandmetes korralik kirjeldamine ja nendeüksteisest eristamine. Lisaks tuleks tähele
panna, p̃ohitelgede orientatsiooni struktuuri erinevates osades.Isotroopsed materjalid ṽoivad
olla kergelt mittelineaarsed ja tabelites toodud väärtused on ẗuüpiliselt keskmised. Omaduste
erinevust p̃ohjustavad muutused koostises, tootmismeetodis ja temperatuuriline k̈asitlemine.

Mõnikord on anal̈uüsis vaja teatud elemente teatud tingimuste täitumisel struktuurist eemal-
dada, n̈aiteks osa struktuuri sulamisel. Tegelik eemaldamine oleks imelik, kuid elemente saab
efektiivselt deaktiveerida, kui nende mooduli korrutamisel mingisuguse teguriga suurusjärgust
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Joonis 12.4: (a) Tasapinnalist ja telgsümmeetrilist l̃oplike elementide mudelit ei saaühendada.
(b) Hinge tekkimist (̈ulemine joonis) saab vältida tala pikendamisega tasandivõrgule.

näiteks 1E-6. Eelnevalt deaktiveeritud elemente saab siis reaktiveerida nende mooduli korruta-
misega teguriga suurusjärgus 1E6, et n̈aiteks modelleerida tahkestumist või materjalile uue kihi
lisamist.

12.4 Ühendused struktuuris

Ühendused on sageli kõige ñorgemateks l̈ulideks struktuuris ja nende elastne või mitteelastne
käitumine ṽoib oluliselt teiste struktuuriosade käitumist m̃ojutada.Ühendus ṽoib hõlmata kee-
rulist geomeetriat, m̈oödajoondusi, erinevaid materjale, eelpingeid, kontaktide moodustamist
või lõhkumist, h̃oõrdumist ja libisemist, plastilist muutust ja materjali kahjustumist v̈aände,
keevituse ṽoi akude t̃ottu. Neid keerukusi tavaliselt ignoreeritakse või lihtsustatakse tublisti,
kui antudühendus pole ise uurimisobjektiks. Lihtsustuse eesmärgiks on tavaliselt l̈ahendada
ühenduse efektïulejäänud struktuurile ja ṽoib ilmuda v̈ahendatud elastsusteguriga standardele-
mendi n̈aol.

Mõningad v̈ahesed erandid välja arvatud, on̈uhendus tasapinnalise lõplike elementide mudeli
ja telgs̈ummeetrilise l̃oplike elementide mudeli vahel füüsikaliselt m̃ottetu, isegi kui tarkvara
aktsepteerib seda ilma kaebusteta. Selliseühenduse n̈aide on joonisel 12.4 (a), kus tasavõrk
esindab torul olevat jahutuslaba. Ristlõikel on telgs̈ummeetriline ṽork kahem̃oõtmeline, kuid
selle elemendid on ringid ja need, mis peaks olema sõlmpunktid, on tegelikult s̃olmringid. Kui
sisendandmed vajavad telgsümmeetrilist anal̈uüsi, koheldakse ka tasasena kavandatud võrku
tarkvara poolt telgs̈ummeetrilisena.

Kui pöördvabadusastmetega elemente kombineeritakse elementidega, millel p̈oördvabadusast-
med puuduvad, k̈aitubühendav s̃olm hingena, mis ei pruugi olla esialgne kavatsus (joonis 12.4
(b)). Hingühendust saab vältida tala pikendamisega tasavõrgule. Sellistëuhenduste naabruses
pole pinged realistlikud.

12.5 Lõplike elementide programmiülesehitus

Tüüpiline lõplike elementide programm koosneb kolmest osast:

1. eelprotsessor;
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2. protsessor;

3. järelprotsessor.

Eelprotsessor loeb ja/või genereerib probleemi sisendandmed:

• vaadeldava piirkonna geomeetria;

• anal̈uüsitingimused: staatiline, omaväärtus̈ulesanne ṽoi dünaamiline;

• anal̈uüsitava probleemi andmed, näiteks diferentsiaalṽorrandite koefitsientide defineeri-
mine;

• ääretingimused;

• lõplike elementide info: elemendi tüüp, elementide arv, geomeetriline info võrgu gene-
reerimiseks ja elementidëuhendamiseks;

• järelẗoötluse instruktsioonid: printimine ṽoi mitteprintimine, arvutatavate suuruste tüübid
jne.

Järelẗoötlusel interpoleeritakse lahend sõlmedevahelistesse punktidesse, arvutatakse tuletatud
suurused ja teisendatakse tulemused visualiseerimiseks sobivasse formaati.

Protsessori p̃ohimoodulid on allj̈argnevad:

1. elemendimaatriksite genereerimine numbrilise integreerimisega;

2. elemendiṽorrandite koostamine;

3. ääretingimuste arvestamine;

4. põhimuutujate algebraliste võrrandite lahendamine sõlmede suhtes.

12.6 Üldised vead

Tavaliselt on eksimused mudeli koostamisel seotud ebapiisavatest teadmistest:

• füüsikalisest probleemist;

• elemendi k̈aitumisest;

• anal̈uüsi piiridest;

• tarkvara kohta.

Vigade parandamise luhtumine tuleneb samadest põhjustest, mist̃ottu eiratakse tarkvara hoiatusi
ja samuti ebapiisavast järjekindlusest arvutustulemuste kontrollimisel.

Elemendimaatriks[k] on null, kui ühine korrutaja, n̈aiteks elemendi paksus on null. Kui ele-
mendi paksus on m̈aäramata, ṽoib see saadäuhikulise v̈aärtuse, ent see sõltub tarkvarast. Kui
genereeritakse elementide jäikusmaatrikseid, ṽoib nulliga jagamine leida aset näiteks siis, kui
Poisson’i suhe on 0.5 tasandi pinge, telgsümmeetrilise ṽoi 3D tahkiseprobleemi korral. Singu-
laarse ṽoi peaaegu singulaarse globaalse maatriksi[K] võivad p̃ohjustada allj̈argnevad asjaolud,
millest õige mitmed on seotud eksimustega andmete sisestamisel:
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• materjalide omadused, näiteks elastsustegurid, on nullid kõigil elementidel, millel on
ühine s̃olm;

• üks ṽoi mitu struktuuris̃olme pole seotud̈uhegi elemendiga;

• üks ṽoi mitu struktuuriosa pole seotud̈ulejäänutega;

• ääretingimusi pole m̈aäratud ṽoi on need ebapiisavad;

• võltsmood (–mehhanism) saab võimalikuks ẗanu ebaadekvaatseteleühendustele (n̈aiteks
ŝarniir̈uhendus joonisel 12.4 (b));

• esinevad suured erinevused jäikustes;

• osa struktuurist on paindunud;

• mittelineaarses analüüsis on tugede ṽoi ühenduste j̈aikus on muutunud nulliks, mistõttu
kas kogu struktuur ṽoi osa sellest ebaadekvaatselt toestatud.

Struktuuri s̃oltumatult ṽorgustatud osadel võivad olla kokkulangevad sõlmed, kuid tarkvara-
le poleöeldud, et neid kokkulangevaid sõlmi tuleks pidada identseteks. Selle asemel jäetakse
need s̃olmedühendamata. 3D mudelite korral on lihtne unustada, et jäigal kehal on 6 ṽoimalust
liikumiseks, mist̃ottu ununevad lisamata vajalikud toetingimused.

Kui tarkvara teatel on[K] singulaarne, kuid p̃ohjus pole silmn̈ahtav, siis ṽoib abi olla, kui
anal̈uüsida mudelit selle madalaimate võnkemoodide jaoks (kuni 6 moodi 3D probleemi kor-
ral). Võnkeanal̈uüsi korral ei pea[K] olema mittesingulaarne. Iga nullise sagedusega mood on
võimalik piirangute t̃ottu, mis pole adekvaatsed staatilise analüüsi jaoks. Sellise moodi animee-
ritud graafik ṽoib kiiresti osutada, milliseid lisapiiranguid vajatakse.

Singulaarne[K] väljastab tavaliselt veateate ja peatab programmi täitmise. Kui programmi
täitmine peatub ṽoi jätkub, ent annab imelikke tulemusi, siis on selge, et midagion valesti
ja osutub vajalikuks selle põhjuse otsimine. Olukord on enam ohtlik siis, kui olemasolevad
vead annavad esmapilgul mõistliku tulemuse, mis on tegelikult sügavalt vigane. Siia kuuluvad
alljärgnevad vead:

• elemendid on valet tüüpi; näiteks kasutatakse kestelementi seal, kus on vaja 3D tahkise-
lementi;

• võrk on liiga j̈ame ṽoi on elemendi ṽoimalused piiratud;

• ääretingimused on vales kohas, valet tüüpi või vales suunas; tugesid võib olla liiga vähe,
põhjustades hingeefekti, aga ka liiga palju, muutes piirkonna liiga j̈aigaks;

• koormused on vales kohas, valet tüüpi, vales suunas või vale suurusj̈arguga;

• kümnendarvude komad võivad olla valel positsioonil ṽoi aetakse segaminiühikuid; ker-
ge on sisestada vale kümnendastmega andmeid; tuletatudühikud pole konverteeritud
põhiühikuteks ṽoi kasutatakse s̈usteemiv̈aliseidühikuid;

• element ṽoib olla topeltdefineeritud; see ei pruugi võrgukuvalt silma torgata, ent tegelikult
on mudelis siis̈uks “jäigem” koht;

• telgs̈ummeetrilise analüüsi jaoks m̃oeldud andmed kasutavad sümmeetriateljenaz-telge,
tarkvara agay-telge.
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Joonis 12.5: Tegeliku ṽorgu (a) kokkut̃ommatud kuva (b) n̈aitab, etüks element pole defineeri-
tud.

12.7 Mudeli kontrollimine

Mudelit tuleks kindlasti kontrollida enne arvutmist, et saavutada suurema tõen̈aosusega edu ja
vältida kontrolli edasil̈ukkamisega selle keerulisemaks muutumist. Juba mudeli ettevalmista-
mise ajal saab preprotsessori graafiliste vahenditega mudelit kontrollida. On lihtsam vead kohe
nende tekkimisel parandada, kusjuures need võivad esineda k̃oikjal, isegi k̃oige lihtsamates and-
metes.

Võrk genereeritakse tavaliselt automaatselt sisendandmete järgi, millega m̈aäratletakse kasuta-
tava elemendi ẗuüp, võrgustatav piirkond ja ṽorgu tihedus piirkonna valitud osades. Võrk tu-
leks seej̈arel kuvada ja vaadata, kas see näeb v̈alja “õige”: korrektneüldgeomeetria, parajad
võrgutihedused, suurte moonutusteta elementide kujud.Üleni moonutatud elementides annab
tõen̈aoliselt teada juba tarkvara, kuid viimane uuribüksikosi, anal̈uüsija aga n̈aeb ka tervikut.
Vajadusel saab piirkonda uuesti võrgustada ṽoi selle mitterahuldavaid detaile korrigeerida. Kui
peendetailid, nagu kindla sõlme asukoht, on olulised, tuleb lisaks graafilisele pildile uurida ka
numbrilist andmelistingut.

Graafiline pilt ṽoimaldab laialivenitatud ṽoi kokkusurutud moodis, kus individuaalsete elemen-
tide suurust on v̈ahendatud umbes 20 % (joonis 12.5 (b)) kohe näha puuduvaid elemente. 3D
mudelite puhul on ṽorgu kontrollimine raskem, ent saab rakendada lisavõtteid nagu ristl̃oiked
mudelist, vaated erinevatest suundadest, perspektiiv ja valitud osa suurendamine. Toetingimusi
ja koormusi saab kuvada erisümbolitega, mis n̈aitavad suunda ja tüüpi. Tasapinnalise mudeli
äärte kuvamisel on n̈aha, kas esineb pragusid, mille korral on kõrvutiasetsevad ṽoi kattuvad
sõlmed kas tahtlikult ṽoi tahtmatäuhendamata.

Kommertstarkvara teeb teatud kontrollimisi automaatselt. Näiteks ṽorreldakse elemendi geo-
meetriat seesmiselt talletatud numbrilise piiranguga, mis defineerib k̃olblikkuse m̈aära. K̃oik,
mis seda m̈aära ületab, p̃ohjustab veateate. See piir on teatud mõttes suhteline. See, mis on
aktsepteeritav̈uhes olukorras, pole seda teises. Tarkvara või kontrollida j̈argmisi tingimusi:

• sõlm poleühendatud̈uhegi elemendiga;

• sõlmed on l̈ahestikku ṽoi isegi kokkulangevad, ent polëuhendatud; see ei pruugi alati
viga olla; selline kontroll on eriti kasulik suurte 3D mudelite korral; m̃oni preprotsessor
ühendab automaatselt sõlmed, mis ta leiab teiseteise läheduses olevat;

• elemendid jagavad sõlme, kuid ei kasuta sama vabadusastmete komplekti, mis sõlm;

• nurga- ja k̈uljes̃olmed onühendatud ehk esineb “halb”ühendus, nagu näidatud joonisel
12.3 ;
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• elementide kujud erinevad tugevasti ideaalsest (joonis 12.1 );

• mudelis ei esine koormusi,ääretingimusi ṽoi materjali omadusi;

• enne programmi täitmist peaks tarkvara oskama hinnata täitmiseks kuluvat aega ja vaja-
minevat m̈aluhulka.

Automaatkontroll ei pruugi siiski järeldada, kas tegelik probleem on defineeritud, materja-
li omadused korrektsed jäuhikud koosk̃olalised, koormused ning toed̃oigetes paikades jne.
Analüüsija peab olema valvas.

12.8 Arvutustulemuste arvustus

Mõningates valdkondades võivad disainivead olla kallid ṽoi isegi katastroofiliste tagajärgedega,
sestap tuleks lahendit kontrollida nii erinevatel viisidel kui võimalik. Üksikut lahendit ei tohiks
usaldada. Esimene samm LEA tulemuste kontrollimisel tuleks vaadata, kas need ei tundu “ime-
likud”. Näiteks, kas nihked pole ootamatutes kohtades, ootamatutessuundades, ḧammastavalt
suured ṽoi väikesed, toereaktsioonid ootamatus suunas, soojusvoog pole külmalt soojale jne.
Eelanal̈uüs peaks andma vähemasti kvalitatiivsed eeldused sellise kontrolli läbiviimiseks. Kui
midagi pole silmn̈ahtavalt valesti, saab jätkata juba detailsema ja kvantitatiivsema kontrolliga.
Kui kahtlustatakse probleemi, tuleks selle allikasüles leida, kas siis lõplike elementide lahen-
dist, aga ka eelnevast analüüsist ṽoi probleemi f̈uüsikalisest m̃oistmisest. Igal juhul tuleb prob-
leem kindlaks teha ja k̃orvaldada ning simulatsiooni korrata. Kui jooksev analüüs annab rahul-
davaid tulemusi, tuleks otsustada, kas edasine analüüs on vajalik ja kui on, siis kuidas jooksev
anal̈uüs peaks seda m̃ojutama.

Kui l õplike elementide tulemusi kõrvutatakse muudest allikatest – lähendid, k̈asiraamatute vale-
mid, teine tarkvara, sarnased eksisteerivad struktuurid või katse – hangitutega, siis tuleks veen-
duda, et alternatiivsetes allikates esitatud tulemuste saamisel oli f̈uüsikaline olukord sisuliselt
sama.
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Element Grid Optimization, M.Š. Shephard and R. H. Gallagher, eds., 15–26, ASME, New
York, 1979.

160



[37] J. Fish, “The s-version of the finite element method,”Computers & Structures, 43(3),
1992, 539–547.

[38] T. Belytschko, J. Fish, and A. Bayliss, “Spectral overlayon finite elements for problems
with high gradients,”Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 81(1),
1990, 71–89.

[39] E. Rank and R. Krause, “A multiscale finite-element method,” Computers & Structures,
64(1-4), 1997, 139–144.

[40] R. D. Henshell, D. Walters, and G. B. Warburton, “A new family of curvilinear plate
bending elements for vibration and stability,”Journal of Sound and Vibration, 20(3), 1972,
381–397.

161


