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Sissejuhatus

Kéesolev bakalaureuset66 on referatiivse iseloomuga ning tugineb t66le [4]. T66s
vaadeldakse lineaarse integraalvorrandi

b
ulz) = / K (e y)uly)dy + f(z) (a <z <b)

ligikaudset lahendamist kollokatsioonimeetodiga, mis tugineb vorrandi lahendi u
lahendamisele iihtlasel vorgul antud pidevate lineaarsplainidega u,,, kus n + 1 on
vorgu punktide arv. Tuuma K ja vabaliikme f kohta eeldatakse, et nad on pi-
devad funktsioonid vastavalt ruudul [a,b] X [a,b] ja 16igul [a,b]. Kéesolevas t66s
nédidatakse, et viga u,, —u vaheneb, kui vorgupunktide arv kasvab ning tuletatakse
kaks hinnangut vea u,, —u iseloomustamiseks (vt teoreemi (5.3)). Nende tulemuste
saamisel on tuginetud t66s [4] esitatud metoodikale. See erineb toos [1] rakenda-
tud metoodikast ning voimaldab kéesolevas t66s vaadelda palju laiemat vorrandite
klassi.

Bakalaureusetto koosneb kuuest osast. Esimeses osas on késitletud splaini
moistet ja interpoleeriva lineaarsplani esitamist baasspalainide kaudu. Teises osas
on toodud tulemus interpoleeriva lineaarsplaini vea hindamiseks. Esimeses ja tei-
ses osas on eeskujuks olnud bakalaureusetés [I]. Kolmandas osas on kisitletud
Fredholmi teist liiki integraalvorrandi lahendi olemasolu, iihesust ja siledust. Nel-
jandas ja viiendas osas vaadeldakse Fredholmi teist liiki integraalvorrandi ligi-
kaudset lahendamist lineaarsplanidega kollokatsioonimeetodi abil. Viimases osas
on t06s vaadeldud meetodit rakendatud sellise integraalvorrandi ligikaudsel lahen-
damisel, mille lahend on teada. Praktiliste tulemuste saamiseks on t66 lisas toodud
programm, mis on kirjuatud programmeerimiskeeles R.



1 Splainid

1.1 Splaini moiste

Me tahistame kéesolevas toos téhega N := {1,2,3,...} koigi naturaalarvude
hulka ning tdhega R := {co0, —oco} koigi reaalarvude hulka. Vaatleme 16iku [a, b],
kus a,b € R, a < b. Olgu C [a, b] kdigi 16igus [a, b] pidevate funktsioonide hulk ning
C™ |a, b] koigi 16igus [a, b] n korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulk.

Olgu n € N. Jaotame 16igu [a, b] punktidega

A, =A{zrg,x1,..., 2, a=x0<11<...<T =0} (1)
n vordseks osaldiguks [x;, z;41] (¢ =0,1,...,n — 1), kus 2,41 = x; + h ning
h—
h=""2 Jaotust (1)) nimetatakse 16igul [a, b] antud iihtlaseks vorguks.
n

Definitsioon 1.1. Vorgule A, vastavaks m-jarku (m € N) splainiks nimetatakse
funktsiooni S,,, mis
1) igal osaloigul [x;, x;41] (¢ =0,1,...,n — 1) on iilimalt m-astme poliinoom, s.t

Sm(T) = coi + ciz + ... emir™, T € 14, T3],
2) on m — 1 korda pidevalt diferentseeruv kogu 16igul [a, 8], s.t

Sy € O™ a,b].

Vorgu punkte xg, x1,...,x, nimetatakse splaini S,, solmedeks.

Tingimusest 1) ndeme, et m-jarku splaini mééravad (m + 1) X n parameetrit
cji (1 =0,1,...,m, ¢=0,1,...,n— 1), mis on splaini kordajad. Tingimus 2)
seab splainile S,, igas sisesdlmes 1, o, ..., x,_1 m tingimust noudega

S, S, S € Cla, b].

m

Sisesdlmede arv on n — 1, seega kokku on m (n — 1) tingimust, mis kitsendavad
parameetrite c;; valikut. Nii sisaldab m-jérku splain {ildiselt

m+1)n—mnm—-1)=mn+n—mn+m=m+n

vaba parameetrit. Nende parameetrite madramiseks kasutatakse splaini .5,,
méadramisel sageli interpolatsioonitingimusi kujul
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Sm(xz):fza 7’:07177n7 (2)

kus f; = f(x;) (i =0,1,...,n) on mingi funktsiooni f véiartused vorgul A, ning
o, X1,...,Ty, on splaini S, solmed. Kui m = 1, siis tingimused méadravad

splaini S; {iheselt. Kui m > 1, siis on splaini iiheseks méa#ramiseks vaja lisaks
interpolatsioonitingimustele ette anda veel m — 1 tingimust.

Mérgime ka, et paarisarvulise m korral valitakse splaini S, interpolatsioo-
nisdlmedeks sageli splaini sélmede xg, x1,...,x, vahel paiknevad punktid.

Interpolatsioonitingimusi rahuldavaid splaine nimetatakse interpoleerivateks
splanideks. Arvutuspraktikas kasutatakse koige enam splaine Sy, Sy ja S3, mida
nimetatakse vastavalt lineaar-, ruut- ja kuupsplainideks.

Kaesolevas t60s on vaatluse all interpoleerivad lineaarsplainid.

1.2 Lineaarplaini moiste

Definitsioon 1.2. Vorgule A,, vastavaks esimest jarku splainiks ehk lineaarsplai-
niks nimetatakse funktsiooni S, mis

1) igal osaloigul [x;, z;41] (1 =0,1,...,n— 1) on tlimalt esimese astme poliinoom,
s.t

Sy =coi +cur (v € [w,1i4])i=0,1,...,n—1,
2) on pidev kogu 16igul, s.t
Sl eC [CL, b] .

Koigi vorgule A,, vastavate lineaarsplainide hulga téhistame suurusega S(A,,).
Osutub, et S(A,) on vektorruum, mille dimensioon on n + 1.

Toepoolest, kui S1, ST € S(A,), siis ilmselt S;+S] € S(A,) ning AS; € S(A,),
kus A on mingi konstant.

Splain S} on igas osaldigus [z, z;41] (i = 0,1,...,n — 1) méédratud kahe pa-
rameetriga cg; ja cy;. Osaloike on kokku n, mistottu on splaini S; konstruee-
rimiseks vaja 2n parameetrit. Noudest, et S; on pidev vorgu A, sisesdlmedes
xr1,%2,...,Ty_1, Saame lineaarsplaini S7 jaoks n — 1 lisatingimust, mis kitsendavad
parameetrite valikut. Seega vabade parameetrite arv, millest splain s6ltuma jaab
on 2n — (n — 1) = n + 1. Jarelikult dim (S (A,)) =n+ 1.
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Lineaarsplainide vabade parameetrite madramiseks kasutatakse interpolatsioo-
nitingimusi . Tingimused médravad splaini S; iiheselt ning tegemist on
interpoleeriva splainiga.

1.3 Lineaarsed baassplainid

Defineerime vorgule A,, vastavad lineaarsed baassplainid ¢;(z) (i =0,1,...,n)
jargmiselt:
Ty — X
! , kuixg <z < xq,
po(z) = h )
0, kui z; <z < z,.
T — T .
T kuiwg <7<,
— ) Tit1 — X .
pi(r) = %, kui z; <z < 2441,
0, kui xg <z < x;_1 voi 2541 < x < Ty,
T —Tp-1 .
——, kuiz, 1 <x <=z
(Pn(x) _ h ) n—1 = 4n,
0, kui vg <z < x,_1.
Vorgule A,, vastavad splainid ¢;(x) (i = 0,1,...,n), on lineaarsed igal osaldigul

[z, 2i41] (1 = 0,1,...,n — 1). Konstruktsiooni tottu on ¢;(z) (i = 0,1,...,n)
pidevad iga z € [a, b] korral. Seega ¢; € S(A,) (i=1,2,...,n).

Splainide @o(x), vi(x) ja vn(x) esitused on toodud joonisel 1 ja joonisel 2:

Joonis 1: Lineaarsete baassplainide ¢o(x) ja ¢;(x) esitused.



Joonis 2: Lineaarse baassplaini ¢, () esitus.

Kehtib omadus, et

1, kuii=y,
Sxs) = 3
pile;) {O, kui 7 # 7. (3)

Osutub, et funktsioonid ¢g, 1, - .., pn € S(A,) on lineaarselt soltumatud 15igul
[a, ], s.t nad moodustavad baasi ruumis S(A,,).

Selles veendumiseks néitame, et kui

appo(r) + arpr(x) + ... + anpen(x) =0 Va € [a, bl (4)
siis konstandid ag, a, . .., a, saavad olla vaid nullid:
a=a1=...=a, =0.

Votame vorduses muutuja x vairtuseks r = zy. Omaduse pohjal saame, et
appo(zo) + arpr(zo) + ...+ anpn(z0) =g 14+0+...+0=0,

s.t g = 0. Analoogiliselt vottes vorduses muutuja x vadrtuseks r = x;
(1 =1,2,...,n) saame vastavalt, et a; = 0 (i = 1,2,...,n). Seega seos saab
kehtida vaid siis, kui

ap=a;=...=a, =0.

Jarelikult funktsioonid ¢;(x) (¢ = 0,1,...,n) on lineaarselt soltumatud 16igul [a, b]
ning moodustavad baasi ruumis S(A,,). Jarelikult saame iga splaini S; € S(A,)
esitada kujul

Si(z) = Zajgoj(x), x € |a, b,

kus «g, aq, ..., a, on mingid konstandid.



2 Interpoleeriva lineaarsplaini hinnangud

Olgu antud iihtlane vork A, ning olgu f; = f (z;)
(i = 0,1,...,n) funktsiooni f € C'[a,b] véértused iihtlasel vorgul A,. Kui z €
[z, 241] (1 = 0,1,...,n — 1) siis tingimusi Sy(zi) = fi ja Si(zi+1) = fi+1
rahuldava lineaarsplaini véime esitada kujul
ZT; — X r — T
1 (2) = Fa) =T 4 i) )
On selge, et valemiga antud funktsioon S () on esimese astme poliinoom

muutuja = suhtes. On lihtne niha, et S; € Cfa,b]. Toestuseks piisab niidata, et
S1 on pidev sisesdlmedes x1, To, ..., Ty 1:

lim Si(z) = f;, i=1,2,...,n—1,

T—x;+
ning

lim Sl(l’):fl, Z:1,2,,n—1

T—T;—
Jargneva lemma toestuses on meil vaja rakendada Lagrange’i keskvaértus-
teoreemi (vt néiteks [5], Ik 127), mille siinkohal esitame.

Teoreem 2.1 (Lagrange’i keskvéirtusteoreem). Kui funktsioon f on pidev
loigul [a,b] ja diferentseeruv vahemikus (a,b), siis leidub punkt ¢ € (a,b) nii, et

f(b) = f(a) = f'(c)(b - a).

Lemma 2.2. Olgu S; € S,,(A,) funktsiooni f € C1[a,b] vorgul A, interpoleeriv
lineaarsplain. Siis

b—a

max |f(z) — Si(x)| < 2M;

z€[a,b]
kus

M; = max |f'(x)|.

z€[a,b]

Kui f € C?[a,b], siis

kus



Toestus. Tahistame G(z) = f(x) — Si(x), kus x; <z < z441 (i =0,1,...,n—1).
b—
Olgu h = ~— 2 ning f € C" [a, b]. Siis

61o) = (o) = Sula) = £(0) = ()24 flo) T2

h h
Liidame ja lahutame suuruse f(z; H)x”l — T giis
Glw) = () = ) =T = flan) T

+ f(@it1) Iiﬂh_ S f($i+1)$i+1h_ *

= f(%ﬂ)% - f(xi)x”lh_ Ty

(1) = Flran) T = Flan) =5
Niitid

G() = [f@in) = @5 4 f(@) = o) (L 4 T2

Tiy1 — T

= [f(i1) = Fai)] "= 4 f(2) = flaia) ()

= [flwi) = f@) ==+ (@) = (i)
Tiy1 — T

= Flawn) = )T — (i) = f(a).
Kasutades teoreemi saame, et
) = 81(0) = P~ 2) T ) i
= )t — 1) P — ),

Tip1 — X

kus z; <z < @41, ¢ € (w5, 2i11), ¢ € (2, 2i11), 1 =0,1,2,...,n — 1. Seega
|f(z) = S1(2)] = | (1) (i1 — x) — f’(Cz)(iUzH — )]
< | () (@i — )| + | f(c xz+1—$)‘
:}f ||$z+1—$‘+|f H('Tz+1—33)|
<2 max |f'(z )|(x2+1—x)§2M1h

ZBE[QE,L‘,:B,H,l]



kuiz; <z <z4,i=0,1,2,...,n — 1. Sellest jareldub, et

max |f(x) — Si(x)| < 2M;h.

z€la,b]

Olgu niiiid f € C?|a,b]. Soovime leida hinnangut suurusele |f(z) — Si(z)|, kui
v <r<xi,1=01,....,n—1.

Kui f € C?[a,b], siis saame igal osaldigul [z;,7;11], © = 2,...,n, lineaarse
interpolatsiooni vea f(t) — Si(x) esitada kujul (vt [3], 1k 17)

@) - 80 = o - o - i),

kus ¢ € (2, T441), © € [24,mi41], 1 =0,...,n — 1. Seega

110

|f(z) = Si(z)]

( —zi)(x — i11)

/()]
=5 |(z — ;) (x — zi41)]

1
— max |f"(z)] max (z—x;)(zi — ).
2 l’G[{Ei,l'H_l] :EE[{L'Z‘,:EZ‘_‘_l]

Tahistame g(z) == (v — x;)(x;11 — ). Siis funktsiooni g esimene esimene tuletis
on kujul

J(@) = (v 21 — 2% — 2 -2 + 15 7)) =240 — 20 + 35

Néeme, et ¢'(z) = 0, kui ;01 — 2z +2; = 0, s.t kui z = Tirl T Vottes g(x)
kohal x = it + T saame, et
Tiv1 + T Tiy1 + T Tit1 + T
( +2 ) = ( +2 _mi><$i+l_T)
T+ rp — 2w 2000 — X — X
= (R T H B B~ hn T 0
1
= ;L(Im - sz')2~
Kuna ¢"(z) = (x;41 — 22 + x;)) = —2 < 0, siis funktsioon g(z) saavutab oma
maksimumi punktis z = M Jarelikult
1 ,
e%rnax 1}g(m) = Z(l‘i_’_l —z;)%, 1=0,1,...,n—1
TE€[T;,Tit
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Seega

kus x € [z, z;41], 1 =0,1,...,n — 1. Siit jareldub, et

max |f(z) — Si(x)] < %h?

z€[a,b]

3 Fredholmi teist liiki integraalvorrandi lahendi
olemasolu, iihesus ning siledus

Vaatleme lineaarset integraalvorrandit kujul

ule) = f(@)+ [ Ky, =€ o] ©)

kus f ja K on antud funktsioonid ning u on otsitav. Sellist vorrandit nimetatak-
se Fredholmi teist liiki integraalvorrandiks. Seejuures funktsiooni K nimetatakse
integraalvorrandi tuumaks ning funktsiooni f nimetatakse vabaliikmeks. Vorrandi
(6) lahendi olemasolu ja iihesus on kirjeldatav (vt [6], Ik 48) jirgmise teoreemiga.

Teoreem 3.1. Olgu tuum K pidev ruudul [a,b] X [a,b] ja vabaliige f pidev loigul
la,b]. Olgu vérrandile @ vastaval homogeennsel vorrandil

ule) = [ Kwpuidy (@€ o) )

olemas ainult triviaalne lahend u = 0.

Siis vorrand (@ on theselt lahenduv ja tema lahend w on loigul [a,b] pidev:
u € Cla,b.

Olgu m € N ning olgu C™a, b] koigi ruudul [a,b] x [a,b] médratud m korda
pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulk.
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Teoreem 3.2. Eeldame, et K € C™([a,b] X [a,b]) ja f € C™]a,b], kus m € N.
Olgu vorrandil (@ olemas ainult null-lahend.

Stiis vorrandi (@ lahend u on m korda pidevalt difenrentseeruv loigul [a,b]: u €

C™a,b).

Toestus. Teoreemist jareldub, et vorrand @ on iitheselt lahenduv ning tema
lahend on pidev 16igul [a, b]: u € C[a, b]. Olgu m = 1. Jargnevas huvitab meid, kas
u € C'a, b]. Samasuse

ul(e) = f(2) + / Kz, y)u(y)dy

diferentseerimisel saame

b
W(@) = F@)+ - [ Klepuiy

OK (x,y)
ox

Kuna funktsioonil K (z,y) on olemas osatuletis , mis on pidev ruudul

la,b] x [a,b], siis

b b
%/ﬂ K(z, y)u(y)dy :/a %U(y)dy (a<z<b)

ning integraal

/b Mu(y)dy (a <z <b),

ox
kui muutuja x funktsioon on pidev 16igul [a, b]. Jarelikult
b
0K
ww) = @+ [ Dy a<ass (5)
" T

kusjuures viimase vorduse parem pool on pidev iga x € [a, b] korral. Seega funkt-
sioonil u leidub tuletis v’ € C|a, b] ning teoreemi [3.2| véide kehtib m = 1 puhul.
Olgu niiiid m = 2. Siis huvitab meid, kas u € C?[a, b]. Selleks lihtume samasustest
. Samasuse diferentseerimisel saame analoogiliselt juhuga m=1, et

d

b
W (2) = f'(x) + / (PR (@ pul)dy, a<w<b

kusjuures viimase vorduse parem pool on pidev funktsioon 16igul [a, b]. Seega funkt-
sioonil ' leidub tuletis v’ € Cl[a,b] ning teoreemi véide kehtib m = 2 kohal.
Analoogiliselt jéatkates ndeme, et teoreemi viide kehtib tahes m € N korral. W
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4 Kollokatsioonimeetod

Vaatleme integraalvorrandit @, s.t vorrandit

u(z) = / K (e, y)uly)dy + f(z), a<z<b

kus tuum K on pidev ruudul [a,b] X [a,b] ja vabaliige f pidev 16igul [a, b].

Lihtsad, kuid kiillalti efektiivsed meetodid vorrandi @ ligikaudseks lahenda-
miseks saadakse lineaarsplainide kasutamise teel.

Olgu antud 16igul [a, b] iihtlane vork A, ja olgu funktsioonid ¢; (j = 0,1,...,n)

vorgule A,, vastavad lineaarsed baassplainid. Integraalvorrandi @ ldhislahendit
otsime kujul

U () :chgoj(x), j=0,1,...,n, (9)
=0

kus ¢y, c1, ..., c, on otsitavad kordajad. Konstantide ¢, cy, . .., ¢, médaramiseks ase-
tame suuruse @[) integraalvorrandisse @ ning nouame, et integraalvorrand @
b—a

n

oleks rahuldatud interpolatsioonisdlmedes x; = ih, (i =0,1,...,n); h =

un(x;) = / K(zi,y)un(y)dy + f(z;), i=0,1,...,n. (10)

Arvestades seost saame, et
up(z;) = chgpj(x) =¢ 1,7=0,1,...,n,
§=0
Jérelikult saame vordused kirjutada kujul
ci =Y kycj+ flxz), i,j=0,1,....n, (11)
§=0
kus

b
kij :/ K(zi,y)p;(y)dy, i,j=0,1,...,n.

13



Vordused kujutavad endast lineaarset vorrandisiisteemi otsitavate korda-

jate co, c1, . . ., ¢, suhtes. Suuruste k;; (7,7 = 0,1, ..., n) viljaarvutamist lihtsustab
asjaolu, et
wo(r) =0, kuizxz >z,
pi(x) =0, kuizj1<z<z;, j=12,...,n—1,
on(x) =0, kui x < xpg.
Arvestades viimaseid tingimusi saame suuruste k;; (4,5 = 0, 1,...,n) leidmiseks

jargmised valemid:

10 —/ K ZL'Z, _ydy>

Tj4+1 . _
kz] — K(xzu )ud + / K<I27 y)Mdyv
Tj—1 h Tj h
kin = K(:Ela y)y T dyv

Tp—1 h‘

kusi:=0,1,...,n;7=1,2,...,n—1jah=

Kollokatsioonimeetodi abil on integraalvorrandi @ ldhislahend leitav, kui
vorrandisiisteem osutub iiheselt lahenduvaks. Meie edaspidise késitluse eesmérk
on uurida siisteemi lahenduvust ning uurida u,, koonduvust, kui n — oo.

5 Kollokatsioonimeetod kui Galjorkini meetod

Olgu P, (n € N) operaator, mis seab suvalisele funktsioonile u € Cfa, b] vasta-
vusse tiikiti lineaarse funktsiooni

(Pau)(x) = > ulw;)p;(x), (12)

=0

kus z € [a,b] ja p; (j =0,1,...,n) on vorguga A, seotud lineaarsed baassplainid.

[mselt (P,u)(x) on pidev funktsioon, kui x € [a, b].

14



Osutub, et P, on lineaarne tokestatud operaator ruumis C|a, b], kus C|a, b] on
16igul [a, b] pidevate funktsioonide u ruum normiga [|ul[q(, ;) = MaTselap) [u(@)|-

Toepoolest suvaliste funktsioonide u,v € Cla,b] ja parameetri A € R korral
saame, et operaator P, on aditiivne ja homogeenne:

(Pulu+0))(@) = D (ula) + vle;)) s (a)
= > (ule)ei(@) + Y (0(e;)py()

J=0

= (Pau)(x) + (Pov)(2);

=0
= AMFpu)(z)
Olgu u € Cla, b]. Siis
[ Pattl cpap = max | > ulz;)p;(z)
€la,b] =
< . ‘
< max ) |u(z;)| i ()]
7=0
< gy max Y-l
’ ]:0

Kuna

siis saame, et

[Patll el < lullcp - (13)
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Seega P, : Cla,b] — Cla, b] on tokestatud ning

1Pallctapclapy <1 (R=1,2,...,n). (14)

Suvalise u € Cla, b] korral

n

(Pou)(z:) = Y ulz)p;(z;) = ula;) (i=0,1,...,n)

j=0
ning seeparast
(Pu(Pru)) = (Pou),

s.t P? = P,. Seega operaator P, on lineaarne projektor. Sellisel juhul
1 Poll 1clapcpapy = 1 (v 2], 1k 259) ning kokkuvottes saame, et

||Pn||L(C[a,b],C[a,b]) =1, n=12,... (15)

Operaatori P, definitsioonist jareldub, et P,u = 0 parajasti siis, kui iga 1 =
0,1,...,nkorral u(z;) = 0. Seetottu kollokatsioonitingimused on samavéarsed
noudega

kus operaator T on defineeritud vérdusega

b
(Tu)(t) = / K(z,y)u(y)dy, a <z <b. (17)

Operaatori P, lineaarsuse tottu voime vorduse (|16)), esitada kujul
P, = P,Tu, + P, f.

Vottes arvesse, et P,u,, = u, funktsioonide jaoks kujul @ saame viimase vorrandi
esitada kujul

u, = P,Tu, + P, f. (18)

Paneme téhele, et vorrandi késitlemisel voime unustada noude, et lahislahend
avalduks kujul @: kui vorrand on lahenduv, siis tema lahendid on automaat-

selt kujuga @D
Uleminekut vorrandilt u = Tu + f vorrandile (18) nimetatakse Galjorkini mee-
todiks (seejuures voib P, osas olla suvaline projektor. Kollokatsioonimeetod @-

on Galjorkini meetodi selline erijuht, kus projektoriks P, on valemiga
defineeritud interpolatsiooniprojektor).
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Olgu E Banachi ruum. Olgu f € E jaT : E — FE pidev lineaarne operaator.
Vaatleme operaatorvorrandeid kujul

u=Tu+ f (19)
ja
Up = PyTu, + P,f (n=1,2,...), (20)

kus P, : E — E on projektorid (s.t P? = P,).

Teoreem 5.1. Olgu T lineaarne tdielikult pidev operaator Banachi ruumis F.
Homogeennsel vorrandil v = Tv olgu vaid null-lahend v = 0. Projektorid P,
(n=1,2,...) koondugu n — oo korral punktiviisi ihikoperaatoriks:

Pou—wu, kuin— oo (Yue E).

Siis vorrand (@) on iga f € E korral iiheselt lahenduv ning leidub selline nyg,
et n > ng on ka vorrandid (@ tiheselt lahenduvad. Vorrandite (@) lahendid u,,
koonduvad n — oo korral vorrandi (@ lahendiks u ming kehtib veahinnang

lun = ullp < cllu= Poullg, n=>no, (21)

kus konstant ¢ ei soltu arvust n ega vabalitkmest f.

Teoreemi 5.1 toestuse voib leida raamatust [4], 1k 59.

5.1 Kollokatsioonimeetodi koondumine

Esmalt toome sisse Banach-Steinhausi teoreemi(vt [2], Ik 127), mida meil ldheb
allpool vaja.

Teoreem 5.2 (Banach-Steinhausi teoreem). Olgu X Banachi ruum ning E
pohihulk ruumis X. Jada A, € L(X, X) koondub punktiviisi operaatoriks

A € L(X, X) parajasti siis, kui on tdidetud jirgmised tingimused:

1)IMeR, [[Anllyxx) <M Vn €N,

2) Apx — Az, Vr € E.

Olgu P, (n € N) operaatorid, mis on defineeritud seosega ning olgu u €
C'a, b]. Siis lemma [2.2| pchjal

maz |u(z) — (Pyu)(z)] < c- b ¢ (22)
z€la,b] n
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kus ¢ on mingi konstant, mis ei s6ltu suurusest n. Vorratusest jareldub, et iga
u € C'a, b] korral

lu— Poullgy = m{a@u(m) — (Pyu)(z)| = 0, kui n — oo. (23)
’ z€la,
Kuna C'[a, b] on koikjal tihe ruumis Cla, b] ning kehtib (14), siis Banach-Steinhausi
teoreemi pohjal saame iga u € C|a, b] korral, et

||u - Pnu||c[a7b] — O, kui n — oo. (24)

Vaatleme integraalvorrandit

b
ul(e) = f(2) + / K(e.p)uly)dy, € [a.b]. )

Teoreem 5.3. Olgu véorrandi (6) tuum K pidev ruudul [a,b] x [a,b] ja vabaliige
f pidev loigul |a,b]. Olgu vorrandile @ vastaval homogeennsel vorrandil (@ ole-
mas ainult triviaalne lahend u = 0.0Olgu kollokatsioonimeetodis @-(@ kasutusel

tihtlane vork A, (n € N) solmedega
h—
wi=a+ih (i=0,1,...,n), h=—"

n

Suis kehtivad jargmised vdited:
1) integraalvorrandil (6]) on olemas iihene lahend u € Cla, b];
2) leidub selline ng € N, et n > ng korral on kollokatsioonimeetodist tulenev
vorrandististeem tiheselt lahenduv;
3) leiab aset koondumine

m[a%] |un(z) —u(z)] = 0, kui n — oo, (25)
z€|a,
kus u, avaldub kujul (@, milles kordajad co,cq ..., c, on saadud vorrandi-

stisteemist ;
4) Kui K € C'([a,b] x [a,b]) ja f € Ca,b] siis

1
n - < ) 26
ma fu(z) = u(e)| < 1 (26)

kus c¢1 on mingi posititvne konstant, mis ei soltu suurusest n.

5) Kui K € C?%([a,b] X [a,b]) ja f € C?|a,b], siis

1
(z) — < ey, 27
ma fu () — u(a)] < 2= (27)

kus co on mingi posititvne konstant, mis ei soltu suurusest n.
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Toestus. Viide 1) jareldub teoreemist [3.1] Viidete 2)-5) toestamisel tugineme teo-
reemile [5.1] Teoreemi [5.1| rakendamiseks votame E = Cla, b].

Teoreemis toodud vorrandiks votame vorrandi @, kus T on defineeri-
tud seosega , st

(Tu)(t) = / K(z,y)u(y)dy, a<z<b.

Integraaloperaatori T téielik pidevus ruumis Cla, b] on tdestatud raamatus [2],
Ik 125 ning tema lineaarsus on suhteliselt lihtsasti kontrollitav.

Teoreemis toodud vorrandiks votame vorrandi , st vorrandi

kus P, on defineeritud seosega . Koondumine iitleb, et projektorid
P, (n=1,2...) koonduvad n — oo korral punktiviisi ithikoperaatoriks.

Teoreemi kohaselt leidub selline ng, et n > ng korral on vorrand itheselt
lahenduv (sellest jéareldub viide 2)) ja kehtib veahinnang

[[wn — U||C[a,b] < cllu— Pnu’”C[a,b] S P T (29)

kus u € C[a, b] on integraalvorrandi (6) lahend.

Koondumisest ja hinnangust jareldub véide 3). Ka viited 4) ja 5) on
vahetud jareldused hinnagust , lemmast ja teoreemist |

19



6 Arvuline niaide

Vaatleme integraalvorrandit

u(z) = 2° +/O zy - u(y)dy, =z €]0,1]. (30)

See vorrand on kujul (@, kus [a,b] = [0,1], K(z,y) = 2y ning f(x) = 2°. Vorrandi
lahendiks on

u(r) = v + 1%.75, x € 0,1]. (31)

Lahendi ldhendi u,(z) (n € N) leidmiseks kasutame osas 4 kirjeldatud
kollokatsioonimeetodit (L0])-(11]), vottes aluseks iihtlase vorgu (A,) punktidega

xT; = hZ,

1
kusi = 0,1...,n; h = —. Kuna vorrnadi korral K € C?*([0,1] x [0,1]) ja
f € C?[0,1], siis teoreemi pohjal saame hinnangu

max |u,(z) — u(z)| < eh?,
z€[a,b]

- 1
kus ¢y on konstant, mis ei soltu suurusest h = —. Suuruse max|u,(x) — u(z)]
n z€[a,b]

ldhendi arvutame jargmiselt:
en = max |up(wi) —u(xi)l,

i=0,1,...,n—1,
k=0,1,...,10

k
kusxik:xiJrl—O(xiH—:Ei),i:O,l...,n—ljak:O,l,...,l().

Vigade ¢,, arvutamiseks on koostatud lisas toodud programm keeles R. Osa
saadud tulemusest on esitatud tabelis 1.

n €n

2 0.172

4 0.0406

8 6.105 - 103

16 4.621-1073
32 2.714-1073
64 1.459 - 1073
128 7.554 - 1074

Tabel 1: Arvuline tulemus
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Lisa

Programmid on kirjutatud programmeerimiskeeles R

a =0

b =1

n =2

h = (b—a)/n

x = seq(a,b,length.out = n+1)
K = function (x,y){

return (x*y)

}

F = function (x){
return (x**3)

}

U = function(x){
return (x#%3+0.3%x)

}
phi = function (i,y){
if (i = 1){

if ((x[1] <=y) * (v <= x[2])){
return ((x[2]—y)/h)
}

else{
return (0)

}
}

if (i = (n+1)){
if ((x[n] <=y) * (y <= x[n+1])){
return ((y—x[n])/h)

}

else{
return (0)

}
}

if ((x[i] <vy) * (y <= x[i+1])){
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return ((x[i+1]—y)/h)

}

if ((x[i-1] <=y) * (y <=x[i])){
return ((y—x[i—

}

return (0)

}
A = matrix(rep(0,(n+1)*(n+1)),nrow = n+1, ncol = n+1)
for (i in 1:(n+1)){

I = adaptintegrate (function(y) phi(1l,y)*K(x[i],y),

x[1], x[2])$integral

Ali 1] < 1

for (j in 2:(n)){

= adaptIntegrate (function(y) phi(j,y)*K(x[i],y),
x[j], x[j+1])$integral

J = adaptintegrate (function(y) phi(j—1,y)*xK(x[i],y),
x[j—1], x[j])%integral

Ali,j] <= I+J
}

I = adaptIntegrate (function(y) phi(n+1,y)*K(x[i],y).
x[n], x[n+1])$integral

Ali,n+1] < 1
}

A = diag(n+1)-A

F_mat = F(x)
C = solve(A,F_mat)

UN = function (x){
sum = 0
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for (i in 1:(n+1)){
s}um:sum—l—C[i]*phi(i,x)

return (sum)

}

max_err = 0
max_place = 0

for (i in 1:n){
for (k in 1:10){
xik = x[i]+k=*(h/10)
dif = abs(U(xik)-UN(xik))

if (dif > max_err){

max_err = dif
max_place = xik
}

}
}
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