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Sissejuhatus

Kaéesoleva t66 eesmérgiks on uurida elastset-plastset timarplaati, kui selle-
le méjub telgsiimmeetriline ristkoormus. Umarplaat on ringsilinder, mille
korgus on teiste moodetega vorreldes viga vaike.

Umar- ja rongasplaadid on konstruktsioonielemendid, mis omavad
tahtsust nii teoreetilises uurimist6os kui ka praktilistes rakendustes palju-
des valdkondades. Umarplaadid on silindriliste mahutite otsad, mitmesuguste
avauste kaaned jne. Eriti aktuaalne on telgsiimmeetriliste plaatide uurimine
seoses allveelaevade veekindlate vaheseinte tugevuse arvutamisega.

Elastsete timarplaatide optimiseerimisele ja pingeseisundi analiiiisile on
kirjanduses palju tdhelepanu pooratud. Usna palju téid on ilmunud ka
puhtplastsete (ideaalselt jiik-plastsete) plaatide ja koorikute optimiseerimise
kohta, ent elastsete-plastsete plaatide optimiseerimisele on oluliselt vahem
tahelepanu pooratud. Antud t66 kolmandas peatiikis uuritakse optimiseeri-
misiilesannet elastse-plastse materjali korral.

To6 esimesed kaks peatiikki on referatiivsed, milles kasutatakse raama-
tutes [4, 12] ja [13] antud tulemusi.

Esimeses peatiikis tuletatakse elastse timarplaadi jaoks tasakaaluvorran-
did geomeetriliselt lineaarse ja mittelineaarse mudeli korral ning leitakse
deformatsiooni kiiruse komponendid. Samuti tuletatakse elastse timarplaadi
lébipainde diferentsiaalvorrandid ning antakse nende iildlahend.

Teises peatiikis leitakse ideaalselt kahekihilise elastse-plastse plaadi plast-
se osa rajapunkti soltuvus plaadile mojuvast koormusest.

Kolmandas peatiikis uuritakse astmega ideaalselt kahekihilist elastset-
plastset plaati. Kasutades optimaalse juhtimise teooria meetodeid [1, 2, 5,
14] tuletatakse optimaalsuse tarvilikud tingimused. Need kujutavad endast
diferentsiaalvorrandite ja algebraliste vorrandite siisteemi. Selles peatiikis esi-
tatakse ka diferentsiaalvorrandite iildlahendid. Ma#ratakse konstandid plaadi
painde diferentsiaalvorrandite iildlahendis ning lahendatakse iilesanne plaadi
astme optimaalse asendi jaoks.



I Elastne plaat

1.1 Tasakaaluvorrandid

Vaatleme ohukest iihtlase paksusega plaati, mille kontuur koos-
neb iihest vo6i kahest kontsentrilisest ringjoonest. Plaadile mojugu
telgstimmeetriline ristkoormus P, samuti olgu plaadi kinnitus modda kon-
tuuri telgsiimmeetriline. Sel juhul on ka kdverpind, mille moodustab plaadi
keskpind pérast koormamist, telgsiimmeetriline.

1.1.1 Geomeetriliselt lineaarne mudel

Vaatleme elementi, mille asend plaadis on méiratud kahe parameetriga
r ja @, kusjuures r on plaadi mingi punkti kaugus tsentraalteljest ning 6 on
polaarnurk.

Prdrdo

Joonis 1.1: Umarplaadi element.



Vaatleme joonist 1.1, kus M,., My on paindemomendid, N,., Ny on memb-
raanjoud ning (), 16ikejoud. Esimese tasakaaluvorrandi saamiseks projektee-
rime koik elemendile méjuvad joud radiaalsuunale. Jouame jargmise tulemu-
seni:

de
—N,rdf + (N, + dN,)(r + dr)df — 2N97dr =0. (1.1)
Pannes téhele, et dN, = N/dr, ning jagades vorrandit suurusega df, saame:
—N,r + (N, + N.dr)(r + dr) — Nadr = 0.

Minnes suurusega dr — 0 piirile ja taandades suurusega dr votab vorrand
(1.1) jargmise kuju:
N, +rN. — Ny =0. (1.2)

Teise tasakaalutingimuse tuletamiseks projekteerime koik elemendile
mojuvad joud z-teljele:

—Q,rd0 + (Q, + dQ,)(r + dr)df + Prdfdr = 0. (1.3)

Paneme téhele, et dQ, = @Q..dr, ning jagame vorrandit (1.3) suurusega dfdr,
saame

Q,+ Q.r+Q.dr+ Pr=0.
Minnes suurusega dr — 0 piirile, olemegi saanud teise tasakaaluvorrandi:
Qr+ Q.r+ Pr=0. (1.4)

Arvutades joumomendid elemendi keskpunkti suhtes, saame kolmanda
tasakaalutingimuse:

d
—M,rdf + (M, + M'dr)(r + dr)df — Q,md&%—

—(Qr + QLdr)(r + dr)d@% - QMQ%edT =0.

(1.5)
Koondades iihesugused liikmed ning taandades vorrandit (1.5) suurusega
dfdr, jouame tulemuseni:
, , dr , dr
M, + Mr+ M/ dr — Q,r — QT? —-Q.(r+ dr)? — My = 0.
Viimati saadud vorrandis suurusega dr — 0 piirile minnes saame kolmanda
tasakaaluvorrandi:

M, +rM! — Q.r — My = 0. (1.6)
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Kuna @, + Q.r = (rQ,)’, siis asendades antud avaldise vorrandisse (1.4),

saame
(rQ,) = —Pr.
Seega voime vorrandid (1.4) ja (1.6) kirjutada kujul:

[(rM,) — M, = —Pr.
Kokkuvottes oleme saanud kaks tasakaaluvorrandit:

{ (rN,) — Ny =0

(rM,)" — Mj+ Pr =0.

1.1.2 Geomeetriliselt mittelineaarne mudel

Antud juhul eeldame, et 1abipainded on vorreldavad plaadi paksusega, siis
on ka deformatsioonid suuremad kui geomeetriliselt lineaarse mudeli korral.
Osutub, et sellisel juhul vorrandid (1.2) ja (1.6) séilitavad oma kuju. Mo-
difitseerime vorrandit (1.4), selleks projekteerime koik mojuvad joud teljele

zZ.

N, +dN,

Qr+dQ r

Joonis 1.2: Geomeetriliselt mittelineaarne mudel.

Joonisest 1.2 lahtuvalt saame
—N,¢rdd + (N, + dN,)(¢ + do)(r + dr)do—
—Q,rdf + (Q, +dQ,)(r + dr)df + Prdrdd = 0.

(1.8)



Arvestades, et ¢ on kaldenurk, mis avaldub ldbipainde tuletisena ehk ¢ = w’
ja ¢ + do = w' + w"dr, ning jagades vorrandit (1.8) suurusega df, jduame
jargmise tulemuseni:

—N,rw' + N, (w' + w"dr)(r + dr) + dN,(w' + w"dr)(r + dr)—
—Qr+ Q. (r+dr)+ Q.. (r + dr)dr + Prdr = 0.
Antud vorrandit teisendades ja sarnaseid liikkmeid koondades saame
Nyw'+ Nw"(r+dr)+ Ny (w' +w"dr)r+ N (w' +w"dr) + Q, +rQ..+ Pr = 0.
Suurusega dr — 0 piirile minnes vétab avaldis jargmise kuju:
Nw' + Now"r + Naw'r + Q, +rQ. + Pr =0.
Paneme téhele, et
(rNw") = N,w' 4+ rNaw' + rNw"
ja
(r@.) = Q, +1Q;,

siis saame teiseks tasakaalutingimuseks:
(rNyw') + (r@,) + Pr = 0. (1.9)

Vorrandeid (1.9) ja (1.6) kokku vottes saame geomeetriliselt mittelineaarse
mudeli korral jargmised tasakaaluvorrandid:

(T’NT), — Ng =0
(1.10)
[((rMy) = My +rNaw'| + Pr =0,

Vorrandid (1.10) langevad kokku kirjandusest teada olevatega [3, 7).

1.2 Deformatsiooni kiiruse komponendid

1.2.1 Geomeetriliselt lineaarne mudel

Eeldame, et kehtivad virtuaalkiiruste printsiip, st D = A., ning ees-
pool tuletatud tasakaaluvorrandid (1.7). Kuna tegemist on puhtpaindega,
siis V,, = Ny = 0.



Siseenergia hajumise (dissipatsiooni) kiirus pindalaiihiku kohta d avaldub
jargmiselt: _
d = Mk, + Myky.

Teame, et siseenergia dissipatsiooni kiirust saab arvutada lahtuvalt suurusest
d:

. R .

D= / d2rdr,

kus a ja R on rajad, mis iseloomustavad rongasplaati. Kui a = 0, siis on
tegemist taisplaadiga.

Korrutame tasakaaluvorrandit (1.7) suurusega w27, kus w on z-telje si-
hiline kiirus ning integreerime, saame

R
/ ((rM,)" — My + Pr]i2ndr = 0. (1.11)
Integreerime ositi:

R R
/ (r M) i2mdr = (M, ) i2r|® — / (r M, )i/ 2mdr =
R
= (rM,) w2r | — r Mai'2n |2 +/ rM,w"2mdr,

R R
- / Mi2ndr = —Myi2r|® + / My 2edr.

Asendades arvutatud integraalid vorrandisse (1.11), saame
R R
/ (r My + Myii!)2mdr + / wPromdr+

+[(rM,) — My|o2r |} — r M/ 2r|F = 0.

Mitteintegraalsed liikmed on jdiga kinnituse ja vaba toetuse korral vordsed
nulliga. Kui tegemist ei ole vaba toetuse voi jdiga kinnitusega, siis arvestame
mitteintegraalsed litkmed

Dy = {(T‘Mr), - Mg]w2ﬂ|f — r M2 |2

siseenergia D hulka, st D =D+ D, ning virtuaalkiiruste printsiip on sellisel
juhul jargmisel kujul: D = A.. Lihtsuse mottes oletame, et rajatingimu-
sed on niisugused, et mitteintegraalsed liikmed vorduvad nulliga. Teame, et
vilisjoudude voimsus on esitatav kujul

) R
A, :/ wPr2ndr,
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seda arvestades saame
. R
A, = —/ (rM " + Myw")2wdr
ehk

r

A, = / ) [Mr(—w”) + M, <—g>] omrdr.

Néeme, et

: W'
d = M,(—i") + M, (‘_> '
r
Vordsustades viimati saadud d eespool toodud siseenergia hajumise kiirusega
pindalaiihiku kohta, saame {ildistatud deformatsiooni kiiruse komponendid
Kr ja Rg:
/s

Ry = —W

W (1.12)
Kg = ——.

r

1.2.2 Geomeetriliselt mittelineaarne mudel

Kuna tegemist on mittelineaarse mudeliga, siis membraanjoud N, ja Ny ei
vordu nulliga. Samas on N, ja Ny iildistatud pinged, millele vastavad mingid
iildistatud deformatsiooni kiiruse komponendid &,., €. Antud juhul avaldub
siseenergia dissipatsiooni kiirus pindalaiihiku kohta jérgmiselt:

d = N,&, + Npég + M, fs, + Myfs.

Siseenergia kiirus D ja vilisjdudude vaimsus A, avalduvad samamoodi nagu
punktis 2.1.

Lahtume tasakaaluvorranditest (1.10), neist esimest korrutame suurusega
21 ja teist suurusega 27w, kus % on radiaalsuunaline kiirus ja w z-telje
suunaline kiirus. Pérast vorrandite kokkuliitmist ja integreerimist rajades
a-st R-ni saame

R
/ [{(rN) = NoJic+ [(rM,)" = My + (rNow')' + Pr]io}2mdr = 0. (1.13)
Integreerides ositi tiksikuid litkmeid valemis (1.13), leiame

R R
/ (rN,)@2rdr = rN,a2r | — / rN,i'2mdr,

a
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R R
/ (rM,)"i2rdr = (rM,) w2 |? —/ (rM,)'w' 2mwdr =

a

R
— (rM,) 2R — M2 |F + / r M, 2mdr,
a
R R
- / Myi2rdr = — Myi2m|E + / My 2mdr,

R R
/ (rNyw')w2mdr = rNaw'i2r| B —/ rNyw'w'2mdr.
Asendame ositi integreeritud litkmed vorrandisse (1.13), saame
R
/ (—r N, — Nyt + 1My + My’ — rNow'i' + Pri)2mdr + rNya2m] B+

+(rM,)2r|E — r Mo 27 |F — Mpw2r|E + r Now'i2n|® = 0.

Lihtsuse mottes oletame nagu eelmiseski punktis, et rajatingimused on selli-
sed, et mitteintegraalsed liikmed langevad vorrandist (1.13) vilja, siis antud
avaldis votab kuju:

/ * <—N,,u’ - NQ% + M + Mgw’% - Nrw’w’) ramdr + | " pagnrdr = 0.
Arvestades, et A, = faR wPr2ndr ja téhistades
d= N + NB% — MW" — Mgw'% + Nyw'i,
saame viimati tuletatud vorrandi kujul:
/ : d2nrdr = Ae

ehk _ .
D = A..
Vordsustame viimati toodud d ning deformatsiooni kiiruse komponentide abil

esitatud suuruse d, siis saame mittelineaarse mudeli korral deformatsiooni
kiiruse komponentideks alljargnevad avaldised:

g =1 +w'u'
) U
Ep — —

r
Ry = —w"
: (0
kg = ——.

T



Siit avaldame deformatsiooni komponendid:

1
! I AY
Er =U + 2(w)
u
Ep = —
) (1.14)
Ry = —W
w'
Rg — ——.
r

Vorrandeid (1.14) nimetatakse Karmani vorranditeks.

1.3 Plaadi painde diferentsiaalvorrand

Vaatleme elastsest materjalist plaati. Plaadi painde diferentsiaalvorrandi
tuletamiseks ldhtume geomeetriliselt lineaarsest mudelist. Sellisel juhul on
membraanjoud N,, Ny vordsed nulliga ning tasakaalutingimuseks vorrand
(1.7):

((r2,) = M| + Pr =0,

Lineaarse mudeli jaoks tuletasime eespool deformatsiooni kiiruse komponen-
did kujul (1.12):

Ky = —W
. '
Kg = ——.

T

Uldistatud Hooke'i seadus, mis on tuletatud raamatus [4], avaldub jargmiselt:

M, = D(k, + vky)
(1.15)
My = D(kg + VE,.),
kus B3
D=—_""
12(1 - 1?)

on jiikustegur ning £ on Young’i moodul ja v Poisson’i moodul. Suurus h
on plaadi paksus. Paigutame vorrandisse (1.15) deformatsiooni komponendid
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(1.12), saame
w’
M, =-D (w” + V—)

r

/
My =—D <w + Vw"> )
r

Asendame saadud momendid avaldisse (1.7), siis tasakaalutingimus avaldub
jargmiselt:
W' / W' !
-D [(Tw" + V—T) - — = Vw"l + Pr =0. (1.16)
T r

Eeldame, et plaat on homogeensest materjalist, siis v = const. Jagame
vorrandit (1.16) konstandiga —D ning votame sulgudes olevast avaldisest
tuletise, siis saame

ww” w  Pr

w/// + w/// + TwIV 4 Vw/” b — — — " =

=0.
r2 r D

Pr
Koondades iihesugused liikmed ning viies suuruse 55} teisele poole
vordusmarki, jouame tulemuseni:
d n " w/ Pr
— vt - — | = —.
dr < r D

Paneme téhele, et

! d|1d
rw” +w” — U)? =T [;E(Tw/)l :
Toepoolest, arvutame
d 1 d / _ d 1 / " :| _ d w/ " _ 1 / w” n
dr [rdr(rw)]_d’r L(w—l—rw} dr r+w B 7"2w+ r s

Korrutades viimast tulemust suurusega r, saame

d|1d 1 " 1
r— l——(rw’)] —r <__2w/ + w_ _'_w///> - —|—w”—|—rw'".
T T T

dr |rdr
Olemegi tuletanud plaadi painde diferentsiaalvorrandi, mis on esitatud ka
opikus [13]:
1d d|(1d [ dw P
s {d ld (U” - (1.17)

kus suurused P ja D on konstantsed. Kujul (1.17) olevat vorrandit on lihtne
integreerida, tegeleme sellega jargmises alapunktis.
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1.4 Plaadi painde diferentsiaalvorrandi
lahend

Korrutame vorrandit (1.17) suurusega r ja integreerime, siis saame

d|1d [ dw)| Pr? L C
"ar lrar \"ar ]| T 2D -
Integreerime veelkord, olles enne viimati saadud vorrandit suurusega r labi
jaganud. Avaldis votab kuju:

1d dw Pr?
T’dT‘ (T%> = E—FCllnr—i—C’g

Korrutades toodud voérrandit suurusega r, saame

d ( dw Pr?
dr( o ) 1D + Cyrlnr + Cor. (1.18)

Paneme tahele, et

2
C’l/rlnrdr =C4 <2

ja integreerime avaldist (1.18):

21 2 2
1nr—/2dr> =} (21nr— 4) ,

dw_ Prt

2 2 2
rdr 6D Cl< lnr——>+02§+03.

2 4
Jagades viimast avaldist suurusega r, jduame vorrandini

dw B Pr3
dr 16D

Kui integreerime veel kord, siis ldbipainde w avaldiseks on jargmine tulemus:

1 |
+or (lnr _ ) NG RANC
2 2 r

Prt O r? r? r?
— Inr——| —-C;— — 1 . 1.1
YT&D 2 (2 nr 4) Grg + G +Glurd G (119)

Vorrandit (1.19) voime kirjutada kujul:

pPrt  C ¢, C
W=D +er21nr+r2 <_Il+Z2) + Cslnr + Cy.
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Nimetame integreerimiskonstandid timber jargmisel viisil:

C C C:
ZlZBl, _Zl‘f'f:B% C3 = B3, Cy = By,

siis plaadi ldbipaine w avaldub kujul:

P 4
w= 64—TD+Bl7“21nr+Bz7”2+Bgln7’+B4- (1.20)

Tuletatud vorrand (1.17) ning tema iildlahend (1.20) langevad kokku kir-
janduses esitatutega [6, 8, 12, 13].
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I1 Elastne-plastne plaat

2.1 Ideaalselt kahekihilise plaadi mudel

Vaatleme elastset-plastset sandwich-tiiiipi iimarplaati, mis on servast va-
balt toetatud. Sandwich-tiiiipi ristloikeks nimetatakse ideaalset kahekihilist
ristldiget, mille kandva kihi paksus ¢ on kihtidevahelise kaugusega H vorreldes
véike (joonis 2.1). Sandwich-tiiiipi plaadi mudel lihtsustab oluliselt arvutusi,
sest selle mudeli korral voime pinged lugeda konstantseteks piki paksust.

L
ﬁt

Joonis 2.1: Sandwich-tiiiipi ristloige.

Sandwich-tiitipi mudeli kasutamisel voime eeldada eeléeldu pohjal, et
kandva kihi teatud piirkond saab olla kas ainult elastses voi téaielikult plast-
ses seisundis. Sandwich-tiiiipi ristloike korral ei ole sellist voimalust, et iiks
osa ristloikest on elastses, teine plastses seisundis. Seda mudelit kasutatakse
edukalt jiik-plastsete plaatide ja koorikute kandevoime teoorias [6, 7).

Kui rakendame plaadile véikeseid koormusi, siis on kogu plaat elastne.
Koormuse suurendamisel tekib plaadi telje timber plastne piirkond (joonis
2.2). Eeldame, et plaadi sisemine piirkond raadiusega y = nR on plastses
seisundis ja valimine rongas, kus y < r < R, jadb elastseks.

15



Joonis 2.2: Elastne-plastne plaat.

2.2 Plastne piirkond

Plastses piirkonnas peab pingeseisundit iseloomustav punkt asuma voo-
lavuspinna (voolavuskovera) peal. Plastsusteooria pohiseoste kohaselt [6, 7]
rahuldab pingeseisund peale voolavuspinna vorrandite ka nn assotseeritud
voolavusseadust. Assotseeritud voolavusseaduse kohaselt on deformatsiooni-
kiiruse vektor voolavuspinna igas punktis sellega risti ning suunatud pin-
nast viljapoole. Voolavuskovera nurkpunktides (nditeks A, B, C, D, E, F
joonisel 2.3) asub deformatsioonikiiruse vektor nurgas, mille moodustavad
naaberkiilgedele joonistatud normaalid (joonis 2.3).

Jargnevas on otstarbekas kasutada dimensioonita suuruseid

r Ml MQ PR2 t

PZEa —ﬁy, _ﬁy’ p:6—%a 7257

kus M, on ristloike piirmoment [6], mis avaldub kujul
My = O'0tH.

Siin 0y on materjali voolavuspinge ja t, on vordlusplaadi kandva kihi paksus.
Olgu voolavustingimuseks Tresca tingimus. Detailsem analiiiis néitab, et
plaadis kehtib reziim BC'. Reziimis BC' my = ~. Tasakaaluvorrand avaldub

kujul:
(pma)' —mg = —3pp*. (2.1)
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M ‘
y S/P :
C B|
€
€ —=
D A M
My
E F

Joonis 2.3: Tresca kuusnurk.

Asendame tasakaaluvorrandisse (2.1) momendi my ning avaldame tasakaa-
luvorrandist momendi my:

B
mlzv—pp2+7l.

Kuna m4(0) on 16plik, siis B; = 0. Seega moment m; avaldub kujul:

my =y —pp’. (2.2)

Assotseeritud voolavusseaduse pohjal teame, et reziimi BC' korral on £; = 0
ning ko > 0. Jarelikult w” = 0. Kaks korda integreerides saame, et

w = Ap + wy, (2.3)

kus A on integreemiskonstant ning wq etteantud ldbipaine.
Kuna seosed (2.2) ja (2.3) kehtivad plastses piirkonnas, st p € [0, 7] korral,
siis piirkonna rajapunktis

ma(n) =y = py’
w(n) = An + wy (2.4)
z(n) = A.

2.3 Elastne piirkond

Eeldame, et r € [y, R]. Elastses piirkonnas avaldub l&bipaine kujul (1.20):
Prt

w = 61D + Byr*Inr + Byr® + Bslnr + By.
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Kui ldheme iile dimensioonita suurusele p, siis elastses piirkonnas p € [n, 1]
ning labipainde vorrand saab kuju (2.5):

_ Gpp*

= Byp® + Bsl B 2.5
w 64D1+ 2p” + b3lnp+ By, (2.5)
kus D
Dy = ——
LT MR
ning sandwich-tiitipi plaadi korral jaikustegur
EH?
p=_“tt
2(1 —1?)
Leiame avaldisest (2.5) ldbipainde esimese ja teise tuletise:
3pp? B
w' = bp + Zng—i- —37
8D1 p (2.6)
Ipp? B; .
"= 2By — —.
v 8D Mt p?

Asendame leitud valemid (2.6) iildistatud Hooke’i seadusesse (1.15), mille
siinkohal sandwich-tiiiipi plaadi jaoks uuesti vélja kirjutame

/
my = —D1 (w” + V£>
1%

(2.7)
/
me = —Dy <E + mu”) )

P

Parast ldbipainde tuletiste (2.6) asendamist valemisse (2.7), jouame vorran-
disiisteemini (2.8):

2 B 2 B
my = —D, lgpp _|_2B2——23—|—V(3p10 +QBQ+—3>]
Y P

8D, 8D, 2
(2.8)
3pp? Bs Ipp? Bs
=-D 2By + — 2By — — || .
Mo 1[8D1+ 2+,02+V<8D1+ 2 5
Lihtsustades vorrandisiisteemi (2.8), saame
3pp? B
mi = =Dy |22 (34 1) + 2By (v + 1) + (v — 1)
8D, p (2.9)

3pp? B
my = — D, [8%)1 (1+30) +2By(v +1) + p_23(1 - y)] .
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Niiiid méarame konstandid Bs, B3 ning vaatame, kuidas soéltub 7 koor-
musest p. Selleks kirjutame vilja rajatingimuse kohal n:

ms(n) = 1. (2.10)

Lihtsuse mottes oleme siin eeldanud, et plastses piirkonnas p € [0,7] on
v = 1. Asendades vorrandisse (2.10) siisteemi (2.9) teise valemi, saame

(1+3u)—232(y+1)+%(u—1) = 1. (2.11)

3pn?

D _
178D,

Samuti teame, et radiaalsuunaline moment m; on kohal n pidev, st

mi(n—) = my(n+). (2.12)

Asendame vorrandisse (2.12) siisteemi (2.9) esimese valemi ning rajatingi-
muse (2.4):

3p772 BS 2
D, [_8D1 (3+1/)—2B2(V—|—1)—F(V—1)] =1-pn. (2.13)

Liidame vorrandid (2.11) ja (2.13) kokku:

6 2
Dy |— il (14+v) —4By(v+1)| =2 — pn*.
4D,

Viimasest vorrandist avaldame konstandi Bs:

3pp? 22— pip?
8D;  4Di(1+v)

B, = (2.14)

Lahutame vorrandist (2.11) vorrandi (2.13):

3pn? 2B; 9
D 2—-2 —(v—-1)| = )
1[8D1( v) + 7 (v )1 P
Teisendame saadud avaldist:
2
pn 2Bs
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Avaldame viimasest vorrandist konstandi Bs:

4
pn*(1+ 3v)
By="—+——". 2.15
T 8D(v — 1) (2.15)
Plaadi serval p = 1 kehtib rajatingimus:
my(1) = 0. (2.16)

Asendades siisteemi (2.9) esimese valemi rajatingimusse (2.16), saame

D, [83—51(3+1/) +2By(y 1) + Bl — 1)| =0 (2.17)

Jagame vorrandit (2.17) suurusega —D;. Asendame leitud konstandid B, ja
Bs valemitest (2.14) ja (2.15) vorrandisse (2.17)

3p
8D,

=0. (2.18)

(3+v)+2(v+1) [ 3pn” 2 pr 1+(u—1)p4n4(1 +3v)

8D,  4Dy(1+v) 8Dy (v — 1)
Teisendame vorrandit (2.18):
3p(3+v) —6(v+ Dpn* —4(2 — pn?) + pn*(1 + 3v) = 0.

Koondame viimases avaldises sarnased liikmed ning jagame seda suurusega

14 3v:

3p(3+v) 8
1+3v 1430

Jagame vorrandit (2.19) suurusega p, siis saame taandatud neljanda astme

vorrandi n suhtes:

ot —2pn® + 0. (2.19)

nt—2n? + - = 0. (2.20)

Kasutades taandatud ruutvorrandi lahendivalemit, avaldame suuruse n*:

2
_ 4
=5

4 1+43v +p(1+3y)'

2 J4 3(3 + ) 8

Lihtsustame viimast avaldist:

’=1- H. (2.21)
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Vorrandist (2.21) ldhtuvalt vaatleme kahte erijuhtu. Esiteks, kui n = 0,
siis
8
33+v)

Seega kogu plaat jadb elastseks koormuse korral, mis avaldub kujul (2.22).
Teiseks, kui n = 1, siis p = 1. Kogu plaat on plastne, kui koormus p = 1.

Kokkuvottes saame plastse piirkonna rajapunkti n arvutada valemist
(2.23):

p= (2.22)

n= 1= %. (2.23)

Ulesande 16plikuks lahendamiseks méirame ka konstandid A, By ja ette-
antud ldbipainde wy. Alustame konstandi A méaaramisest. Nagime, et plastse
piirkonna rajapunktis kehtivad seosed 2.4, meid huvitab neist teine:

w(n) = An + wo.
Teame, et kohal n peab ka plaadi ldbipainde tuletis olema pidev, st kehtib
w'(n=) = w'(n+). (2.24)

Asendame tingimusse (2.24) seoste 2.4 teise valemi tuletise A ning ldbipainde
w tuletise (2.6)

3

A 3P

8Dy

Asendades konstandid B ja Bs valemite (2.14), (2.15) abil seosesse (2.25),
saame

B
+ 2By + 73 (2.25)

A= <—3p”2 It ) Loy (1+3v) (2.26)
8D, 8Dy 4Dy(1+v) n8Di(v —1)
Seega konstant A avaldub kujul
3
A= nynz - 1) D1(1n+ V) (227)
Konstandi B, arvutamiseks kasutame rajatingimust (2.28):
w(1) = 0. (2.28)
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Rajatingimus (2.28) koos seosega (2.5) annab

6p
64D,

+ By + B, = 0. (2.29)

Asendame vorrandisse (2.29) konstandi By valemist (2.14) ning avaldame
konstandi Bjy:
3p  3p* | 2—pp’
32D, ' 8D, ADi(1+v)
Paneme téhele, et kui asendada konstant B, ldbipainde avaldisse (2.5), siis
votab w kuju (2.31)

By = (2.30)

_3p(p" — 1)

Bsl Bo(p? —1). 2.31
32D, + Bslnp+ Bs(p ) (2.31)

Kuna ldbipaine w on kohal 7 pidev, siis kehtib

w(n—) = w(n+). (2.32)

Asendame tingimusse (2.32) rajatingimuste (2.4) teise seose ning ldbipainde
(2.31) kohal 7, saame

3p(n* — 1)

Bsl Bo(n? —1). 2.
D T Bsn+ Byl 1) (2.33)

An+wy =

Asendame vorrandisse (2.33) konstandid By, Bs ja A valemitest (2.14),
(2.15), (2.27) ning avaldame lédbipainde wy

3p(nt —1 4143 3pn? 2 — pn?
_ 3p(n )Hnnm (1+3v)  ( 3pm G —1) o\
32D1 8D1 (V — 1) 8D1 4D1(1 + I/)

B v
"\ D21 Di1+v))
Viimati leitud avaldist teisendades saame ldbipainde wq kujul

_ 3t =1 o0t (1+3v)  3p
32D, 8D,(v—1) 8D

2> —=1)  p(n*—n?) % n

TID(+v) TAD(4r) D —1)  Dy(1+0)

)
) (2.34)

Wo (n
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III Astmelise elastse-plastse plaadi
optimiseerimine

Vaatleme ohukest sandwich-tiiiipi {ihe astmega timarplaati. Eeldame, et
kandva kihi paksus on tiikiti konstantne, aga taitekihi paksus H on konstant-
ne. Plaadile mojugu telgsiimmeetriline ristkoormus p ning olgu plaat mooda
serva vabalt toetatud. Sel juhul on ka kdverpind, mille moodustab plaadi
keskpind pérast koormamist, telgsiimmeetriline. Joonisel 3.1 téhistab suurus

o e b

a y E y a

Joonis 3.1: Astmega timarplaat.

R plaadi raadiust. Suurus y on koht, kus plastne piirkond ldheb iile elastseks
piirkonnaks ning téhistame vastava dimensioonita suuruse n = %. Suurus a
tahistab astme kohta ning vastav dimensioonita suurus on «.

Elastsete konstruktsioonielementide optimiseerimist on uuritud mitme-
te autorite poolt, sealhulgas [1, 3, 14]. Antud t66s eeldatakse, et materjal
deformeerub elastselt-plastselt.
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3.1 Ulesande seade
Vaatleme tiikiti konstantse paksusega plaati, kusjuures

Yo, p € [0,7]
’Y:
Y1, p € [n,1].

Seame iilesandeks leida niisugune astme asend, mille korral funktsionaal
V =77 = 0) +v0(a® =) + 711 (1 — a?)

omandaks minimaalse vidartuse. Antud funktsionaali lihtsustades, saame
jargmise avaldise:
V= ’}/00(2 + ’}/1(1 — 042). (31)

Minimiseerides antud funktsionaali peame arvestama ka plaatide teooria
pohivorrandeid. On teada [13, 14], et iimarplaadi korral voime pohivorrandid
esitada kolmest esimest jarku diferentsiaalvorrandist koosneva siisteemina:

w =z
g MY,
Vi p (3.2)
21Dy 2z my
m) :u———(l—I/)—p/},
' pooprp

kus i =0, kui p € [n,a] jai =1, kui p € [a, 1].

3.2 Optimaalsuse tingimused

Piistitatud iilesannet vaatleme optimaalse juhtimise teooria iilesandena.
Optimaalsuse tarvilike tingimuste saamiseks on kirjanduses esitatud mitmed
erinevad ldhenemisviisid [2, 5, 9, 10, 11, 14]. Kéesolevas toos kasutame me-
toodikat, mis seisneb kitsenduste arvestamisel kaasmuutujate ja Lagrange’i
kordajate abil ning laiendatud funktsionaali varieerimises.

Optimaalse juhtimise teooriast on teada, et diferentsiaalsete kitsendus-
te arvesse votmiseks peame minimiseerima laiendatud funktsionaali V,, mis
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avaldub kujul:

%:V+/a{¢1(w/_z)+¢2(Z/—i-uml%—;z)—i-
n

Y0

z omy
+g |my — (W = 1) + —(1 —v —i—p]}d—i—
1?3[ 1= 0( >M;02 p( ) P 4

+/al {m(w’—ZH% <z/+um1 +%Z> N (3.3)

71

+1)3 [m’l — (- 1)%;2 + Tr;l(l —v) +pp] } dp+
+A1[w(n) — An — wo)] + Ao[z(n) — Al + As[ma(n) — 0 + p7].

Siin 1, Y9, P53 on nn kaasmuutujad ja A1, Ay, A3 médramata Lagrange’i kor-
dajad. Maaramata kordajad A1, Aa, A3 on sisse toodud selleks, et arvesse votta
rajatingimusi (2.4), aga kaasmuutujad 11, 1, 13 vastavad diferentsiaalsetele
kitsendustele (3.2).

Kasutame raamatutes [9, 14] esitatud teooriat, mille kohaselt funktsionaa-
li miinimumi (maksimumi) leidmiseks tuleb arvutada tema taisvariatsioon
ning vordsustada see nulliga. Arvutame funktsionaali V, téisvariatsiooni:

AV, = Aypa? + 2ypaAa + Ay (1 — o) + 71 (—2a)Aa+

+ / (16w — 167 + s+
n

m v
+1y <ﬂ5m1 -k glA% + —52’) + hzom’ +
70 80 P

1—1? 1—v? 1—
s [Wa il /LY WS Sl SN pap] } do+
wp ©p p
1
+ / (16w — 16z + Pad7'+ (3.4)
+1o <Iu5ml - ,W';1 Ay + UfSZ) + Y30m) +
M M P
1 —1? 1 —1? 1-—
s [Wa /LYW Sl SN pap] } do+t
wp ©p p

+M[Aw(n) — AAn — nAA] + Xo[Az(n) — AA]+

+A3[Amy (1) — Ay + 2pnAn] = 0.

Paneme tahele, et op = 0, sest konstandi variatsioon on 0.
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Funktsionaali V; taisvariatsiooni (3.4) teisendamiseks peame integreerima
ositi jargmisi avaldisi:

[ wnduldp = wniul; — [ uiswdp,
[ vadedp = bz | — [ ozd
[ watmidp = vaom Iy~ [ wsomidp.
[ idutdp =i s~ [ viswdp
[ a8dp = yusz |y~ [ wipadp
[ sdmir = sgmy 1L~ [ whdmady.

Kui oleme ositi integreeritud litkmed valemite (3.5) abil asendanud funktsio-
naali J, tédisvariatsiooni avaldisse, siis vorrand (3.4) saab kuju:

AV, = Aypa® + 2y0ala + A (1 — o?) + v (—2a) Aa+

—I—/ — 10w — P10z + Phoz+
n

by (”5m1 — B A + ”5z> L Emat
Yo 70 P
1- 02 1- 02 1-
+3 l< 1/2 )%52 + (#Afyo + —Véml + pép] } dp+
[1p 1p p
1
—I—/ { — 10w — P10z + Phoz+ (3.6)

by (%ml — B Ay + %5,2) TN e

1 7
1- 12 1- 02 1
A=) %A% + 7”5m1 + p5p] } dp+

+13 [ 0
(10w + Padz + sdmy) (27 (116w + el + hybm) L, +
+M[Aw(n) — AAn — nAA] 4+ M [Az(n) — AA]+

+A3[Amq(n) — Ay + 2pnAn] = 0.
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Arvestades, et integraalide all olevad variatsioonid dw, 0z ja dm; on valemis
(3.6) soltumatud, saame kaasmuutujate v, 1y, 13 madramiseks jargmised
diferentsiaalvorrandite siisteemid:

=0

o
Yy = =y + ;@/)2 + (1/;2)%% (3.7)
vy =Lt =L

kui p € [, a] ja
¥ =0
Yh= Uit drt %wg 38)
vh =L+ — L —Vy,

kui p € [a, 1]. On teada [14], et nork variatsioon on seotud téisvariatsiooniga
valemiga
dw(yx) = Aw(yx) — w'(y£)Aq, (3.9)

kus y voib olla iiks faasikoordinaatidest w, my voi z. Seose (3.9) kohaselt

dw(at) = Aw(at) — w'(at)Aa,
dz(at) = Az(at) — 2/ (at)Aa,
dmi(at) = Amy(at) — mi(at)Aa,
ow(n) = Aw(n) —w'(n)An,

0z(n) = Az(n) — 2'(n)An,

oma(n) = Ama(n) —my(n)An,

(3.10)

Kuna siisteemide (3.7) ja (3.8) pohjal avaldises (3.6) integraalsete liikmete
summa vordub nulliga, siis vorrand (3.6) saab kuju

Ay + vo2aAa + Ay (1 — o) + v (—2a) Aa+

Y1(a—)ow(a—) + ¢o(a—)dz(a—) + s(a—)dmi(a—)—

—1(n)dw(n) — ¥a2(n)dz(n) — ¥s(n)dma(n)+

+1(1)0w(1) + h2(1)dz(1 )+¢3( )oma(1)— (3.11)

—¢1(a+)5w(a+) Ya(a+)dz(a )—¢3(a+)5m1(04+)+
M[Aw(n) — AAn — nAA] + A[Az(n) — AA]+

+)\3 [Amy(n) — Ay + 2pnAn] = 0.
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Vorrandist (3.11) saame kaasmuutuja 1y jaoks tingimuse:

Ps(1) =0, (3.12)

sest
dw(l) =0, dmy(1) =0.

Kui asendame norgad variatsioonid avaldisse (3.11), siis jouame jargmise
tulemuseni:

Ay + vo2aAa + Ay (1 — a?) + vy (—2a) Aa+
+1(a—)[Aw(a—) — w'(a—)Aal+

+iho(a—)[Az(a—) — 2/ (a—)Aa]+

+s(a—)[Ami(a—) — mi(a—)Aa] — 1 (n)[Aw(n) — w'(n)An]—
—a2(n)[Az(n) — 2/ (n)An] — s(n)[Ami(n) — mi(n)An]+

1 (1) Aw(1) + 1o (1) Az(1) 4 5(1) Amy (1) — (3.13)
—1(a+)[Aw(a+) — w'(a+)Aa]—

—o(a+)[Az(a+) — 2 (a+)Aa]—

—3(a+)[Amy (a+) — m)(a+)Aa]+

M [Aw(n) — AAp — nAA] + Xa[Az(n) — AA]+

+A3[Amq(n) — Avo + 2pnAn] = 0.

Oma fiitisikalise tdhenduse tottu on w, m; ja z pidevad kohal p = a.. Seetottu
on pidevad ka vastavad téisvariatsioonid ehk

Aw(a—) = Aw(a+) = Aw(a),
Amy(a—) = Amy(a+) = Amy(a),
Az(a—) = Az(a+) = Az(a).

Kuna variatsioonid Aw(«), Az(«), Am;(a) on séltumatud, siis saame vii-
masest vorrandist nende kordajate jaoks niisugused tingimused:

Ui(a=) = hi(a+) =0,
a(a—) — YPa(a+) =0, (3.14)
1/13(&—) — wg(Oé—i‘) =0.
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Analoogiliselt jareldub vorrandist (3.13) (suurused Aw(n), Az(n), Amq(n)

on suvalised), et

—1(n) + M1 =0,
—1a(n) + A = 0,
—1hs(n) + A3 = 0.

Suuruste AA ja An soltumatuse tottu kehtivad seosed:

—>\177 — )\2 = O,

—MA + 2 3pn + Yr(n)w'(n) + a(n)2' (n) + s(n)mi(n) = 0.

Kuna Aa, A7 ja Ay, on suvalised, siis

2y — 20y — @/)1( ) ( ) (
—s(a—)mi(a—) + i (at+)w'(a )+
+iho(a+)Z (a+) + Ps(a+)m ;1)(04 ) =

1 —
a+/l,um1 <Myzlp A3 =0,

1 —a? +/a [—MZQLI%—F “;V )21?3]

—)#'(a=)=

3.3 Kaassiisteemi lahendamine

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Lahendame kaasmuutujate jaoks leitud diferentsiaalvorrandite siisteemid

(3.7) ja (3.8), mille siinkohal uuesti vélja kirjutame:

=0

v 1 — 12

Yy = —th1 + —1hy + %%
p 1p

1%
W= Ly + — L,
Yo
kui p € [n, a] ja
Y1 =0

y = —t1 + s + s
f1p
1—v
Yy = ﬁ% + s,
4!
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kui p € [a,1]. Paneme téhele, et siisteemid (3.7) ja (3.8) erinevad ainult
suuruste vy ja y; poolest. Leiame alguses siisteemi (3.7) lahendi ning selle
pohjal kirjutame hiljem vélja stisteemi (3.8) lahendi. Kaasmuutuja ¢ saame
stisteemi (3.7) esimesest vorrandist:

Y1 = Co. (3.18)
Kaasmuutuja 3 leidmiseks avaldame siisteemi (3.7) kolmandast vorrandist
muutuja s:

o = Ly _ L=V (3.19)
I [1p

Votame kaasmuutujast v, tuletise:

¥ Yo(1l —v Yo(l —v
vy =Ty 020, W00,
K Hp Hp

Asendame kaasmuutujad 11 ja 1y ning tema tuletise vorrandisiisteemi (3.7)
teise vorrandisse:

70¢§+70(1 —v)s =)y vy v — v)hs Yo(1 — v2)ihs

2 - 2 T 2 —Co.
H Hp HP Hp Hp Hp
Korrutame saadud vorrandit suurusega L ning koondame sarnased liikmed.
Yo
Nii jouame vorrandini
/
C
p_Ys __Con (3.20)
P Yo
d
Saadud diferentsiaalvorrandi (3.20) lahendamiseks teeme asenduse u = ;/;3
P
Parast muutujavahetust votab vorrand kuju:
C
yaL——S (3.21)
P 70

Paneme téhele, et diferentsiaalvorrandi (3.21) vastava homogeense vorrandi
lahend avaldub kujul
Up = E p-

Konstantide varieerimise meetodil leiame



kus Dy on integreerimiskonstant. Seega

Cop
u = —Tplnp+ Dyp.

Jarelikult o D
by = —ﬂ/plnpdﬁ 2
Yo 2
ehk c ) ) D,
o [P P 2
— Py —_— E 22
13 o (2 np— 4>+2p+o (3.22)

Asendades kaasmuutuja 13 ja tema tuletise valemi (3.22) pohjal avaldisse
(3.19), saame

D 1—v) [C 2 D
wg _ —Coplnp+ YoLlop 70( ) oM p In p i _[)p2 + Bl
p P Yo 4 2
Pérast teisendamist saame suuruse ¥y avaldada kujul:
C D -1
Yo = Zp[ 2lnp(1+l/)+v—1]+%l 20p(1+ v)+ 2 EO]. (3.23)

Vottes kokku (3.18), (3.22) ja (3.23) voime diferentsiaalvorrandite siisteemi
(3.7) lahendi esitada kujul

Py =
C'oP Yo | Dop v—1

g = 1 —=[-2Inp(1+v)+v 1}+M l 5 (1+v)+ Ey (3.24)
Copt P2 02 Dy

3 ” (2 np= + 5 P + Lo,

kus Cy, Dqg ja Ey on integreerimiskonstandid ning p € [, a]. Analoogiliselt
avaldub diferentsiaalvorrandite siisteemi (3.8) lahend kujul

Y1 =

7 | Dip v—1

Cip
= —"[—2Inp(1 — 11+ = 1 E
Py 4[ np(l+v)+v }+u[2(+)+ 1 (3.25)
Cip P2 P2 Dy,
=——|—=hp—— — E
3 %<2np 1 +2p+ 1)

kus C1, Dy ja E; on integreerimiskonstandid ning p € [, 1].
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3.4 Pohivorrandite siisteemi lahendamine

Lahendame pohivorrandite siisteemi (3.2), mille siinkohal uuesti vilja kir-
jutame:

w =z
/ pmy v
Z=— - -

Vi P

2

v:e—1)vy; = m
mQIM___l

(1 - I/) - pp,
poooprop
kus i = 0, kui p € [g,a] jai = 1, kui p € [, 1]. Lahendame siisteemi

(3.2) esimeses piirkonnas, st kui p € [, a]. Selleks avaldame siisteemi (3.2)
kolmandast vorrandist suuruse z:

U
2= R {,ozm'1 +pmy(1 —v) +pp3} .

(3.26)
Leiame avaldise (3.26) pohjal suuruse z tuletise:
o
2 = D [me/l’ +pmi(3—v)+mi(l—v)+ 3p,02} . (3.27)

Asendame leitud suuruse z ja tema tuletise valemitest (3.26), (3.27) siisteemi
(3.2) teise vorrandisse:

L

02— 1) [ﬂzm/f +pmi(3—v)+mi(l —v)+ 32002} =
o opmy v L [me, (1 — ) —l—pp?’] (3.28)
- _ _Z (1 — ,

%o p@2=1y

Seda vorrandit teisendades saame teist jarku diferentsiaalvorrandi

my + ;m’l = —p(3+v).

(3.29)
. . ~ . . dmy .
Diferentsiaalvorrandi (3.29) lahendamiseks teeme asenduse u = e Parast
p
muutujavahetust votab vorrand kuju:
v+ —u=-pB+v) (3.30)



Paneme téhele, et diferentsiaalvorrandi (3.30) vastava homogeense vorrandi
lahend avaldub kujul
u, = Ep.

Konstantide varieerimise meetodil leiame

4

E=—-p3+ u)pz + Fo,

kus Fj on integreerimiskonstant. Seega

F 1
U= ZP(3 +v)p.
Jérelikult
F 1
my = / (p—g — P+ V)p> dp
ehk P )
my = _2_p°2 —3 (3+v)p* + G. (3.31)
Valemid (3.26) ja (3.31) annavad

FQ Gop 1 3
— - . 3.32
Yo [Qp(y -1 v+1 * gtP (3:32)
Valemite (3.32) ja (3.2) pohjal

/ M[ Fy Gop | 1 ]

I

_ B _ L3
v Yo | 2p(v — 1) l/+1+8pp

Integreerime viimast avaldist, siis saame plaadi ldbipainde w kujul (3.33)

| F Gop® 1,
=2 —7 Inp-——r 4 - Hy. .
YT [2(1/— TSy L (3:33)

Vottes kokku (3.33), (3.32) ja (3.31) voime diferentsiaalvorrandite siisteemi
(3.2) lahendi esitada kujul

12 FO G0p2 1 4
B0 g, o 2 H,
v %[2(1/—1) NPT o) Tl T
E 1
z = ﬂ 0 — GOp +_pp3 (334)
Y |2p(v—1) v+1 8
B 1 )
m1:—2—p2—§ (34 v)p” + G,
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kus Fy, Go ja Hp on integreerimiskonstandid ning p € [n, a. Analoogiliselt
avaldub diferentsiaalvorrandite siisteemi (3.2) lahend piirkonnas p € [a, 1]
kujul

F G1p? 1
w=" [%—llnp—l—er—ple] + H,

7 [2(v—=1) 2v+1) 32
F G 1
o L TPty (3.35)
7 |20(v—=1) v+1 8
o1 ,
my = o2 gp(?’ +v)p”+ G,

kus Fi, G; ja Hy on integreerimiskonstandid.

3.5 Integreerimiskonstantide mairamine

Alustame konstantide Fy, Fi, Go, G1, Hy ja H; madramisest. Konstandi
H, saame méaédrata rajatingimusest plaadi serval

w(1) = 0. (3.36)
Asendades stisteemi (3.35) esimese vorrandi rajatingimusse (3.36), saame

v Fl Gl 1
L (N6 S P QP I 1) R £ () 3.37
2= T2y TP T (3:37)

Avaldame vorrandist (3.37) konstandi H;

H, K 166G, — pv+1)]. (3.38)

T 32w+ 1)

Konstandi F} saame samuti méédrata rajatingimusest plaadi serval
m1(1) = 0. (3.39)

Asendades stisteemi (3.35) kolmanda vorrandi rajatingimusse (3.39), saame

F 1
—71 —PB+v) + G =0. (3.40)
Avaldame vorrandist (3.40) konstandi F}
Jo Z<3 +v). (3.41)
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Konstantide Gy, Fy ja Hy médramiseks kasutame pidevuse tingimusi kohal
p=a:
w(a—) = w(a+),
z(a—) = z(a+), (3.42)
my(a—) = my(a+).

Asendades siisteemide (3.34) ja (3.35) kolmandad valemid pidevuse tingimus-
te (3.42) kolmandasse avaldisse, saame

Ro1
— 5 — 2P+ v)a’ + G =

o1 ,
507 8 ——-p(3+rv)a” + Gj.

2a% 8
Siit saame seose (3.41) abil peale mitmeid algebralisi teisendusi

_ AFy —8Gi(1—0a?) +p(3+v)
B 8a?

Go . (3.43)

Asendame siisteemide (3.34) ja (3.35) teised valemid pidevuse tingimuste
(3.42) teise avaldisse:

12 FO G()Oé 1 3
I _ + —pa’| =
Y [20(v—1) v+1 8

Saadud vorrandist avaldame

Iy N 202(v —1)Gy  pat(v —1)

fo +1 4
M v
3.44
202G1y(v —1)  paty(v —1) (344)
Yi(v+1) Am '

Asendades valemisse (3.44) konstandid F} ja G valemite (3.41) ja (3.43) abil,
saame konstandi Fj kujul

Yo +1)Gr — (v —1)(1 — a?)Gy — *y(v — 1)Gy

Fy= -
T
0B +v)(v + 1) — paty(v? — 1)+ (3.45)
&m
+(V —Dp[3+v—at(v+1)

8
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Asendame siisteemide (3.34) ja (3.35) esimesed valemid pidevuse tingimuste
(3.42) esimesse avaldisse:

% F() GQOZ2 1 4

® Ina— .l Hy =

- l2(y—1) N ) Tk | T
1% F1 GlC(2 1 4

_— na— 44 H,.
" [2(1/—1) T oL TR T

Avaldame viimasest vorrandist konstandi Hy:

F o? 1
Hozﬂ ! Ia-— G + —pat| + H,—
7 [2(v—1) 2v+1) 32
5 (3.46)
12 Fg Goa 1 4
—— Ina — + —pa’|.
Y [2(v — 1) 2(v+1) 32

Asendades vorrandisse (3.46) konstandid F, H; ja Gy seostest (3.41), (3.38),
(3.43) saame

p [8Gy — p(3+v) Gia? 1,
- na — —1<¢ =

" l 8v—1 T omrn TP
1

+73271(1/ 1) [16G; —p(v + 1)] — (3.47)

_ _ A2
_ﬂ [ F() 1 _ 4F0 8G1(1 o ) +p(3—|— V) X ipofl
o

Hy

2w—1) ¢ 16(v + 1) 32 ]

Teisendades avaldist (3.47), saame konstandi Hy kujul:

Hy = m {4[8Gy — p(3+ )] (v + 1) Ina—
~16G10° (v — 1) + 16G1 (v — 1) + p(v* = 1)(a" — 1)} -

p (3.48)
—m {8Fg[2(V + 1) h’lCY e 1]"‘

+16G; (1 — a?) (v — 1) + 2p(v® + 2v — 3) + pa’tyo (v — 1)}
Konstandi G; méédramiseks kasutame esimest rajatingimust (2.4) kohal 7, st

mi(n) =0 — pn’.
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Arvutades mq(n) stisteemi (3.34) pohjal ja asendades integreerimiskonstandi
G scose (3.43) abil, saame

a’ {Fo(n2—a2) P [34v

G

— 2
e { P - P e e e

Kaasmuutujate 11, 15 ja 13 avaldistes olevate konstandite méédramiseks
kasutame esiteks pidevuse tingimustest kohal p = a esimest avaldist (3.14):

¢1 (Ck—) = iﬂl (CK+)

Asendades kaasmuutuja 1, avaldised siisteemidest (3.24) ja (3.25) viimasesse

tingimusse, saame
Co = (. (3.50)

Konstandi C; saame arvutada rajatingimusest (3.12):

(1) = 0.

Selleks asendame antud vorrandisse kaasmuutuja 1y siisteemist (3.25):

C D —1
—1[—21n1(1+u)+y—1]+ﬂ{—1(1+u)+” El} —0. (351
4 u L2 1
Avaldame valemist (3.51) konstandi Cj:
—4v; [1+4+v
C) = D —1)E;|. 3.52
1 0 —1) { 5 M1 + (v —1) 1} (3.52)

Konstandi Fy mé&iramiseks kasutame pidevuse tingimustest kohal p = «
kolmandat avaldist (3.14):

Ys3(a—) = P3(at).

Asendame viimasesse avaldisse kaasmuutuja 13 valemid siisteemidest (3.24)

ja (3.25):
2 2 D,
R MO I P S
Y \ 2 4 2
) , (3.53)
Cup (o7 Ll I PE Y
—— | =—ha—— —
v\ 2 4 2 !
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Arvestades, et Cy = (4, avaldame vorrandist (3.53) konstandi Ey:

C 2 2 D C 2 2 D
EO:;M<Q_1M_&_>__oaa_;u<a_lna_a_>+7laz+];1:

Yo 2 4 2 71 2 4
o? o? 1 1 o?
=Cip|l—=—lhnha—-—||———|——=(Dy—D E;.
wlGma=5) (5 -5) - T s
Asendades viimasesse avaldisse konstandi C seosest (3.52), leiame
—4 1 2 2 1 1
Eq = n [ +VD1+(V—1)E1]u<a—lna—a—> (———)—
ulv—=1) L1 2 2 4/ \n m
a? 1+v a? a®\ 11—
——(Dy—D Ei=—-4yy |——D1+E| | =lna— — -
2( 0 1) + By 71[2(1/_1) 1+ 1](2 nao 4> Yo
2 —
_%(DO—Dl)—i—El:El [(042—204211104)71 %4—1]—1—
"o
I+v -7 , o o
Dy | ———(a* - 22”1 — | — =Dy.
+D, [2@_1)(04 a’lna) = +5 5 Do
(3.54)

Valemit (3.54) teisendades, saame konstandi E, avaldada kujul
2y (1 —21 2(1—21 — 1
a7 ( na)ElJrOé ( na)(y — ) +V)D1_
Yo 270(v — 1) (3.55)
) )
Q
—7(D0 — Dy).

E(]:

Konstandi E; arvutamiseks kasutame pidevuse tingimustest kohal p = «
teist avaldist (3.14):

Ua(a—) = tha(at).
Arvestades, et konstant Cy = (', asendame viimasesse avaldisse kaasmuutuja
1)y valemid siisteemidest (3.24) ja (3.25):

D —1
4 "t (3.56)
_m[_ana(1+V)+y_1]+%{Dla(1+y)+y_1E} )
== 15 =

Koondades sarnased liikmed ja korrutades vorrandit (3.56) suurusega p, saa-
me
Dy v—1

Yo T(l+u)+

D«
EO}:’Yl{ 21

(1+v)+ VT_lEJ . (357)
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Valemi (3.57) abil leiame
—1 DlCEQ

D
ny—1)1 2 2(v—1) (3.58)
_ Dyyoe®(1+v) 7 Dia?(1 +v) '

T Tm-1 Y 2w

Peale konstandi Ej asendamist (3.55) pohjal saame

Dyyoa®(1 ?
Doy ( +V)_OéVO(DO_D1)+E1@2(1—2lna)+

FE, =
! 2v1(v — 1) 2y (3.59)
042(1—211104)(71—70)(14—1/)1) _ Dia*(1+v) '
271 (v — 1) Yo2w—)
ehk
E _ 062’)/0(D1 — Do)
"2y (1—a?+202Ina)

Dovyoa®(1 4 v) B (3.60)

+2fyl(u —1)(1-a?+2a2lna)
_Dife’n(1+v) —a*(1=2ma)(y =) (1 + V)]
2v1(v —1)(1 —a? 4+ 202 In o)

Konstandi D; médramiseks kasutame esimest vorrandit seostest (3.17), mille

siinkohal uuesti dra toome
270 — 2ay; — Yy (a—)w' (a—) — e(a—)2 (a—)—
—th3(a—)my(a—) + ¢y (a+)w' (a+)+
+a(at)2 (at) + ¢s(a+)my(at) = 0.

Kuna kaasmuutjad ¢, ja 13 on valemi (3.14) pohjal kohal p = « pidevad, siis

voime viimase avaldise iimber kirjutada kujul

2a(v0 =) —a()[2 (=) = 2 ()] = ¥3(a)[my (=) —=mi (a+)] = 0. (3.61)

Asendame vorrandisse (3.61) muutujate z ja m; tuletised. See annab

0 —Fy Go 3
, L N B o _
a(yvo — 1) — a(a) {% [2042@ -1 v+1 + 8pa 1
_ﬁ —F1 . Gl § 2 . [& — 1 —
M [2@2@ -1) v+1 e ¥s(a) |—5 = jpa(3+v)
o1
— e+ o
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Koondame saadud avaldises sarnased litkmed. Asendame siisteemist (3.24)
kaasmuutuja 19 ning siisteemist (3.25) kaasmuutuja 13 antud vorrandisse

C
2a(v0 — M) — {%[—2111&(1 +v)+v—1]+

Dy« -1 —F G
+70[ 4w+ 2 EO} - ° __ 0
pl 2 « Y [202(v—1) v+1 569
+3a2}—“ —F Gr 3 (3.62)
s” 222w —1) v+1 &
Clﬂ o? D, 2 FO — I
Cha-Y )+ 22 4 R — 0.
l " (2 na-— - + 5 + o3 0
Vorrandist (3.62) leiame
2a0 Coa
Dy =— 21 1 -1
1 Fo—F1{ 1 [—2Ina(l+v)+v—1]+
D —1
+E{ﬂ(1+u)+y Eo}x
wl 2
% ﬂ _FO G + 3 .
Y |22(v—1) v+1 8pa (3.63)
1% —F1 G 3
T [2042@—1) —1-14—829&]}+

4o®(yo =) Cop(lna —2) N 2F,

* Fy—Fy N a?’

Konstandi Dy méadramiseks arvutame konstandid A\ ja Ay. Konstant \; = C}
valemite (3.50) ja (3.15) pohjal. Konstandi Ay saame valemite (3.15) pohjal
avaldada kujul

C D —1
)\22277[—21nn(1+u)—|—1/—1]+73[ 2‘”7(1+ )+ 2 Eo]- (3.64)

Konstandi Dy méadramiseks kasutame esimest seost valemitest (3.16)
—)\177 — )\2 =0.
Asendades sellesse valemisse konstandid A1 ja Ay, saame

n=— 4[ 2lnn(1+v)+u—1]—£[

pCo

D 1
2077(1+ )+"77 EO]. (3.65)
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Korrutades vorrandit (3.65) suurusega 4uCy, leiame

D —1
4 70”(1+u)+”

Ey| = —uCon|—2Inn(1 +v) + v+ 3.

Siit saame avaldada konstandi Dy kujul

,UCO 2(V — 1)E0
Dy=——"—"—[-2Inn(1 - .
0 27()(1_'_”)[ nn(l+v)+v+3 20 0) (3.66)
Konstandi A3 saame avaldada valemite (3.15) pohjal:
Cop (1 7\ Do 5
Ag=———|—=Innp— = — Ep. :
Konstant A avaldub valemi (2.4) kolmanda seose pohjal kujul
[ Fo Gon 1 4
= — — - : 3.68
Yo [277(1/ -1) v+1 * gt (3.68)

Plastse osa rajapunkti n saame méédrata valemi (2.4) teise seose pohjal
vorrandist

3 4
gpn—

Go
2v+1)

Fy
2v—1

n”+ (1—1In7) + ﬁ(wO Y H)=0. (369

Teisendades valemite (3.17) teist seost, st asendades kaasmuutujad v, ja 13
siisteemist (3.24) ning integreerides, saame

1
320275 (a — 1)
+Cop(—8Gy + pav) + 2Dy —8Go + pa(1 + v)]}—

a? +

(16F0fyo + o4 Eypyo(v — 1)+

—2C* u[4Fy — 8Goa® + pa*(1 +v)]In a) —

| \ (3.70)
T3P —1) (16F070 + 0" {4Eopro(v — 1)+ —

+Cop(—=8Go + pnv) + 2Dgy0[—8Go + pn*(1 + v)]}—

—2Con* pldFy — 8Gon* + pn*(1+ v)|Inn) = As =0
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Analoogiliselt teisendame valemite (3.17) kolmandat seost siisteemi (3.25)
abil:

1
l—-a*4+ ———{—16F\FE AE 8G1C p—
a” + 32(a 1)712{ 1£171 +4Lapy + GGy p
—4E1pyv — Cippv + 2D171[8Gy — p(1 +v)]}+
1
+32(0z — 1)a?y? <
+C1p(—8G + pav) + 2D171[8Gy + pa®(1 + v)]}—

16F1E1’}/1 + Oé4 {4E1p"}/1(1/ — 1)—|— (371>

—2C, 0 u[4F, — 8G1a® + pa*(1+v)]In a) = 0.

Viimane valem, mida konstantide méa#dramisel kasutada voime, on teine seos
avaldistest (3.16) kujul

—MA+2X3pn + Coﬂ
Yo

FO G()T] 1 3
[27;@—1) sl R

C D 1
+{T°”[—21nn(1+u)+y— 1] +% lTOn(l—i—V)—i— .

B

E G 3
L. - — o’ +
Y | 2?(v—1) v+4+1 8

Cop [ n? n? Dy , F, 1
O Ly - L) 222 Byl | 22— 2p(3 = 0.
+[ %<2 i = |+ 5+ B pe 4;0(—1—1/)77

X

Kokkuvottes oleme tundmatute parameetrite g, 71, 7 ja a méadramiseks
saanud siisteemi, mis koosneb vorranditest (3.70), (3.71), (3.69) ning (3.72).
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Summary

Optimisation of a Sandwich Circular Plate
Julia Polikarpus

In the present work elastic and elastic-plastic circular plates subjected to
axisymmetrical loadings are considered.

Equations of equilibrium are derived in the first section of the first chap-
ter. Components of deformation are found in the second section of this chap-
ter. Both geometrically linear and non-linear models of plates are considered.
In both cases, the consistence of equilibrium equations and geometrical re-
lations are stated, respectively. Differential equations for the bending of the
elastic circular plate are derived in the third section. A general solution of
differential equations for the bending of the elastic circular plate is given in
the fourth section of the first chapter.

In the second and the third chapter of the study, circular plates made of an
ideal elastic-plastic material are considered. It is assumed that the material
of the plate obeys the Tresca yield condition-associated flow law. It appears
that the plastic flow takes place according to the flow regime associated with
the maximal value of the circumferential moment (the horizontal side of the
Tresca yield hexagon).

In the second chapter, the stress-strain state of the plate is defined, pro-
vided the plate operates in the elastic-plastic range.

In the third chapter of the study, a minimum weight design procedure
is developed for sandwich plates. It is assumed that the thickness of the
carrying layers is piece-wise constant whereas the thickness of the core ma-
terial is constant. Necessary optimality conditions are derived making use of
variational methods of the theory of control.
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