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Murrulise tuletisega integro-diferentsiaalvorrandi
numbriline lahendamine

Magistritoo
Hanna Britt Soots

Liihikokkuvote. Magistritoos kasitletakse murrulise tuletisega integro-
diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolu, iihesust ning siledust. Kirjeldatak-
se meetodit numbrilise lahendi leidmiseks ning analiiiisitakse selle tapsust.
Numbrilise lahendi leidmisel kasutatakse kollokatsioonimeetodil pohinevat
ldhenemist koos gradueeritud vorguga. Lisaks rakendatakse kirjeldatud mee-
todit kahe niiteiilesande lahendamiseks.

CERCS teaduseriala: P130 Funktsioonid, diferentsiaalvorrandid.
Marksonad. Riemanni-Liouville’i diferentsiaaloperaator, Caputo murruline
diferentsiaaloperaator, kollokatsioonimeetod, gradueeritud vork.

Numerical solution of a class of fractional
integro-differential equations

Master’s thesis
Hanna Britt Soots

Abstract. In this Master’s thesis we examine the existence, uniqueness and
smoothness of the exact solution of a fractional integro-differential equation.
A method based on collocation with graded grids for finding the numerical
solution of the considered problem is presented. Convergence of the proposed
method is evaluated. Two numerical examples are also given.

CERCS research specialisation: P130 Functions, differential equations.
Key words. Riemann-Liouville fractional differentiation operator, Caputo
fractional differentiation operator, collocation method, graded grid.
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Sissejuhatus

Murrulised tuletised ja neid sisaldavad vorrandid on véiga aktiivne uurimis-
valdkond tédnapdeva matemaatikas. Kui varasemalt oli tegemist puhta ma-
temaatika uurimisvaldkonnaga, muutus valdkonna késitlus 20. sajandi kesk-
paigast praktilisemaks. See muutus oli tingitud uutest rakendustest fiitisikas,
keemias, bioloogias ning majanduses. Eriti kasulikud on murrulised tuletised
kirjeldamaks materjale ja slisteeme, mis soltuvad iseenda varasemast kaitu-
misest.

Kaéesolevas magistritoos kisitleme murrulise tuletisega integro-diferentsiaal-
vorrandi lahendi olemasolu, {ihesuse ning siledusega seotud kiisimusi. T66ta-
me vélja numbrilise lahendi leidmiseks ning analiilisime selle tédpsust. Lisaks
rakendame kirjeldatud meetodit kahe néiteiilesande lahendamiseks.
Esimeses peatiikis toome sisse meile vajalikud definitsioonid ja abitulemused.
Teises peatiikis formuleerime konkreetse Caputo murrulist tuletist sisaldava
integro-diferentsiaalvorrandi lisatingimustega iilesande ning viime selle ligi-
kaudseks lahendamiseks sobilikule kujule.

Kolmandas peatiikis toestame kaks teoreemi, mis annavad tingimused iilesan-
de lahendi olemasolule ja iihesusele ning kirjeldavad iilesande lahendi siledust.
Neljandas ja viiendas peatiikis esitame murrulise integro-diferentsiaalvorrandi
numbrilise lahendamise skeemi, toestame selle koondumise ning hindame 14-
hislahendi viga.

Viimases peatiikis rakendame viljatootatud meetodit kahe konkreetse naite-
iilesande lahendamiseks ning vordleme numbrilisi tulemusi teoreetiliste hin-
nangutega.

To6s esitatud uuringute lahtepunkt on artikkel pealkirjaga Numerical so-
lution of linear fractional weakly singular integro-differential equations with
integral boundary conditions |1, kus vaadeldava Caputo murrulise diferent-
siaaloperaatori jark a on vahemikus (0, 1). Kéesolevas magistritoos aga vaat-
leme juhtu, kus jark o on vahemikus (1,2).



1. Vajalikud moisted ja tulemused

Kaéesolevas peatiikis esitame t66s kasutatavad pohilised moisted ja abitule-
mused.

Téahistame naturaalarvude hulga siimboliga N = {1,2,...} ja reaalarvude
hulga stimboliga R = (—o0, 00) ning olgu Ny = {0} UN.
Olgu b € (0,00) mingi positiivne reaalarv. Koigi 16igus [0, b] pidevate funkt-
sioonide hulka tahistame siimboliga C[0, b]. See hulk on Banachi ruum normi-
ga

= = t C0,b].
1Wllcws = I¥llee = max [y(®)], v € C10, 0]

Siimboliga C™[0,b] (m € Ny) téhistame koigi 16igus [0, b] m-korda (m = 0
korral C°[0,b] := C[0,b]) pidevalt diferentseeruvate funktsioonide Banachi
ruumi normiga

Y] cmob] — Z Hy(i)Hoo, y € C™[0,b].
i=0

Koigi hulgas
A={(ts): 0<s<t<b}

pidevate funktsioonide Banachi ruumi tdhistame stimboliga C'(A). Stimboliga
C™(A), (m € Np) tiahistame koigi hulgas A m-korda (m = 0 korral C°(A) =
C(A)) pidevalt diferenteeruvate funktsioonide Banachi ruumi.

Koigi 16igus [0,b] modtuvate funktsioonide f : [0,6] — R hulka, mille
korral

inf su t)| < oo,
QcC[0,b],u(2)=0 tE[O,bli)\Q |f( )|

tahistame stimboliga L>(0,b). Siin x(£2) on hulga © Lebesgue’i moot. Hulk
L>(0,b) on normi

s = = inf su t)l, € L>(0,b),
Flimn = Wl = g sip £, f € L¥0.0)

suhtes Banachi ruum.



Olgu X ja Y Banachi ruumid. Stimboliga £(X,Y) tdhistame koigi li-
neaarsete ja tokestatud operaatorite A : X — Y Banachi ruumi normiga

[Allixy) = sup{l|Azfly - 2 € X, =]y <1}, Ae L(X,Y).

Definitsioon 1.1. Hulka K normeeritud ruumis nimetatakse suhteliselt kom-
paktseks, kui igast K elementidest moodustatud jadast saab eraldada koon-
duva osajada.

Definitsioon 1.2. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Lineaarset operaato-
rit A : X — Y nimetatakse kompaktseks, kui ta teisendab iga ruumis X
tokestatud hulga suhteliselt kompaktseks hulgaks ruumis Y.

Teoreem 1.3. [2| (Fredholmi altenatiiv) Olgu X Banachi ruum ja olgu
A € L(X,X) kompaktne operaator. Vorrand z = Az + f on iga f € X
korral lahenduv parajasti siis, kui homogeensel vorrandil z = Az on ainult
triviaalne lahend z = 0.

Sel juhul on vorrand z = Az + f iga f € X korral {iheselt lahenduv.

Teoreemi [1.3] eeldustel on operaatoril (I — A) olemas tokestatud poordo-
peraator (I — A)~! € L(X, X), kus I on iihikoperaator.

Teoreem 1.4. |2| Olgu E, F' ja G normeeritud ruumid ja olgu A : £ —
F ning B : FF — G tokestatud lineaarsed operaatorid. Kui A voi B on
kompaktne operaator siis BA : E — G on kompaktne operaator.

Teoreem 1.5. [2| Olgu E ja F' Banachi ruumid. Kui operaatorid A, B €
L(E,F) on sellised, et At € L(F,E) ja

-1
”BHL(E,F) HA H[:(F,E) <1,
siis operaatoril A + B leidub poérdoperaator (A + B)~! ja kehtib hinnang:

A—l

) = - .
s V=Bl gz 1A 2 (r )

Definitsioon 1.6. Parameetrist a € (0, 00) soltuvat paratut integraali

IN'a) = /e_tta_ldt
0

nimetame gammafunktsiooniks.



Definitsioon 1.7. Olgu D operaator, mis viib diferentseeruva funktsiooni f
tema tuletiseks f’ ehk

(Df)(@) = (), = €0,]

Téahistusega D" (n € N) mérgime n-jarku iteratsiooni operaatorist D (néi-
teks D' = D ja D?* = DD jne). Kui n = 0, siis D° := I, kus I on iihikope-
raator.

Definitsioon 1.8. Olgu funktsioon f € C]0,b] ning « positiivne reaalarv.
Operaatorit J%, mis on defineeritud vordusega

x

(Jof)(x) = ﬁ/(m —)* N f(t)dt, € ]0,0], (1.1)

nimetatakse a-jarku Riemanni-Liouville’s integraaloperaatoriks. Defineerime
J? := I, kus I on iihikoperaator.

Operaator J* (a > 0) on pidev, tokestatud ja kompaktne operaator ruumist
L>(0,b) ruumi C0,b] [3].

Definitsioon 1.9. Olgu m € N ning a € (m — 1, m|. Operaatorit D§ |, mis
on defineeritud vordusega

Dy f=D"J"f,  feC0,b], J"feC™0,b, (1.2)
nimetatakse a-jirku Riemanni-Liouville’s diferentsiaaloperaatoriks.

Lause 1.10. Olgun € N, a € (n — 1,n] ja m € N selline, et m > a. Kehtib
vordus

D, = Dmyme, (1.3)
Lause 1.11. Olgun € N, a € (n — 1,n] ning f € C[0,b]. Siis
(D) (@) = @), @€ [0.0]
Lause 1.12. Olgu «, 8 positiivsed reaalarvud ja f € C[0,b] , siis
JOJOf = JotP f.

Lausete |1.10} [1.11] ja [1.12] toestused voib leida monograafiast [|4].

Definitsioon 1.13. Olgu m naturaalarv ning f € C™|0, b]. Funktsiooni T,, f,
mis on defineeritud vordusega

m_ k)
@0 =30 rep,

nimetatakse funktsiooni f m-jirku Taylori poliinoomiks punktis 0.
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Definitsioon 1.14. Olgu m € N, € (m — 1,m| ning olgu funktsioon
f e CmH0,0] selline, et J"™(f = T,,_1f) € C™[0,0]. Operaatorit D&, , mis
on defineeritud vordusega

(DEapf)(t) = (D" " (f = Tona [))(E), £ €10,0],

nimetatakse a-jarku Caputo murruliseks diferentsiaaloperaatoriks.



2. Murrulise tuletisega
integro-diferentsiaalvorrand

Selles peatiikis formuleerime meid huvitava Caputo murrulist tuletist sisal-
dava integro-diferentsiaalvorrandi lisatingimustega iilesande ning viime selle
meile vajalikule kujule, et {ilesannet numbriliselt lahendada. Peatiikis kasuta-
tud ldhenemine pohineb peamiselt artiklis |1] esitatud metoodikal. Kéesole-
vas t00s késitletakse situatsiooni, kus vaadeldava Caputo murrulise diferent-
siaaloperaatori D¢, jirk o on vahemikus (1,2) (artiklis [1] oli v € (0, 1)).
Vaatleme vorrandit

(Dgapy)(t)+h(t)y(t)+/o (t—s)""K(t, s)y(s)ds = f(t), 0<t<b 0<b,

(2.1)
mille lahend y = y(¢) rahuldab lisatingimusi

a11y(0) + ai2y(by) = 7,

a1y (0) + asey(by) = 7o. (2.2)

Siin Dg,, on a-jarku Caputo murruline diferentsiaaloperaator, mille korral
€(1,2), h, f € C[0,b], k € [0,1), K € C(A), kus

A={(t,s): 0<s<t<b}
ning by € (0,b] ja ai1, a1z, asy, ass, 71,72 on antud reaalarvud.

Olguy € C'[0, b] suvaline funktsioon, mille korral D¢,y € C[0,0], kui a €

(1,2). Paneme téhele, et kuna « € (1,2), siis Caputo diferentsiaaloperaatori
definitsiooni jargi on D¢, y kujul

(D2apy)(t) = (D T*7%g)(t), t € [0,0],

kus



Téhistame z :== Dg, y. Siis kehtib omadus (vt [4]):
y(t) = ky + kot + (J%2)(t), t€]0,0], (2.3)
kus k1, ks € R on konstandid. Votame vorduses t = 0. Siis
y(0) =k + ko -0+ (J¥2)(0) =0+ k1 + 0 = Ky,

ehk k; = y(0). Leiame funktsioonist y (mis on defineeritud vordusega ([2.3)))
esimest jarku tuletise:

Y (t) = ky + DY (T T2) () = ko + (J*2)(), t€]0,0].

Viimases vorduste ahelas kasutasime lauseid ja[l.12
Paneme tihele, et y/(0) = kg + (J*'2)(0) = ky. Seega ky = y(0), ky =
y'(0). Jarelikult funktsioon y kujul (2.3) rahuldab tingimusi (2.2)) parajasti

siis, kui

anky + aro[ky + koby + (J92)(b1)] =,
ag1ky + agalky + kaby 4+ (J%2)(b1)] = 7.

Avame molemas vorduses sulud ning viime liidetava (J*z)(b;) teisele poole
vordusmarke. Siis saame

anky + aroky + arabiks =y — ar2(J%2)(b1),
an ko + axki + axbiks = 2 — ag(J%2)(b1),

1+ a2 a12by kY _ (m) | qa arz
< 22 b1a22 + Cl21) (k‘2> o (72) J Z(bl) (a22> . (24)

Siisteem ([2.4)) on tundmatute k1, ko suhtes iiheselt lahenduv, kui maatriksi

A= <6111 + aqo a12b; ) (2.5)

a2 biag + as

ehk

determinant ei ole vordne nulliga. Arvutame maatriksi (2.5 determinandi:

det(A) = (a11 + a12)(brags + az1) — aijnasnb;

= biajiag + ajiaz; + ajpas;.



Jarelikult stisteem ([2.4) on lahenduv, kui
biaiiags + ayag + ajpag # 0.

Oletame, et stisteem ([2.4]) on lahenduv ning leiame selle lahendid. Maatriksite
teooriast on teada, et kui maatriksi A determinant on nullist erinev, siis

41! 1 <b1a22 +ax  —aeb ) .

- biaiiage + anaz + azag —a22 a1 + a2
Kuna
ky -1 T Q12
=A — (JY2)(b ,
(k2> ((”}’2 ( )( 1) 22
siis
g (braz +azn)(n — (J2)(b)arz) — arbi(y2 — (J2)(bi)az)
L=
biaiiage + aj1a91 + ar2as
— b — b
— (J°2)(by) 21012 Y1 (brags + ag1) — Y2a12b
biajiags + ajras + aazr  biajiage + ajiag + ajzan
= (J2)(b1)koo + ko, (2.6)
ning
f — —ag (1 — (J2)(b1)arz) + (a1 + a1a)(y2 — (J*2)(b1)aze)
g =
biaiiags + ajas + ajzas
= (JQZ)((h)]{ZlO + kll; (27>
kus
—Q210412 —Q22011
kOO = 9 10 — )
biaiiags + ajas + ajpas biaiiags + ajja + ajzag
fooy — 11022 + 72(a1 + arz) fot — Y1(brags + ag) — v2a12b1
1= ) 01 = .
biaiiags + ajias + ajpas biaiiags + ajras; + ajnag

Seostest (2.6]) ja (2.7) ndeme, et funktsion y kujul (2.3)) rahuldab tingimusi
(2.2) parajasti siis, kui funktsioon on kujul

y(t) = (JQZ)(b1>k()0 + ]{?01 + [(JaZ)<bl)]€10 + l{?u]t + (JQZ)(t), t e [0, b]
(2.8)

Olgu selle peatiiki 1opuni ¢ € [0,b]. Oletame niiiid, et y € C[0, ] on iilesande

(2.1)-(2.2) lahend, mille korral D¢,y € C0,b]. Varasema arutelu pohjal
teame, et siis y avaldub kujul (2.8), kus z = Dg, vy € C [0,0]. Vaatame
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vorrandit ([2.1]). Jatame vasakule poole vordusmérki Caputo tuletise (kus
z= D%apy) ning viime iilejadnud liitkmed paremale poole vordusmérki:

() = 1O =)~ [ (=9 "KL sods (29)
Kui me asendame vorrandisse funktsiooni y seosest , siis
Z(t) :f<t> — h(t)[(JaZ)(bl)k’oo + k01 + ((JQZ)(bl)klo + k’n)t + (Ja2>(t)]—

— /0 (t—s)""K(t,s)[(J*2)(b1)koo+ ko1 +((J“2) (b1)k1o+Fk11)s+(J¥2)(s)]ds.

Kasutades Riemanni-Liouville’i integraaloperaatori J* definitsiooni ning in-
tegraali lineaarsuse omadust saame, et

— /o (t — ) "K(t,s)[(J2)(b1)koo + ko1 + ((J¥2)(b1) k10 + k11)s + (J“2)(s)]ds
= — ((J*2)(b1) koo + kor) /0 (t—s)"K(t, s)ds—

— ((J*2)(b1) k10 + K1) /0 s(t—s)""K(t,s)ds—

_ /0 t(t—s)“K(t,s)F(la) /0 (s — 1) 2(r)drds.

Jargmise sammuna vaatame eraldi integraali
t 1 s .
t—s”Kt,s—/ s —T1)* “z(1)dTds. 2.10
[e=sreags [a=nrta) (2.10)

Kahekordse integraali (2.10]) integreerimispiirkond on kujutatud joonisel
varvitud kolmnurgana. Integraalis (2.10]) integreerimise jirjekorra muut-

misel saame, et

t . 1
/{)(t—S) K(tas)r(a)
1 ' ! —K a—1
= m/o Z(T)/T (t—s) "K(t,s)(s—7)* "dsdr

1 ¢ ¢ By =
:W/o z(s)/S@—T) K(t,7)(r — ) drds.  (2.11)

/0 (s — )0 a(r)drds

11



N

Joonis 2.1: Integraali (2.10]) integreerimispiirkond

Kui me teeme integraalis (2.11)) muutujavahetuse 7 = (t — s)o + s, siis integ-
raali (2.11]) integreerimispiirkond B on kujul

(

(s,(t—s5)c+s5):0<s<t, s<(t—s)o+s<t}
(s,(t—5)0):0<s<t, s—s<(t—s)o<t—s}
(

Paneme tihele, et fikseeritud ¢ € [0, ] korral
(r=9)=((t—s)o+s—s)""=(t—s)0)"", sel0,t,7€s1],
ning
(t—7)"=t=-(t—s)c—9)"=((t—s)(1—-0))", se€0,t,7 € [st].

Pérast muutujavahetust 7 = (t — s)o + s saab integraal (2.11) jéarelikult
jargmise kuju:

1 t ol . 3
m/o /o 2(8)K (¢, (t —s)o+ 8)((t —s)o)* ((t — s)(1 — o)) "(t — s)dods
1

= m/0 z(s)(t — S)a—“/o K(t,(t —s)o+ s)o“ (1 — o) "dods.
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Kokkuvottes oleme néidanud, et
Z(t) = f(t) — h(t)[(JaZ)((h)k(]o + k()l + ((Ja2)<b1)/{710 + kn)t + (JaZ) (t)]—
— ((J*2)(b1) koo + ko) /0 (t—s) "K(t,s)ds—

— ((J*2)(b1) k1o + k1) /0 s(t—s)""K(t,s)ds—

L t — —s)o + 5)o* Y1 — o) "dods
—m/oz(s)(t—s) /OK(t,(t Jo + 8)0° (1 — o) *dods.

(2.12)
Jirelikult z = Dg, y rahuldab vorrandit
t=Tz+g,
kus
(Tz)(t) = —h(t)[(J*2)(b1)koo + (J“2)(b1) k1ot + (J*2)(t)]—
() (b ko /0 (=) K (1, $)ds— (J°2) (b o /0 ) K (1, $)ds—

1 t a—kK ! _ a-1 —o0) "dods
_m/() 2(s)(t— s) /0 K(t,(t—s)o + s)o* (1 — o) "dods,
(2.13)

t t
g(t) = f(t)-h(t)[k(n —f—k’llt]—kgl / (t—S)_RK(t, S)dS—k?n / S(t—S)_HK(t, S)dS.
0 0
(2.14)
Kehtib ka vastupidine: kui z € C'[0, b] on vorrandi z = Tz + ¢ lahend, siis

vordusega (2.8)) defineeritud funktsioon y € C[0,b], on iilesande (2.1)—(2.2)
lahend.
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3. Lahendi olemasolu, ihesus ning
siledus

Selles peatiikis vaatleme iilesande — lahendi olemasolu, {ihesuse ning
siledusega seotud kiisimusi. Selleks toome artikli [3] eeskujul sisse funktsioo-
nide ruumi C?¥(0, b] ja vaatleme selle moningaid omadusi. Peatiiki pohitu-
lemused on formuleeritud teoreemides 3.6} mille toestustes on kasutatud
artikli [1] teoreemi 2.1 tdestusega sarnaseid votteid.

Olgu b >0, ¢ € N ja v € (—o0, 1) Téahistame siimboliga C'%”(0,b] hulka,
kuhu kuuluvad pidevad funktsioonid y : [0,b] — R, mis on g-korda pidevalt
diferentseeruvad poollGigus (0, b] ning iga t € (0,0], 7 = 1, ..., ¢ korral kehtivad
jargmised hinnangud:

1, i<l—v,
y (6] <eql+]logt], i=1-v,
=t > 11—,

kus ¢ on konstant.
Hulk C'9¥(0, ] muutub Banachi ruumiks, kui varustada see normiga, mis on
defineeritud jargmisel viisil:

Yllcan = 1Yl + ¥lqr, y € C(0,0],

kus

q
. (@)

Vo Sup i— 12 t t 9

|Z/‘q ;: 0<t§bw 1+ ( )‘3/ ( )|

ning ¢t > 0, A € R, puhul

1, A<O,
1
= —— A=
A1) = T Tog 1]’ !
N, A>0.

14



Néide 3.1. Olgu funktsioon kujul y(t) = t2, kus t € (0,1]. Funktsioon y
kuulub ruumi C’q”%(O, 1], ¢ € N. Téepoolest, leiame funktsiooni y esimesed
neli tuletist:

yO(0) = 21k,
Y0 = Lok,
YO0 = S,
y () = —1—21&“3.

Paneme téhele, et ¢ € (0, 1] korral kehtib |y (t)| < 4 ja [y (¢)| < 4. Kui
i > 3 on funktsiooni y i-ndat jérku tuletise absoluutvéiértus iilalt hinnatav
funktsiooniga ct*t2 %, kus ¢ € R ja ¢ € (0, 1].

Mirkus 3.2. |1] Kehtivad jargmised sisalduvused:
C"[0,0] Cc C™¥(0,b) € C™H(0,0] C C[0,b], n>m>1, v<pu<l.
Toome dra moned tulemused, mida meil on jargnevalt vaja. Olgu edaspidi
A={(t,s):0<s<t<b}.

Lemma 3.3. 3] Kui 41,92 € C?7(0,b], ¢ € N, v < 1, siis y1y2 € C?(0, ]
ning

|’yly2|lcqw(0,b] <c ”ylucqv”(o,b] ”?J2ch(o,b] ’
kus ¢ on konstant, mis ei soltu funktsioonidest y;, ys.

Lemma 3.4. [3] Olgu n € (—o00,1) ja K € C(A). Siis operaator S, mis on
defineeritud vordusega

(Sy)(t) = /0 (t— ) "K(t,s)y(s)ds, te€0,b], (3.1)

on kompaktne operaator ruumist L*°(0,b) ruumi C|0, b].

Lemma 3.5. 3] Kui K € C?(A), g € N, siis operaator S, mis on defineeritud
vordusega (3.1]), on kompaktne operaator ruumist C%*(0, b] ruumi C*¥(0, b],
kusn <rv<l1.
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Jérgmisena vaatleme lisatingimustega iilesande ([2.1)—(2.2) lahenduvust.
Olgu edaspidi operaator T' defineeritud vordusega (2.13)) ja funktsioon g vor-

dusega ([2.14)).

Teoreem 3.6. Olgu a € (1,2), k € [0,1), h, f € C[0,b], K € C(A). Samuti
eeldame, et byajiags +ajias; +aiaaz; # 0 ja et iilesandele (2.1)—(2.2)) vastaval
homogeensel iilesandel

(DCapy)(t) + h(t)y(t) + /Ot(t —8) "K(t,s)y(s)ds =0, 0<t<b, 0<b,

a11y(0) + a2y(b1) = 0,
a21y'(0) + asy(br) =0

on ruumis C10, b] ainult triviaalne lahend y = 0.
Siis iilesandel (2.1)—(2.2)) on tapselt iiks lahend y € C(0, ] nii et Dg,,y €
0, b].

Toestus. Koigepealt paneme tdhele, et vorrandi z — Tz = g parem pool
kuulub ruumi C|0, b]. Téepoolest, eelduste jargi f,h € C[0,b] ning lemma
kohaselt on operaatorid

(Sv)(t) = /0 (t—s) "K(t,s)ds, wv(s)=1 te]l0,bl],

(Su)(t) = /0 s(t —s) "K(t,s)ds, wu(s)=s, te]l0,bl

kompaktsed ja jarelikult ka pidevad ruumist C[0,b] ruumi C]0,b]. Kuna
funktsioon g on iga ¢ € [0, b] kujul

g(t) = f(t) = h(t)[kor + k11t] — ko1 (Sv)(t) — k11 (Su)(t), wu(s)=s, wv(s)=1,
siis g kuulub ruumi C[0, b].
Jargmisena néitame, et operaator T on kompaktne operaator ruumist C|0, ]

ruumi C'0, b]. Defineerime operaatorid Hy, He, M ja T} jargmiselt:

(Hyz)(t) = (J2)(b1) koo + (J*2)(b1)k10t,
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kus t € [0,b] ja z € C[0,b]. Paneme téhele, et operaatori T' saame timber
kirjutada jargmisel kujul:
T — —Hy(Hy + J°) — MH, — ﬁﬂ. (3.2)

Operaator M on vordne operaatoriga S, mis on defineeritud vorduses
(3-1), kus n = x. Jérelikult on M kompaktne operaator ruumist C[0,b] ruu-
mi C[0,b]. Lemmast ja teoreemist jareldub, et J*, Tj ning H; on
kompaktsed operaatorid ruumist C[0,b] ruumi C[0, b]. Vahetult definitsioo-
nist jareldub, et operaator H, on tokestatud ja lineaarne operaator ruumist
C10,b] ruumi CJ0,b]. Seega teoreemi jargi on operaator T kompaktne
operaator ruumist C[0, b] ruumi C'0, b].
Kui v =7 = 0ja f(t) =0, t € [0,b] , siis kordajad ki, ko1 on vordsed
nulliga:

 m(—axn) + (e +an)
kll - - Oa

biajiags + ajras; + ajaas
71 (brage + as1) — Yaa12by
kOl = = OJ

biaiiags + ajias; + ajeas

g(t) = f(t)—h(t) ko1 +kit] — ko /0 (t—s)"K(t, s)ds— ki /0 s(t—s) "K(t,s)ds

— 0= A0 +0-1 - O/t(t )KL 8)ds — o/t St — 5)"K (¢, 5)ds
=0, tel0,b].

Jarelikult kui iilesandele f vastaval homogeensel {ilesandel on ainult
triviaalne lahend y = 0, siis ka vorrandil z = Tz on ruumis C10, 5] ainult
triviaalne lahend z = 0.

Kuna g € C[0,b] ning operaator T' on kompaktne, siis Fredholmi alternatiivi
jargi leidub vorrandil z = Tz + g iihene lahend z € C]0, b]. Seose abil
saame jirelikult delda, et iilesandel (2.1)—(2.2) on iihene lahend y € C[0, b]
nii, et DE, y =z € C|0,b]. ]

Cap

Teoreem 3.7. Kehtigu teoreemi eeldused ja olgu K € CUA), h, f €
Co*(0,0], kus ¢ € N, p € R, p < 1. Siis iilesandel f on iihene
lahend y € C'[0,0] nii, et y ja selle Caputo tuletis D&, y kuuluvad ruumi
C?v(0,b], kus

v = max{u, K} (3.3)
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Toestus. Naitame koigepealt, et vorrandi z — Tz = ¢ parem pool kuulub
ruumi C?”(0,b]. Me saame funktsiooni g esitada kujul

g(t) = gl(t> +92(t)7 te [07 b]?

kus
g1(t) = f(t) — h(t)[kor + kut], t€][0,0]

ning
g2(t) = — /t(t — 5) "K(t,s)(kor + k118)ds, t€]0,b)].

Teoreemi eelduste pohjal f,h € C9#(0,b] C C?¥(0,b] (seose (3.3) kohaselt
i < v). Funktsioon

u(t) = koy + knt (£ € [0,8]) (3.4)

kuulub ruumi C?[0,b] < C?”(0,b], ¢ € N. Jarelikult lemma kohaselt
g1 € C?7(0, b].
Paneme téhele, et funktsioon g, on esitatav kujul

g2(t) = =(Su)(t), t€0,0],

kus operaator S on defineeritud vordusega (n = k), ning u on defi-
neeritud seosega . Lemma jargi on go € C?%(0,b]. Jérelikult g, €
C%(0,b] € C?¥(0,b] (seose kohaselt k < ). Seega funktsioon g kuulub
ruumi C'%¥(0, b].
Jargmisena naitame, et operaator 7', mis on seose kohaselt esitatav
kujul

T=—Hy(Hy+J%) — MH, — ﬁﬂ,
on kompaktne operaator ruumist C%" (0, b] ruumi C*¥(0, b]. Operaatorid 77,
Hy, Hy, M on siin defineeritud samamoodi, kui teoreemi toestuses.
Kuna 1 —a < k < v, siis Riemanni-Liouville’i integraaloperaator J¢ on lem-
ma 3.5 jargi kompaktne operaator ruumist C*(0, ] ruumi C%"(0, b]: vottes
K(t,s) = ﬁ jam = 1— «a on operaator S, mis on defineeritud vordusega
(3.1), vordne Riemanni-Liouville’i integraaloperaatoriga J¢.
Operaator H; on teoreemi jargi kompaktne operaator ruumist C'%”(0, b]
ruumi C¥(0, bl.
Teoreemi |1.4] ning lemmade ja pohjal ndeme, et operaatorid Hy, Hs,
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M on tokestatud operaatorid ruumist C'*¥(0, b] ruumi C?(0, b]. Seega ope-
raatorid Ho(H; + J%) ja M H; on kompaktsed operaatorid ruumist C%¥(0, b|
ruumi C'%¥(0, b].

Kuna £ < 1, siis k —a < 1 — a < k£ < v ning lemmade [3.3] ja [3.4] jargi on
operaator T kompaktne operaator ruumist C%(0, b] ruumi C?¥(0,b] .
Kokkuvottes oleme naidanud, et operaator 7" on kompaktne operaator ruumist
C¥(0,b] ruumi C?¥(0, b].

Teoreemitéestuses néitasime, et kui tilesandele — vastaval homo-
geensel iilesandel on ainult triviaalne lahend ruumis C0, b], siis ka vorrandil
z = Tz on ainult triviaalne lahend ruumis C[0, b]. Kuna C?¥(0,b] C C|0, b],
siis on homogeensel vorrandil z = 7'z ruumis C%(0,b] ka ainult triviaal-
ne lahend. Seega Fredholmi alternatiivi jargi on vorrandil z = Tz + ¢ ai-
nult iiks lahend z € C%¥(0,b] ja iilesandel (2.1)—(2.2) on ainult iiks lahend
y € C?(0,b] C C[0,b] (vaata (2.8))) nii, et D,y =z € C?(0,0]. O

Cap
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4. Meetodi kirjeldus

Selles peatiikis anname arvutuseeskirja vorrandi z = Tz + ¢ ligikaudseks
lahendamiseks, kus operaator T' ja funktsioon g on mééaratud vastavalt vor-
dustega ja . Samuti kirjeldame, kuidas saadud eeskirja abil on
voimalik leida esialgsele iilesandele — ligikaudne lahend.

Olgu siin ja edaspidi N € N, b > 0. Olgu Ily = {t, ..., t5} vork 16igus [0, b],
kus solmed ¢; on defineeritud jargmiselt:

Q:b(%), j=0,1,...N, e[l o). (4.1)

Paneme téahele, et kui » = 1, siis on tegemist iihtlase vorguga. Kui r > 1, siis
on punktid ¢; rohkem koondunud nullile lihemale (vt joonis [4.1)).

mpeoo o o o o [ ) [ ) [ ) [ ] [ ] [ ] [ ) [ ] [ ]
2.4+

2.2

20000 ® o o o [ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ) [ ) [ ) [ )

v

1.81

o0
S N s S
oo
NN PR
v

1.61

1414

129

1.0 ] [ ] o ] [ ] o [ ] [ ] ] [ ] o ] [ ] [ ] [ ] [ ) [ ] [ ] [ ] q

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
G

Joonis 4.1: Valemiga (4.1]) defineeritud punktid ¢; (b = 1)
Olgu k € Ny, defineerime hulga S,g_l)(ﬂ ~) jargmiselt:

S,i )(HN) = {u: ul ) €T J=1 ey N},

J
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kus ulfy . ,; on funktsiooni u ahend osaldigule [t;—1,t;] C [0,0] ja m; on

ilimalt k-jérku poliinoomide ruum. Mérgime, et funktsioon u € S,gfl)(HN)
ei pruugi olla punktides ¢y, ...,ty_1 pidev.
Defineerime igal osaloigul [t;_1, ;] m € N kollokatsioonipunkti

tjk = tj—l + nk(t] — tj—l)u k= 17 .,y ] = 17 N, (42)

kus arvud 7y, ...,n,, on fikseeritud parameetrid, mis ei soltu suurustest j ja
N ning rahuldavad jargmisi vorratusi:

O<m<m<..<n,<L

Defineerime iga N,m € N korral interpoleeriva operaatori

Py =Pnm : C[0,0] — S( 1(ITy) nii, et
PNU € S 2 (HN) (PNU)(t]k) = u(tjk)7 j = 17 "'7Na k= 17 ey T,
kus u € C[0, b].

Jargnevalt konstrueerime iihe numbrilise meetodi iilesande - - li-

gikaudseks lahendamiseks. Me otsime {ilesande . . lahislahendit yy
kujul

yn(T) = (J%%N)(b1) koo + ko1 + [(J2n) (b1) k1o + k|7 + (J%2N)(T), T € [(0,(;]),

kus zy € S, - 1(H ~), m € N, on méératud kollokatsioonitingimustega.

ZN(tjk) = (TZN>(t]k) —|— g(t]k), ] = ]_, ...,N, ]{3 = 1, ey M. (45)

Kollokatsioonitingimused (4.5)) saame esitada operaatori Py (vt (4.3))) abil
jargmiselt:
ZN — PNTZN -+ PNg. (46)

Kollokatsioonitingimused . moodustavad vorrandisiisteemi, mille tap-

se kuju madrab baasi valik ruumis S 1(HN) Me voime kasutada zy €
Spm—1(Ily) jaoks esitlust Lagrange’i fundamentaalpoliinoomide kaudu:

- Z ZCMIAM T € [0,b], (4.7)

A=1 p=1
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kus I),(7) = 0, kui 7 & [ta_1,%)\] ja

m

T =1y
hum = 11 —+

tay — tai
i=1,ip A Ai

kui 7 € [t)\,l,t)\].
Paneme téhele, et igaj e{l,...,N}jake{l,..,m} korral kehtib zy(t;;) =
ik, kus zy € S (HN) Toepoolest, kuna t;, € [t;_1,t;], siis Iy, (tjx) = 0,

kui A # j. Kul)\—j,sus
1, p=k,
I, (tix) =
/\N( ]k) {07 /Jl/?ék’

Seega (kollokatsioonitingumuste (4.5]) jargi) tuleb meil konstantide cj, j €
{1,..,N}, k € {1,...,m}, leidmiseks lahendada lineaarvorrandisiisteem:

Cik = Y Y (TLy) (En)er + g(t)- (4.8)

A=1 p=1

Olles leidnud kordajad c;p, saame Valemi abil leida funktsmom Zn(T7),
7 € [0,0]. Kasutades vordust ( saame arvutada tilesande (2.1)-([2.2) la-
hendi y 1ahendi yy Jargnevalt

yN(T) = (JQZN)a)l)]COO + k?01 + [(JQZN)U)l)]{Jlo + ]CH]T + (JQZN)(T)

N m N m
Z Z (S In) (1) koo + kor + Z Z cau(JIn,) (1) k1o + kit
A=1 p=1 A=1 p=1

Zi ea(JOL) (), T €[0,0]. (4.9)

A=1
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5. Veahinnangud

Selles peatiikis vaatleme vea ||y — yn/||,, kéitumist, kui N — oo. Siin y on
tilesande (2.1)—(2.2)) lahend ja yy tema ldhislahend, mis on leitud vorduse

(E.9) abil.

Jargnevalt olgu operaator Py : C|0,b] — Sr(rf_li(HN), N € N, defineeritud
vordusega (4.3]), operaator T" seosega (2.13)) ja g seosega (2.14). Koigepealt

esitleme kaks meile vajalikku abitulemust, nende toestused voib leida toodest
13, 5]

Lause 5.1. Operaator Py € L(C[0,b], L>(0,b)) ja [Pl zcpp.00) <
kus ¢ on positiivne reaalarv, mis ei soltu arvust N. Iga z € C|0,b] korral
kehtib koondumine:

|2 = Pnzllpecopy — 0, N — o0

Lause 5.2. Olgu operaator A : L>(0,b) — C|0, ] lineaarne ja kompaktne.
Siis kehtib koondumine

A = PnAl g0y o0p) = 0, N = o0

Jargmine teoreem annab meile iilevaate meetodi (4.4)) ja (4.5)) koondumise
kohta.

Teoreem 5.3. Olgu a € (1,2), k € [0,1), h, f € C[0,b] ning K € C(A).
Samuti eeldame, et byajjags + ajias; + ajpas; # 0 ja et iilesandele ([2.1)—(2.2))
vastaval homogeensel iilesandel

(D) (1) + h(D)y(t) + / (b= ) K s)y(s)ds =0, 0<t<b 0<b

any(0) + apy(b1) = 0,
a1y (0) + axy(by) = 0,

on ruumis C0, b] ainult triviaalne lahend y = 0.
Olgum, N € N, r € [1,00) ning eeldame, et vorgu Iy solmed on defineeritud
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seosega ja kollokatsioonipunktid seosega , kus 7y, ..., n, on vabalt
valitud parameetrid, mis rahuldavad tingimust 0 < n; < ... <n,, < 1.

Siis iilesandel (2.1)-(2.2) on iihene lahend y € C'[0, ] nii, et D¢,y € C[0,b].
Eksisteerib naturaalarv Ny nii, et iga N > N, korral vorrandil leidub
parajasti iiks lahend zy € an__l{(HN), mis madarab seose pohjal iihese
lahendi yy iilesande f lahendile y ning kehtib koondumine

ly—ynllo =0, N — o0

Toestus. Koigepealt nditame, et vorrandil z = T'z+¢ on iihene lahend ruumis
L>(0,b). Teoreemi toestusega analoogsel viisil on voimalik néidata, et
operaator T' on kompaktne operaator ruumist L>°(0,b) ruumi C[0, b]. Jare-
likult on operaator 7' kompaktne ka ruumist L>°(0,b) ruumi L>°(0,b). Sa-
muti teame teoreemi |3.6| toestusest, et g € C[0,b] C L>(0,b). Siis iilesandel
(2.1)-(2.2) on iihene lahend y € C*[0,b] nii, et Dg, y € C[0,b] ning et ho-
mogeensel vorrandil z = Tz on ruumis C[0, b] ainult triviaalne lahend z = 0.
Kuna 7' € L£(L>(0,b),C10, b)), siis ka vorrandil z = T’z on ainult triviaal-
ne lahend ruumis L*°(0,b). Fredholmi alternatiivi jargi on seega vorrandil
z=Tz+ g, kus g € L>(0,b), iiks ja ainult iiks lahend z € L>(0,b).

Teisisonu voime 6elda, et operaator (I —1") on pédratav ruumis L>(0, b) ja
selle poordoperaator (I —T)~' € L(L>(0,b), L>=(0,b)). Operaatori (I —T)~*
tokestatuse ja lause jargi leidub Ny € N nii, et iga N > Nj korral kehtib
hinnang

-1
H (_[ — T) ||[,(L°°(O,b),L°°(0,b)) ||T - PNTHE(LOO(OJ)),LOO(OJ))) < L.

Viimase vorratuse ja teoreemi [I.5 abil ndeme, et N > Ny korral on operaator
(I —PNT) podratav ruumis L>(0,b) ja

H (I - PNT)_l HE(LOO(Qb),LOO(O,b))

= ||((]—T)+(T—73NT (5:1)

<c

-1
) Hc(Loo(o,b),Loo(o,b)) <¢ N =N,

kus ¢ on konstant, mis ei soltu arvust N. Seega leidub iga N > N, korral
vorrandil (4.6) iihene lahend zy € an__li(HN). Kuna z = Tz + g ja zy =
PnTzyn + Png, siis

(I =PNT)(z—2n)=2—2v —PnTz+ PnT2zn
=2 —PnTzny —Png — PnTz+ PnTzn
=z—Pn(Tz+g) =2—Pnz,
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kui N > Nj. Olgu toestuse 1opuni N > Ny. Kuna operaatoril I —PyT leidub
poordoperaator, siis

z—zy = (I — PnNT) 'z — Py2).
Jérelikult vorratuse ((5.1) kohaselt
Iz~ 2o = [ = PNT) ™z~ Pr2)|, < cllz — Prell.

kus ¢ on konstant, mis ei soltu suurusest N.
Vaatleme jargmisena vahet |y(t)—yn(t)|, kus ¢t € [0, b], y on iilesande (2.1)—(2.2)

lahend ning yx on leitud valemiga . Seoste ja kohaselt
y(t) — yn ()] = [((J*2)(b1)koo + ko1 + [(J*2)(b1)k10 + knlt + (J*2)(F))—
- ((JQZN)(bl)k'oo + k?()l + [(JQZN)(bl)klo + k?n]t + (JaZN)(t))|
= [(J*(z = 2n)) (b1 ) koo + £(J* (2 — 2n)) (b1) ko + (J(z — 2n)) (B)],
kus ¢ € [0, b]. Seega
Iy =yl < cllz = 2nll

ning kehtib hinnang

1y = ynlle < cllz = 2nlle < erllz = Puzllss (5.2)

kus ¢ ja ¢; on konstandid, mis ei soltu suurusest N. Kuna lause [5.1] jargi
|z —Pnz|l, = 0 (N — 00), siis jérelikult vorratusteahela (5.2)) abil saame,
et

Jargmise teoreemi toestamiseks vajame jérgnevat abitulemust.

Lemma 5.4. 3, 5] Olgu z € C"™*(0,b], m € N, p € (—o0, 1). Siis

(N™™, m<1—pu, r>1,

N™™(1+log N), m=1-—pu, r=1,

N™™, m=1-—pu, r>1,
Jo—Pyzlo<ed m

N—=m), m>1—pu, 1<r<——mr,

L—p
N m>1—pu, TZL,
\ 1—u

kus r € [1,00) on seosega (4.1)) defineeritud vorgu Ily solmede ebaiihtlust
(gradueeringut) néitav parameeter ja ¢ on konstant, mis ei soltu arvust N.
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Teoreem 5.5. Kehtigu teoreemi 5.3 eeldused ning olgu K € C7(A) ja h, f €
C?(0,b], kus ¢ .= m ja p € (—o0,1). Siis norm ||y — yn||, on iilalt hinnatav
piisavalt suure N € N korral jargmiselt:

(N~™(1 +log N), m=1-—v, r=1,
N m=1—-v, r>1,
ly = ynllo < e N2, m>1—w, 1§T<1m . (53)
—v
N™™, m>1—v, r > mn
\ 1—v

Siin ¢ on positiivne konstant, mis ei soltu arvust N, v on defineeritud vordu-
sega (3.3)) ja r on vorgu (4.1 gradueering.

Toestus. Olgu K € C™(A), h, f € C™"(0,b], m € N ja u € (—o0o,1). Siis
teoreemist jareldub, et z € C™"(0, b], kus v on defineeritud seosega (3.3)).
Teoreemi [5.3] toestusest teame, et piisavalt suure N korral kehtib hinnang

ly —unlle < cllz = Prz|l -

Lemmast [5.4] jareldub, et kehtib hinnang

(N™™, m<l-v, r>1,

N™™(1+log N), m=1-—uv, r=1,

N m=1-—v, r>1,

1y —ynlloo < ¢ , m  (54)

N1, m>1-—v, 1<r< ,
1—v

N, m>1-—v, r> m_

\ 1—v

Kuna aga teoreemi eelduste jargi v > 0 jam € N, siis m > 1 — v ja jarelikult
hinnangus (5.4)) esimene rida ei realiseeru ehk kehtib hinnang (5.3]). O

Paneme téhele, et teoreemides ja on kollokatsiooniparameetrid
vabalt valitud suurused, mis rahuldavad tingimust 0 < 71 < ... < n,,, < 1.
Selle peatiiki viimane teoreem (teoreem [5.7)) néitab, et kui me tépsustame
kollokatsiooniparameetrite valikut ning nouame, et funktsioonid f, h ja K
on natuke siledamad kui teoreemis siis saame tépsustada veahinnangut

(5.3). Selleks on meil vaja jargmist abitulemust.

Lemma 5.6. [6] Olgu z € C"*1¥(0,b], m € N, v € (—00,1). Olgu N € N,
r € [1,00) ning eeldame, et vorgu solmed on defineeritud seosega (4.1)) ja
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kollokatsioonipunktid seosega (4.2). Eeldame, et kollokatsiooniparameetrid
M, .-, Mm on valitud selliselt, et sobivate kaaludega {wy} kvadratuurvalem

/o F(z)dx = Zka(nk) + R, O<m<..<npn<l) (5.5)

k=1
on tépne koigi m-jérku poliinoomide F korral (see tdhendab, et jadkliige R,,
on vordne nulliga, kui F' on suvaline m-jarku polinoom).

Siis kehtib jargmine hinnang:
||J1(z — PNZ)H < cgﬁg””’"“),
kus ¢ on positiivne konstant, mis ei soltu arvust N ning
(N~ m<2-—v, r>1,
N 1+logN)?* m=2-v, 7r=1,
N1 +41og N), m=2—-v, r>1,

(m,v,r)
EN = 1
N—@), m>2—v, 1§7’<T2rhL ,
—v
1
N m>2—v, 2m+ .
\ 2—v

Teoreem 5.7. Olgu m naturaalarv ning kehtigu teoreemide ja eel-
dused, kus ¢ := m + 1. Lisaks olgu meil defineeritud kollokatsioonipunktid
eeskirjaga , kus kollokatsiooniparameetrid 7y, .., n,, on valitud nii, et so-
bivate kaaludega {wy} kvadratuurvalem

1 m
/ F(x)dx:Zka(nk)—I—Rm O<m<..<nm<l
0 k=1

on tapne koigi m-jarku poliinoomide F' korral.

Siis iilesandel f on iihene lahend y € C'[0,b] nii, et Y, D¢,y €
C™ v (0, b]. Piisavalt suure N € N korral leidub vorrandil ithene lahend
N € Sﬁ:i(HN), mis méérab seose pohjal iihese ldhendi yy tilesande
f lahendile y, ja kehtib jargmine veahinnang:

(N~ m<2—v, r>1,

N Y 14+1logN)?, m=2-v, r=1,

N1+ log N), m=2—-v, r>1,

ly —ynlle < c 1
N—@), m>2—v, 1§7“<WhL ,
2—v
1
N~ m>2—v, r2m+ .
\ 2—v
(5.6)
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Siin v on arvutatud vorduse (3.3)) jargi, » on vorgu (4.1)) gradueering ning ¢
on positiivne konstant, mis ei soltu arvust V.

Toestus. Teoreemist teame, et iilesandel (2.1)—(2.2)) on ithene lahend y €
C10, ] nii, et 2 = D&,y € C[0,b]. Samuti jiareldub teoreemist , et leidub

Cap

No € N nii, et iga N > Ny korral vorrandil (4.6) on iihene lahend zy.
Teoreemi [3.7) jirgi teame ka, et y, z € C™17(0,).
Néitame, et kehtib veahinnang (/5.6]). Téhistame

v =Tznv+g, N > Nj. (5.7)
Vordustest (4.6) ja (5.7]) jareldub, et

ZN = PN(TZN + g) = PN»%N‘
Asendame zy = PyZy seosesse (5.7)). Siis ndeme, et
ZA’N = TPNP:’N + g, N Z N(). (58)
Kasutades vordust z = Tz + g ja seosest ([5.8]) saame, et iga N > N, korral
(I — T’PN)(ZA’N — Z) = 2]\[ — 2 — T,PNQN + TPNZ
=iy—Tz—g—TPyniZy +TPnz
=Zv—Tz—g—2v+9g+TPyz
:éN—ZAN—TZ—i—T,PNZ
=T(Pnz— 2).
Paneme tahele, et iga N > N, korral
(I —TPx)I +T( —PnT) '"Py)
=1 —-TPy+T{ —PxNT) Py —TPNT(I — PNT) Py
=1 —TPy+T[(I—-PxyT) " —PyT(I —PxT) |Pn
=1 TPy +T[(I —PyT)(I —PxT) Py
=1 —TPnx+ TPy
=1.
Seega operaatori I — TPy poodrdoperaator avaldub jargmiselt:
(I-TPyx)"'=1+T(I—-PNT)'"Py, N >Ny (5.9)
Poordoperaatori (5.9)) ning hinnangu ((5.1]) abil saame tilalt hinnata normi
|Zn — 2|, jérgnevalt:

128 — 2], = ||(I —TPyN)'T(Pyz — Z)HOO <c|T(Pnz—2)|l, N > N,
(5.10)
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kus c ei soltu arvust V.
Jargmisena néitame, et ||T(Pnz — 2)||, < c||J*(Pnz — 2)|lo, N > No.
Operaatori T" definitsiooni kohaselt
(T(Pyz—2))(t) =
= — h(O[(J*(Pnz = 2))(b1)koo + (J*(Pnz — 2))(b1) kot + (J*(Pnz — 2))(1)]—

(TP — 2)) (b1 koo /0 (t— 8) " K (1, 5)ds—

t
— (J*(Pnz — z))(bl)km/ s(t—s)"K(t,s)ds—
1 t ’ 1
- —/ (Pnz—2)(s)(t — s)o‘_“/ K(t,(t—s)o+s)o* (1 — o) "dods,
I'(a) Jo 0
kus 0 <t < b. Koigepealt paneme tahele, et
(J*(Pyz = 2)) ()] < |J*(Prnz = 2)ll, £ €[0,0]. (5.11)
Lausest ning operaatori J? (8 > 0) pidevusest jireldub, et

1

T(a) /0 (Pyz —2)(s)(t — s)a—n/o K(t, (t —s)o + s)o* ' (1 — o) "dods
< |[JHT Pz —2)|
= | SR I(Prz — 2)|

< ||[J*(Pnz — 2)

”oo’

kus ¢1, ¢ on konstandid, mis ei soltu arvust N. Seega

[ T(Pyz —2)(t)]

< [ROIIII*(Pyz = 2)lloo koo + |7 (Pyz = 2) o rot + % (Prz = 2) [l ]+

[

¢
+ [[JY(Pnz — 2)|| k:og/ |(t — s)""K(t,s)|ds+
0

¢
+ |J*(Pnz — 2) || o kw/ |s(t —s)""K(t,s)|ds+
0
+ o ||J*(Pnz — 2)
Jarelikult

t €10,0].

”oo’

IT(Prnz = 2)llo < cllJ*(Prnz = 2)llo, N =N,

o0 !
kus ¢ on konstant, mis ei soltu arvust /N. Viimase vorratuse ning vorratuse

(5.10)) abil saame, et

128 = 2l < [V (Pyz = 2)llo, N = No, (5.12)

o0 !
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kus ¢; ei soltu arvust N. Kuna zy = PyZy, siis
2y —2=Pyin —2=Pn(iEn —2)+Pnz— 2. (5.13)
Seoste (2.8)), (4.9) ja (5.13) abil saame, et iga N > N, korral

lyn () — y(@)]=[(J*(2n —2)) (b1) koo +E(J* (25 —2) ) (b1) k1o + (¥ (2n — 2) ) (1)
<|(J*Pn(2n—2))(b1) koo +t(J*Pn (2n —2)) (b1)kro+ (J*Pn(2n —2)) (1)
+ [(J*(Pnz — 2))(b1))koo + t(J*(Pyz — 2))(b1)kio + (J*(Pnz — 2))(1)],

kus ¢ € [0,b]. Viimase vorratuse ning seoste (5.11)) ja (5.12)) kohaselt iga
N > Ny korral

lyy =l Scrllzy — 2l + 2 | J*(Prz — 2)|l S s ||lJ*(Prnz — 2)| s 5

kus c1, ¢9 ja c3 on konstandid, mis ei soltu arvust N.
Kuna « € (1,2), siis lause ning Jo ! pidevuse jérgi leiame, et

lun =yl < et [[J*(Prnz — 2)|lo
= ||J°‘_1J1(77Nz — Z)HOO
< ¢y HJI(PNZ — Z)HOO, N > N,.

Kasutades lemmat ndeme, et kehtib hinnang (/5.6]). O]
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6. Numbrilised naited

Selles peatiikis vaatleme erinevaid murrulise tuletisega integro-diferentsiaal-
vorrandit sisaldavaid néiteiilesandeid, mis on kujul f. Koigi jarg-
nevate numbriliste tulemuste saamiseks on kasutatud autori poolt Pythoni
keskkonnas kirjutatud programme, mis on esitatud t66 lisas.

Jargnevalt esitatud néiteiilesannete puhul olgu y vastava iilesande téapne
lahend ja yny (N € N) peatiikis 4 kirjeldatud meetodi abil leitud lihisla-
hend. Selleks, et rakendada peatiikis 4 kirjeldatud meetodit, kasutame loigul
[0, ] seose (4.1)) abil leitud vorku Iy = {to, .., ty }. Kollokatsioonipunktid ol-
gu defineeritud seose jéargi, kus kollokatsiooniparameetritena kasutame
molemas naites suurusi

3-3

m = 6 m=1-m (kuim=2) (6.1)
ning
5—+15 1 .
M=y k=5 m=l-m (kim=3) (6.2)

Kui me valime kollokatsiooniparameetrid seoste (6.1)) ja (6.2]) kohaselt, siis on
meil tdidetud teoreemi [5.7] eeldused kollokatsiooniparameetrite valiku kohta,
sest suurused (6.1)) ning (6.2) on 16igus [0, 1] Gaussi kvadratuurivalemi sol-
med |[7].

Teise naite puhul toome &dra ka numbrilised tulemused, kus on kasutatud
suurustest ja erinevaid kollokatsiooniparameetrid (tépsed suurused
on defineeritud niites 2).

Iga naitetilesande puhul arvutame vead

ey = max  max |y(m) —yn (7l

kus
Tik = tj_1+kf(tj—tj_1>/10, k’:O,...,lO, j: 1,...,N,
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ning suurused t;, j = 0, ..., N, on defineeritud vordusega (4.1)).
Lisaks leiame suhted
EN
Oy = —=.
EN
Eksperimentaalsed tulemused on esitatud tabelites 6.5, kusjuures tabelite
veahinnangutes tihistus 8.35E-04 tihistab suurust 8.35 x 1074

Naitetilesanne 1

Vaatame vorrandit

21
20

(D¢

koos lisatingimustega

N
—
=
+
N
N
—_
o|'_‘
~_
I
VR
—
ol’_‘
~_
3|

o+ (55) = () i (6.4

Néeme, et tegemist on iilesandega kujul (2.1)—(2.2)), kus

21 3 1

o = %, R = 4_17 bl = E,

ajp = aja = ag; = ag = 1,
h(t)=t, tel0,1],

K(t,s)=ts, tel0,1], se€]l0,t,

b=1,

(&) 21 L(3HT () &
f(t>:1“2%;m + 110 + (Ii)(%()l )t2o t €[0,1].

Ulesande (6.3))(6.4)) tapne lahend on kujul
y(t) =tn, telo1]

Paneme téhele, et selle iilesande puhul funktsioonid f ja h kuuluvad ruumi
C?#(0,1], kus ¢ € N ja pu = 2. Seetottu vorduse (3.3) jirgi:

19 3 19
V=max{ -—,~ 0 = —.
20" 4 20
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Tabelites [6.1H6.2| on vilja toodud numbriliste eksperimentide tulemused pa-
rameetrite m, r ja N erinevate vaartuste korral.

r=1 r=2 r=3 r=4
N EN @N EN @N EN @N EN @N
4 8.35E-04 1.79E-04 2.66E-04 2.94E-04
8 5.18E-04 1.61 4.90E-05 3.65 3.28E-05 8.10 4.07E-05 7.22
16 | 2.15E-04 2.41 1.03E-05 4.74 2.63E-06 12.47 5.57TE-06 7.31
32 | 9.78E-05 2.20 2.13E-06 4.84 5.07E-07 5.19 6.63E-07 &8.40
64 | 4.50E-05 2.17 4.43E-07 4.82 5.83E-08 8.70 8.04E-08 8.25
128 | 2.06E-05 2.18 9.35E-08 4.73 4.67E-09 12.49 9.82E-09 &8.18
256 | 9.41E-06 2.19 2.16E-08 4.32 8.57TE-10 5.44 1.21E-09 8&.12
2.07 4.29 8.00 8.00
Tabel 6.1: Numbrilised tulemused iilesande f jaoks kui m = 2
r=1 r=2 r=3 r=4
N EN @N EN @N EN @N EN @N
4 4.85E-04 8.77TE-05 4.30E-05 4.73E-05
8 2.01E-04 2.42 2.03E-05 4.31 4.61E-06 9.34 4.18E-06 11.33
16 | 9.55E-05 2.10 4.07E-06 5.00 4.33E-07 10.64 1.77E-07  23.65
32 | 4.37TE-05 2.19 8.42E-07 4.83 3.66E-08 11.83 1.07E-08 16.49
64 | 2.00E-05 2.19 1.73E-07 4.87 3.64E-09 10.05 6.64E-10 16.12
128 | 9.11E-06 2.19 3.77TE-08 4.58 3.58E-10 10.17 4.13E-11 16.10
256 | 4.15E-06 2.19 8.80E-09 4.29 3.81E-11 9.39 2.61E-12 15.84
2.07 4.29 8.88 16.00

Tabel 6.2: Numbrilised tulemused tilesande (6.3)—(6.4) jaoks kui m = 3

Kuim = 2jav =33, r € {1,2,3,4}, siis teoreemi hinnangu (5.6])
kohaselt piisavalt suure N € N korral

N, =12
&_.N S C ) 7 ?
N3, r=3,4,

o

kus ¢ on konstant, mis ei soltu arvust N.
Jarelikult m = 2 ja r € {1,2,3,4} korral suhted ©y peaksid ligikaudu

olema vastavalt 2% a 2.07, 22 ~ 4.29, 23 = 8 ja 23 = 8. Need viiirtused on
lisatud tabeli [6.1] viimasesse ritta.
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Kuim = 3 jav =33, r € {1,2,3,4}, siis teoreemi hinnangu (5.6))
kohaselt piisavalt suure N € N korral

N =123,
EN S C
N, r=4,
kus ¢ on konstant, mis ei soltu arvust N. Kui m = 3 ja r € {1,2,3,4}, siis
suhted Oy peaksid olema vastavalt 2% ~ 2.07, 22 ~ 4.29, 2% ~ 8.88 ja
2% = 16. Need vasrtused on lisatud tabeli [6.2] viimasesse ritta.

Me néeme, et saadud numbrilised tulemused on kooskolas teoreetiliste hin-
nangutega.

Naitetilesanne 2

Vaatame ilesannet:

3 t 1 F @ 2 1 F @ F l 12
Déapy(t)—l—y(t)—i—/ (t—s)"2y(s)ds = (170)t5+t18+ (10)17 (2)75?7 tel01],
0 () r(F)

(6.5)
koos lisatingimustega:
y(0) +y(1) =1,
y'(0) +y(1) = 1. (6.6)

Néeme, et tegemist on iilesandega kujul (2.1)—(2.2)), kus

1
oz:§, k==, b=0b=1,
2 2
h(t)=1, te€]|0,1],
K(t,s)=1, te]|0,1], se€]l0,t],
29

Ulesande (6.5)(6.6) tépne lahend on kujul:

y(t) = tio

t10, telo,1].
Funktsioonid f ja h kuuluvad ruumi C*#(0,1], kus ¢ € N ja p = 2. Seetottu

(vorduse (3.3)) jargi):
13 3
V=max{ —,— ¢ = —.
25 )
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Tabelites [6.3(6.4] on vilja toodud numbriliste eksperimentide tulemused pa-
rameetrite m, r ja N erinevate vaartuste korral.

r=1 r=2 r=3 r=4
N EN @N EN @N EN @N EN @N
4 1.01E-03 4.02E-04 8.74E-04 1.77E-03
8 3.70E-04 2.73 4.82E-05 8.33 8.18E-05 10.69 1.91E-04 9.27
16 | 1.38E-04 2.68 5.99E-06 &8.05 6.90E-06 11.86 1.71E-05 11.21
32 | 5.21E-05 2.65 7.75E-07 7.74 5.84E-07 11.82 1.47E-06 11.63
64 | 1.97E-05 2.64 1.04E-07 7.48 4.94E-08 11.82 1.26E-07 11.67
128 | 7.45E-06 2.64 1.42E-08 7.29 4.20E-09 11.76 1.08E-08 11.63
256 | 2.82E-06 2.64 1.98E-09 7.17 3.509E-10 11.69 9.35E-10 11.54
2.64 6.96 8.00 8.00
Tabel 6.3: Numbrilised tulemused iilesande f jaoks kui m = 2
r=1 r=2 r=3 r=4
N EN @N EN @N EN @N EN ®N
4 3.61E-04 6.00E-05 4.93E-05 1.12E-04
8 1.35E-04 2.67 8.04E-06 7.47 2.45E-06 20.14 5.36E-06 20.93
16 | 5.11E-05 2.65 1.13E-06 7.14 1.16E-07 21.04 2.83E-07 18.91
32 | 1.93E-05 2.64 1.60E-07 7.02 5.60E-09 20.77 1.36E-08 20.78
64 | 7.32E-06 2.64 2.30E-08 6.97 2.77E-10 20.22 6.26E-10 21.78
128 | 2.77E-06 2.64 3.29E-09 6.97 1.39E-11 19.87 2.82E-11 22.22
256 | 1.05E-06 2.64 4.73E-10 6.97 7.12E-13 19.53 1.26E-12 22.45
2.64 6.96 16.00 16.00

Tabel 6.4: Numbrilised tulemused tilesande (6.5])-(6.6) jaoks kui m = 3

Kuim = 2jav =2 r e {1,234}, siis teoreemi hinnangu (5.6)
kohaselt piisavalt suure N € N korral

NG, r =12
en <c
N3, r =34,

kus ¢ on konstant, mis ei soltu arvust N. Kui m = 2 ja r € {1,2,3,4}, siis
suhted ©y peaksid ligikaudu olema vastavalt 2% 2.64, 2% ~ 6.96, 2% = 8
ja 2% = 8. Need vaidrtused on lisatud tabeli viimasesse ritta.

Kuim =3jav = %, r € {1,2,3,4}, siis teoreemi hinnangu (5.6)
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kohaselt piisavalt suure N € N korral

NGB, =12
en <c
N7, r =34,

kus ¢ on konstant, mis ei soltu arvust N. Kui m = 3 jar € {1,2,3,4}, siis
suhted Oy peaksid ligikaudu olema vastavalt 2% ~ 2.64, 2% ~ 6.96, 2* = 16
ja 2* = 16. Need védrtused on lisatud tabeli viimasesse ritta.

Vaatame {ilesannet —, aga seekord votame kollokatsioonipara-

meetrid

771:%, ne=1—mn (kuim=2).

Nende kollokatsiooniparameetrite korral ei ole teoreemi eeldused tai-
detud ja seega me ei saa veahinnangut kasutada Samas on taidetud
teoreemi eeldused ning kehtib hinnang . Tabelis on vilja toodud
numbriliste eksperimentide tulemused parameetrite r ja [NV erinevate vaértus-
te korral.

r=1 r=4 r=2>5

N EN @N EN @N EN @N
4 4.90E-03 7.08E-03 9.49E-03

8 1.99E-03 2.46 2.01E-03 3.53 2.83E-03 3.36
16 | 7.96E-04 2.50 5.11E-04 3.92 7.29E-04 3.88
32 | 3.14E-04 2.53 1.27E-04 4.01 1.82E-04 4.01
64 | 1.22E-04 2.56 3.17E-05 4.02 4.51E-05 4.03
128 | 4.74E-05 2.58 7.89E-06 4.02 1.12E-05 4.02
256 | 1.82E-05 2.60 1.97E-06 4.01 2.80E-06 4.01
1.32 3.03 4

Tabel 6.5: Numbrilised tulemused iilesande 1) jaoks kui m = 2

Kuim=2,n = i, N2 = %, v= %, r € {1,4,5}, siis teoreemihinnangu

(5.3) kohaselt piisavalt suure N € N korral

N3, r =14,
en <c
N7, r=25,

kus ¢ on konstant, mis ei soltu arvust N. Kui m = 2 ja r € {1,4,5}, siis
suhted Oy peaksid ligikaudu olema vastavalt 25 ~ 1.32, 25 ~ 3.03 ja 22 = 4.
Need vaartused on lisatud tabeli viimasesse ritta.
Me néeme, et saadud numbrilised tulemused on kooskolas teoreetiliste hin-
nangutega.
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Lisa 1 (Naiteiilesande 1 kood)

import numpy as np

import time

import pandas as pd

from datetime import datetime

from scipy.special import gamma as G
from scipy import integrate

import os

HHBRHHHHHAAA AR BRRHHH A RS SR SRR BB H
#Defineerime vajalikud funktsioonid#
HUBHHHHHABRAAAAARBRRBRRRABRA A HHRRHH
(lim, epsr, epsa) = (200, 1.49e-12, 1.49e-12)

def konstandid(all,al2,a21,a22, gammal, gamma2,bl):
# Arvutame algtingimuste j2rgi konstandid

c00 = -a21 * al12 / (bl * all * a22 + all * a2l + a
a21)
cl0 = -a22 * a1l / (bl * all * a22 + all * a2l + a
a21)

cll = (-a22 * gammal + gamma2 * (all + al12)) / (bl
* a22+ all * a21 + al2 x a21)

c01 = (gammal * (bl * a22 + a2l) - gamma2 * al2 *
bl * all*x a22 + all * a21 + al2 * a2l)

return (c00, c01, c10, ci11)

def v6rk(N,b,eta,r=1):

12 %

12 %

* all

b1) / (

# Funktsioon tagastab v6rgu T (elementidega tjk) ning

listi tj
m = len(eta)
tj = np.array([b * (j / N) **x r for j in range (O,
D
T = np.zeros((N, m))
for j in range(l, N + 1):

for k in range(l, m + 1):

38

N + 1)



tjk = tj[j - 1] + etalk - 11 = (tj[j] - tj[j -

P
TL; - 1, k - 1] = tjk
return (tj, T, m)
I(lambd, mu, tau): # lamb 1, ..., N, mu 1,...,m
# Lagrange polynoom
korrutis = 1
if tau <= tj[lambd - 1] or tau > tj[lambd]:
korrutis = 0
else:
korrutis = 1
for i in range(l, m + 1):
if i !'= mu:

korrutis *= (tau - T[lambd - 1][i - 1]) / (T[
lambd- 1][mu - 1] - T[lambd - 1]J[i -1])
return korrutis

def TI(lamb,mu,t,bl,dbl=True):

N

3 3

# lamb: 1,2,... #mu 1,..
lamb_mu = lambda t11: I(lamb, mu, ti1)

# i1(t1) -> J~alpha I(bl)
i1l = lambda t12: (bl - t12) ** (alpha - 1) * lamb_mu(t12)
if bl < tjl[lamb - 1]:

11 = [0, 0]
elif bl >= tj[lamb - 1] and bl < tj[lamb]:

11 = integrate.quad(il,tj[lamb - 1],bl,limit=1im,
epsrel=epsr,epsabs=epsa)
else:

11 = integrate.quad(il,tj[lamb - 1],tj[lamb],limit=
lim,epsrel=epsr,epsabs=epsa)
J_z_b = 11[0] / G(alpha)

# i2(t1) -> J-alpha I(t)
i2 = lambda t13: (t - t13) ** (alpha - 1) * lamb_mu(t13)
if t < tjl[lamb - 1]:

12 = [0, O]
elif t >= tj[lamb - 1] and t <= tj[lamb]:

12 = integrate.quad(i2,tj[lamb - 1],t,limit=1lim,
epsrel=epsr,epsabs=epsa)
else:

12 = integrate.quad(i2,tj[lamb - 1],tjl[lamb],limit=
lim,epsrel=epsr,epsabs=epsa)
J_z_t = 12[0] / G(alpha)
liidetavl = -h(t) * (J_z_b * c00 + J_z_b * cl0 * t +
J_z_t)

# i3(tl) -> (t-s)**x-Kappa K(t,s)
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82

96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108

109

def

def

liidetav2 = -c00 * J_z_b * t * 16 *x t *x (5 / 4) / 5

# i4(t1) -> s*(t-s)x**-Kappa *K(t,s)

liidetav3

-J_z_b *x c10 * t *x 128 *x t *xx (9 / 4) / 45

# i5 (t1) -> I(s)(t-s)x*x*x(alpha-Kappa)*K(t,(t-s)*sigma + s
)*sigmax**(alpha-1)*(1-sigma)**-Kappa

if dbl:

i5 = lambda sigmal, sl

* lamb_mu(sl) * sigmal ** (alpha - 1) * (1

(t - s1) **x -(Kappa - alpha)

Kappa * ((t - sl1) * sigmal + s1)
liidetav4d = -t * integrate.dblquad(ib,
0,lambda s: 1) [0] / G(alpha)

else:
i5 = lambda s:

liidetav4d

elif t >= tj[lamb -

liidetav4d

else:
liidetav4d

g(t):

0,

- sigmal) *x* -

t, lambda s

lamb_mu(s) * (t - s) **x (alpha - Kappa
) * t x (G(2.05) * G(1 / 4) / G(1 / 4 + 2.05) * (t - s) +s
* G(1.05) * G(1 / 4) / G(1.05 + 1 / 4))

if t < tjl[lamb - 1]:

=0

1] and t <= tj[lamb]:

= -integrate.quad(i5,tj[lamb - 1],t,
limit=1im,epsrel=epsr,epsabs=epsa) [0] / G(alpha)

= -integrate.quad(i5,tj[lamb - 1],tjl
lamb],limit=1im,epsrel=epsr,epsabs=epsa) [0]/ G(alpha)
return liidetavl + liidetav2 + liidetav3 + liidetav4

11 = £(t) - h(t) * (cO01l + cl1 * t)

intl = lambda s: (t - s) #**x -Kappa * s

12 = -c01 * t * 16 *x t **x (5 / 4) / b5

int2 = lambda s: s * (t - s) *x -Kappa * s
13 = -c11 *x t * 128 *x t **x (9 / 4) / 45

return 11 + 12 + 13

c_ij_konstantide_arvutamine (dbl=True,

C = np.zeros((m * N, m *x N))
B = np.zeros(m * N)

for j in range(N):

for k in range(m):

t_punkt =

1, mu + 1,t_punkt,

T[j][k]
if printida:
print (j, k)

for lamd in range(N):
for mu in range(m):
Clj » m + k,

b1,

dbl)
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lamd * m + mul]

printida=False):

TI(lamd +



def

def

def

B[j * m + k] = -g(t_punkt)
C =C - np.identity(m * N)
solve = np.linalg.solve(C, B)
¢ = np.zeros ((N, m))
for j in range(N):
for k in range(m):
clj, k] = solvel[j * m + k]
return c

Z_n(tau):
s =0
for lamd in range(N):
for mu in range(m):
s += c[lamd, mu] * I(lamd + 1, mu + 1, tau)
return s

J_z_b(O):
s =0
for lamb in range(l, N + 1):
for mu in range(l, m + 1):
lamb_mu = lambda t11: I(lamb, mu, ti1)
i2 = lambda t13: (bl - t13) *x (alpha - 1) x*
lamb_mu(t13)
if b1 < tjl[lamb - 1]:
12 = [0, 0]
elif bl >= tj[lamb - 1] and bl <= tj[lamb]:
12 = integrate.quad(i2,tj[lamb - 1],bl,limit=
lim,epsrel=epsr,epsabs=epsa)
else:
12 = integrate.quad(i2,tj[lamb - 1],tj[lamb],
limit=1im,epsrel=epsr,epsabs=epsa)
s += c[lamb - 1, mu - 1] * 12[0] / G(alpha)
J_z_b = s
return J_z_b

y_n(tau, J_Z_b):
s =0
for lamb in range(l, N + 1):
for mu in range(l, m + 1):
lamb_mu = lambda t11: I(lamb, mu, ti11)
i2 = lambda t13: (tau - t13) *x (alpha - 1) x*
lamb_mu(t13)

if tau < tj[lamb - 1]:

12 = [0, O]
elif tau >= tjl[lamb - 1] and tau <= tjl[lamb]:
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159

160

161

162
163

164

165
166
167
168

169

186

189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200

201

202

203

12 = integrate.quad(i2,tj[lamb - 1],tau,limit
=1lim,epsrel=epsr,epsabs=epsa)
else:
12 = integrate.quad(i2,tj[lamb - 1],tj[lamb],
limit=1im,epsrel=epsr,epsabs=epsa)
s += c[lamb - 1, mu - 1] * 12[0] / G(alpha)
J_Z_tau = s
return J_Z_b * c00 + c01 + (J_Z_b * c10 + cl11l) * tau +
J_Z_tau

def vea_arvutamine(real_funktsioon, calculated_function, N):

m_viga = 0
X = [
Y = []
T =[]

for j in range(l, N + 1):
for k in range (10):
t = tjlj - 11 + k * (tj[j1 - tjlj - 11> / 10
cf = calculated_function(t)
viga = abs(real_funktsioon(t) - cf)
X.append (t)
Y.append (cf)
if m_viga < viga:
m_viga = viga
return (m_viga, X, Y)

HAHAHHHHHHH AR AR B H B R RS S SRR RS
#Defineerime konkreetse ylesande#
HAEHHHBHHHHA RS R SRR R RS HHHH B BB R EHH

g b =1

Kappa = 3 / 4
alpha = 1.05
def h(t):
return t
def K(t, s):
return s * t
def y(t):
return t *xx 1.1
def f(t):
a=-3/4+1
b =2.1+1
liidetav = G(a) * G(b) / G(a + b) * t **x 3.35
return G(1.1 + 1) / G(1.1 + 1 - alpha) * t **x (1.1 -
alpha) + y(t) * h(t) + liidetav
y_tuletis_0 = 0
all =1
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al2 =1
a21 =1
a22 =1
bl = 0.1

gammal = all * y(0) + al2 * y(bl)
gamma2 = a2l * y_tuletis_0 + a22 * y(bl)

HH#AHAHFH B RS R B HHHH SRS

#L2hislahendi leidmine#
HAeHSHHSHSHH RSB HSHHEH

# Kaust arvutustulemuste salvestamiseks
path = os.getcwd ()

- path = path + ’/calculationsi’
; os.mkdir (path)
o R = [1, 2,3,4,5]

eta = [[(3 - np.sqrt(3)) / 6, 1 -
- np.sqrt(15)) / 10, 1 / 2,
1011
# eta = [[1/2,3/4]1,[1/4,2/4,3/4]]

(3 - np.sqrt(3)) / 6], [(5
1 - (5 - np.sqrt(15)) /

dbl = [True, Falsel]
data = {}
for N in [4,8,16,32,64,128,256]:
for r in R:
for theta in eta:
t = False
print (’°N:’,N,’r:’,r,’theta:’,len(theta),’
kasutan_dbluquadi:’,t)
(c00, c01, c10, c11) = konstandid(all,al2,a21,a22
,gammal , gamma2 ,bl)
(tj, T, m) = v6rk(N, b, theta, r)
¢ = c_ij_konstantide_arvutamine (t, False)
J_z = J_z_b(Q)
y_N lambda tau: y_n(tau, J_z)
(viga, X_plot, Y_plot) = vea_arvutamine(y, y_N, N

data[N] = dict ()

data[N][’viga’] = viga

data[N][’X’] = X_plot

data[N][’Y’] = Y_plot

dateTimeObj = datetime.now ()

t_finish = str(dateTimeObj.year) + ’_’ + str(
dateTimeObj.month) + ’_’ + str(dateTimeObj.day) + ’_’ +str
(dateTimeObj.hour) + ’:° + str(dateTimeObj.minute)

csv_format = pd.DataFrame (datal[N])

csv_format.to_csv(path + ?/N_’ + str(N) + ’_r_’ +
str(r)

+ ?_eta_’ + str(len(theta)) + °
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246 + str(t) + ’_? + str(t_finish)
+ 2.csv’)
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31

Lisa 2 (Naiteiilesande 2 kood)

import numpy as np

import time

import pandas as pd

from datetime import datetime

from scipy.special import gamma as G
from scipy import integrate

import os

HHBRHHHHHAAA AR BRRHHH A RS SR SRR BB H
#Defineerime vajalikud funktsioonid#
HUBHHHHHABRAAAAARBRRBRRRABRA A HHRRHH

(lim, epsr, epsa) = (200, 1.49e-12, 1.49e-

12)

def konstandid(all,al2,a21,a22,gammal, gamma2,bl):

# Arvutame algtingimuste j2rgi konstandid

c00 = -a21 * al12 / (bl * all * a22 + all * a21 + al2 x*
a21)
cl0 = -a22 * all / (bl *x all * a22 + all * a2l + al2 x*
a21)

cll = (-a22 * gammal + gamma2 * (all + al12)) / (bl * all

* a22 + all * a21 + al2 * a21)

c01 = (gammal * (bl * a22 + a2l1) - gamma2 * al2 * bl) / (

bl * all*x a22 + all *x a21 + al2 * a21)
return (c00, c01, c10, ci11)

s def v6rk(N,b,eta,r=1):

# Funktsioon tagastab v6rgu T (elementidega tjk) ning

listi tj
m = len(eta)

tj = np.array([b * (j / N) **x r for j
D

T = np.zeros ((N, m))
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32 for j in range(l, N + 1):

33 for k in range(l, m + 1):

34 tjk = tjlj - 11 + etalk - 11 * (tj[j] - tjlj -
11)

35 Tlj - 1, k¥ - 1] = tjk

36 return (tj, T, m)

37

38

30 def I(lambd, mu, tau): # lamb 1, ..., N, mu 1,...,m

11 # Lagrange polynoom

12 korrutis = 1

43 if tau <= tj[lambd - 1] or tau > tj[lambd]:

44 korrutis = 0

15 else:

16 korrutis = 1

17 for i in range(l, m + 1):

48 if i !'= mu:

49 korrutis *= (tau - T[lambd - 1][i - 1]1) / (T[

lambd - 1][mu - 1] - T[lambd - 1]1[i - 11)
50 return korrutis

53 def TI(lamb,mu, t, bl,dbl=True):

55 # lamb: 1,2,... #mu 1,..
56 lamb_mu = lambda t11: I(lamb, mu, ti11)

58 # i1(t1) -> J~alpha I(b1l)

59 i1l = lambda t12: (bl - t12) ** (alpha - 1) * lamb_mu(t12)
60 if bl < tj[lamb - 1]:

61 11 = [0, 0]

62 elif b1l >= tjl[lamb - 1] and bl < tj[lamb]:

63 11 = integrate.quad(il,tj[lamb - 1],bl,limit=1im,
epsrel=epsr,epsabs=epsa)

64 else:

65 11 = integrate.quad(il,tj[lamb - 1],tj[lamb]l,limit=

lim,epsrel=epsr,epsabs=epsa)
67 J_z_b = 11[0] / G(alpha)

69 # i2(t1) -> J~alpha I(t)

70 i2 = lambda t13: (t - t13) ** (alpha - 1) * lamb_mu(t13)

71 if t < tjl[lamb - 1]:

72 12 = [0, O]

73 elif t >= tj[lamb - 1] and t <= tj[lamb]:

74 12 = integrate.quad( i2, tj[lamb - 1],t,limit=1lim,
epsrel=epsr,epsabs=epsa)

75 else:
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99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

12 = integrate.quad(i2,tj[lamb - 1],tj[lamb],limit=
lim, epsrel=epsr,epsabs=epsa)
J_z_t = 12[0] / G(alpha)

liidetavl = -(J_z_b * c00 + J_z_b * cl10 * t + J_z_t)

# i3(t1) -> (t-s)**x-Kappa K(t,s)

i3 = lambda s1: (t - sl1) *x -Kappa

liidetav2 = -c00 * J_z_b * integrate.quad(i3,0, t,limit=
lim,epsrel=epsr,epsabs=epsa) [0]

# 1i4(t1) -> sx*(t-s)**x-Kappa *K(t,s)

i4 = lambda s2: s2 * (t - s2) **x -Kappa

liidetav3 = -J_z_b * c10 * integrate.quad(i4,0,t,limit=
lim,epsrel=epsr,epsabs=epsa) [0]

if dbl:
i5 = lambda sigmal, sl: (t - sl1) #** -(Kappa - alpha)
* lamb_mu(sl) * sigmal ** (alpha - 1) * (1 - sigmal) *x* -

Kappa
liidetav4d = -integrate.dblquad(i5, 0, t, lambda s: O,
lambda s: 1) [0] / G(alpha)
else:

i5 = lambda s: lamb_mu(s) * (t - s) **x (alpha - Kappa
) * np.pi / 2
if t < tjllamb - 1]:

liidetav4 = -0
elif t >= tj[lamb - 1] and t <= tj[lamb]:
liidetav4 = -integrate.quad( i5, tj[lamb - 1], t,
limit=1im,epsrel=epsr, epsabs=epsa) [0] / G(alpha)
else:
liidetav4d = -integrate.quad(i5,tj[lamb - 11,tj[

lamb],limit=1im,epsrel=epsr,epsabs=epsa) [0] / G(alpha)

return liidetavl + liidetav2 + liidetav3 + liidetavé4

def g(t):

11 = £(t) - (c01 + cll * t)

intl = lambda s: (t - s) **x -Kappa

12 = -c01 * integrate.quad(intl,0,t,limit=1im,epsrel=epsr
,epsabs=epsa) [0]

int2 = lambda s: s * (t - s) #** -Kappa

13 = -c11 * integrate.quad(int2,0,t,limit=1im,epsrel=epsr
,epsabs=epsa) [0]

return 11 + 12 + 13
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114 def c_ij_konstantide_arvutamine (dbl=True, printida=False):

115 C = np.zeros((m * N, m *x N))

116 B = np.zeros(m * N)

117 for j in range(N):

118 for k in range(m):

119 t_punkt = T[j][k]

120 if printida:

121 print (j, k)

122 for lamd in range(N):

123 for mu in range(m):

124 Clj *m + k, lamd * m + mu] = TI(lamd +
1, mu + 1,t_punkt, bl, dbl)

125 B[j * m + k] = -g(t_punkt)

126 C =C - np.identity(m * N)

127 solve = np.linalg.solve(C, B)

128 ¢ = np.zeros ((N, m))

129 for j in range(N):

130 for k in range(m):

131 clj, k] = solvel[j * m + k]

132 return c

135 def Z_n(tau):

136 s =0

137 for lamd in range (N):

138 for mu in range(m):

139 s += c[lamd, mu] * I(lamd + 1, mu + 1, tau)

140 return s

143 def J_z_b():

144 s =0

145 for lamb in range(l, N + 1):

146 for mu in range(l, m + 1):

147 lamb_mu = lambda t11: I(lamb, mu, ti11)

148 i2 = lambda t13: (bl - t13) ** (alpha - 1) =

lamb_mu(t13)
149 if bl < tjl[lamb - 1]:
150 12 = [0, 0]

151 elif bl >= tjl[lamb - 1] and bl <= tj[lamb]:

152 12 = integrate.quad(i2,tj[lamb - 1],bl,limit=
lim,epsrel=epsr,epsabs=epsa)

153 else:

154 12 = integrate.quad(i2,tj[lamb - 1],tj[lamb],
limit=1im,epsrel=epsr,epsabs=epsa)

155 s += c[lamb - 1, mu - 1] * 12[0] / G(alpha)

156 J_z_b = s

157 return J_z_b
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189
190

191

193
194
195
196
197
198
199
200
201
202

203

def y_n(tau, J_Z_b):
s =0
for lamb in range(l, N + 1):
for mu in range(l, m + 1):
lamb_mu = lambda ti11: I(lamb, mu, ti11)
i2 = lambda t13: (tau - t13) #** (alpha - 1) =*
lamb_mu(t13)
if tau < tj[lamb - 1]:
12 = [0, O]
elif tau >= tjl[lamb - 1] and tau <= tj[lamb]:
12 = integrate.quad(i2,tj[lamb - 1],tau,limit
=1lim, epsrel=epsr,epsabs=epsa)
else:
12 = integrate.quad(i2,tj[lamb - 1],tj[lamb],
limit=1im,epsrel=epsr,epsabs=epsa)
s += c[lamb - 1, mu - 1] * 12[0] / G(alpha)
J_Z_tau = s
return J_Z_b * c00 + c01 + (J_Z_b * c10 + cl11l) * tau +
J_Z_tau

def vea_arvutamine(real_funktsioon, calculated_function, N):

m_viga = 0
X =[]
Y = []
T =[]

for j in range(l, N + 1):
for k in range (10):
t = tjlj - 11 + k¥ * (tj[j1 - tjlj - 11) / 10
cf = calculated_function(t)
viga = abs(real_funktsioon(t) - cf)
X.append (t)
Y.append (cf)
if m_viga < viga:
m_viga = viga
return (m_viga, X, Y)

HA##HHHHHHHAHAHHHHH B R RS SRR RS
#Defineerime konkreetse ylesande#
HAEHHHBHAAHA RS H SR B R B AR HHHHHBRREHH

b =1
Kappa
alpha

1

w =
~ N
NN

def h(t):
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return 1

def K(t, s):

return 1
def y(t):
return t **x (19 / 10)
def f(t):
caputo = G(19 / 10 + 1) / G(-alpha + 19 / 10 + 1) * t **
(19 / 10- alpha)
teine = h(t) * y(t)
beta = 1 / 2

al = 19 / 10 + 1

integraal = G(al) * G(beta) / G(al + beta) * t **x (al +
beta - 1)

return caputo + teine + integraal

y_tuletis_0 = 0

all =1

b al2 = 1
a2l =1
228 a22 = 1
bl =1

246
247
248

249

gammal = all *x y(0) + al2 * y(bl)

> gamma2 = a2l * y_tuletis_0 + a22 * y(bl)

HHHHHHS USSR SSRGS RS
#L2hislahendi leidmine#
HEHHHSHHHS S HHS S HHBHSHH

# Kaust arvutustulemuste salvestamiseks

path = os.getcwd ()
path = path + ’/calculations2’
os.mkdir (path)

R = [1, 2,3,4,5]
eta = [[(3 - np.sqrt(3)

) / 6, - (3 - np.sqrt(3)) / 61, [(5-
np.sqrt(15)) / 10, 1 / 2

1
, 1 - (5 - np.sqrt(15)) / 10]]
# eta =[[1/2,3/4]]

dbl = [True, False]
data = {}

30



for N in [4,8,16,32,64,128,256]:
for r in R:
for theta in eta:
t = False
print (’N:’,N,’r:’,r,’theta:’,len(theta),’
kasutan_dbluquadi:’,t)

(c00, c01, c10, c11) = konstandid(all,al2,a21,a22

,gammal , gamma?2 ,bl)
(tj, T, m) = v6rk(N, b, theta, r)
¢ = c_ij_konstantide_arvutamine (t, False)
J_z = J_z_b(0
y_N lambda tau: y_n(tau, J_z)

(viga, X_plot, Y_plot) = vea_arvutamine(y, y_N, N

data[N] = dict ()

data[N][’viga’] = viga

data[N][’X’] X_plot

data[N][’Y’] Y_plot

dateTimeObj = datetime.now()

t_finish = str(dateTimeObj.year) + ’_° + str
dateTimeObj.month) + ’_’ + str(dateTimeObj.day) + ’_°
str(dateTimeObj.hour) + ’:’ + str(dateTimeObj.minute)

csv_format = pd.DataFrame (datal[N])

csv_format.to_csv(path + ’/N_’ + str(N) + ?
str(r)+ ’_eta_’ + str(len(theta)) + ’_t_’+ str(t) +
str(t_finish) + ’.csv’)
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