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Sissejuhatus

Aastal 1972 ilmunud artiklis [AE] t6id E. Alfsen ja E. Effros sisse M-ideaali moiste.
Osutus, et kui Banachi ruumi kinnine alamruum on M-ideaal, on tal mitmeid
tahtsaid omadusi (nt jatku {ihesusomadus), mida suvalisel kinnisel alamruumil ei
tarvitse olla. See seab M-ideaalid téhtsale kohale Banachi ruumide uurimisel.

Aastal 1993 ilmus artikkel [GKS]|, kus G. Godefroy, N. Kalton ja P. Saphar de-
fineerisid ideaali moistet. See voimaldas neil teatavas mottes ithendada M-ideaali
moiste ning 1989. aasta artiklist [CK] péarineva u-ideaali mdiste. Lisaks esitasid nad
u-ideaali komplekssete ruumide jaoks sobiva versiooni, h-ideaali. Jargmiseks sam-
muks varem tuntud ideaalide iildistamise suunas voib lugeda 1998. aasta artiklit
[CN], kus J. Cabello ja E. Nieto tutvustasid M-ideaali moiste tldistava M(r, s)-
ideaali moistet.

M (a, B, ¢)-ideaali moiste lahtepunktiks on E. Oja 2000. aasta artikkel [O,].
2009. aasta artiklist [OZ] leiab jargmise definitsiooni.

Olgu a, ¢ > 0 jaolgu B C K kompaktne hulk. Utleme, et Banachi ruum
X rahuldab M (a, B, ¢)-vorratust, kui kehtib

kus mx: X — X™* on kanooniline projektor.

Selle definitsiooni pohjal defineerime me M (a, B, ¢)-ideaali suvalise kinnise alam-
ruumi jaoks ning piistitame endale eesmérgi uurida M (a, B, ¢)-ideaalide omadusi.
Motivatsioon M (a, B, ¢)-ideaalide uurimiseks tuleneb asjaolust, et M (a, B, ¢)-ideaali
moiste holmab koiki varem uuritud ideaalide erijuhtusid ja annab voimaluse kasit-
leda neid iildisemas kontekstis.

Kaesolev bakalaureusetoo koosneb neljast peatiikist.
T66 esimeses peatiikis anname iilevaate edasise t06 jaoks vajalikest eelteadmis-
test.



Teises peatiikis toome sisse M (a, B, ¢)-ideaali méiste ning tutvume M (a, B, ¢)-
ideaalide pohiomadustega. Vaatleme lahemalt moningaid M (a, B, ¢)-ideaalide eri-
juhtusid, nimelt h-ideaale, u-ideaale ja M-ideaale.

Kolmanda peatiiki eesmérk on uurida M (a, B, ¢)-ideaale konkreetsetes Banachi
ruumides. Esimeses alapeatiikis vaatleme Banachi ruumi /2 ithemootmelisi alam-
ruume ja esitame tarvilikke ja piisavaid tingimusi selleks, et need alamruumid ra-
huldaksid M (a, B, ¢)-vorratust ruumis 2. Teises alapeatiikis esitame iihe teoree-
tilise tulemuse, mis voimaldab konstrueerida néiteid M (a, B, ¢)-ideaalidest ruumis
L(X).

Neljandas peatiikis uurime M (a, B, ¢)-vorratuse transitiivsuse omadust. Selleks
toome sisse Hahn-Banachi jatkuoperaatori moiste ning naitame, et Hahn-Banachi
jatkuoperaatorid on tihedalt seotud ideaaliprojektoritega. Seda seost kasutades
toestame kiesoleva bakalaureuseto6 esimese pohitulemusena, et kui alamruum X
on M(a, B, c)-ideaal ruumis Y ja alamruum Y on M(d, E, f)-ideaal ruumis 7,
siis alamruum X on teatud vorratust rahuldav ideaal ruumis Z (vt teoreemi [4.8)).
Sellele teadmisele tuginedes toestame kiesoleva t66 teise pohitulemusena, et kui
ruum X on M(a, B, c)-ideaal oma teises kaasruumis X, siis iga naturaalarvulise
n korral ruum X on teatud vorratust rahuldav ideaal ruumis X" (vt teoreemi
4.23)).

Kaesolevas t66s kasutame jargmisi tahistusi.

Stimboliga K téhistame reaalarvude korpust R voi kompleksarvude korpust C.

Kompaktse hulga B C K absoluutvaartuse voi mooduli poolest suurimat ja
vihimat elementi téhistame vastavalt max |B| ja min|B|, st max |B| = rl?eaé(’b‘

ja min|B| = rg11g|b| Kui arv a € K, siis tdhistame a + B == {a + b: b € B},
S

aB = {ab: b € B}.

Stimboliga By tahistame normeeritud ruumi X kinnist iihikkera ning siimbo-
liga Sx ruumi X iihiksfaéri.

Normeeritud ruumist X normeeritud ruumi Y tegutsevate pidevate lineaarsete
operaatorite ruumi tdhistame £(X,Y) ning kompaktsete operaatorite ruumi té-
histame (X, Y). Ruume £(X, X) ja (X, X) tdhistame vastavalt £(X) ja K(X).

Lineaarkujutuse P: X — Y kujutist ja tuuma tahistame vastavalt ran P ja
ker P. Kui Z C X, siis seosega P|,(z) = Pz, z € Z, defineeritud operaatorit
P|,: Z — Y nimetame operaatori P ahendiks hulgale Z.

Samasusteisendust ruumil X téhistame Ix voi lihtsalt 7 (kui ruumi X roll on
kontekstist selge). Kui ruum Y on ruumi X alamruum, tdhistame siimboliga iy x
ruumi Y sisestust ruumi X.

Funktsionaali 2* € X™ reaalosa tdhistame Rez™, st Rex™(x) = Re(z*(x)), kus
element x € X.

Stimboliga span Y tahistame alamhulga Y C X lineaarset katet.



PEATUKK 1
Vajalikud eelteadmised

1.1 Projektorid

Kéesoleva t66 itheks pohimoisteks on projektori moiste. Selle alapeatiiki eesmérk
on tutvustada seda moistet ning anda iilevaade projektorite tdhtsamatest omadus-
test.

Siintoodute vaidete kehtivuse kontroll ei peaks valmistama raskusi, vajadusel
voib poérduda opiku [OOL 1k 259] voi opiku [RL 1k 126] poole.

Olgu X vektorruum.

Definitsioon. Oeldakse, et linecaarne operaator P: X — X on projektor, kui
P? =P, st
P(Pz) = Pz

iga elemendi = € X korral.

Edasise t66 jaoks vajame jargmisi projektorite omadusi.

Lause 1.1. Lineaarne operaator P: X — X on projektor parajasti siis, kuiran P =
{r € X: x = Pz}.

Lause 1.2. Kui lineaarne operaator P: X — X on projektor, siis operaator I —
P: X — X on samuti projektor, kusjuures kehtivad seosed ran(I — P) = ker P ja
ker(I — P) =ran P.

Lause 1.3. Kui lineaarne operaator P: X — X on projektor, siis X = ran P @
ker P.

Lause 1.4. Olgu X normeeritud ruum. Kui pidev lineaarne operaator P: X — X
on projektor, siis |P|| > 1.



1.2 Tulemusi funktsionaalanaliuitisist

Selles alapeatiikis anname iilevaade edasise t66 kontekstis vajalikest moistetest ja
tulemustest funktsionaalanaliiiisist.

Funktsionaalanaliiiisi pohitulemustega tutvumiseks sobib néiteks opik [OO] voi
opik [R]. Siintoodute véidete pohjendusi voib leida néiteks opiku [OO| V peatiiki
paragrahvidest 4 ja 6.

Olgu X ja Y normeeritud ruumid iile korpuse K.

Definitsioon. Lineaarset siirjektsiooni 7: X — Y nimetatakse isomeetriliseks
1somorfismiks, kui
[T = =]

iga elemendi z € X korral.

Markus 1.5. Isomeetriline isomorfism on bijektsioon. Toepoolest, kui elementide
x,y € X puhul kehtib vordus T'x = Ty, siis

le =yl = 1T(z = y)ll = Tz — Tyl = 0
ja seega x = y, st operaator 7' on injektiivne.

Kui eksisteerib isomeetriline isomorfism ruumide X ja Y vahel, siis 6eldakse,
et ruumid X ja Y on isomeetriliselt isomorfsed ja kirjutatakse X =Y.

Lause 1.6. Kui lineaarne operaator T': X — Y on isomeetriline isomorfism, siis
operaatori T posrdoperaator T':Y — X on samuti isomeetriline isomorfism.

Definitsioon. Pidevate lineaarsete funktsionaalide ruumi £(X,K) nimetatakse
ruumi X kaasruumiks ja téhistatakse X*.

Ruumi X™* kaasruumi (X™*)* = L£(X*,K) nimetatakse ruumi X teiseks kaas-
ruumiks ja tdhistatakse X**.

Olgu n € N. Ruumi X n. jirku kaasruwmi tihistatakse stimboliga X™ ja
defineeritakse seosega X ™ = (X=)* kus X© = X

Lause 1.7. Ruum X* on tdielik.
Lause 1.8. Iga funktsionaali x* € X™ korral kehtib vordus ||z*|| = || Re z*||.

Lause 1.9. Olgu elemendid x,y € X. Kui vordus x*(x) = z*(y) kehtib iga funkt-
sionaali x* € X™ korral, siis v = y.



Ruum X on loomulikul viisil sisestatav ruumi X™*. Nimelt, defineerime iga
elemendi z € X korral kujutuse jx: X — X™ vordusega

Jjx(x)(z*) = 2" (x), 2" e X"
Seda kujutust nimetatakse ruumi X kanooniliseks sisestuseks teise kaasruumi X **.

Lause 1.10. Kujutus jx on isomeetriline isomorfism normeeritud ruumide X ja
Jx(X) vahel.

Lause 1.11. Alamruum jx(X) on kinnine parajasti siis, kui ruum X on Banachi
rUum.

Definitsioon. Operaatori A € L(X,Y") kaasoperaatoriks nimetatakse operaatorit
A*: YY" — X* mis on defineeritud seosega

(A*y")(x) =y"(Ax), ze€ X, y eY™

Lause 1.12. Operaatori A € L(X,Y) kaasoperaator A*: Y* — X™ on pidev ja
lineaarne, st A* € L(Y™, X™), seejuures ||A*|| = || A]|.

Kuna operaator A* € L(Y™, X*), voime vaadelda operaatori A* kaasoperaatorit
(A")* € L(X™,Y™). Edaspidi tédhistame seda operaatorit A™*.

Lause 1.13. Olgu operaatorid A € L(X,Y) ja B € L(Y,Z). Kehtib seos (BA)" =
A*B*.

Lause 1.14. Kui operaator A € L(X,Y) on pdoratav, siis tema kaasoperaator
A* € L(Y*, X*) on samuti podratav, kusjuures kehtib vordus (A*)™' = (A71)*.

Lause 1.15. Kui operaatorT: X — Y on isomeetriline isomorfism, siis operaatori
T kaasoperaator T*: Y* — X™ on samuti isomeetriline isomorfism.

Lause 1.16. Olgu operaator A € L(X,Y). Kehtib seos
A% jx = v A
Definitsioon. Olgu ruum Y normeeritud ruumi X alamruum. Hulka
Yi={z"e X" a*(y) =0y Y}
nimetatakse alamruumi Y annullaatoriks.

Lause 1.17. Olgu ruum Y normeeritud ruumi X alamruum. RuumiY annullaator
on ruumi X kinnine alamruum.

Lause 1.18. Olgu operaator A € L(X,Y). Kehtib vordus ker A* = (ran A)*.

Lause 1.19. Olgu operaator A € L(X,Y). Kui ruum X ja alamruum ran A on
téielikud, siis kehtib vordus ran A* = (ker A)*.

Alamruumi Y+ € X* annullaatorit (Y+)* € X** tihistame edaspidi téhisega
Y



PEATUKK 2
M a, B, c¢)-ideaalid

2.1 M(a, B, c)-ideaali moiste ja pohiomadused

Kéesolevas alapeatiikis toome lugejani M (a, B, ¢)-ideaali moiste ja tutvume M (a, B, ¢)-
ideaalide pohiomadustega.

Olgu X Banachi ruum iile korpuse K.

Definitsioon. Oeldakse, et ruumi X kinnine alamruum Y on ideaal ruumis X,
kui eksisteerib selline projektor P € £L(X*), et | P|| = 1 ja ker P = Y. Projektorit
P nimetatakse sellisel juhul ideaaliprojektoriks.

Markus 2.1. Tanu lausele kehtib iga pideva lineaarse projektori puhul vor-
ratus ||P|| > 1, seega ideaaliprojektoriks saavad olla vaid need projektorid, mille
norm saavutab minimaalse voimaliku véartuse.

Mairkus 2.2. Edaspidi koikjal eeldame, et alamruum Y # {0}, sest nullruum ei
ole kunagi ideaal. Toepoolest, oletades, et alamruum Y = {0} on ideaal ruumis X
ideaaliprojektoriga P, saaksime muuhulgas vorduse

ker P =Y+ = {z* € X*: 2*(0) = 0} = X*,
mille pohjal peaks projektor P tegelikult olema nullkujutus. Sel juhul aga || P|| # 1,
mis on vastuolu.

Mairkus 2.3. Kui alamruum Y on ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga P, siis
mérkuse 2.2 tottu kehtib ran P # {0}.

POHJENDUS. Oletame vastuviiteliselt, et ruum Y on ideaal ruumis X ja ran P =
{0}. Sel juhul jéreldub lausest , et ker P = X* ja seega Y+ = ker P = X*, st
x*(y) = 0 suvalise elemendi y € Y ja suvalise funktsionaali z* € X* korral. Lause
kohaselt peab kehtima vordus Y = {0}. Markuse [2.2] tottu aga ei ole ruum
Y = {0} ideaal ruumis X. See on vastuolu, seega ran P # {0} O

Defineerime niitid kiiesoleva t66 pohiméiste, milleks on M (a, B, c¢)-ideaal.
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Definitsioon. Olgu arvud a,c > 0 ja olgu B C K kompaktne hulk. Oeldak-
se, et ruumi X kinnine alamruum Y on M (a, B, ¢)-vorratust rahuldav ideaal ehk
M (a, B, ¢)-ideaal ruumis X, kui alamruum Y on ideaal ruumis X ja vastav ideaa-
liprojektor P rahuldab tingimust

|lax™ + bPx*|| + c||Px*|| < ||z¥|| Vbe B, Va*e X"

Moénda M (a, B, ¢)-ideaali erijuhtu on juba pohjalikult uuritud ning nendele on
omistatud erinimetused.

Definitsioon. Olgu r, s € (0,1]. M(r,s)-ideaaliks nimetatakse M(s,{—s},7)-
vorratust rahuldavat ideaali.

M -ideaaliks nimetatakse M (1,{—1},1)-vorratust rahuldavat ideaali.

u-ideaaliks nimetatakse M (1, {—2},0)-vorratust rahuldavat ideaali.

Juhul K = C nimetatakse h-ideaaliks M(1,{—(1 + X): A € Sc},0)-vorratust
rahuldavat ideaali.

Nendest on koige uuritumad M-ideaalid. M-ideaali moiste toodi sisse juba
1972. aasta artiklis [AE] ning aastal 1993 ilmus nende kohta mahukas monograafia

u-ideaali mdiste périneb 1989. aasta artiklist [CK]. Artiklis [GKS| toodi sisse
h-ideaali moiste ning uuriti u-ideaalide ja h-ideaalide omadusi.

1998. aasta artiklis [CN] tutvustati esmakordselt M-ideaali tildistavat M (r, s)-
ideaali moistet. M (r, s)-ideaale késitletakse néiteks artiklites [CNO] ja [H].

Maéarkame, et eelmainitud artiklites vastavate ideaalide definitsioonid erinevad
meie omadest. Alapeatiikis ndeme, et need definitsioonid on tegelikult sama-
vaarsed.

M (a, B, ¢)-ideaalide moiste lahtepunktiks on aastal 2000 ilmunud artikkel [O4],
kus vastav tingimus oli mainitud ruumi X™** alamruumi jx (X) jaoks. Artiklis [OZ]
esitati selle tingimuse formaalne definitsioon (alamruumi jx(X) C X™ korral,
vt sissejuhatust), mida me iildistame suvalisele ruumile. Meie definitsiooni eelis
seisneb selles, et ta haarab koiki varem uuritud ideaalide erijuhtusid ja seega voi-
maldab uurida neid iildisemalt seisukohalt.

Osutub, et M (a, B, ¢)-ideaalide puhul arvude a ja ¢ ning hulga B valik ei saa
olla téiesti suvaline. Seda pohjendab jéargmine lause.

Lause 2.4. Kui kinnine alamruum 'Y on M (a, B, ¢)-ideaal ruumis X, siis |a+b|+
c <1 iga arvu b € B korral.

TOESTUS. Olgu kinnine alamruum Y M (a, B, ¢)-ideaal ruumis X ja olgu P vastav
ideaaliprojektor, siis suvaliste elementide z* € X™, b € B korral kehtib vorratus

laz™ + 6Pz + | Pz™[| < [|="]]
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Téanu mérkusele voime fikseerida mingi nullist erineva elemendi y; € ran P.
*

Yo
_ lyoll ™ i
b € B suvaline. Paneme téhele, et lause [L.1] tottu

Téhistame y; = otsene kontroll néitab, et ka element y; € ran P. Olgu

la+b] +c=|lay; +byi |l + cllyill
= [lay; + bPy;|| + | Py; |
< [l
=1,

nagu soovitud. O

Lausest [2.4] jareldub vahetult jirgmine viide.

Jareldus 2.5. Kui kinnine alamruum'Y on M (a, B, ¢)-ideaal ruumis X, siis ¢ < 1
ja iga arvu b € B korral |a 4+ b] < 1.

Mairkus 2.6. M (a, B, ¢)-ideaalide uurimisel ei ole eeldus a > 0 tegelikult kitsen-
dus. Nimelt, kui a < 0, voime defineerida hulga —B = {—b: b € B} ning edasi
vaadelda M (—a, — B, c¢)-ideaale.

Jéareldus muuhulgas pohjendab, miks M(r, s)-ideaalide puhul eeldatakse,
et arv r € (0, 1]. Samas aga voib esmapilgul jddda ebaselgeks, miks ka arvule s
pannakse selline piirang. Jargmisest lausest selgub, et kuigi noue s € (0,1] ei ole
tarvilik, on koik juhtumid, kus s > 1, triviaalsed.

Meenutame koigepealt lause toestuseks vajalikku jareldust Hahn-Banachi teo-
reemist (vt [OO, 1k 171]).

Lemma 2.7. KuiY on normeeritud ruumi X kinnine alamruum, siis iga elemend;
x € X \Y korral leidub selline funktsionaal x* € X*, et z*(z) = 1 ja 2*(y) = 0
1ga elemendi y € Y korral.

Lause 2.8. Olgu (r,s) € (0,1] x (1,00). Kinnine alamruum Y on M(s,{—s},7)-
vorratust rahuldav tdeaal ruumis X parajasti suis, kui Y = X.

TOESTUS. Tarvilikkus. Kehtigu (r, s) € (0, 1] x (1, 00) ning olgu kinnine alamruum
Y M(s,{—s},r)-ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga P, siis

slla” = Pt 4+ r|| Pt < [l

iga funktsionaali z* € X™ korral. Néditame, et sellest vorratusest jareldub vordus
P =1TIx-.

Oletame vastuviiteliselt, et leidub selline element z; € X*, et Pxj # x;. Siis
peab kehtima vorratus

sl|(x = Pag) — Plag — Prg)|| + 7| P(ag — Pag)|| < [lzg — Pag|
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ehk
sllag — Pagll < lzg — Pagll,
mis on aga vastuolus eeldusega s > 1. Jérelikult iga funktsionaali z* € X™ korral
kehtib vordus z* = Pz™ ja seega projektor P on tegelikult samasusteisendus [x-.
Kuna alamruum Y on ideaal ruumis X, peab kehtima

Y+t =ker P =ker Iy = {z¥ e X*:2"(x) =0Vx € X} ={0}.

Oletame niitid, et Y # X, siis saame valida elemendi zo € X \ Y. Lemma
kohaselt eksisteerib selline funktsionaal * € X™, et kehtivad vordused z*(z() = 1
jax*(y) = 0igaelemendiy € Y korral. Viimane tingimus tdhendab, et funktsionaal
z* € Y1 ja seega z* = 0. Niiiid

1 = 2" (xp) = 0(z) =0,

mis on voimatu. Jarelikult, ¥ = X.
Piisavus. Toestuseks paneme tédhele, et operaator Ix+: X* — X* on ideaali-
projektor. Toepoolest, operaator Ix+ on pidev lineaarne projektor, seejuures

ker [x- = {0} ={z* € X*: 2*(x) =0Vzr € X} = X+

ning ||Ix«|| = 1.
Paneme téahele, et suvalise arvu s korral tingimus

sl — Ix«x™|| + r||Ix-2z*|| < ||z*|| Va* e X*
on samavaarne tingimusega
rllztl < lla”f] Va2t e X7

Viimane vorratus on eelduse kohaselt alati toene, seega ruum X on toepoolest
M (s, {—s},r)-ideaal iseendas. O

Alapeatiiki 16petuseks toome veel moned lihtsad M (a, B, ¢)-ideaalide omadu-
sed.

Lause 2.9. Kui kinnine alamruum Y on M (a, B, ¢)-ideaal Tuumis X, siis Y on
M (ka, kB, c)-ideaal ruumis X iga arvu k € [0,1] korral.

TOESTUS. Olgu kinnine alamruum Y M (a, B, ¢)-ideaal ruumis X ideaaliprojek-
toriga P. Olgu k € [0, 1]. Siis

|kaz* + kbPx*|| + c|Px*|| = k(||az™ + bPz*||) + || Pz*|
< |lax™ + bPx*|| + c||Px™||
< =7
koikide elementide z* € X™ ja b € B korral. ]

Jargmised véited toestatakse analoogiliselt.
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Lause 2.10. Kui kinnine alamruum 'Y on M (a, B, ¢)-ideaal ruumis X, siis alam-
ruum Y on M (a, B, d)-ideaal ruumis X iga arvu d € [0, ] korral.

Jareldus 2.11. Kui kinnine alamruum Y on M(a, B, c)-ideaal ruumis X, siis
alamruum Y on M (ka, kB, kc)-ideaal ruumis X iga arvu k € [0,1] korral.

Jargmise lause olulise jareldusena saame, et u-ideaalid on M-ideaalide tildistus.
Eelnimetatud védide on mainitud juba artiklis [CK].

Lause 2.12. Kui kinnine alamruum'Y on M (r, s)-ideaal ruumis X, siis alamruum
Y on M(s,{—(s—7),—(s+1)},0)-ideaal ruumis X.

TOESTUS. Olgu kinnine alamruum Y M (r, s)-ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga
P. Paneme téhele, et suvalise elemendi z* € X™* korral

ls2® = (s —r)Pa™|| < slja” — Pa™|| + r| Pz < [lo”]]
ja analoogiliselt
ls2* = (s +r)Pa™|| < slla” = Pa™|| + r|[ Pz < [l"],
seega alamruum Y on M (s, {—(s — ), —(s+r)}, 0)-ideaal ruumis X. O

Jareldus 2.13. Kwi kinnine alamruum Y on M -ideaal ruumis X, siis alamruum
Y on u-ideaal ruumis X.

2.2 h-ideaalid, u-ideaalid ja M-ideaalid

M (a, B, ¢)-ideaalide erijuhtudest kdige rohkem téhelepanu on védrinud M-ideaalid,
u-ideaalid ning h-ideaalid. Selles alapeatiikis vaatleme erinevaid voimalusi nende
ideaalide defineerimiseks ning selle abil esitame alternatiivse toestuse faktile, et
u-ideaalid on M-ideaalide tldistus. Alapeatiiki 16pus tutvustame lugejale kolme
kera omadusi, mis on mugavad abivahendid kontrollimiseks, kas mingi alamruum
on u-ideaal voi M-ideaal vaadeldavas ruumis.

Olgu X Banachi ruum iile korpuse C. Vaatleme koigepealt h-ideaale ja uurime
erinevaid voimalusi h-ideaali moiste defineerimiseks.

Kuna esmakordselt defineeriti h-ideaali Hermite’i projektori kaudu (vt [GKS]),
siis uurime Hermite’i projektori moistet lahemalt.

Definitsioon. Oeldakse, et operaator T € L£(X,Y) on isomeetria, kui vordus
|Tz|| = ||z| kehtib iga elemendi x € X korral.
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Definitsioon. Oeldakse, et operaator T' € £(X) on Hermite’i operaator, kui ope-
raator exp(i#T'), mis on defineeritud seosega

: — (i0T)"
exp(i0T) = Z ( n') :
n=0 )

on isomeetria iga arvu ¢ € R korral.

Markus 2.14. Kui Hermite’i operaator T" on projektor, iitleme, et T" on Hermite’s
projektor.

Sageli defineeritakse kompleksses Hilberti ruumis X Hermite’i operaator 7' kui
operaator, mis on enesekaasne, st rahuldab nouet (T'z,y) = (z,Ty) suvaliste ele-
mentide z, y € X korral, kus (-,-) on skalaarkorrutis. Saab néidata (vt [L]), et
igas normeeritud ruumis X on voimalik defineerida poolskalaarkorrutis [, -], mis
on kooskdlas normiga, st [z, 2] = ||z|* iga elemendi 2 € X korral.

Raamatus [EJ, 1k 109| on naidatud, et noue [T'z,y] = [zr,Ty] on omakorda
samavadrne asjaoluga, et exp(ifT') on isomeetria iga arvu 6 € R korral.

Parema ettekujutuse Hermite’i projektori moistest annab artiklis [Jam)| esita-
tud bitsirkulaarse projektori moiste.

Definitsioon. Oeldakse, et projektor P on bitsirkulaarne, kui operaator e P +
¢(I — P) on isomeetria suvaliste arvude a, 8 € R korral.

Lause 2.15 ([Jam|, lemma 2.1|). Olgu P € L(X) projektor. Projektor P on Her-
mite’i projektor parajasti siis, kui P on bitsirkulaarne projektor.

Jargmises lauses ndeme, et bitsirkulaarsuse tingimust saab veelgi lihtsustada.

Lause 2.16. Olgu P € L(X) projektor. Projektor P on bitsirkulaarne parajasti
siis, kui ||[I — (1 + X\)P|| =1 iga arvu X € S¢ korral.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu projektor P bitsirkulaarne ja olgu A = €l € Sg, siis
1=+ NP =[] —P—e’P|| =[e"P (I - P)|| = 1.

Piisavus. Olgu P selline projektor, et ||[I — (1 + A)P|| = 1 iga arvu A € S¢
korral ja olgu arvud « ja € R suvalised, siis

6P 4+e%(1 — P)|| =[] ~ P+ PP = | — (1 — )P =1

ja seega ||(€P + (I — P))(x*)|| < ||z*|| suvalise funktsionaali * € X* korral.
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Teiselt poolt,

(P + (1 = P))(@")l| = | = (1 = @) P))(a")|
> I( = (1= PN P)(I — (1= D) P))(a)]

ja jérelikult on operaator ¢*P + ¢ (I — P) isomeetria. ]

Markus 2.17. Kui projektor P rahuldab tingimust ||/ — (1 + A\)P|| = 1 iga arvu
A € Sc korral, siis ||P|| = 1.

POHJENDUS. Vordusest ||[I — (14 A)P|| = 1 jareldub muuhulgas, et ||/ — 2P| = 1.
Seda arvestades ndeme, et

1
121 = 5111 + (I = 2Pl < 5 (I + I = 2P[}) = 1.

N | —

Vorratus ||P|| > 1 jareldub lausest [L.4] O

Siinkohal meenutame, et me defineerisime h-ideaali kui M (1,{—(1 4+ A): X €
Sc}, 0)-vorratust rahuldavat ideaali. Artiklist [GKS], kust périneb h-ideaali maiste,
leiab aga jargmise definitsiooni.

Definitsioon. Oeldakse, et ruumi X kinnine alamruum Y on h-ideaal,
kui eksisteerib selline Hermite'i projektor P € £L(X*), et ker P = Y.

Jargmisest lausest selgub, et need definitsioonid on samavéaérsed.

Lause 2.18. Ruumi X kinnine alamruum Y on h-ideaal parajasti siis, kui eksis-
teerib selline Hermite’i projektor P € L(X*), etker P =Y.

Lause jareldub vahetult lausetest [2.15] ja jargnevast lausest (ar-
vestades markust [2.17). Mérgime, et lauses esinevat tingimust h-ideaalide

defineerimiseks kasutati néiteks artiklites [OP] ja [O4].

Lause 2.19. Olgu kinnine alamruum Y ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga P.

Alamruum Y on h-ideaal ruumis X parajasti siis, kui iga arvu A € Sc korral
kehtib vordus ||I — (1 + A\)PJ| = 1.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu alamruum Y h-ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga
P, siis h-ideaali definitsiooni kohaselt kehtib vorratus

I - A+ NP)) < 2] Va* € X*, YA€ Sc,
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jaseega ||I — (1+ A\)P| < 1. Valime 0 # y; € ran P, siis y; = Hy—?kH € Sx- ning
Yo

I = A+ XNP) )l = [ = Ayl = Mllwrll =1 VA € Se

ja jarelikult || — (1 + A\)PJ| = 1, nagu oli vaja.

Piisavus. Olgu kinnine alamruum Y ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga P ja
kehtigu iga arvu A € Sc korral vordus ||/ — (1 + A)P|| = 1. Siis iga elemendi
" € X* jaiga arvu A € Sc korral

" = (1 + X Pz*|| < [ = (1 + A Pl[]«"]] = [[=7],
mis tdhendab, et alamruum Y on h-ideaal ruumis X. O

Juba artiklis [GKS| esitati h-ideaali defineerimiseks ka jérgnev tingimus, mis
ei sisalda Hermite’i projektori moistet. Naitame iiksikasjalikult, et see definitsioon
on samuti kooskolas varem toodud tingimustega h-ideaalide jaoks.

Lause 2.20. Ruumi X kinnine alamruum Y on h-ideaal parajasti siis, kui eksis-
teerib selline kinnine alamruum Z C X*, et X* =Y+ @ Z, ja vordus

ly™ + 2" = [[Ay™ + 27 (2.1)
kehtib koikide elementide y* € Y, 2* € Z ja iga arvu X € S¢ korral.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu Y h-ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga P. Definee-
rime Z :=ran P, siis X* =ker P& ranP =Y+ @ Z.
Olgu elemendid y* € Y+, 2* € Z ja arv A € S¢ suvalised. Paneme téhele, et

(I = (L +N)P)(y" +2°)| = lly" = A",
seega h-ideaali definitsiooni kohaselt kehtib vorratus
ly" = A" < lly™ + 27
ning kuna arvu A € S¢ valik oli suvaline, kehtib ka vorratus

* 1*
Y= =z

A

<y + 2.

Teiselt poolt, paneme téahele, et

> [ —aenm (v - 3) | = 1o+
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ja seega

* * * 1 * * *
ly + 27l = ||y = 52" = I = A"+ =7
Teeme muutujavahetuse \' = —\, siis saame soovitud tulemuse

ly™+ 2"l = Ny + =71,

mis kehtib koikide elementide y* € Y+, 2* € Z ja iga arvu X € S¢ korral.

Piisavus. Eksisteerigu selline kinnine alamruum Z € X*, et X* =Y+ @ 7 ja
kehtib vordus . Defineerime operaatori P: X* — X seosega Pz* = 2*, kus
" = y* + 2%, ning veendume, et operaator P on ideaaliprojektor.

Margime koigepealt, et operaatori P definitsioon on korrektne, kuna suvalise
elemendi 2% € X™ esitus " = y* + 2" on iihene.

Néitame, et operaator P on lineaarne. Olgu elemendid zj, x; € X* ning olgu
arv 1 € C. Belduse tottu leiduvad iiheselt mésratud elemendid v}, y3 € Y ja 2},
zy € Z nii, et 2] = y; + 27 ja x5 = y; + 25. Seega

P(ay + pxs) = P(y; + 21 + pu(ys + 23))
= P((y7 + pys) + (21 + pz3))
= 21 + p2s
= P(x]) + pP(x3).

Fikseerime elemendi z* € X* ja arvu A € S¢ ning olgu z* = y* 4+ 2%, kus
yreYtijazeZ
Operaator P on projektor, sest
PP(z*) = P(P(y*+2")) = P(2*) = P(0+ 2%) = 2" = Px™.
Kuna
[Pa*|| = [[P(y* + 2")|| = ||"]
1
= Sll=" Ay 2" = Ayl

1 * * * *
< U+ A7+ 1127 = Ayl

on lineaarne operaator P pidev, seejuures ||P|| < 1, millest koos lausega |1.4] jarel-
dub, et ||P| = 1.
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Paneme ka téahele, et

ker P = {2 € X" : Pz* =0}
={zre X" " =y"+2" ¥ =0}
=Y+

jarelikult on P ideaaliprojektor.
Lopuks, kehtib vordus

(= (1 +N)P) @)= (I = (1+NP)(y" + 27
= |ly* + 2" — 2" — \2¥|
= lly" — A"
= [ = Ay =\
= [Allly" + 27|
= [|z" |,

ja seega alamruum Y on h-ideaal ruumis X. n

Olgu edasi X Banachi ruum iile K. Vaatleme niitid u-ideaale.
Nagu on mérgatud artiklis [CK|, on olemas mitu voimalust u-ideaalide de-

fineerimiseks. Esitame need kahes jargmises lauses. Nende lausete toestused on
analoogilised lausete ja toestusega juhul A = 1.

Lause 2.21. Olgu kinnine alamruum Y ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga P.
Alamruum Y on u-ideaal ruumis X parajasti siis, kui kehtib vordus ||[I — 2P| = 1.

Lause 2.22. Ruumi X kinnine alamruum Y on u-ideaal parajasti siis, kui eksis-
teerib selline kinnine alamruum Z C X*, et X* =Y+ @ Z, ja kehtib

ly* + 2| = |ly* — 2*|| Wy* €Y, vz*eZ

Eelmistest lausetest on muuhulgas néha, et h-ideaalid on u-ideaalide iildistus
komplekssetele ruumidele.

Edasi vaatleme M-ideaale. Kirjanduses (vrd [AE], [HWW], [O4]) defineeritakse
M-ideaale erineval viisil. Esitame need definitsioonid ja pohjendame, miks nad on
samavadrsed.

Lause 2.23. Olgu Y ruumi X kinnine alamruum. Jargmised vdited on samavddr-

sed:

(i) alamruum 'Y on M-ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga P;
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(i) alamruum'Y on ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga P ja iga elemendi x* €
X* korral kehtib

[l = Pa™|| + ||[Pa|| = [la*]| V2" € X% (2.2)
(iii) leidub selline projektor Q: X* — X*, etranQ =Y+, |Q|| = 1 ja

Q=7 + [[" — Q7| = [la™]]  Va" € X7
(iv) leidub selline projektor Q: X* — X*, etran@Q =Y+, ||Q| =1 ja

1Qz*|| + ||z — Qz*|| < ||=*|| Vz* e X*.

TOESTUS. (i) = (ii). Olgu Y M-ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga P, siis M-
ideaali definitsiooni kohaselt leiab aset vorratus

|27 = Px*|| + | Po™]] < |27 Va©" e X
Teiselt poolt saame kolmnurga vorratusest, et
|2*]| = l|la* = Pz* + Pa*|| < ||la* — Pa*|| + [|Pz*|| V2" e X”

ja kokkuvottes ||z* — Pz*|| + || Pz*|| = ||=*|| suvalise elemendi z* € X* korral.

(ii) = (iii). Olgu alamruum Y ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga P ja kehtigu
iga elemendi x* € X™ korral seos ([2.2)).

Defineerime @QQ: X* — X™ seosega () = [ — P. Lause kohaselt () on projek-
tor, kusjuures ran QQ = ker P = Y+, ning lause pohjal ||Q|| > 1.

Kuna

Q™[] = [l2* = Pa”|| = [la"|| = [P2*|| < [2"]] V2™ € X7,

siis [|@]] < 1 ja kokkuvottes ||Q = 1.
Lopuks,

Q™| + 2" = Q27| = [la* — Pa™[| + || Pz™[| = [|=7]]

suvalise elemendi z* € X™ korral.

(iii) = (iv). Ilmne.

(iv) = (i). Kehtigu eeldus (iv). Defineerime P: X* — X™ seosega P = I — @,
siis sarnaselt eelneva aruteluga on lihtne veenduda, et P on ideaaliprojektor, mis
rahuldab tingimust

[a" = Pa®|| + [Pz < [la*]] Va" € X7,
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ja see tdhendab parajasti seda, et Y on M-ideaal ruumis X. O]

Anname niiiid alternatiivse pohjenduse jareldusele [2.13], mis véidab, et kui kin-
nine alamruum Y on M-ideaal ruumis X, siis alamruum Y on u-ideaal ruumis X.

JARELDUSE [2.13| ALTERNATIIVNE TOESTUS. Olgu Y M-ideaal ruumis X ideaa-
liprojektoriga P. Sellisel juhul X* = Y+ @ ran P ja ténu lausele mis tahes
elementide y* € ker P = Y+, 2* € ran P korral kehtib

ly"+ 2"l = lly" + =" = Ply"+ ) + 1Py + 251 = vl + [[2"]]
Kui votta elemendi z* rolli —z*, saab viimane vordus kuju
ly™ = 2"l =yl + [[="]].

Jarelikult, suvaliste elementide y* € Y+, 2* € ran P korral kehtib vordus ||y* +
ZI=ly" — 2% ja lause kohaselt Y on u-ideaal ruumis X. O

Tihti on iisna raske otse definitsioonist lahtudes kontrollida, kas mingi kinnine
alamruum Y on u-ideaal (M-ideaal) Banachi ruumis X voi mitte. Tohus t60riist u-
ideaaliks (M -ideaaliks) olemise kontrollimiseks on kolme kera omadus u-ideaalide
(M-ideaalide) jaoks.

Kolme kera omaduste eelis seisneb koigepealt selles, et nad vabastavad meid
to0st kaasruumis ning ideaaliprojektori otsingust. Lisaks sellele need omadused
lihtsustavad moistmist juhtudel, kui me saame ette kujutada vaadeldavat ruumi
n-6 “piltlikult” (néiteks tasandina).

Kolme kera omadus M-ideaalide jaoks parineb 1972. aasta artiklist [AE]. Meie
siin aga sonastame selle omaduse monograafia [HWW] eeskujul.

Teoreem 2.24 (Kolme kera omadus M-ideaalide jaoks). Olgu Y Banachi ruumi
X kinnine alamruum. Olgu elemendid x1,2x2,x3 € X ning arvud ri,79,73 > 0.
Jargmised vaited on samavaidrsed:

(i) Y on M-ideaal ruumis X ;
(ii) Kui kerad (B(x,1))5_, rahuldavad iga i € {1,2,3} korral tingimusi

ja

S118

mB(SUi,Ti+€) ny 75 (Z)
i=1
suvalise € > 0 korral.
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Kolme kera omadus u-ideaalide jaoks parineb 2007. aasta artiklist [LLJ.

Teoreem 2.25 (Kolme kera omadus u-ideaalide jaoks). Olgu Y Banachi ruumi
X kinnine alamruum ja olgu element x € X \Y ning Z = span(Y, {z}). Jirgmised
vdited on samavddrsed:

(i) Y on u-ideaal ruumis Z;

3

(i) YN ﬂBZ(x + i |z — il +€) # 0, kus y1,92,y3 €Y jae >0 on suvalised.
i=1

Monda kolme kera omaduste rakendust ndeme jargmises peatiikis.
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PEATUKK 3
Naiteid M (a, B, c)-ideaalidest

3.1 M(a, B, c)-ideaalid ruumis ¢*

Kiesolevas alapeatiikis analiilisime reaalse Banachi ruumi ¢2, iihemodtmelisi alam-
ruume, milleks on nullpunkti labivad sirged, ja anname tarvilikke ja piisavaid tin-
gimusi selleks, et need alamruumid oleksid M (a, B, c)-ideaalid ruumis £2_.
Meenutame, et ruum ¢2 koosneb jirjestatud paaridest (&;,&), kus &, & €
R, ning norm ruumis /2, on defineeritud vordusega ||(&1,&)| = max{|&],|&|}

((&1.&) € &2,).

Selles alapeatiikis vajame jargmist teoreemi, mis kirjeldab ruumi £ kaasruumi
(vt JOO) 1k 163, teoreem 3|).

1 1
Teoreem 3.1. Olgun € N ning olgu p, q € [1, 0] kaaseksponendid (st —+— = 1.
p q

Kujutus T': £y — (£)", mis on defineeritud seosega

(Ta)(x) =3 ek, o= (&)1 € £, a= (@), €8,

i=1

on isomeetriline isomorfism. Jarelikult (€;)" = (7.

Pidades silmas seda teoreemi, toetume edasises arutelus faktile, et ruumi ¢2
kaasruum (£2))* on samastatav ruumiga /3.
Lisaks kasutame jargmist tulemust algebrast (vt [K| lk 63, teoreem 4]).

Teoreem 3.2. Olgu X ja Y wektorruumid dle the ja sama korpuse ning olgu
S: X — Y lineaarne kujutus. Kui ruum X on loplikumootmeline, siis ran P ja
ker P on loplikumootmelised alamruumaid ning

dim X = dim(ker S) + dim(ran 5).

1p = 1 kaaseksponendiks loetakse ¢ = 0o, p = oo kaaseksponendiks loetakse ¢ = 1.
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Miirkus 3.3. Selles peatiikis me vaatleme selliseid projektoreid ruumis ¢3, mille
tuum on ruumi 2 iihemdtmeline alamruum. Teoreemi pohjal sellise projektori
kujutis on samuti iihemootmeline alamruum.

Nullpunkti lédbiva sirge taandatud vorrand on y = kx, kus arv k € R. Vaatleme
edasi ruumi /2 alamruumi Yj, = {(&, k€): € € R)} ja selgitame, mis tingimustel
alamruum Y, on M(a, B, ¢)-vorratust rahuldav ideaal ruumis % . Lisaks vaatleme
eraldi sirget # = 0 ehk alamruumi Y., = {(0,£): { € R)}.

Toestame koigepealt kaks tehnilist abitulemust.
Lemma 3.4. Olgu k € R.

1. Vordus sup |ag + kas| = |k| kehtib parajasti siis, kui |k| > 1.

ot |+ |<1
2. Vordus sup |oq + kag| = 1 kehtib parajasti siis, kui |k| < 1.

ot [+]az|<1

TOESTUS. Toestame esimese viite, teise véite toestus on analoogiline.
Tarvilikkus. Olgu  sup  |oyq + kao| = |k, siis |ay + kao| < |K| iga tingimust

ot |+|e2|<1
|1 |+ |aa] < 1 rahuldava reaalarvude paari (aq, aq) korral. Vottes (aq, az) = (1,0),

saamegi, et |k| > 1. O
Piisavus. Olgu |k| > 1, siis suvaliste arvude aq, as € R korral

g + ko] < [aq| + |K]]az]
< |K[laa] + [K|]az|

— Jbl(Jaa] + o),
seega  sup |og + kag| < |k[. Valime (aq, ) = (0, 1), siis |a; + kag| = |k| ning
|ot|+]a2|<1
lag| + || < 1. Jarelikult — sup  |ag + kas| = |k|.

|ar [+ |<1
Lemma 3.5.

1. Olgu |k| > 1. Kui vordus |k|(1+ |d|) = |1 + kd| kehtib mingi arvu d € R korral,
siis |k| = 1.

2. Olgu |k| < 1. Kui vordus 1+ |d| = |14 kd| kehtib mingi arvu d € R\ {0} korral,
suis |k| = 1.

TOESTUS. Piirdume ka siin esimese viite toestusega, teise véite toestus on ana-
loogiline.

Kehtigu mingi arvu d € R korral vordus |k|(1+ |d|) = |1 + kd].

Kui £ > 1, on jargmised voimalused.
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e Kui d > 0, saame vorduse k(1 + d) = 1 + kd, millest jareldub, et k = 1.

e Kui —1/k < d <0, saame vorduse k(1 — d) = 1 + kd, millest d = # >0
ja seega d = 0 ning k = 1.

e Kui d < —1/k, saame vorduse k(1 —d) = —1 — kd, millest k = —1.
Juhul £ < —1 on jargmised voimalused.
o Kuid> —1/k,siis —k(1+d) = —1 — kd, millest k = 1.

e Kui 0 < d < —1/k, saame vorduse —k(1 + d) = 1 + kd, millest saame
—k—1
d=
2k

e Kuid<0,siis —k(1l —d) =1+ kd ehk k = —1.

< 0 ja seega d = 0 ning k = —1.

Kokkuvottes saime, et |k| = 1, nagu oli vaja. ]

Jargmisest lausest selgub, mis kujul saavad olla ideaaliprojektorid, kui alam-
ruum Y, on ideaal ruumis £5°.

Lause 3.6. Olgu k € R. Kui alamruum Yy, on ideaal ruumis (2, ideaaliprojektoriga
P, siis P € {P,,P,} U{Py+:d >0} U{P;-: d <0}, kus

P, : f; > (041,062) — (061 + k’OéQ,O) S f%’

k
P, : 053 (o, az) (O, %) € £,

041+C¥2 d(Oé1+Oég)
Pd+3€§9(041,CE2)|—>(d+1, dr1 )Egé, d}O,

a1 — Q9 d(Oél —OéQ)
Pd—Ieéa(Oél,Oéz)H<1_d, 1—d )Ggé, d < 0.

TOESTUS. Olgu alamruum Y} ideaal ruumis ¢2 ideaaliprojektoriga P. Sel juhul
peab kehtima vordus

ker P =Y = {o* € (2)": 2*(y) = 0 Vy € 3.}
= {(a1,a0) € 651 i€ + kané = 0 V¢ € R}
={(—ka,a): a € R}.

Almaruum ran P on ithemo6otmeline (vt méarkust 3.3)), seega leidub element
(u,v) € €3 nii, et tan P = {A(u,v): A € R}. Ténu lausele |1.3 kehtib u + kv # 0 ja
iga element (v, ap) € €3 on iiheselt esitatav kujul
Q2U — 1V
—(—k,1
u+ kv (=k, 1)+

ay + koo

u+ kv (u,v)

(a1, 0) =
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ja jarelikult projektoril P on kuju

a1 + kas

Play, az) = u+ kv

(u,v), (041,042) S é%
Vaatleme kolme juhtu.
1. Kui v = 0, siis projektoril on kuju

P(ay, a0) = (g + kan,0),  (ay,as) € 6.

Et P oleks ideaaliprojektor, peab projektori P norm olema 1, st peab kehtima
vordus

sup  |ag + kag| =1,
laa [+ a2 |<1
mis lemma (3.4 E pohjal tdhendab, et |k| < 1, seega P = P, on ideaaliprojektor
parajasti siis, kui |k| < 1.
2. Juhul v = 0 saame analoogiliselt, et projektor P, on ideaaliprojektor para-
jasti siis, kui |k| > 1.

3. Olgu u # 0, v # 0. Téhistame d == g, siis vaadeldav projektor saab kuju
u

(a1t kay d(og + kas) 1
P(al,ag)—( 1+ kd , 1+ kd s (al,a2)€€2.

Tahame, et kehtiks vordus || P|| = 1 ehk

ke + g — LEE
sup a1+ oy = ——.
s [+|az <1 1+ |d|

Juhul |k| > 1 (|k| < 1) see vordus on lemma [3.4] pohjal samavéérne tingimusega
[KI(1+ |d]) = |1 + kd]|

(vastavalt, 1+ |d| = |1 + kd|) ning lemmast [3.5] jéreldub, et sel juhul |k| = 1.
Kui k£ =1, siis

dlag + o) a3+ o

R [ =

ot | +]aa <1 + +
_ld+1

_ sup o+ asl
|d + 1 jay | +]asl<1

_ld+1
|d + 1]
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ehk
L+ |d| = |1+4d|,

ning see vordus kehtib parajasti siis, kui d > 0. Jarelikult juhul £ = 1 on projektor
P ideaaliprojektor parajasti siis, kui d > 0. Sel juhul P = Py+.
Juhul k£ = —1 analoogiliselt saame vorduse

L+ ]d = |1 —d|,

mis kehtib parajasti siis, kui d < 0. Jarelikult juhul £ = —1 on P ideaaliprojektor
parajasti siis, kui d < 0. Sel juhul P = P;-.

Kokkuvdttes saime, et kui alamruum Y}, on ideaal ruumis £2_ ideaaliprojektoriga
P, siis projektor P € {P,, P,} U{P;+ :d >0} U{FP;- : d < 0}. O

Anname niiiid tarvilikke ja piisavaid tingimuse selleks, et alamruum Y} oleks
M (a, B, c¢)-ideaal ruumis £2 . Mugavuse mottes kiisitleme projektoreid P,, Py, P+
ja Py eraldi.

Olgu edaspidi arvud a,c > 0 ja olgu B C R kompaktne hulk.

Lause 3.7. Alamruum Yy on M(a, B, c)-ideaal ruumis (2 ideaaliprojektoriga P,
paragasti siis, kui |k| < 1 ja on tdidetud tingimused

(3.1)

at b|k|+clk| <1 VbeB,
la+bl+c<1 Vb € B.

TOESTUS. Lause toestuses niagime, et projektor P, on ideaaliprojektor para-
jasti siis, kui |k| < 1, mistottu me piirdume selle juhuga.

Olgu |k| < 1. Paneme koigepealt tihele, et iga elemendi (o, an) € £2 ja iga
arvu b € B korral kehtib

la(ar, ag) + 0P, (an, o)l + el Pu(c, as)]
= ||(ac1, acg) + (bay + bkas, 0)|| + ¢ ||(c1 + ko, 0)]]
= |aa; 4 bay + bkas| + alas| + c|ag + kas.

Tarvilikkus. Olgu alamruum Y, M (a, B, c¢)-ideaal ruumis ¢2_ ideaaliprojektoriga
P,.
Iga elemendi (v, ap) € 7 ja iga elemendi b € B korral kehtib vorratus

lac; + bag + bkas| + alas| + clag + kag| < |oq| + |azl.
Valides (ay, ) = (1,0), siis saame viimasest vorratusest, et |a + b + ¢ < 1,

ning valides (aq,az) = (0,1), saame, et a + b|k| 4 c|k| < 1, seega tingimused (3.1))
on toepoolest taidetud.
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Piisavus. Olgu tédidetud tingimused (3.1), siis

|la(an, ao) + P (v, )| + || Pe(ar, a2)|| = |acy + by + bkas| + alas|
+ cloy + kag|
< (la+b| + c)aq| + (a + blk| + c|k|)|as]
< fon| + fos|
= [[(e, ag)]

ja seega alamruum Y} rahuldab M (a, B, ¢)-vorratust ruumis ¢2_ ideaaliprojektori-
tega P,. O]

Analoogilise arutelu abil saab toestada jargmise lause.

Lause 3.8. Alamruum Y, on M/(a, B, c)-ideaal ruumis (2, ideaaliprojektoriga P,
paragasti siis, kui |k| > 1 ja on tdidetud tingimused
la+0bl+c<1 Vb € B,

%@ e B.

(3.2)

Lause 3.9. Alamruum Yy, on M(a, B, c)-ideaal ruumis (2, ideaaliprojektoriga Py
parajasti siis, kui k =1 ning on taidetud tingimused

d>0,
lad + a + bd| + |b| + cd + ¢

71 <1 Vb e B, (3.3)
|ad+a~|—b\+\b|d+cd~l—c<1 vbe B.

d+1

TOESTUS. Lause toestuses nédgime, et projektor P+ on ideaaliprojektor para-
jasti siis, kui £ = 1, mistottu me piirdume selle juhuga.

Paneme koigepealt tihele, et iga elemendi (ay, ;) € £2 ja iga elemendi b € B
korral kehtib

la(ar, ) + 0Pg (a, qo)|| + ¢ Py (@, az)||

(aa acy )+b a1 + Qi CK1+042 a1 + Qo Oél—i‘OéQ)
b d+1 ' d+1 d+1 7 d+1
1

~axi (laday + aaq + bay + bas| + |adag + aag + bday + bdas|

+ C’Oél + OCQ| + Cd‘Oél + 062’).
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Tarvilikkus. Olgu alamruum Y, M (a, B, c¢)-ideaal ruumis ¢2_ ideaaliprojektoriga
Py, siis iga elemendi (o, ao) € 7 ja iga elemendi b € B korral leaib aset vorratus

Tl (laday + aaq + bay + bas| + |adag + aay + bday + bdas|

+ C|041 + Oégl + Cd’Oél + 062‘) < ‘051’ + ’CYQ‘.

Fikseerides (aq, ) = (0,1) ja (a1, ) = (1,0) saame siit, et tingimused (3.3) on
toepoolest taidetud.
Piisavus. Kehtigu tingimused (3.3)), siis

|a(an, az) + 0Py (o, ao) || + cf|[ Py (a1, o) |

B 1

Cd+1
+ Cd|041 + CY2| + C|041 + OéQ|)

(laday + aay + bday + bdas| + |adas + acs 4+ bay + bas|

1
m((\acﬂ—a +bd| + |b| + cd + ¢|)|aq| + (Jad + a + b + |b|d + c¢d + ¢)|as))

< o + s

= [I(ar, )

N

ja seega alamruum Y}, rahuldab M (a, B, ¢)-vérratust ruumis ¢2 ideaaliprojektoriga
Py+. [

Analoogiliselt saab toestada jargmise vaite.

Lause 3.10. Alamruum Y on M(a, B, c)-ideaal ruumis (2, ideaaliprojektoriga Py

parajasti siis, kui k = —1 korral on taidetud tingimused
d <0,
—ad — bd| 4 |b] — cd
la —a | + |b] c+c<1 vbe B, 5.4

1—d
la —ad +b| — |bld — cd + ¢

<1  wheB
1—d <

Vaatame niitid alamruumi Y.

Lause 3.11. Kui alamruum Ya, on ideaal ruumis (> ideaaliprojektoriga P, siis
P =P, kus
Py : 033 (aq, a0) = (0, a) € 0.

TOrSTUS. Olgu alamruum Yy, ideaal ruumis ¢% ideaaliprojektoriga P. Siis peab
kehtima vordus

ker P=YE = {o* € ()" 2*(y) =0 Vy € Yoo}
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={(a1, ) € F: i€+ az-0=0VE € R}
={(a,0): a € R}.

Kuna alamruum ran P on ithemdotmeline, leidub element (u,v) € /3 nii, et
ran P = {\(u,v) : A € R}, seejuures v # 0. Iga element (o, az) € £2 on iiheselt

esitatav kujul
10 — QU (0]

(o, a9) = (1,0) + j(u,v).

v
Jarelikult projektoril P on kuju
Q@ u
Plag, az) = 72(“77)) = (042;7042>7 (a1, a0) € 5.

u u
Suurus — on konstantne, tdhistame d :== —. Oletame, et d # 0. Siis
v v

1=|P||l= sup |(a1d,aq)l]

(0117042)63%

= supJo|(|d] +1)

|an [+]az]<1

> sup o
|at|+]a2|<1

—1,
mis on voimatu. Seega d = 0 ja projektor P on kujul
P(ag, a0) = (0,0), (a1, 0) € 43,
st P = Py. 0
Selgitame, mis tingimustel alamruum Y, on M (a, B, c)-ideaal ruumis ¢ .

Lause 3.12. Olgu arvud a,c > 0 ning olgu B kompaktne reaalarvude hulk. Alam-
ruum Yo, on M(a, B, c)-ideaal ruumis €%, parajasti siis, kui on tdidetud tingimused

{agL (3.5)

la+bl+c<1 VbeB.

TOESTUS. Lause kohaselt on motet vaadelda ainult projektorit P.,, kuna
teiste projektorite suhtes alamruum Y, ei saa olla ideaal ruumis ¢% .
Paneme koigepealt tihele, et iga paari (ay,ay) € £2 ja iga arvu b € B korral

la(ar, ag) + bPs(ar, o) || + ¢f| Pao(ar, a2)|| = [Ja(au, az) 4 b(0, a2)|| + ][ (0, a2) ||
= |[(aay, aca + baz)|| + ¢||(0, az)|
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= alay| + |a + blfaz| + c|as|

= alay| + (Ja + b 4 ¢)|as|.

Tarvilikkus. Olgu alamruum Y., M (a, B, ¢)-ideaal ruumis Kio, siis ideaalipro-

jektoriks on P. ja iga elemendi (v, ap) € €2 ja iga elemendi b € B korral kehtib
alen| + (la +b| + ¢)|as| < |aa] + as].

Valides (a1, as) = (1,0), saame siit, et a < 1, valides aga (a1, as) = (0, 1), saame,
et [a+b|+c < 1iga elemendi b € B korral. Jarelikult tingimused (3.5)) on téidetud.
Piisavus. Olgu téaidetud tingimused ({3.5)), siis
la(on, az) + 0P (0, an) || + cf[ (P (a1, a)[| = alou| + (Ja + b] + ¢) |z
< o + az|
= [(; a2)-

ja see vorratus tdhendab tépselt seda, et alamruum Y, on M (a, B, ¢)-ideaal ruumis
2. O

Lausete ning lause abil saame uurida, millised ruumi ¢2_ {ihe-

mootmelised alamruumid on M-ideaalid voi u-ideaalid.
Niide 3.13. Alamruumid Y., ja Y, on ainsad M-ideaalid ruumis ¢Z .

POHJENDUS. Meenutame, et M-ideaalide puhul ¢ = 1, B = {—1} ja ¢ = 1.

Vaatleme tingimusi (3.1)—(3.5)).
Tingimus (3.1)) saab kuju

1<1

Y

{1+]k|+\k\<1,

mis kehtib parajasti siis, kui & = 0. Seega lause [3.7] pohjal alamruum Y, on M-
ideaal ruumis £2,.

Tingimus (3.2)) saab kuju
1<1,
k| +2
14
Viimane vorratus aga ei saa kehtida iihtegi reaalarvu puhul.
Tingimustel (3.3 on kujul

d>0,
u+1—ﬂ+1+d+1<

<L

/
=

d+1
ld+1—1]+d+d+1
d+1

<L
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Teisest vorratusest jareldub, et 3 < 1, mis ei ole voimalik. Seega alamruum Y
ei ole M-ideaal ruumis ¢2_. Analoogiliselt saab veenduda, et alamruum Y_; ei ole
M-ideaal ruumis £2 .

Lopuks, otsene kontroll néitab, et tingimused on M-ideaalide puhul téi-
detud, seega alamruum Y, on M-ideaal ruumis £Z . ]

Mirkus 3.14. Paneme téihele, et kujutus 7: Y1 3 (€,€) — (£,0) € Yj on isomeet-
riline isomorfism ruumide Y] ja Y vahel, samas aga nendest alamruumidest ainult
Yy on M-ideaal ruumis ¢2 . Jérelikult iildjuhul ei siilita isomeetriline isomorfism
M-ideaaliks olemise omadust. Seda asjaolu on mainitud juba monograafias [Oq].

Niitlikkuse mottes veendume, et naites |3.13| saadud tulemused on kooskolas
kolme kera omadusega M-ideaalide jaoks, st teoreemiga [2.24

Niide 3.15. Alamruum Y; on M-ideaal ruumis % .

Joonis 3.1

POHJENDUS. Olgu meil kaks sellist kera By, Bs, et
Blm}/o%wa BQH}/O#Qv BlmBQ%(&
siis ei leidu kolmandat kera Bs, mille puhul

BsNYy #0, ByNByN By # 0,
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ja
BlﬂBgmBgﬂYo:@
(vt joonist , ning teoreemi pohjal Yy on M-ideaal ruumis ¢2 . O]

Niide 3.16. Alamruum Y] ei ole M-ideaal ruumis ¢2 .
POHJENDUS. Vaatleme kerasid

B, = B((
By = B((

— O

i=1

3
Iga kera puhul B, NY; # 0 (i = 1,2, 3) ning ﬂBi ={(2,1)} # 0 (vt joonist .

Y,

Joonis 3.2

Samas jooniselt on naha, et piisavalt viikese arvu e korral
B((0,1),14 )N B((1,2),1+e)NB((3,2),1 +)NY; =0,

seega teoreemi m pohjal ruum Y] ei ole M-ideaal ruumis ¢2 . O]
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Niide 3.17. Alamruumid Yy, Ya, Y1, Y_; on ainsad u-ideaalid ruumis ¢% .

Markus 3.18. Jdreldusest [2.13] juba teame, et kuna alamruumid Y, ja Y on
M-ideaalid ruumis ¢2 | siis nad on ka u-ideaalid vaadeldavas ruumis.

NAITE [3.17| POHJENDUS. Meenutame, et u-ideaaliks nimetatakse M(1,{—2},0)-
vorratust rahuldavat ideaali. Tegutseme nagu niite [3.13] pohjenduses, st uurime

tingimusi (3.1)—(3.5)).

Tingimusest (3.1)) saame

1+ 2|k <1,
1<1,
See vorratus kehtib parajasti siis, kui & = 0, seega ruum Yj on u-ideaal ruumis £2_
ideaaliprojektoriga
P03 (ag,a0) = (0,0) € 4.

Tingimusest (3.2) saame

1<1,

k| +2
HE2 oy,
14

mis ei ole kunagi toene.
Vaatleme niitid vahelduse mottes tingimusi (3.4)), tingimuste (3.3) puhul on
arutelu analoogiline. Me saame mingi mittepositiivse arvu d jaoks tingimused

d <0,
11 —d+2d| +2 <1
1—d
1 —d—2|—2d
<1
1—d
ehk
d <0,
11+d| < -1—d,
1+d <144,
mis kehtivad parajasti siis, kui d = —1. Seega lause [3.10| pohjal alamruum Y_; on

u-ideaal ruumis /2 ideaaliprojektoriga

—ay —ag +
P: f% > (@1,0&2) — (al @2 i a2> S g%

2 2
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Mérgime, et alamruumi Y; puhul ideaaliprojektoriks on

P03 (a1, a0) = @ +oz2, ot a2 € 0.
2 2
Saame otseselt kontrollida, et tingimused (3.5)) on u-ideaalide puhul tdidetud,
seega alamruum Ys, on u-ideaal ruumis ¢2 ideaaliprojektoriga
P: 0> (ag,a0) = (aq,0) € 4. O
Niitlikkuse mattes pohjendame, miks ruumis 2, ei ole rohkem u-ideaale peale
alamruumide Yy, Y, Y7, Y 1, kasutades kolme kera omadust u-ideaalide jaoks.

Naiide 3.19. Fikseerime kg € R\{0, 1, —1} ja vaatleme alamruumi Yy, = {(&, ko§): £ €
R}. Alamruum Yy, ei ole u-ideaal ruumis ¢2,.

POHJENDUS. Veendumaks, et Yy, ei ole u-ideaal ruumis 2, rakendame teoreemi
m, vottes kinnise alamruumi Y rolli ruumi Yy, ning ruumi X rolli ruumi £2_.

Fikseerime elemendi x = (1,1) € €2\ Yy,, siis span(Yy,, {z}) = (2. Teoreemi
kohaselt Yy, on u-ideaal ruumis (2 parajasti siis, kui suvalise arvu € > 0 ja
kolme suvalise punkti (y1, koy1), (v, koy2), (y3, koys) € Y, korral

3
Yi, N ﬂ B ((yi + 1, koyi + 1), [|((ys — 1, koys — 1)|| +¢) # 0.

i=1

Néitame, et see noue ei ole taidetud juba siis, kui votame vaatluse alla kaks kera.

Toestuses piirdume erijuhuga 0 < kg < 1, kuna iilejadnud juhtumid saab ténu
siimmeetriale taandada sellele erijuhule.

Olgu ¢ esialgu suvaline. Fikseerime kaks punkti (0,5;0,5k¢), (1,5;1,5kg) € Yi,-
Vastavalt nendele punktidele tekib kaks kera.

Punktile (0,5;0,5k) vastava kera keskpunkt on (1,5;0,5kg + 1) ja raadius on

ry = [[(=0,5;0,5ky — 1)|| + ¢ = max{0,5;]0,5ky — 1|} + ¢.
Paneme téhele, et eeldusest ky < 1 jareldub, et 1 — 0,5ky > 0,5. Jérelikult,
ry = max{0,5;1 — 0,5ko} + & =1 — 0,5kq + €.
Saime, et punktile (0,5;0,5kq) vastab kera By := B((1,5;0,5ko + 1),71), kus r1 =
1-— O,5k’0 +e.
Punktile (1,5;1,5kq) vastava kera keskpunkt on (2,5;1,5ky + 1) ja raadius on

ra = [1(0,5: 1,5ko — 1)[| + & = max{0,5; [ 1,5k — 1]} + .
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2
Vorratus 1,5k) — 1 > 0 kehtib parajasti siis, kui kg > 3’ seega

2
max{0,5;1 — 1,5ko} + ¢, kui0 < ky< 3

o = 9
max{0,5; 1,5kg — 1} + ¢, kui 3 <ky<l1

2
Juhul 0 < kg < 3 maérgime, et 0,5 < 1 —1,5ky kehtib parajasti siis, kui kg <

Wl =

2
Juhul 3 < ko < 1 aga kehtib alati, et 0,5 > 1,5ky — 1.

Saime kokkuvottes, et punktile (1,5;1,5ky) vastab kera By = B((2,5;1,5ko +
1),79), kus

1
1—10kpg+e, kuiO<ky< o,
0,5+¢, kui§<k0<1
: .. . 1.1
Uurime eraldi juhtumeid 0 < ky < 3 ja 3 < ko < 1.
1
Olgu 0 < ko < 3 Kui punkt (u,v) € By N By, siis muuhulgas
u<15b+r =15+1—0.5ky+ec=25—05ky+c¢
ja
”U} 1,5]{50—|—1—T2 = 1,5]430—}—1—(1—1,5]450—}—5) :3]{50—6.
Kui aga punkt (u,v) € Yy, ja u < 2,5 — 0,5kq + ¢, siis
v = k‘ou < ]{?0<2,5 — O,5k50 + 5).
Paneme téhele, et tingimus
k0(2,5 — 0,5/{?0 + E) < 3]{?0 — &

on samavaarne tingimusega
o Kotk
2(ko+ 1)
Kui arv € rahuldab seda tingimust, siis ei saa tihisosa B; N B; sisaldada ruumi Yy,
elemente (vt joonist [3.3)..

Juhul 3 < ko < 1 tegutseme analoogiliselt. Kui punkt (u,v) € By N By, siis
peavad kehtima seosed

u<L1lb+r=15+4+1-05kyg+e=25—05ky+¢
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{177 P S S HN——N————— _——— -

0,51{?0 Sl R e B * E /
s | 3

1,5k0+1—’l“2l—————__1__ !
ko(2,5 — 0,5ko +£)¢— — — : e

Joonis 3.3: Teoreemi rakendamine juhul ky = 0,3, e=0,075.
ja
v>=15kg+1—ry=15ky+1—(0,5+¢)=15ky+0,5—c¢.
Samas, iga punkti (u,v) € Yj,, mille korral v < 2,5 — 0,5kq + ¢, kehtib

v = k’ou < k0(2,5 — 0.,k’0 + Ef).

Tingimus
ko(2,5 — 0,5ky +¢) < 1,5k + 0,5 — ¢

on samavaarne tingimusega
(ko — 1)

S okt 1)

1
seega ka juhul 3 < ko < 1 on voimalik valida arv e nii, et iihisosa Yy, N B N B
oleks tiihi.
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Eelneva arutelu pohjal ndeme, et kui 0 < kg < 1 korral valida

1 _{k§+kzo (k0—1)2}

< —
N S 1 1) 20k + 1)

siis kehtib
Yio, N B1N By =1
ja seega teoreemi pohjal Yy, ei ole u-ideaal ruumis £5°. O

3.2 Ruum K(X) kui M(a, B, ¢)-ideaal ruumis £(X)

Olgu X Banachi ruum. Selles alapeatiikis esitame iihe teoreetilise tulemuse, mis
voimaldab konstrueerida néiteid M (a, B, ¢)-ideaalidest ruumis £(X). Selleks va-
jame pere moistet ja moningaid omadusi, millega saab ldhemalt tutvuda néaiteks
opikust [S 1k 157].

Toestame koigepealt iihe abitulemuse.

Lemma 3.20. Iga funktsionaali z* € X* korral kehtib vordus ||z*|| = sup Rez*(x).
iEGBX

TOESTUS. Olgu funktsionaal x* € X™. Paneme téhele, et suvalise elemendi z € By
korral

Rez*(z) < sup Rez*(x) < sup |z"(z)| = ||z*|.
rEBx r€Bx

Fikseerime arvu € > 0. Arvestades lauset [.8] saame valida elemendi zy € Bx
nii, et
|lz*]| — e < |Rez™(x0)].

Paneme téahele, et

Rez*(xp), kui Rex™(x9) >0

Re 2 (xo)| =
e {Rex*(—fﬂo), kui Rea”(z) <0,

ja kuna element —xy € By, on lemma toestatud. O]

Jargmise lause toestus toetub artikli [CNO] lause 4.1 toestusele, kus analoogi-
line tulemus saavutati M (r, s)-ideaalide jaoks.

Lause 3.21. Kui leidub operaatorite jada (K,) C By (x), mis koondub punktiviisi
tihtkoperaatoriks Ip(x) ja kehtib

limsup sup |laz+bK,x +cK,y|| <1 Vbe B, (3.6)

no el llyl<t

sits ruum K(X) on M(a, B, c)-ideaal ruumis L(X).
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TOEsTUS. Olgu (K,,) C Bi(x) operaatorite jada, mis koondub punktiviisi iihiko-
peraatoriks I, x) ja rahuldab tingimust (3.6)).

Artiklis [J, lemma 1] on néidatud jérgmist. Jadal (/) leidub selline osapere
(Kyn(a)), et piirvédrtus lim g(K,)S) eksisteerib koikide elementide g € L£(X)*
ja S € L(X) korral ning et operaator P: £(X)* — L(X)*, mis on defineeritud
seosega

(Pg)(5) = limg(Kn@)S), g€ LX), 5 e LX),

rahuldab tingimusi ||P|| = 1 ja ker P = K(X)* (selle fakti iiksikasjalik tdestus on
14bi tehtud néiteks doktoritéos [Johl 1k 28]).

Paneme tahele, et kui operaator S € B(x) ja element x € By, siis Sz € By.
Olgu S,T € By(x), siis iga indeksi n € N korral

|aS + bK,S + cK,T| = sup |aSz + bK, Sz + cK,Tz||

llzll<1

< sup  |laSz 4+ bK,Sx + cK,Ty||
=[], flyll<1

< sup |lax + 0K,z + cKyy||.
=[], lyll<1

Arvestades lemmat [3.20} eelmist vorratust ja eeldust (3.6]), saame suvalise g €
L(X)* korral, et

lag + bPg|| + c||Pg|| = sup Re(agS +bPgS)+ sup Re(cPgT)
SEB[;(X) TGBL(X)

= sup Re(agS+bPgS + cPgT)

S, TeB(x)

=lim sup Re(agS + bgKpn)S + cgKn@o)T)
@ S TeBg(x)

<limsup  sup  Re(agS + bgKp0)S + cgKp)T)
o S,TEBE(X)

limsup  sup  |agS + bgKya)S + cgK )T ||
o S,TEBE(X)

< lgl[limsup  sup  [|aS + 0K y)S + cKp)T||
« S,TGBL(X)

< |lg|[limsup sup |jax + 0K,z + cK,y|

a lallyll<1

< llgll,

nagu soovitud. O

Toome ka iihe néite lause rakendusest (vrd [CNO| néide 4.5]).
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1
Naide 3.22. Olgu 0 < |[a+b|+c<a<1ljaolguarvv € (0, e 11. Defineerime
a

ruumis ¢y = K X ¢y normi vordusega
(@, 2)l| = max{lal + vlz], |2ll}, a €K, =€ a,

kus ||z|| on tavaline norm ruumis ¢y. Ruum K(é) on M(a, B, c)-ideaal ruumis

L ().

POHJENDUS. Fikseerime suvalised jadad £ = (&,),n = () € ¢pjaarvud o, f € K
nii, et elemendid x == (a, &1, &s, .. .) jay = (5,171,172, - . .) kuuluksid ruumi &, iihik-
kerra. On lihte veenduda, et sel juhul kehtivad vorratused |al, |8], (€], [[(m) || <
1.

Vaatleme kompaktseid operaatoreid K, : (Cx)rey D ¢ — (Ciy - -5 Gn, 0,0,..0),
kus n € N. Otsene kontroll néitab, et (K,) C Bx(x) ja et iga elemendi x € &
korral K,x — x.

Paneme niitid téhele, et iga arvu n € N korral

|lax + bK,x + cK,y|

= [[((a +b)a+cB,(a+b)& + ey, (a+b)E1 + N1, &y, .. )|

< max{a + bf|a| + ¢ ] + vmax{la + b[[[ (§a) | + ¢l ()], all ()]},
max{|a + b[[| (€a) [ + ¢l (m)], all (€)1} }

< max{|a + b| + ¢ + vmax{|a + b| + ¢, a}, max{|a + b| + ¢, a}}

< max{(1+v)a,a}

=(1+v)a

1.

N

ja seega lause kohaselt ruum K(&y) on M (a, B, ¢)-ideaal ruumis £(¢&). O
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PEATUKK 4
M (a, B, c¢)-vorratuse transitiivsus

Selle peatiiki esimeses alapeatiikis tutvume Hahn-Banachi jatkuoperaatori moiste-
ga ning teeme kiesoleva bakalaureusetoo pohitulemuste toestuseks vajalikku eel-
t60d.

Teises alapeatiikis nditame, et M (a, B, c)-ideaalidel on teatud mottes transi-
tiivsuse omadus.

Kolmandas alapeatiikis vaatleme olukorda, kui ruum X on M(a, B, ¢)-ideaal
oma teises kaasruumis X ning néaitame, et teatud kujul see omadus kandub iile
korgemat paarisjarku kaasruumidesse.

4.1 Hahn-Banachi jatkuoperaatorid

Selles alapeatiikis toome sisse Hahn-Banachi jatkuoperaatori moiste ning naitame,
et Hahn-Banachi jatkuoperaatorid on tihedalt seotud ideaaliprojektoritega. Selles
peatiikis toodud laused périnevad artiklist [H|, kus neid mainitakse toestuseta.

Meenutame koigepealt Hahn-Banachi teoreemi (vt [OO) 1k 165]).

Teoreem 4.1 (Hahn-Banachi teoreem). Olgu Y normeeritud ruumi X alamruum.
Kui y* € Y™ on pidev lineaarne funktsionaal, siis leidub talle pidev lineaarne jdtk
at € X" mii, et ||z =ly"].

Siinkohal méargime, et tildjuhul funktsionaali y* € Y™ jitk ei ole iiheselt m&a-
ratud. See selgub jargmisest néitest.

Niide 4.2. Vaatleme ruumi ¢ alamruumi Y; = {(£,€) : ¢ € R}. Defineerime
funktsionaali y* € Y|" seosega

Y& =¢ (&8 en.

Funktsionaalil y* leidub 16pmata palju jétkusid ruumile ¢2 .
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POHJENDUS. Teoreemi kohaselt on ruumi /% kaasruum samastatav ruumiga
3, seega meie otsitav jitk (a;, ay) € £3 peab rahuldama tingimusi

a1é + g = ¢,
¢ 2 =4 . (a1,a0) €07, E€R
[(a1, o)l = |y,
Kuna
ly*ll = sup [y"(£,8)| =sup || =1,
(£,)eBy, l€|<1

on viimane siisteem samavaarne siisteemiga
o1+ o =1, 2
(Oél, Oég) € 61.
|O‘1| + |a2| =1,

Néeme, et iga arvu « € [0, 1] korral on funktsionaal z*, mis on defineeritud seosega

¥ (&1, 6) = aby + (1 — a)&s,
funktsionaali y* jatk. m

Eelnevast néitest muuhulgas selgub, et kui me mingil moel muudame funktsio-
naali y* € Y™, ei tarvitse tema jatk muutuda sama eeskirja jargi.

Naide 4.3. Nagu néites , vaatleme ruumi /2 alamruumis Y; defineeritud funkt-
sionaali y*: Y] 3 (§,€) — £ € K. Selle funktsionaali itheks jatkuks on funktsionaal
xt € (f2)*, mis on defineeritud seosega

r(6,8) = 26+ 56 (@8 el

Samas, funktsionaali 2y* liheks jatkuks on funktsionaal

. 2 4
2381, &2) = 36+ 36, (G,&) € .
ja ilmselt x3 # 227. O

Definitsioon. Olgu Y normeeritud ruumi X alamruum. Lineaarset operaatorit
w: Y* — X nimetatakse Hahn-Banachi jdtkuoperaatoriks, kui iga elemendi y* €
Y™ korral operaator py* on operaatori y* normi sailitav jatk, st

(v )y) =y (y) YyeY, ¥y eY”"
ja
ley*ll = lly*ll| Vy" eY™.
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Lause 4.4. Olgu Z C Y C X. Kui operaatorid p: Z* — Y™ ja ¢: Y* — X*
on Hahn-Banachi jatkuoperaatorid, siis nende kompositsioon Yp: Z* — X* on
samuti Hahn-Banachi jdtkuoperaator.

TOESTUS. Olgu operaatorid ¢: Z* — Y™ ja ¢: Y* — X* Hahn-Banachi jat-
kuoperaatorid ning olgu elemendid z € Z, z* € Z* suvalised. Eelduse kohaselt
funktsionaal pz* € Y* ning Z C Y, seega

2" (2) = 92" (2) = 2°(2).

Kuna operaatorid 1 ja ¢ séilitavad normi, saame, et

[Yoz*|| = llez*| = ll="],
ja jarelikult on operaator ¥y toepoolest Hahn-Banachi jatkuoperaator. O

Jargmisest lausest selgub, et Hahn-Banachi operaatorite ja ideaalprojektorite
vahel on tihe seos. Enne lause juurde asumist esitame iihe lemma.

Lemma 4.5. Iga funktsionaali x* € X™* korral kehtib seos i3, yx* = |y

TOEsTUS. Olgu funktsionaal z* € X* suvaline, siis iga elemendi y € Y korral
iyxa™(y) = " (ivxy) = 2" (y),

mis tdhendab tépselt seda, et i y2* = ¥y O

Lause 4.6. Olgu Y Banachi ruumi X kinnine alamruum. Alamruum Y on ideaal

ruumis X ideaaliprojektoriga P parajasti siis, kui leidub Hahn-Banachi jatkuope-
raator : Y — X" nii, et P = @iy y, kus operaator iyx on loomulik sisestus.

TOEsTUS. Tarvilikkus. Olgu alamruum Y ideaal ruumis X ja olgu P: X* — X~
vastav ideaaliprojektor.

Defineerime operaatori ¢ : Y* — X™ seosega py* = Pz", kus funktsionaal z* €
X on funktsionaali y* € Y™ mingi normi siilitav jatk. Hahn-Banachi teoreemi
kohaselt selline jatk alati leidub.

Paneme koigepealt tdhele, et operaatori ¢ definitsioon on korrektne, st definit-
sioon ei soltu jatku 2* € X* valikust. Toepoolest, kui funktsionaalid z7] ja x5 € X™
on funktsionaali y* € Y™ kaks suvalist jatku, siis iga elemendi y € Y korral

(27 —23)(y) = =1 (y) — 25(y) = y"(y) —y"(y) = O
seega funktsionaal 27 — 25 € Y+ = ker P ja jérelikult
Pz} = Px} — P(x] — z3) = P(2] — x] + x3) = Pz},

41



Veendume et operaator ¢ on aditiivne, homogeensuse kontroll on analoogiline.
Olgu funktsionaalid 7, y5 € Y. Olgu funktsionaalid x7, x5 € X* vastavalt funkt-
sionaalide y;, y5 mingid normi siilitavad jétkud ning olgu funktsionaal xj € X*
funktsionaali y; + y5 mingi normi séilitav jatk.

Sellisel juhul iga elemendi y € Y korral

(] + 23 — 25)(y) = 27 (y) + 25(y) — 25(y)
=y (y) +va(y) — (y1 +v5)(y)

Y

seega funktsionaal } + x5 — x5 € Y = ker P ja sellest jireldub, et

o(yr) +o(ys) — @yt +y3) = P(a]) + P(a5) — P(xg)
= P(x] + x5 — x)
— 07

mistottu o(y7) + ¢ (yz) = (i + 13)-

Veendume, et operaator ¢ on Hahn-Banachi jatkuoperaator.

Olgu elemendid y € Y, y* € Y suvalised ning olgu funktsionaal x* funktsionaa-
li ¥* mingi jatk. Naitame, et funktsionaal py* on funktsionaali y* jatk. Toepoolest,

ey )y) —y"(y) = Px*(y) —y"(y) = Px*(y) — 2" (y) =0,

sest Pr* — 2" € ker P =Y.
On jadnud veenduda, et operaator ¢ séilitab normi. Paneme koigepealt téhele,
et kuna funktsionaal py* on funktsionaali y* jatk, kehtib seos ||oy*|| = ||v*||. Teiselt

poolt,
ley™|l = [[P™]] < [1Pl[|2"]] = l=*[] = lly~l

ja seega [loy™|| = [ly"||
Lopuks, pidades silmas lemmat [4.5] saame, et
piyxx” = p(z*]y) = Pa”

nagu oli vaja.

Piisavus. Olgu ¢: Y* — X* Hahn-Banachi jiatkuoperaator. Vaatleme operaa-
torit P = iy X* — X",

Néitame, et operaator P on lineaarne. Selleks fikseerime kaks suvalist funkt-
sionaali x7, x5 € X* ja suvalise arvu A € K ning paneme téhele, et

P(x] + Ar3) = iy x (2] + Ary) = @(iyx (2] + Az3))
= @iy x (1) + My x (23)) = ©(iy x (1)) + Ap(iy x (23))
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= iy x(2]) + Apiy x (73) = P(2]) + AP(3).

Olgu z* € X* suvaline. Paneme téhele, et p(z*|y )|y = z*|y. Seega ndeme
arvestades lemmat [4.5] et lineaarne operaator P on projektor, sest

PPx" = giy xpiyxr*™ = p(o(z*]y)]y) = p(a*|y) = piy xa™ = Pz™.

Kuna operaator ¢ séilitab normi ja [|iy x || = 1, kehtib iga funktsionaali z* € X*
korral
1P| = iy xa™|| = [liyxz™l] < iy [l [} = ll2";
ja seega operaator P on pidev ning ||P|| < 1, millest lause abil jareldame, et
1Pl = 1.
Lopuks,

ker P = {z* € X*: Px* =0}
= {z" € X": ¢i} ya* =0}
= {z" € X": p(a"]y) = 0}
={z* e X*: z"|, =0}
=Y+

seega P on ideaaliprojektor ja alamruum Y on ideaal ruumis X. O

4.2 M/(a, B, c¢)-vorratuse iilekandumine ruumide va-
hel

Kéesolevas alapeatiikis vaatleme olukorda, kui alamruum X on M (a, B, ¢)-ideaal
ruumis Y ja alamruum Y on M (d, F, f)-ideaal ruumis Z. Tekib loomulik kiisimus:
kas alamruum X on mingit vorratust rahuldav ideaal ruumis Z7 Selgub, et vastus
on jaatav.

Moénedel erijuhtudel on seda kiisimust juba varem uuritud. Raamatus [B| on
toestatud naiteks M-ideaalide kohta koguni iildisem tulemus, mis néeb vilja jarg-
miselt.

Lause 4.7 (|Bl 1k 40, lause 2.9]). Olgu X ja Y Banachi ruumi Z sellised kin-
nised alamruumid, et X C Y C Z, ning olgu alamruum Y M -ideaal ruumis Z.
Alamruum X on M-ideaal ruumis Z parajasti siis, kui alamruum X on M -ideaal
ruumis Y .
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Artiklis [H] on nédidatud, et kui ruum X on M (r, s)-ideaal ruumis Y ja ruum
Y on M (u,v)-ideaal ruumis Z, siis ruum X on M i , ik -
s(I1—u)+v s(1—u)+w
ideaal ruumis Z. Toetudes selles artiklis esitatud toestusele, vastame meie piisti-
tatud kiisimusele tildisel M (a, B, ¢) juhul.

Selles alapeatiikis olgu Z Banachi ruum ning olgu X ja Y sellised ruumi Z kin-
nised alamruumid, et X C Y C Z. Olgu B ja E kompaktsed korpuse K alamhulgad
ning olgu arvud a,c,d, f > 0.

Kasutame selles peatiikis jargmisi tahistusi:

v=a+d—af+aminl|d+ E|,
d:=a+ (max |E|+ f)(a+1).

Jéargnev, kiillalt tehnilise sonastusega teoreem on iiks kdesoleva bakalaureuset66
kahest pohitulemusest.

Teoreem 4.8.

1. Kui ruum X on M/(a, B, c)-ideaal ruumis Y ja ruum Y on M(d, E, f)-ideaal

ruumis Z, kus d > 0, siis ruum X on M (% @ C—d) -ideaal ruumis Z.

vy
2. Kui ruum X on M(a, B, c)-ideaal ruumis Y ja ruum Y on M (0, E, f)-ideaal
a(max |E| + f) (max|E|+ f)B c¢(max|F] —|—f))_

o ’ o ’ o

ruumis Z, sis ruum X on M (

ideaal ruumis Z.

Markus 4.9. Eeldame, et suurused «y ja § on positiivsed. Toepoolest, juhul a > 0
on vorratus
y=a+d—af+amin|d+ E| <0

samavaarne vorratusega
d .
f=214—+min|d+ E|,
a

millest jéreldub, et f > 1, mis on aga jérelduse tottu voimatu.

Juhul @ = 0 kehtib vordus 7 = d ning kuna toestuses me piirdume juhuga
d > 0, on ka siin v > 0.

Suurus § on alati mittenegatiivne, seejuures vordus 6 = 0 leiab aset ainult
siis, kui kehtivad vordused @ = f = 0 ja E = {0}. Sel juhul aga on vaatluse all
M (0,{0}, 0)-ideaal ning kuna see juhtum on triviaalne, eeldame edasises, et f # 0

voi E\ {0} # 0.
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TEOREEMI [4.8] TOESTUS. Olgu Z Banachi ruum ning X ja Y ruumi Z kinnised
alamruumid, seejuures kehtigu X C Y C Z. Olgu X M (a, B, ¢)-ideaal ruumis Y’
ning Y M(d, E, f)-ideaal ruumis Z ja olgu P ja @ vastavad ideaaliprojektorid, st

lay™ + 0Py"[| + cl[ Pyl < [ly"| Vy" € Y™, vbe B, (4.1)
ning
|dz* 4+ eQz*|| + fIIQz"|| < ||2¥]| V"€ Z*, Ve€ E, (4.2)

Lause kohaselt saame projektorid P ja () panna kirja kujul P = iy ja
Q = Yiy,, kus ¢ X* = Y* jay: Y — Z* on mingid Hahn-Banachi jatkuope-
raatorid. Siis tdnu lausele operaator Pp: X* — Z* on samuti Hahn-Banachi
jatkuoperaator ja seega lause pohjal operaator R = iy ,: Z* — Z* on
ideaaliprojektor, kusjuures ran R = X*.

Paneme tahele, et kehtib vordus

I VR
ixz = (ivzixy)" = ixyiy g,
mida arvestades ndeme, et
B s s »
R =iy, = Ypixyty, = VPiyy.

Pidades silmas seda seost, fikseerime suvalise funktsionaali z* € Z* ja paneme
téhele, et seose (4.1) tottu iga arvu b € B korral kehtib

laz® + bR2"[| + cl| Rz = [laz™ + by Piy 52" + apiy 72" — atbiy 527|| + c||[Y Piy 527
< laz” — aviy 2 27| + | (bPiy 52" + aiy 227)|| + c||[Y Piy 2 27|
= llaz" — ayiy z2"|| + |laty 2" + bPiy 527 + || Piy 527
<allz" = Q=" + [liy 22"

Vaatleme kahte juhtu.
1. Kui d > 0, siis jareldub seosest (4.2)), et

ning sel juhul suvaliste arvude b € B ja e € E korral

< @ - gHQZ’*H V2*e Z*, Ve € E,

e
24 =0
dQ

laz® + bR2"[| + | Rz*|| < all2" = Q="[| + [li5227|

€ € -k *
=a ’ 2* + EQZ* — (1 + E> Qz*|| + |55 227l

e e .
ga‘ z*+EQz* +a”<1+gl> Q2" || + ||liy 22"

<2l = Q=N +a | (14 5) Q|| + iy o=
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< U= Lhz i+ afr+ £ 1ozl + o)

a af e
<(14===L+alt+=|)
(+d d+a]+dD|yz|\

Oleme saanud, et
ladz*+bdRz"||+cd||Rz"|| < (a+d —af +ald+e|)||2"|| V"€ Z*,Vbe B, Veec E
ja seega hulga F kompaktsuse tottu

|ladz*+bdRz"||+cd|Rz*|| < (a+d — af + amin|d + E|) ||z*|| Vz* € Z*, Vb e B,

d dB cd
millest saame suurusega ~ jagades, et ruum X on M <a—, —_—, c—)—ideaal ruumis
v
Z.
2. Kui d = 0, saame seosest (4.2)) tingimuse
Q=" < =] Vz*e Z*, Yee E,
el + f

ning voime hinnata

laz® + bR2"[| + | Rz*|| < all2” = Q="[| + [|i5-227|

<
< al[2"|| + allQ2"|| + [l5y 227

<all+ A
P
< (1+ T )I| il
a zZ .
h le| + f

Oleme saanud, et suvaliste arvude b € B ja e € E ning suvalise funktsionaali
z* € Z* korral

lallel + /)" +b(le] + f) Rz + cle] + f) R="|| < (a+ (le] + f)(a+1))][="]]
millest jareldub, et

|a(max |E| 4 f)z* + b(max |E| + f)Rz*|| + c(max |E| + f)||Rz"||
< (a+ (max|E| + f)(a+1))|27|

jaseega X on M a(max|E| + f) (max |E|+ f)B c(max |B] + f)
1) ’ K ’ 5

Z. —

) -ideaal ruumis
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Jareldus 4.10.

1. Kui alamruum X on M(a, B, c¢)-ideaal ruumis Y ja alamruum'Y on M (a, B, c)-
wdeaal ruumis Z, kus arv a > 0, siis ruum X on

a B c , .
M , , -1deaal ruumais
24+ max|a+ B|—c¢ 2+ max|a+ B| — ¢ 2+ max|a+ B| — ¢

2. Kui alamruum X on M (a, B, ¢)-ideaal ruumis 'Y ja alamruum 'Y on M(0, B, ¢)-
ideaal ruumis Z, siis ruum X on

a(max |B| + ¢) , c(max |B| + ¢) , :
, B, -ideaal ruumis Z,
a + (max |B| + ¢)(a + 1) a + (max |B| + ¢)(a + 1)
(max |B| + ¢)B

kus B' =

a+ (max |B|+c)(a+ 1)

Teoreemist saame teha jareldusi erinevate M (a, B, ¢)-ideaalide erijuhtude
kohta. Kahest jargmistest jareldustest ndeme, et teoreem tildistab artikli [HJ
teoreemi 1.

Jareldus 4.11. Kui ruum X on M(r, s)-ideaal ruumis Y ja ruum Y on M (u,v)-

tdeaal ruumis Z, siis X on M m , ik -tdeaal ruumis Z .
s(I—u)4+v s(1—u)+w

TOESTUS. Olgu X M(r,s)-ideaal (ehk M(s,{—s},r)-ideaal) ruumis Y ja Y
M (u, v)-ideaal ruumis Z. Rakendame teoreemi [4.8] valides

a=s, B={-s}, c=r,

d=v, E={-v}, f=u,

siis

Yy=a+d—af+amax|d+ E|
=s+v—su+r-0
=s(l—u)+v

rv sv
s(l—u)+v s(l—u)+w

Kombineerides eelmist jareldust lausetes|2.9|ja toestatud M (a, B, ¢)-ideaalide
omadustega, saame jargmise tulemuse.

ja kokkuvottes X on M ( )—ideaal ruumis 2. O

Jareldus 4.12. Olgu su > v. Kui ruum X on M(r, s)-ideaal ruumis Y ja ruum

Y on M(u,v)-ideaal ruumis Z, siis ruum X on M (ﬂ, v> -ideaal ruumis Z.
s
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Sonastame jareldusi ka teiste erijuhtude jaoks. Nende jarelduste toestus on
analoogiline jarelduse toestusega.

Jareldus 4.13. Kui ruum X on h-ideaal ruumis Y ja ruum Y on h-ideaal ruumis

1 1
Z, siis ruum X on M (g, {—%)\ tAE S@} ,0) -ideaal ruumis Z.

Jareldus 4.14. Kui ruum X on u-ideaal ruumis Y ja ruum 'Y on u-ideaal ruumis

1 2
Z, sus ruum X on M (g, {—g} ,0) -ideaal ruumis Z.

Jareldus 4.15. Kui ruum X on M -ideaal ruumis Y ja ruum 'Y on u-ideaal ruumis

Z, suis ruum X on M (é, {—%} , %) -ideaal ruumis Z.

Jareldus 4.16. Kui ruum X on M (a, B, c¢)-ideaal ruumis Y ja ruum Y on M-

ideaal ruumis Z, siis ruum X on M(a, B, ¢)-ideaal ruumis Z.

Jareldus 4.17. Kui ruum X on M-ideaal ruumis Y ja ruum Y on M-ideaal
ruumis 7, siis ruum X on M-ideaal ruumis Z.

4.3 M/(a, B, c)-vorratuse iilekandumine korgemat jar-
ku kaasruumidesse

Selle alapeatiiki pohitulemusena saame, et kui ruum X on M(a, B, ¢)-ideaal oma
teises kaasruumis X ™, siis iga naturaalarvulise n korral ruum X on teatud vor-
ratust rahuldav ideaal ruumis X ®™. Ka selle tulemuseni jouame toetudes artiklis
[H| kasutatud toestusmeetoditele.

Olgu X Banachi ruum. Toestame koigepealt vajalikud abitulemused.

Lause 4.18. Olgu Y ruumi X kinnine alamruum. Olgu B C K kompaktne hulk
ning olgu a,c > 0. Kui eksisteerib selline projektor Q: X — X, et ||Q| = 1 ja
ran@ =Y ning

llax + bQx + cQz|| < max{||z||,||z||]} Vbe B, Vz,ze€ X, (4.3)
sits ruum 'Y on M (a, B, ¢)-ideaal ruumis X .

TOEsTUS. Olgu Y Banachi ruumi X alaruum ja olgu : X — X selline projektor,

et [|Q] =1 jaran@ =Y ning kehtigu tingimus (4.3)).
Vaatleme operaatorit P: X* — X™ mis on on defineeritud seosega P = Q*.
Lause kohaselt operaator P on pidev ja lineaarne, seejuures ||P|| = ||Q*| =

QI = 1.
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Suvaliste elementide x € X, z* € X* korral kehtib

PPz*(z) = Q*(Q*z* (7)) = Q*(z*(Qx))
= 2" (QQx) = 2*(Qr) = Q2" ()
= Px*(x),

seega operaator P on projektor.
Paneme ka tdhele, et

ker P = {z* € X*: Pz*(x) =0Vzr € X}
={z" e X": Q"z"(x) =0Vz € X}
={z" € X": 2" (Qx) =0V € X}
={z*e X":2"(y) =0VyeY}
=Y+,
millest kokkuvottes jareldub, et Y on ideaal ruumis X ideaaliprojektoriga P.
Fikseerime ¢ > 0. Lemmat arvestades valime elemendid y, z € Bx nii, et

Re((az” +bPr*)(y)) > [laz” +bPa"| -
ja
Re(cPz*(2)) > |cPz*|| — g

Paneme tihele, et tdnu eeldusele element ay 4+ bQy + cQz € Bx, seega suvalise
elemendi z* € X* korral

2" = |z"(ay + bQy + cQ2)]

= |az*(y) + bz"(Qy) + cx™(Q2)|

= |ax*(y) + bPx*(y) + cPx*(2)]

> Re(az™(y) + bPx*(y) + cPz*(z))

= Re((az" + bPz")(y)) + Re(cPz"(2))
> |lax® + bPx*|| + c||Px*|| — e.

Kuna arv € > 0 on suvaline, saame siit soovitud tulemuse
|laz™ + bPz*|| 4 c||Px*|| < ||[z*]| Vbe B, Vz*e X",

mis tdhendab, et alamruum Y on M(a, B, ¢)-ideaal ruumis X. ]

Lause 4.19. Kui ruumi X kinnine alamruum Y on M (a, B, ¢)-ideaal ruumis X,
siis alamruum Y+ on M(a, B, ¢)-ideaal ruumis X**.
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TOESTUS. Olgu ruumi X kinnine alamruum Y M (a, B, ¢)-ideaal ruumis X ja olgu
P: X* — X* vastav ideaaliprojektor.

Vaatleme operaatorit P*: X™ — X™. Lause kohaselt operaator P* on
pidev ja lineaarne, seejuures || P*|| = || P|| = 1.

Operaator P* on projektor, kuna iga elemendi ** € X™* korral

On lihtne veenduda, et pideva projektori kujutis on alati kinnine alamruum,
seega lause kohaselt kehtib vordus ran P* = (ker P)* ja jérelikult

ran P* = (ker P)* = (Y1)t = y++
Paneme téhele, et suvaliste elementide y**, z** € X™ ja 2* € X™ korral kehtib

[(ay™ +bP"y™ + cP2")(2")|| < [[(ay™ + 0Py )z + [leP =" («7)]]
[(ay™ + by™ P)a™|| + [lez™" P(z7)]|

I

I

(y™(az™ + bPx")|| + ||z (cPa™)]]

< ly™ Hlaz® + bP[| + (|2 | leP(z")]

< max{|[y™|[, |27 |} (laz™ + bPz7[| + | P(27)]])
<

max{ ||y |, [ HI="],

seega
lay™ +bP"y™ + cP*2™ || < max{|[y™ |, [} (4.4)

Kokkuvottes saime, et eksisteerib selline projektor P*: X™* — X™* et |P*|| =
1, ran P* = Y1 ning kehtib seos . Lause m pohjal ruum Y+ on ruumi
X™ kinnine alamruum ja lause kohaselt alamruum Y+ on M(a, B, c¢)-ideaal
ruumis X", O

Jargmisest lausest selgub, et M (a, B, c¢)-ideaaliks olemise omadus kandub iso-
meetrilise isomorfismiga iile.

Lause 4.20. Kui ruumi X kinnine alamruum Y on M(a, B, c)-ideaal ruumis X

ja operaator T: X — W on isomeetriline isomorfism, siis alamruum T(Y') on
M (a, B, ¢)-ideaal ruumis W.

Markus 4.21. Analoogiline tulemus M-ideaalide jaoks on toestatud juba artiklis
[Raol, kus eeldati lisaks, et Ty = y iga elemendi y € Y korral. Artiklis [H| on
seda tulemust iildistatud M (r, s)-ideaalide juhule ning rohutati, et artikli [Raol
lisaeeldus oli iileliigne.
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LAUSE [4.20| TOESTUS. Olgu alamruum Y M (a, B, ¢)-ideaal ruumis X ideaalipro-
jektoriga P ja olgu T': X — W isomeetriline isomorfism.

Lause pohjal kehtib mingi Hahn-Banachi jatkuoperaatori ¢: Y* — X~
korral vordus P = ¢iy y. Defineerime operaatori R: W* — W™ seosega R =
(T’l)*goS*i*T(ww, kus S: Y sy—TyeT(Y).

Paneme tihele, et operaator (T~ )*pS*: T(Y)* — W* on Hahn-Banachi jit-
kuoperaator. Tdepoolest, olgu elemendid w* € T(Y)* ja w € T(Y') suvalised, siis
w =Ty mingi y € Y korral ja

(T7)"08")(w")(w) = (S w*)(y) = (S*w")(y) = v*(Sy) = w*(Ty) = w*(w).
Lisaks saame lausetest [1.6] ja [1.15] et
(T S w*|| = lleS w*|| = [|S*w*| = [lw].

Niiiid saame lause [4.6] pohjal, et operaator R on ideaaliprojektor.
Kehtib ka seos iz = (S™H*i% T*. Toepoolest, suvaliste elementide w* €
W= korral w € T(Y)

(S™Y* i T w* (w) = w*(Tiy xS~ 'w) = w*(w) = w*(irpHww) = irryww” (w).

Seda seost arvestades voime kirjutada R = (T~')*PT*.
Paneme niitid tdhele, et iga elemendi w* € W* korral

law* + bRw*|| + c|| Rw*|| = ||aw* + b(T~1)* PT*w*|| + c|[(T~1)* PT*w*||

< T MaT w + bPT w*|| + el (T~1) ([l PT*w|
= [[aT*w* + bPT*w*|| + c|| PT*w*||

< T
< 177w
= [lw™;

jarelikult alamruum 7'(Y') rahuldab M (a, B, ¢)-vorratust ruumis W ideaaliprojek-
toriga R. n

Eelt6o 1opetuseks esitame lemma, mis kirjeldab operaatori jy teise kaasope-
raatori kiitumist ruumis jx (X).
Lemma 4.22. Kehtib seos
JxXJIx = Jx=Jx-
TOESTUS. Kuna operaator jx: X — X™ on pidev ja lineaarne, siis védide jareldub
vahetult lausest [L. 10 O
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Niiiid oleme valmis asuma kéesoleva bakalaureusetoo teise pohitulemuse juurde.
Téahistame iga naturaalarvu n korral

Yo =n+ (n—1)min|a+ B| — (n — 1)c.
Teoreem 4.23. Kui ruum X on M (a, B, ¢)-ideaal ruumis X ja a > 0, siis ruum

B
X on M (i, —, i) “ideaal ruumis X®™, kusn € N.

Tn In In

Markus 4.24. Suurus 7, on positiivne. Toepooselt, vorratusest
n+(n—1mnla+ Bl—(n—1)c<0

jareldub, et
n (n — 1) min |a + B|
+ > 1

c >

“n—1 n—1 ’

mis on vastuolus jareldusega [2.5]

Miirkus 4.25. Oeldes, et ruum X on M (a, B, ¢)-ideaal ruumis X (2n) mingi na-
turaalarvu n korral, moistame, et (jyen-2 ...Jx)(X) on M(a, B, ¢)-ideaal ruumis
Xt

TEOREEMI |4.23| TOESTUS. Toestame teoreemi induktsiooniga n jargi. Baasjuhul
n = 1 vaide kehtib eelduse tottu triviaalselt.

B
Oletame, et ruum X on M £ —, < -ideaal ruumis X"

Yo Y Yn
a B C

Yn+1 7 Yn+1 ’ ’Yn—&—l
Olgu operaator A: X — X® defineeritud seosega A = jy@n-2 ... jx. Vaat-
leme operaatorit T: X** — ran A™, mis on defineeritud seosega

. Néitame, et

-ideaal ruumis X ?"t2),

ruum X on M (

T: X* 3™ — A™x™ &€ ran A™.

Lausetest ja jareldub, et operaator T' on isomeetriline isomorfism.
Ruum X ja seega ka alamruum ran A on taielikud. Lausest jareldub, et sel

juhul kehtib vérdus ran A* = (ker A)*. Viimasest vordusest lause m abil jarel-

dub, et ran A* on kinnine ruumi X ®"*Y alamruum, seega ta on téiielik. Rakendades

veelkord lauset saame vorduse ran A** = (ker A*)*.
Arvestades saadud tulemust ning lauset saame, et

ranT = ran A™ = (ker A*)* = (ran A)™ = ((jyea-» ... jx (X))
Lauset ja lemmat rakendades nideme, et
T(jx(X)) = A" (jx(X))
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= (Jxen-2 ... jx)" (ix (X))
= J¥en—2 - Jx Jx(X)
= Jxen ... jx=Jx(X).

Niisiis, eelduse kohaselt on ruum jx(X) M(a, B, ¢)-ideaal ruumis X** ning me
niitasime, et operaator T: X** — ((jx@n-2 ... jx(X))*" on isomeetriline isomor-
fism. Lausest jareldub, et T'(jx (X)) = jyxen ... jx=Jjx(X) on M(a, B, c)-
ideaal ruumis ((jyei-2 - .. jx (X))

Induktsiooni sammu alustamisel eeldasime, et alamruum (jy@n-2) ... jx)(X) on

B
M (i —, i)—ideaal ruumis X ®”. Sellest jireldub lause [4.19| pohjal, et alam-

Yo Yn Y
B
ruum ((fyea-2 ... j7x)(X))* on M (&, —, i>—ideaal ruumis X "2,
Tn Tn In
Rakendame niitid teoreemi mille pohjal alamruum jyen) ... Jx=Jjx(X) on
d dB cd
M a—, —, ) ideaal ruumis X 272 (kasutame samu téhistusi nagu peatiiki
v
alguses, vt lk . Arvutame vastavad kordajad.
Praegu
a=a, B=DB, c=c,
g a
" n+(n—1Dminja+ B| — (n — 1)c’
B
E = - ,
n+(n—1)minla+ B| — (n—1)c
o c
“n—(n—1)c+ (n—1)min|a + B
ja seega

vy=a+d—af+amin|d+ E|

a c
:a+n—|—(n—1)min|a—|—B|—(n—l)c_a.n+(n—1)min|a—|—B|—(n—1)c
. a B
amin n+(n—1)min|a—|—B\—(n—l)c+n+(n—1)min]a+B!—(n—1)c
=a+ . . —a- : ‘
n+(n—1)minja+ B| — (n—1)c n+(n—1)minja+ B| — (n—1)c
. a b
Tony n+(n—1)min|a+B|—(n—l)c+n+(n—1)min|a—|—B|—(n—1)c

an + a(n —1)min |a + B|) — (n — 1)ac+ a — ac + amin |a + B|
n—(n—1)c+ (n—1)minla+ B|
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(n+1) +nmin|a+ B| — nc
n+(n—1)minla+ B] — (n—1)¢’

Jarelikult
a
d n+(n—1)min|a+ B| — (n—1)c
;:a- (n+1) 4+ nmin|a+ B| — nc
n+(n—1)minla+ B| — (n—1)c
B 1
~ (n+1)+nminlja+ B| — nc
1
_")/n—&-l7

millest saame, et meid huvitavad avaldised on kujul

ad_ a dB_ B cd_ c

T A T L R
a B c
TYn+1 ’ Tn+1 ’ Yn+1
ruumis X @2 Arvestades méarkust nieme, et joudsimegi teoreemi véiteni.
O
Teoreemis piirdusime juhuga a > 0. Analoogiliselt, toetudes teoreemi
osale 2, on voimalik toestada jargmine tulemus.

Saadud tulemus iitleb, et jy(n) ... jx=jx(X) on M ( >—ideaal

Teoreem 4.26. Olgu n € N. Kui ruum X on M (0, B, ¢)-ideaal ruumis X, siis
ruum X on M(0, B, ¢)-ideaal ruumis X,

Teoreemist saame teha jareldusi erinevate M (a, B, ¢)-ideaalide erijuhtude
kohta.

Jargmisest jareldusest nédeme, et teoreem tildistab artikli [H| teoreemi 6.

Jareldus 4.27. Olgun € N. Kui ruum X on M(r, s)-ideaal ruumis X™*, siis ruum

X onM ! , i
r+n(l—r) r+n(l—r)

TOESTUS. Olgu X M(r,s)-ideaal ehk M (s, {—s},r)-ideaal ruumis X**. Raken-
dame teoreemi [£.23], vottes

-ideaal ruumis X3

a=s, B={-s}, c=m,
S1iS
Yo =n—(n—1)c+ (n—1)max|a + B|
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=n—(n—1)r+0
=r+n(l—r)

r s
r+n(l—r)r+n(l-—r)

ja kokkuvottes X on M ( )—ideaal ruumis X 7). m

Erijuhul, kui ruum X on M-ideaal ruumis X™*, saame sonastada eriti lihtsal
kujul jarelduse. Sama tulemus esineb juba artiklis [Rao].

Jareldus 4.28. Kui ruum X on M-ideaal ruumis X**, siis ruum X on M -ideaal
ruumis X iga naturaalarvu n € N korral.

Lopuks vaatleme, mis juhtub erijuhtudel, kui ruum X on h-ideaal voi u-ideaal
oma teises kaasruumis.

Jareldus 4.29. Olgu n € N. Kui ruum X on h-ideaal ruumis X**, siis ruum X

1 1+ A
on M ,q— + :X e Se b, 0| -ideaal ruumis X,
2n —1 2n —1

Jareldus 4.30. Olgu n € N. Kui ruum X on u-ideaal ruumis X™*, siis ruum X

1 2
on M ,q— .0 ) -ideaal ruumis X",
2n — 1 2n —1
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M (a, B, c)-ideals in Banach spaces

Ksenia Rozhinskaya

Summary

In their 1973 paper “Structure in real Banach spaces” [AE], E. Alfsen and E. Effros
introduced the notion of an M-ideal. It turned out that a closed subspace of a
Banach space that is an M-ideal enjoys some properties (e.g. uniqueness of a
norm-preserving extension) which do not necessarily occur in arbitrary subspaces.

In |[GKS|, G. Godefroy, N. Kalton and P. Saphar introduced the notion of an
ideal. It allowed them to make a connection between M-ideals and wu-ideals, which
were first introduced in [CK]|. They also presented a natural strengthening of the
definition of a u-ideal, an h-ideal. Another important step towards the general-
ization of previously studied ideals was made by J. Cabello and E. Nieto in [CN],
where they defined an M (r, s)-ideal.

The idea of studying M (a, B, ¢)-ideals dates back to a paper [O4] by E. Oja
from 2000. In [OZ], one finds the following definition.

Let a, ¢ > 0 and let B C K be a compact set of scalars. We shall say
that a Banach space X satisfies the M(a, B, ¢)-inequality if

where 7y : X™ — X™* is the canonical projection.

Based on this definition, we define an M (a, B, ¢)-ideal for an arbitrary closed
subspace and aim to study some properties of M (a, B, c)-ideals. The pursuit to
study M (a, B, ¢)-ideals is motivated by the fact that the definition of an M (a, B, ¢)-
ideal encompasses all previously studied special cases of ideals and makes it possible
to handle them with a more unified approach.

This bachelor thesis consists of four chapters.

In the first chapter, we give a brief overview of some basic definitions and
results required for further work.

In the second chapter, we introduce the notion of an M(a, B, ¢)-ideal and study
some basic properties of M (a, B, c)-ideals. We also take a closer look at M-, u-
and h-ideals.

The aim of the third chapter is to study M (a, B, ¢)-ideals in particular Banach
spaces. First we give necessary and sufficient conditions for a one-dimensional
subspace of a Banach space (% to be an M/(a, B, c¢)-ideal in £%. We also provide
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a theoretical result which can be used to derive examples of M(a, B, ¢)-ideals in
L(X).

In the fourth chapter, we study the transitivity of M (a, B, ¢)-inequality. First
we show that ideal projections are closely connected to Hahn-Banach extension
operators. Using this knowledge, we show as a first main result of this bachelor
thesis that if X is an M (a, B, c¢)-ideal in Y and Y is an M (d, E, f)-ideal in Z, then
X is an ideal satisfying a certain type of inequality in Z. Relying on this result,
we show as a second main result of this thesis that if X is an M (a, B, ¢)-ideal in
its second bidual X™* then X is an ideal satisfying a certain type of inequality in
X for every n € N.
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