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EESSOHA

Ulesannete kogu sisaldab naiteid ja ilillesandeid mate-
maatilise analiisi alalt integraalarvutuse ja ridade teoo-
ria ulatuses ja on mdéeldud matemaatilise analiiUsi prakti-
kumi labiviimiseks prof* G.Kangro opiku ‘"'‘Matemaatiline ana-
1uis'1l ja 1l osa jargi Tarte Riiklikus Ulikoolis. Ulesan-

nete kogu on sebiv kasutamiseks ka teistes ENSV kdrgemates

koolides.

Ulesannete kogu igas osas on antud lihike teoreetiline
sissejuhatus, kus on ara toodud pohilised mdisted, valemid
ja teoreemid, mida laheb vaja vastava osa llesannete lahen-
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hendusvotete rakendamise kohta.
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sed autorid: 1, Il, 111 ja V peatikk -S.Baron ja E_.Reimers,
1V peatikk - E.Jurimée ja E.Reimere.

Kdigile arvutustlesannete”™ on antud vastused. Tarni-
kesega (*) margitud Glesannetele on vastuses antud kas la-
hendust pdhjendav markus, juhised lahendamiseks vO0i on

dra toodud kogu lahendus.
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I.MAARAMATA INTEGRAAL
8§ 1. Vahetu integreerimine

Funktsiooni F(xX) nimetatakse funktsiooni f(x) alg-

funktsiooniks piirkonnas X, kul piirkonnas X
) = 0O
ehk, mis on sama,
clFG) = F(x)dx.

Igal 10igus pideval funktsioonil on olemas algfunkt-
sioon selles 16igus.

Avaldist F(x) + C, kus F(xX) on funktsiooni T(x) min-
gi algfunktsioon ja C suvaline konstant, nimetatakse funkt-

siooni f(X) méaramata integraaliks ja margitakse siUmboliga
JF(x)dx = F(x) + C. (€))

Valemis (1) nimetatakse funktsiooni f(x) integraali-
aluseks funktsiooniks ja arvu C integreerlImlskonstandlks«
Funktsiooni f(xX) maaramata integraali leidmist nime-

tatakse funktsiooni f(x) integreerimiseks«

Maaramata integraali definitsioonist jareldub, et

kehtivad valemid
djf(x)dx = F(x)dx
[dF(xX) = F(x) + C.
Seega, lahtudes diferentseerimise pohivalemitest,
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saame jargmised integreerimise pdhivalemig.
1) jo dx = C. 3) |w =-1 +C.
2) |Jdx =x + C. 4 J =2Vx ¢ C.

A +1 }
5) "Xedx = ~— + C, kui A
J at+1

6) L xdx = + C. 10) fCoS x dx = sin x + C.
- In* }

7) Jexdx = ex + C. 11) \] = - cot x +C.

8 f— = Inixi + C. dx
J x 12) - =z- = tan x + C.

J cos"Sc

9) fsin x dx = - cos x + C.

13)) I - - arc8in x + C = - arccos X +
" /1-x2

14) |” ~2 = arctan x + C = - arccot x +

15) fshx dx = ch x ¢ C. 17) rlEy—z—ethx+C.
J ish x

16) Jch x dx =sh x +C. 18) j = th x + C.

Algfunktsiooni definitsiooni jargi loetakse algfunkt-
siooni F(xX) méaaramispiirkonnaks integraalialuse funktsioo-
ni F(xX) maaramispiirkonda X. Naiteks valemis 4) algfunkt-
siooni 2-¥xImaaramispiirkonnaks X osutub vahemik ,°°),
mitte aga funktsiooni y = 2V5T mdaramispiirkond [0, oo), va-
lemis 13) on X = (1*1)» mitte aga funktsiooni
y = arcsin x maaramispiirkond [-1*1]«

Integreerimisel kasutatakse jargmisi tehetega seotud
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reegleid:
Jcu(xX)dx = cju(x)dx, kus c = const,

2° JuG) + vOOldx = j u()dx + Jv(x)dxf

3° jue) - v(x)]dx | u()dx | vOx)dx,

kus integraalide olemasolust paremal jareldub integraalide
olemasolu vasakul .

Ma&ramata integraali leidmist integreerimise podhivale-
mite 1) - 18) ja reeglite 1° - 3° abil nimetatakse vahetuks
integreerimiseks.

Naide 1. Leiame integraali
L_11] J = ty

X @ +x)
Lahendus™ Et 1 + 2x2 = (1 + x2) + x2, siis reegli 2°
ning valemite 3 ja 14 alusel saame
J= f(L +—- — nldx = - — + arctan x + C.
JIx2 1 &xdl X
Naide 2. Leiame integraali
J = | (tan2x + sin2 N)dx.

LahendusEt 1 + tan2x = cos_zx jal - cos x = Zsin2 x

siis reeglite 1° ja 3° ning valemite 12, 2 ja 10 pbhjal

leiame

J f- XJ—-—-1 + — - -cos x)dx =
2 2

J cos X

r(—-xfk———l— —%os x)dx = tan X - —X———lsin x +C=
) cos x 2 2 2 2

- - !/——}sin X + tan x + C.

2 2
—0-



Ulesanded.

Vahetu integreerimise teel

integraalid.

1. jJx dx 16.
2. [ (A + 4)dx 17.
lexldx 18
4. JUXVXVX* dx 19 .
5. 20.
J(ZJX’\ 2VxV
6. | (x5 - 1)2dx 21 .
7. | C»AX-0¥ + ~A~|dx 22.
XVXV
1-X2 4, 3054 dx 23
9. JILL-+-Z2— + —yjx1"dx 24.

10. j (arcsin x + arccos Xx)dx

11. j-Vx(arccot x + arctan x)dx
12. fx2fo2 ~ dx 25.
" ~N/x1

13t FQUx + 1)(x - W* + 1)dx
2 2
| (@~ — 22)~dx

14. 26.

15» Jj10x dx 27.

-10-

leida jargmised maaramata

5Xex dx

/9 + X"ex - X2 gx

L

fz2:7* -
J 3X
J(e5x + In 2)dx

| @ + ex)2dx

r(2x - 3X)2dx

J (cos x - 3sin x)dx
| sin(® ¢ x)dx

Jjcos(@ + x)dx

(@B - cos2 z)dx

| (3sin2 A~ - 2sin2 N)dx

| (cos<*- cos x)dx



28. dx

cos 2Xx + sin”™x 39.
Ji2 +1

29. " - °o»2*  dx 40. | (sh 2 - sh x)dx
T+ cos 2x

30. A 41. + sh” dx

31 . [lcot2x dx 42%. j3ch2 1 dx
43+ j (2 — sh2 |)dx

33« | (tan x - cot x)2dx 44*.  J th2x dx

45%, J cth2x dx

5*2
35. f(2 - -Jjj1 2- )dx 46. §__ _____ "
( 3 ) ;f ch 2x — sh2x
3. X2 & 47. f1l dx
)?2 T ? J1 +ch 2x
37. fC *x)2 dx ap> (ch2x_dx
J x(1 +x ) Jch X shTt
38. (xt— 49. F dx
x + 1 ) ch2x sn”x

8§ 2. Muutujate vahetus

Kui funktsioonil f(u) on olemas algfunktsioon F(u)
piirkonnas U ja u = u(x) on piirkonnas x  diferentseeruv
funktsioon, mille vaartused kuuluvad piirkonda U, siis keh-

tib valem
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JFuC)] u"(x)dx = Jf(u)du. A
Valemit (2) nimetatakse maaramata integraali mui itunate
vahetuse valemiks.
Seega nimetatud eeldustel, kuna
Jf(u)du = F(u) + C,
on
Jf [uG)] u”(x)dx = F [u@)] + C. (©)

Et u"(x)dx = du(x), siis

JTF UCO] u"Qdx =JF [uC)]du(x)
ja valemi (3) voib esitada kujul

If [UCOT du(x) = F [uGa] + C. i)
Integraali leidmist valemi (3") jargi nimetatakse integree-
rimiseks diferentsiaali margi alla viimise teel. Nagu naha

valemist (3")» ei ole uuel muutujal u(x) omaette tahistust

u erinevalt valemist (2).
Erijuhul, kui u=ax +b, kus a / 0, saame valemist
@) vbi (3"t et
Jjf(ax + b)dx =~F(ax + b) + C. @
MBnikord on vdimalik ja otstarbekohane kasutada vale-
mit (2) teisiti, vottes funktsiooni u = u(x) asemele tema
podrdfunktsiooni x = x(u). Siis
JTCQdx = | F[x(u)]Ix"(u)du, o)
eeldusel, et x = x(u) on diferentseeruv vaadeldavas

konnas.

-12-



Naide 5. Leiame integraali
dx
J ® 5§ cosi x(3"+ 2tan-x®

diferentsiaali margi alla viimise teel.
Lahendus* Et
4. = _ d@tan ©) = - d@ + 2tan X,
cos X 2 2

siis valemi (3") pdhjal saame (antud juhul u = 3 + 2tanx)

j, M Q * 2taa N 3 + ztan ,",C,
2V3 + 2tan x

Ulesanded.

Kasutades valemit (3")» leida jargmised integraalid.

fdR2 ¢ InXx

50. jcos x dcos x 53»
Jsin2(2 + In x)

51. Jtan”™x dtan x 54_ jesin x dsin X
52. 4 1 +. 55. fdarcsinx
=-J + x5 Jarcsin x

Leida jargmised integraalid diferentsiaali margi alla

viimise teel.

s6. j 2% % 60, [ (6x - 5)dx

1(x2 + 2)2 F3X2 - 5x 4 6
57. (2X - s)dX 61. r ex dx

X2 - 5% +3 Yex + In 3

/\
sg. j X 9% op. Te2x dx
den + 4

u 4 -v

50. IxJI - x2 dx 63. fsin 2x dx

) 2 - cos2x

13-



64. f~ras5_ 74. fTzZ=1a27dx
"X In X J 1 +X
A _ i Loy A '
5. Vb n o L 75 e x oo
66. fcosxdx 76. ftan x dx
) sin x J
67. fcos3x sin 2x ta 77. jcot X ta
68. Id cos &5 dx 78. 1% —n/a£F§ln Y
f* i - X
69. [ ta— 79. £ 1 ** dx
i{ ~ 77~ Vi
70. jx™exp x3 dx 80. - Nn2*
71. FIS*S dx 8l. r dx
ch x
72. fE£-27 82. E + F dx
)i - X ch x
2
73. f(=—1m - e"x )x dx
" - X

Naide 4. Leida integraal
dx

i jn tr 2)2
Lahendus”™ Valemi (4) kasutamiseks teisendame

raali sobivale kujule:

j=f - dx = ¥ dx =
Yy2- Bx+2D]2 "V2- (Bx + 6)2

-14-
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dx

— bl 13* ¢ 6
1 > Tl 1
Seega a = Nuid pohivalemist (3) ja valemist (4) saa?
J = — arcsin + 6 + C ="arcsin 2(x & 2" + C.
v2 3 2> 3 721
Ulesanded.

Kasutades valemit (4), leida jargmised integraalid.

83. (x - 3)12 dx 03. dx
cos (2 - 5%)
84. dx 94.  cos“2(3x - ~Fdx
2x - 3)p
85. Zj 7 - x*dx 5. &2x+3
86. dx 0. "3x+In 2 41
p - X
87. dx o7. dx
2x -7 nb - 16x2°
8s. dx 08. dx
ax + b s - x2°
89. cos 3x dx 99. dx
\4 - 9x2
90. sin(x - 4)dx 100. dx
1 + 9XE£
o1. cos(1 - 2x)dx 101. dx
2x + 9
92. dx 102. dx
sin2(2x - 5) 1+ (x + 1)
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103. dx 108.  sin2x dx
. (@ - 3y

d
104 o 109. 1 czs X
“\Mx - 3 -
105 dx 110. dx
" 1 + COS X
mle + 6x - 9x2
106. dx 111, dx
BX - 9xC 1 + sin x
dx
107. cos X dx 112,
1 - sin x

Leida jargmised integraalid, kasutades diferentsiaali

margi alla viimist ja valemit (4)

113. dx 120.  (tan’x + tanhdx
XJl - In2x
114. L (tan x - 3)2 dx 121 . cos 2x dx
CoSs'X 1 + sin x cos X
115. 3 - 7x dx 122. sin®"x dx
- x2 cos x
116. dx 123, COS X dx
X In x Inlnx sin™x
117. R - g§igf\§__+__c_o_s__x JX
sin x
118. 1 - cos X dx 124 sian dx
1 + COS X <
1 + sin x dx
119. dx 125*.
1 - sin x cos Tk
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127. | tan™x dx

128* jJtanSc dx

129. j 1+ x dx
/1 — X2

130. ju~ -1 dx
yr + 9

Jarctan 2x N
1 + 4x

131.

132. |(e-x + e“2x)dx

133 r X2 dx
J(@Bx™ + 27)7~N
ar ' dx
J@ + x)Jx
135. fsi‘n 1 9>,§
1 X X
136. j 2x - flarcsin X

n -x2-

137.

138.

139.

140*.

141>

142.

143.

144.

145.

146.

147.

Naide 5» Leiame integraali

[x + (arccos 3x)

J b - 9x2

f1l1+X-X2,

Y@ -3)i,d

Nil-L*£Ux
1+ x2

I x2 dx

J @ - x)™00

| x-J1 - X" dx

c dx

xr|3 - In2x

|x cos x2 dx

\@ * e31)2 ebx

§sin 9x

f-af_
Jcos 7X

I (sinvx®™ & txp”™)
) VX

Lahendus”™ Teeme muutuja vahetuse sdex - 1 = z, kust
ex ~ 1 = z2. Diferentseerides mdlemaid

ehk dx = ~z--
e

pooli, saame

eX dx = 2z dz . Seega

-17-



Js 3z =2{ mm — =2 arctan s + C.
J J2 +1

Asendades tagasi endise muutuja X, saamegi vastuseks

J = 2 arctanVex - 1 + C.
Arvutuste labiviimisel on mdnikord sobiv jagada leht
pooleks ja lisaarvutused teha lehe uhel poolel ning integ-
raali leidmine teisel poolel. Kui lisaarvutusi on vahe,

siis vOib nad markida vOrdusmargi vOi integraali alla, nai-

teks
( dx _ f 2z dz _p( dz
YJTT7Y " J J "
X2 exdx=2zdz
= 2arctan z + C =  arctan-Jex —1 + C.
z=Jex-1

Naide 6. Leida integraal

-X2)3" "

Integraalialune funktsioon on maaratud piirkonnas
X = (-1,1). Teeme muutuja vahetuse x = sinu. Et oleks xeX,
votame u € (- ~) e Seetdttu dx = cos u du, kus cos u>0, ja
valemi (6) jargi, arvestades, et nuud |Jcos u] = cos u, saa-

me

J _ f cos udu _rcos udu _ rcos udu _ ( du

"n]@ - sin2u)5 Vcos6u Jcos5ul cos2u

=tan u+c¢c =sia-a +¢c =—3§— +cC.
Cos u b - X2
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Kui naiteks votta we@j, I|), siis ka xc(-1, 1), kuid

sel korral |cos u|=- cos u ja
cos u=-b - x2
ja jalle
J= fsssJu& =-T-dg- =- tan u +C =
J  |cos?u] / cos u
, _8inji + C = x - ¢ C.
-coe u V- X2

Naide 7» Leida integraal

dx
f sin 2x

Lahendus™ Muutuja vahetusega tan x = t saame,

cos“2x dx = dt ehk dx = cos2x dt. Seega

JjJ cos2x dt 2 fcos xdt _2 T dt _ 2
"2sin X cos X 2J sin x 2 "tan x 2

s Injt]+C =£ InjJtan x | ¢ C.

- - _ 1 .
Naide 8. Leida muutuja vahetusega u = x + - integraal

2 -1 dx
Lahendus. Saame du = (1——%j)dx = X251 gx ehk
X X
(X2 - 1) dx = x2du. Seega
j= f-—- *2 (--————- a»
(X2 ¢ 1)3x4 1-V x + X2 ¢ 4j

r du
T untt2 - 2
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Tehes veel kord muutuja vahetuse u = ﬂz kust du = _Z*
Saame
j:_( ___________ =-F = - _::dZ [
2 | - 2z2 NI - 222 -
zZ v ———y-==
Z/\
= — arccosV2l1z + C = — arccos +C
m VT
=1 arccos 2L, C.
y21 X +1

Ulesanded.

Leida jargmised integraalid (sulgudes on margitud

sobiv muutujavahetus).

==m (X = a sin v)

149. F d* m (X = sin2u)

JVTT?
150. I 4?2 — <X * "S- x “ cBdTv .T3i x = a oh
151 = — (X =32 tanz VvOi X = —ji—)

I.j 2 3 X2

152. | x¥Ja - x2 dx (@¥a - X2 = y)

153. jXva - x"dx (i - X =9)
154. ( €€ -X-121

Leida sobiva muutujavahetusega jargmised integraalid.

455. | A dx 156.
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157. 1-=-&2- 163. dx

e -1 " X

158. [=SF*-dx 164. ¥ dx
Ja/isrrz ' Jx2327

159. farealnx! 163 [ 2J4 _ x2rdJ.
1 X~ 1

160 . £ XXLg% . 9
>1 o > X2dx2 - 9

161. Fx-ZJT~Tdx 167.  (-~10sERIY. dx
) ) sin X COS X

162. W1 - x2 dx

§ J. Ositi integreerimine

Kui piirkonnas X funktsioonid u = u(X) ja v = v(xX) on
diferentseeruvad ja on olemas integraal jv du, siis on

olemas ka integraal ju dv ja kehtib vOrdus
judv = uv-jv du. ®)

Valemit (6) nimetatakse maaramata integraal i ositi
integreerimise valemiks. Valem ®) taandab integraali
Ju dv leidmise uue integraali jv du leidmisele.

Seeparast on valemit (6) otstarbekohane kasutada sel
juhul, kui uus integraal jv du on lihtsamalt leitav. Integ-
raali jv du leidmiseks vOib jélle kasutada valemit (6).

Naide 9. Leida integraal

T - [arcsinvaT g,
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Lahendus.*" Markides

u = aresinVxl dv = -,
NN - X

saane, kasutades valemit (4) ja pohivalemit 4)*

du= .1 mm @ =- 2 - x
M- X BV

Seega valemi (6) pohjal

J - 2v1 - x arcsinVT +

for ™

- 2/1 - X arcsinVxl+ 2W"'+ C =

=20 - 1l - x " arcsinvx) + C.
Naide 10 . Leida integraal

J = | arctanVxldx.

Lahendus. Markides

u = arctanVx, dv = dx,

saame

1 & x 2Vx
Seega pohivalemite 4 ja 14 ning valemi (2") pdhjal

J = x arctanVxl- f--— — -—— =

X arctanvxi- fiz-+1) -1~ _
J (1 & x)2vxt

X arctan-Vxi1- I- -+ |- -
"2Vif J1 + X

X arctanVxl-Vx1l+ arctanVxli+ C =

-Vx + (X +1) arctanVxl+ C.

.22



Integraal ide
| pn () F(x)dx
leidmisel, kus P_(X) on n-astme polinoom ja f(xX) on uks
funktsioonidest a**, sin*x, o©os<*X, sh<*x vOi dc*x, tuleb
valemis (6) votta
u=PpP (X)F dv = fF(xX)dx.

Tulemuseks saame uue integraali

| Pn_/i COFQGYx,
kus Pn-1 () on juba (n-1)-astme polinoom. Kui Pg.”~Cx) A
ft const, siis tuleb veel kord rakendada valemit (6). See-
ga esialgse integraali leidmiseks on vaja valemit ®)

jarjest rakendada n korda. Niisugustel juhtudel on sobiv

kasutada nn. Uldistatud ositi integreerimise valemit

fuvArdx = XZ D rvAn"A'k™ + (-D)n [u~vdx,
" k=0 1

mis kehtib, nditeks,kui funktsioonidel u = u(X) ja v = v(xX)
on olemas pidevad n-jarku tuletised u”™ = uwn\x) Jja
T . TCN)(X).-

Ulesanded.

Leida jargmised integraalid.

168. j[xi 173. x sh x dx
169. j X < 174. %2 ch 3x dx
170. JI Cx; dx 175. X~ cos ™ dx
171. L0% 176. x e_X dx
172. ![*2 sin 2x dx 177. X2 e-Jx dx



178. jJ(x2 - 3x + 2)e 2 dx 179. jx2 ax dx

Integraalide

1 RCAG() dx
leidmisele, kus R(X) on ratsionaalne funktsioon ja g(x) on
Uks funktsioonidest In PQ(x), arctan <, arccot otx, arcsin <
vOi arccos «x, tuleb valemis (6) votta u = g(x) ja dv =
= R(x)dx (uues integraalis esinev M(x) pole enam transt-

sendentne, vaid algebraline funktsioon).
tulesanded.

Leida jargmised integraalid.

180. Jj In x dx 189. Ix arctan x dx
181. fi5kS dx 190. (x» arccot x dx
X't
182. (In”™ dx 191. tarcsin x dx
183. fx In(x - 1) dx 192. (In(x +<491 + x2) dx
184. F(x2 + 3)In 2x dx 193. (x In 1 + x dx
J 1-X
185. x2 In(x + 1) dx 194 . \rix In2x dx
186. (XMIn x dx (©75D) 195. ggU;*)Z dx
187. \In(x2 + 1) dx 19%*. ( ~~d x
>@ + x)2

188. 1iarctan x dx

Integraal ide

jJeolx sin Bx dx, Je** cos”™x dx
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leidmiseks tuleb valemit (6) rakendada kaks korda jarjest.

Tulemuseks saame vdrrandi otsitava integraali jaoks.

Ulesanded.

Leida jargmised integraalid.

197* | ex sin 2x dx 201.
198. | ex cos 2x dx 202.
199. je”2* s™ dx 203.

200. |e“2x cos 3* dx

[€* cos ™ dx
je'"'x sin | dx

Je™x(sin 2x - cos 2x)dx

Kasutades muutuja vahetust ja ositi integreerimist,

leida integraalid.

204. fx -l m 213.
J sin X

205. Sxé;?gxx dx 214.
206. jsin In x dx 215.
207. Jos In x dx 216.
208. jx tan2x dx 217.
209. jIx cos2x dx 218.
210. IJ(x - 3)sin2x dx 219.
211. J(x + 2)cot2x dx 220.
212,  fix?cos®x dx 221.

25—

farcsin2x dx
J

f x arctan” dx
J

~tanx N

X2

j X dx
tan'x

2,
I

| X sin-Jx dx

jendx



222, jcos"xitdx 230. TrexP arctan x
ANO + X2)3"

223. J1no +-69 dx 231. jx2 expllar dx
224. x? exp x~dx 232. Ix™ exp(-x2) dx
225. |x arctan x dx 233« jcos2V5Tdx

226. \(x2 + 1)arccot x dx 234. sin alx + 2 dx

207 arctan X dx 235. X arccos Xx dx
XA(l + XA) ] _ *2)3
228. aresm X gy 236. X In X gy
(X2 - v 3

229. fx ext afct*P-* dx
¢ *2)3"

8 4. Ratsionaalfunktsiooni integreerimine
1. Ratsionaalfunktsiooni lahutamine osamurdude summaks.

Ratsionaal funkteiooniks nimetatakse funktsiooni

&M > <>

kus f(X) ja g(x) on reaalarvuliste kordajatega polinoomid,

fx) bQxm + b~x® 1 + ... + bm_IX + bm,
k(x) = aoxn + a”™xn + ... +an_ax + a.

Kui wrn, fiila ratoionaulfunktaiooni (7) nimetatakse lihtmur-



ruks, kui aga m>ntsiis liigmurruks.
Kui (7) kujutab liigmurdu, siis vOime polunoomi F(X)
Jagamisel polunoomiga g(x) eraldada taisosa polunoomi q(x)

ja leida jaagi polinoomi r(x), nii et kehtib

kus r(x)/g(x) on juba lihtmurd.

Vorduse (8) pohjal vdime Kkirjutada

M =\oRk ej FO R
kus paremal esimene integraal on leitav pdhivalemi 5 alu-
sel. Sellega taandub ratsionaalfunktsiooni integreerimine
lihtmurru integreerimisele. Seepadrast eeldame Jargnevas, et
ratsionaal funktsioon (7) on lihtmurd.

Lihtmurru (7) integreerimiseks lahutatakse ta osamurdu-
de summaks jargmiselt.

a) Kui nimetaja g(x) koik nullkohad a,b,...,h on eri-
nevad ja reaalsed, see on

g = aQXx - a)(X - b)...(x - h),

siis kehtib vOrdus

O _ A B H .
gt/\T " A *re Cg)

kus kordajad on Uheselt leitavad reaalarvud.
b) Kui nimetaja g(x) koéik nullkohad a,b,...fh on vord-
sed ja reaalsed, see on
g = aQ(x - ayn,

ciis kehtib vorduo



kus kordajad A,B,...,H on Uheselt leitavad reaalarvud.
c) Kui nimetaja g(x) koik nullkohad on imaginaarsed
ja erinevad, see on
g0 = aQ(x2 + px + @)...(X2 + rx +s),

kus ruutpolinoomide kordajad on reaalarvud ja diskrimi-

nandid p? - 49<0, ..., r2 - 4s<0, siis kehtib vdrdus
= ..Px.-t4d ..+ ... + - R* +s.., a
[s[€9] X+px +q X+rx+s

kus kordajad P,Q,...,R,S on Uheselt leitavad reaalarvud.
d) Kui nimetaja g(x) kdik nullkohad on K = n/2
kordsed kaaskompleksarvud, see on
g = aQ(x2 + px + ok,

kus p ja gq on reaalarvud ning p2— 49<0, siis kehtib

vordus
L{S 9 ,_4M2(fﬂ i PX+Q___? i 2§X+I__F* Cro:
ax) X +px+q X +px+q) X +px+a)
kus kordajad M,N,P,Q,...,S,T on Uheselt leitavad reaal -
arvud.

e) Kui nimetaja g(x) erinevad reaalsed nullkohad
a,b,... on vastavalt kyl,... kordsusega ja erinevad ima-
ginaarsed nullkohad vastavalt te ,n,... kordsusega kaas-

kompleksarvud, see on

g = ao(x-a) Hx-b)1...(X2+px+qQ)eP (X2+rx+s)A ...,

kus ruutpolinoomide kordajad on reaalarvud ja p2 - 4Q<O,
2

N N0,e ==* sjis on Uheselt leitavad sellised reaal-

arvud VV AT AW N oL et kehtib vordus
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g(x) X -a (x-ar x-aF"*
+H e + Bl
X -b x - b)* x - b)1
Pnx + PgX + Q2
+"g-wl Y teee+ ——T
X +px+q (X +px+q) (x +px+Q)*®
X+ Y R2x + S2
—_——— - W= N+t ? —T
X+I'X+8 (X +IX+8) (X +I'X+8)

. 03)

Valemeid (9) - 03) nimetatakse lihtmurru (7) osa-
murdudeks lahutamise valemiteks.

Valemites (9) - (13) leitakse tundmatud kordajad lu-
gejates madramata kordajate meetodiga, nagu esitatud all-
pool naidetes.

2. Osamurdude integreerimine. Nagu valemitest () -
(13) nademe, taandub ratsionaalfunktsiooni (7) integree-

rimine jargmist tulpi integraalide leidmisele:

1 = (- ££-, 11= -—E k> 1)»
JX - a J[(x - a)%
111= f_|*+4_.dx, IV = f nFX™ adx (3f>1).
JX +px+q J (X +px+0)

Integraalid I - Il on vahetult arvutatavad.

= Inkx - al +C,

I’ dx 1 1 -r
x - a)k k-1 x - a)k'T
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Integraali 111 arvutamiseks eraldame polinoomist

2
xp + px + q taisruudu (x + p/2) :

X2 + px + q = (x2 2"X & 2 +q - 2 =
= (X +£)2+q -
Nulud teeme muutuja vahetuse X +p/2 =z ja tahistame
b2 = q - siis
x2 + px + q = z 24 b 2
Ja seega

f t-a dx = [P2°*T dz (R=Q -P p/2),
y X 44-Q " Z+b

kus

zdz _Lynz2 +b2) +C =1 In(x2 +
2 2

dz - '—arcé\n BZ =—é arctan

X + p/2
2+~ b b

Ka integraali IV korral teeme muutuja vahetuse x + p/2 = z,

siis
f-r 3 ta=T-F*_+1
(X px + J(@ +b)
kus
r z dz 1 1

) i 7T T 7 ? Fae=2 (EM-s.02)y-1 ¢c-

Jaab leida integraal

> . | I w - px + @



mille jaoks kehtib rekurrentne valem

z .22 e - 371 —
0?'7 +7 (2 ~r  *-1
= 2 . T +p/2, + 2x:-",] as
b (Qae- 2) (Mpx+q) * b2(29e- 2) *

Valemit (14) rakendame jark-jargult nii mitu korda, kuni

u e

mis oli arvutatud eespool.

Jouame integraalini

Naide 11. Leida integraal

-‘JEy;_4X ix.

Lahendus_. Et integraalialune funktsioon on liig-
murd, siis eraldame taisosa ja saame
+N. -8 =XxX2 X ¢4 o * 16* -,.8.

X - 4x xX(X + 2)(x - 2)
Nimetaba nullkohad on kdik reaalsed ja erinevad, valemi
(9 pbhjal saame siis

4x2 +16x -8 _A+ B + C

x(xX + 2)(x -2) X X+2 X -2
Korrutades vorduse mdlemat poolt nimetajaga x(x+2)(x-2),
saame vodrduse
4x2 + 16X - 8 = A(X - 2)(X + 2) + Bx(X - 2) + Cx(X + 2).
Vottes viimases vdrduses x=0, x=2, x=-2,leiame kordajad

A, B ja C. Arvutuse vdime paigutada jargmiselt:
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x =0 -8 = A(-) =2
x =2 40 =C <24 C=5
x = -2 -24 = B(-2)(—4) B =-3
Seega
J={(0R X ¢4 -1-j4-2 ¢j-Sj) dx =

3 .2
= + 4x + 21n|x]- 31n]x + 21+ 51n]x - 2] +C=

- (2x5 +3x2 + 24x) + In %2Ix ~ " + C.
6 X + 2\

Naide 12. Leida integraal

J _r_  e4xdx__
J @2x - D)2@x™ - 16x + 15)

Lahendus™. Et lugeja aste on vaiksem nimetaja ast-
mest, siis valemi (10) pdhjal vdime Kkirjutada

64x A A B . C .D
(2x-1) (4x -16x+15) 2x-1 (2x-1) 2x-3 2x-5

Nimetajates kirjutasime x - 1/2, x - 3/2 ja x - 5/2 ase-
mel 2x - 1, 2x - 3 ja 2x - 5 sest see mdjustab vaid
kordajaid A, B, C ja D, mis on veel mddramata. Korruta-
des niud vOrduse mdlemat poolt nimetajaga

(2x - 1)2(4x2 - 16x + 15) = (2x - 1)2(2x - 3)(2x - bH),
saame

64x = A(2x - 1)(2x - 3)(2x - 5 + B(2x - 3)(2x - B +

+ C(2x - 1)2(2x - 5 + D(@2x - 1)2(2x - 3).

Vottes x = 1/2, x = 3/2 ja x = 5/2 leiame kordajad B, C
ja D. Kordaja A saamiseks vdrdsustame x3 kordajad.

Arvutused vOime paigutada jargmise tabelina:
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x =21 32 =B(-2)(4) B =4

X=] 9 =c 4¢-2) C=-12

« -\ 160 =D 16-2 D=5
X3 om M+ o+ 8

0O=A+C+D=A_12 +5= A- 7
A =17
Seega

12 -2 \dx -
o @x-1) 2x-3  2x-5-

=-—-——- +2 In|2x-11 - 6 InI2x-3]+ 1 In12x-51+ C.
2x-1 2 2

Naide 13« Leida integraal
'J X>3</\ZX42X<-_4)l ? o
LahendusArvestades, et nimetaja nullkoht X =0
on kahekordne ja polunoomi x%+4 nullkohad on imagi-
naarsed (nimelt arvud #2i), siis valemi (3) pohjal
X3 +4x -12 A _.B.Cx+D
x2(x + 4) ¥ %2
kust saame vorduse
X3 + 4x - 12 = AXx(X2 + 4) + B(x2 +4) + (Cx + D)x2.
Vottes x = 0, saame kordaja B maarata. Vottes x = 2i
jJa vordsustades saadud vOrduses reaal- ja imaginaarosad,
saame leida kordajad C ja D. LOpuks vdrdsustades veel
astme x3 kordajad, leiame ka kordaja A. Arvutused vdime

paigutada jargmiselt:



X =0 -12 = B 4, B =-?

X = 2i -12 = (2Ci+D) (-4) = -8Ci-4D
0 = -8C, c=0
-12 = -4D D=3
1 =A+C = A A=1
Seega
3= *+ rn )=
= | + In|x] e ~arctan L} + C.
Naide 14. Leida integraal
5 F (B¢ - 12)dx
J (2 - 6x + 13)2*
Lahendus.. Arvestades, et nimetaja nullkohad on ka-

hekordsed ja imaginaarsed, siis valemi (12) pdhjal
5x -12 Ax-TB Cx+D
a-6x +13y - T“Er+13 T-6x 13)
kust
5x2 - 12 a (Ax + B)(x2 - 6x + 13) + Cx ¢ D.
Kordajad A jJa B saame maarata astmete x3 ja x2 kor-
dajate vordlemisel. Kordajate C ja D maaramiseks voi-
me kasutada polinoomi x2 - 6x + 13 nullkohti x =3 ¢ 2i
vOoi X = 3 - 2i. Samuti saame need kordajad leida, kui
votta x = 0 ja x = 1, Arvutused viimase juhu jaoks on
esitatud jargmises tabelis:
x5 0=A
X2 5 =B-6A =B



Xx=0-12 *13B *D =65 *D, D = -77
x=1 _7=8A+B) +C+D=*40 +C - 77FC =30
Seega

i T, A o JQ* - 77 dx.
=1 _yr - 6x + 13 (x2 - 6x + 13) .

Teeme muutuja vahetuse z = x - 3, siis

J = 3 — + -—mz+ gl dz =~ arctan — — 1™~ ¢ 13J2*
Lz +4  (z2+4)23 2 2 z2+4 2

Kasutades rekurrentset valemit (vbttes a& =2 ja b = 2),

saame
1 z 1
Ip -7 5 i =
4-2 7™ e 4 4-2 1
-——«5—— + 1. arctan § + C.
8(z +4) 16 2
Seega
Jj - + (11 + £; arctan - + C =
8(z + 4) 16 2 2
= ———1Z2*—~ -—— 4 arctan x ~ + C.
8(x - 6x +13) 16 2

Kui Tihtmurru fF(xX)/g(x) nimetajal g(x) on kordseid
(eriti kordseid imaginaarseid) lahendeid, siis integraa-
i arvutamine rekurrentse valemi (14) abil on tilikas.
Sel korral kasutatakse Ostrogradski meetodit. Selleks
esitame murru fF(xX)/7g(x) nimetaja gx) kujul gx) =
= 1 (xX)g2(x), on Polunoomi g(x) koikide erine-
vate lineaarsete ja taandumatute ruuttegurite (vbetuna
esimeses astmes) korrutis. Siis kehtib Ostrogradski va-

lem
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c P (69) cEp(X”™ 3 (15)
n - x - i£s T fc-
kus lugejad fA(xX) ja F2(X) on mddramata kordajatega pc
Itinoomid, mille astmed on Uhe vbrra vaiksemad vastavale
nimetajate gM(X) ja g2(x) astmetest. Polinoomide 7 ()
jJa f2(x) kordajate leidmiseks diferentseerime samasust
(15) ja kasutame seejarel mddramata kordajate meetodit.
Praktiliselt otsida lugeja f2(X) kordajaid pole otstarbe-
kohane, vaid sobivam on kohe integraali margi all vale-
mis (15) murd f2(x)/g2(x) esitada osamurdude summana.
Naide 15. Ostrogradski meetodiga leida integraal
2 12)dx
6x + 13)2
Lahendus™. Siin integraali all on lihtmurd ning
IO = g20) = xp - 6x + 13. Seega antud juhul Ostrog-

radski valem (15) annab

(5x2 - 12)dx Ax + B - r Cx D

X 9 = w3 BX T 5 T S :
l1x —6x +13)° yr - 6x +13 & jxX - 6x +13 0

kus A, B, C ja D on maaramata kordajad. Nende leidmiseks

diferentseerime viimast vordust muutuja x Jargi, saame

vOrduse
- 5x2 - 12 = . A(x2-6x»13) - (Ax+B)(2x-6) +
(x - 6x + 13y- (x2-6x+13)2
Cx+D
XN-6X+13
kust

5x -12 = A(X2-6x+13) - (Ax+B)(2x-6) + (Cx+D)(x2-6x+13).

—36—



Kasutades maaramata kordajate meetodit, saame jJargmise ta-
belit

x5 0=¢C

X
N
)]
1

A-2A-6C+D = -A + D
X =0 -12 = 13A+6B+13D
x =1 -7 = 8A+4A+4B+8C+8D = 12A+4B+8D
Seega C=0jab=5+A_. Arvestades seda, saame tabeli
kahest viimasest reast
-7 =12A + 4B + 40 + 8A = 20A + 4B + 40 = 4(6A + B + 10)
-12 = 13A + 6B + 65 + 13A = 26A + 6B + 65,

kost
5A + B +10 =-\
26A + 6B + 65 = -12.
Viimase susteemi lahendamine annab A = ja B =-

Jarelikult D =5 + -~ =1["»

Seega

J =
8(x - 6x +13) " 8(x - 6x +13)

13x - 159 482 arctan m=n +
8(x - 6x +13) 16 2

nagu naiteski 14.
Vaadeldava integraali J leidmiseks vdib enne teha

muutuja vahetuse z = x - 3. Siis X = z + 3 ja
jJ, ri*LiJo*"d
) (zz + %

ning Ostrogradski valemi (15) jargi



Diferentseerides viimast samasust saame
5z2+30z+33 = A(z2+4) - ?z(Az+B) + (Cz+D)(z2440-
Edasi leiame kordajad, nagu naidatud Jjargmises tabelis.
7z = 2i 13 + 601 = 4i(2A1 ¢ B) = 8A - 4Bi

A = 13/8 B =-15
z3 0 =C
z=0 3 =4A +4D =13/2 +4D D =Lk

Seega

J =212 z2J20 +a r dz
8z +4) 8 "z +

=— "lU- arctan x + C.
8" - 6x +13) 16 2
Naide 16» Ostrogradski meetodiga leida integraal

J = F———’(Eg - 1)* dx
) X + (X2 +1)3 -

Lahendus.. Integraali all on siin lihtmurd ning Ost-

rogradski valemi (5) p6hjal saame

0@-1)2 dx| _AGHR<EaD L (r £, FxiG

(— ) ax,
(x+1) (xV\y x +1) " ox+l X +1

kus paremal integraali mérgi all murru esitasime kohe
osamurdude summana. Diferentseerides saame

(x2-1)2  _ (3Ax +2Bx+C) (X +1) -(Ax"+Bx +Cx+D)2(x +1)2x ,
x+1)(x

- Px+G
X+1 XCc+l*

kust

(x2-1)2 = (BAX2+2Bx-K3)(x2+1) (x+1) -4X (AX5+Bx2+Cx+D) (x+1) +
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+ ECx2HD)3+(FX-KP) (x+1) (x2+1)2 .
Edasi maarame kordajad vastavalt jargmisele tabelile,
X = 0 =E 8, E=0
X =1 4 = -4i(-Ai-B+Ci+D) (i+1) = -4(-Ai-B4Ci+D)(-1+i)=
= -4(A+B-C-D)-4i (A-B-C+D)
"A+B-C-D = -1
A-B-C+D =0
2A-2C = -1, C=A+~"n
O=E+F =F ,F sO
x" 0 = 3A-4A+G+F = -A+G, A =G
x =0 1 =C+E+G =C+6, G=A=1-C="-A, & =\

c-i. B-D=-

x =1 0 = (3A+2B+C)4—-8(A+B+C+D) +8E+8(F+C) =
= 6+8B-8-8B-8D+2 - —8D

J = =g+ (D2 XO22X2TX L L kan x + CL
x +1) " x 1 4(x +1) 4
Ulesanded»

Leida integraalid, kus nimetaja juured on erinevad

ja reaalsed.

237, X dx 230. X dx

&+ D% + 1 J X+ DX +2)X +23)
238. 240. x dx

x -2)x +5) 2x2 - 3x - 2
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f 2x 4+ 41x - 91 pax dx
(

X - 1)(x + 3)(x - 4) 7XE
4.d
242. f , x3 g 1-—- dx 246. X
Jx - 5x + 6x X -2
243, r 32x dx 24-7. i_X,Y\.. cix
J (2x - 1)(4x2 - 16x + 15) AXN- X

fx6 - 2x4 + 3x™ - 9x2 ¢4 4 540 f|2*2 >dx

244 .
4x Iy - BX“ + 6
Leida integraalid, kus nimetaja juured on reaalsed.
249. f-te 2 & 2% 256. ¢ (7™ -
Jxxel) x- D J X4 - 57?7 + 6X2
250. fcnr-"N)2 — 257- P ———— X
N X —)1 X %x3 2 )2
251 [x 258* @
) 3 - X "X+ Bx  + 8X +
252. T dx 259. - )\* *
ix(x +2x +1 J(x—l)(x - + 3X)
253* (—Zf ~ L 0. fF-————-——-
JIx4 - X2 )(x+1)(x2+2x—2)
254. ( 6x2 t-Ijx, d x 261. [, x ™
- x - 2)4 JIx5 - 3x +
255 X2 dx
2) (x +4)-

Leida integraalid, kus nimetajas esinevad ka imagi-

naarsed erinevad juured.

262. f———om 263. [-M -
J & + 1D +1) IJx -1
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264.

265.

266.

267.

268.

269.

270.

277.

278.

279.

280.

281.

282.

f 3x

) x(x2 +1)
M....dx
jyb +1

I x dx
J.x* -1

" (x2 —x - 4)dx

J(X - 1)(X2 - 2x + 5)

r (x4 ¢ 1)dx
"X3 - X2 ¢X -1

r dx
J(X2 + (X2 ’mx)

C dx

271.

272.

273.

275t

276*.

) (X2 — 4x & 4)(x* - 4x 5)

Leida integraalid,

r dx
O™+ 1)3

r,dx
J (X2 +9)

r dx
(X2 + 9)n

r dx
) (X2 + 2x + 2)2

C dx
J(x2 +2x +10)3

r dx
(X2 + 2)2

kasutades

283.

284.

285.

286.

287.

_41-

C dx
JCx ¢ 1202 ¢ 1)

r (3 - 6)dx
"X4 & 6X™ ¢ 8

x5 +
) x4

2X3 & 4X ¢ 4
+ 2X3 + 2x2

f dx

) x4 +x ml

{ dx
I XN+ 1"

r dx,
'X S 1

rekorrentset valemit

f dx
J(X2 + x +1)5

r (x ¢ 2 dx
J (X2 + 2x + 2)3

r x + 1/ uX
J (X2 + 2x + 2)N

r dx
IX(N + D™ + 4)2

T 4x dx
J(x2 ¢ 12 ¢ D



Ostrogradski meetodiga leida integraalid,

s | O 25 f (-1 o
™+ B C RS L GO )
289 C ?dX 296. f* 2 * ~Z
I (x + 9O J<* + 2)
290. f———--——— J 297. £ X tA dx
JCx + 1)5(X —1)2 IX2(x2 + ny
291. (_*L<a* 298. f—
J X + 2x + 2)2 J@5 + 1)2
292. " J2] " m 299. - 2"‘~T
-1 x +21 J(4 + 1)d
FCx2 + x + 1)dx ( X2 + 3x - 2
295‘) — Y+ Ey—J(x—DCx’\x—D’\
294, f—— +1T W~ dx 301. TXN~Z ~26x" 24£~2£- dx
" x5(x +1) J (X *4x+5) (X +4)

Leida tingimused, mille korral jargmised integraalid

kujutavad ratsionaalseid funktsioone.

302. TFHi-*+_k2S_+c dx 303. f—Uf * 2bx + -# dx
) x5(x-1)2 J (px2 + 2gx + r)2

304t Olgu B ja n naturaalarvud ning

J=T dx
) (x + a)ym(x + b)n

Naidata, et J on kergesti leitav, kui teha asendus

u=2-t a,
X + b

Leida jargmised integraalid, kasutades asendust Ule-
sandest 304.

—A2—



305. f—————-8F-————- 307. = 2-—— ———
(x + 1)*(x + 4]r J(XX - 5x + 6)

JX -2 (x +3)5

8§ b« MOnede mitteratsionaalsete funktsioonide
integreerimine. Integraalide ratsionali-
seerimine

Uheks pohiliseks meetodiks mitteratsionaalsete funkt-

sioonide integreerimisel on integraali ratsionaliseerimi-

net s.t. sobiva muutujavahetusega teisendatakse integraal

ratsionaalfunktsiooni integraalikse

Olgu R(x,y) ratsionaalne avaldis muutujatest x ja y.
Integraali

ratsionaliseerimiseks tehakse muutuja vahetus
n

Naide 17. Leida integraal

ratsionaliseerimise teel.

Lahendus_. Muutuja vahetusega

2
saame 1 - x = u @ + x), millest

7



Saadad ratsionaalfunktsiooni Integraali leidmiseks kaso-
tame oaturdudeks lahutamise votet. Selle pdhjal

e T_B_ .Cg#D
VT -~ 1 a 1 wu-1 1y &1

kust
4u2 = A(u-1) (u2+1) ¢ B(u+1)(u2+1) + (Cu+D)(u2-1).
Leiame kordajad A, B, C ja D.

u=1 4 = B-2-2, B =1}
u=-1 4 =A(-2)m2, A = -1;
u=1i -4= (Ci +D)(-2)y 2 =Ci +D, C =0, D =2,

J=C-=1. 4 1 32 )du:ln“_1+2arctan ii+ C.
Ju 1 u-1 u +1 u+1l

Asendades tagasi esialgse muutuja x ja arvestades, et in-
tegraalialuse funktsiooni madaramispiirkond on
X =1(1,0),(0,1)}, saame

1

J=1In s 2 arctan /1%

IV I+—x +C

=In V1-x’-m1 +x"

+ 2 arctan /1 - X (¢ -
vl - x"+y1 + X

= 1In + 2 arctan



Antud integraali saab ratsionaliseerida Ia asendusega

/1 -x" _ -1
* WTTX " u »
s.t. asendusega
/1 + x7_
"WrT5 =Q*
Sel korral
4u du
2 +v z
ning nagu exmegi
4 du _ irl -1 - 1
w -1 J U el u-1
WW-1 _ % arctan u +
QuT T
/TTT
= VT - 2 arctan-"M-"- 4+l =
/TTx
VTTI
s In + 2 arctan-y + Cre
1 +-/1 - x2* V1 + X M

Naide 18» Ratsionaliseerimismeetodiga leida integraal
Jj=f~ T7 -] d.
O/x + 17+ 1
Lahendus”™ See integraal on sama tildpi ais »aites 1?»
sest vdime Kkirjutada
n/(x 1)3°- 1 dx.
-J- 1/(x + 1)2"+ 1
ratsionaliseerida asendusega

Selleparast saame integraali

X ¢ 1°=u,
—45-



kust
¢ 1 =u6, dx = 6u5 du.

Seega

j =T ~ " 6u5du=6[(M6 - W4 - + U2 +u-1- -jjrf)du=
J aS 1 - a +
_B6U7 _ 653U + 2u3 + 3u2 - 6u - 3bi(u2 + 1) +

¢ 6 arctan u + C,
6—1
kus u = \J x + 1°.

Dlesanded.
Leida integraalid.
308. 316. F-————
11 +-/2 J x(1 + ABT +-2/S5
309 . f * ~? * ? i X 517. r ____________ T
IX +4/x + 2 Jvs(a
G -il1 .1l 9a8. dx
? co
{VH? ¥ A9, £ E Han s
512. F f1l J20. F----- * + 2 dx
J%u X + 12X - 1)4 J x2T[rr7n
515. F mdx— = - (h=1,2,..)

IM/(x * )“-1(x + b)n+l

IMwTfRy » e W A »

ANe2C* - 1Y



323. — h+? a, 3
X240/2X + 3

324, T-—————— 326. I mm- - —
"V2x -1 -"V2x -1 "AY(x - D7 +1)2
Integraali

Jr(x,~Yax2 + bx + c)dx
ratsionaliseerimiseks kasutatakse nn. Suleri asendusi.

Juhul a> 0 kasutatakse Euleri esimest asendust

-yjax® + bx ¢ c = t -i/a™x

Va2 ¢ bx + ¢ = t +n/TxX,
millega minnakse integraalis Ule uuele muutujale t.
Juhul a<0 peab olema b2 - 4ac”™0 ja dER , kus
< ja “3 on poliunoomi (reaalsed) nullkohad. Seega
ax2 + bx +c =a(x - &x)(X - R )

ning sel korral kasutatakse Euleri teist asendust

djax2 + bx + ¢ = t(x - oi)

VvOi
-Jax2 ¢ bx + ¢c = t(x - ™ ).
Juhul c”0 vdib kasutada ka Euleri kolmandat asen-
dust
-Vax2 + bx + ¢ = tx +nTc
VvOi

Vékax2 Fbx + ¢c = tx -fcl

Juhul ¢ = 0 langevad Euleri teine ja kolmas asendus Uhte.
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Naide *19 Leida integraal
Ja "——__ dx 1 -
"1 W2 e 2x + 2

Lahendus. Teostades Euleri esimese asenduse
-Jx2 ¢ 2X +2 =t - X,
saame X2 ¢ 2X ¢ 2 = t2 - 2tx + x2, kust
l « €2 -2 ,dx =*2 *2t *,z 4t, 1 « t - x . C* * 2>
2(t*1) 2(t ¢ 1)d 2(t ¢ 1)
Ja seega
J= fo2zx2z** U ¢ 1} dt = [- .x2* * * 2, dt.
T2(t ¢ 1)2(t ¢ 2) J(t + 1)t + 2y-
Lahutades integraali margi all ratsionaalfunktsiooni osa-

mordude summakst saame

= (- -——— 2-—-J dt = InjJt + 11+ — + C.
JLt ¢ 1 (t ¥2)J t+ 2

Et t = x emWIX2 + 2x + 2, siis
J a i In|jx ¢1 +1/x2 ¢ 2x + z2\+ C a
X @2 VN2 + 2Xx + 2
X F2RZ® X E 5 4 Ink e 1 jWR +2x + 2B C =
= - HULA * 2 o +1 eVx2 + 2x + 2 |+ (U,
kus @ aC ¢ 1.

Naide 20. Ratsionaliseerida integraal

_ dx
J =
mf

Lahenduws.. Siin on sobiv teha Euleri esimene asendus

X ~Vx2 " X n



kujul
Vx2 - X +1 = t + X,
sest slls integraalis nimetaja on -t ning Saame

X.-011iin, , — 282 ¢ 2t ¢ 2 at t
2t + 1 @t + 1)2 @t ¢ 1)2

ja seega

=2 f(2 + t 41)dt
J  tt +1)2

Naide 21« Leida integraal
dx
|:X—J2 * X - X2
Lahendus™ Et 2 + x - x2 = -(x + 1)(X - 2), siis tehes
Euleri teise asenduse, naiteks
N2+ X - X2 = t(x ¢1),

saame -(X - 2) = t2(x ¢ 1), kust

X s — -"0 ——2")» dx -— t(x+1) = skr m,
t©2+ t H (t +) t+H
Ja seega
f (t2+D 26t dt Lrdt . _ 1 W 1 | <)dt =
) (12-2)3t(tZ+1)” hee-2 vaidt-lnpod  t+va
= ~ In t-vg ¢ C.
V21 t«n

Et antud juhul x € {(-1,0),(0,2)}, siis

t =/2 + x - x2/(x +1) =1/2 - xX/nyx +

J=— In W2-x -V2x+27 4 ¢ = _ | FV"x —Vbc+2)2
Vv ? N/2-x16 V2X+2~ w21 -3x

. 49.

«C =



=4.mix +4 - 2-~(2 ¢* - x2)11- Jg, °j -

Naide 22» Leida integraal
X dx
=1 2 e 1 A -2 > * X - X
Lahendus”™ It siin Euleri esisest asendust teha ei saa
ning teist asendust teha pole otstarbekohane (kuna ruutpo-
lIinoomi juured on Irratsionaalsed), siis teeme Euleri kol-

manda asenduse (teise kuju)

-J4 ¢ X - X2 =1tx -2,

mis annab
x=*+2 , 2 27L1X=Zat, tl .0y W
©s7 (t2 @1)2 261
Ja seega
j=-2F@Y *yH=*2eAKjt ¢ 1) 4t =

J (€2 + D2t + 1)H)r(e2 +1)

2f2tv 13 at.
Jtu2 +1)2

Edasi kasutame Ostrogradski meetodit ja saame

0?21 J t © +1

= ¢ 41ln11t+ 21n(t2 +1) - arctan t ¢ C.
kus t = (2 +nA + x - x2)/x.
Ulesanded ,.

Kasutades Euleri asendusi, leida jargmised integraalid*
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328.

331.

X2 +=Y1 + x2 )

]‘———— - & ] 333. If

F RS x o 1 355

famreen 7Gmreen e 334. [~
X -V~n2 -1

F——— - 3% ; 335. r

J1l en/1 - 2x - X2

A 336. f

"X -n/x2 - 1

2 +7

Rakendades sulgudes antud Euleri asendusi

tOestada jargmised valemid ja leida nende kehtivuspiirkon-

nad X.

337.

338.

339.

340.

A1

arcsin

arccos

arcsin

arccos

arcsin

X

r N

2arctan------————
1

2a r c¢c t a n

N - 2arctan-~j~-|

2arctan™ }j w

2arccot 1

342. Naidata, et integraali

dx
I\/ax2 t bx +c

-51-

CA-tJi dx
(X2 ¢ 2x + 3)~Yx2+2x+4

integraalile

X-Vx2 #ax.zZzdx
X +-

J O oen/xl + 912

*>» _oL.
X + 1 +n/x2 + X + I

WM - x2 s tx +1)

“x2 = t(x +1))

V™~— x2 = t(x ¢ 1))

- X2 = t(x - 1))

&l - x2°

> - 1)



saab asendusega u = X + teisendada integraaliks

du
Tl f

Naidata, et kehtivad valemid

— du - = arcsin ¢ C,
| N

(16)

[ d— - =Inju+Vv w2 +ait+ C,
>VA MU
Leida integraalid, kasutades lUlesandes 342 tuletatud
valemeid.
343, [ ===== 346, r-—-————- ~
Me +2x -1 - 1;2x2 - ex +5
dx dx
Wl + X-x2° V- XN ¢ 3x - 2
345. (———— AOX _ 348. f- mm -~ ,
4x - 3 "5 - 2x - 3x2

37"9* Toestada, et iga n-astm* polinoomi P(X) korral
leiduvad ulimalt (n-1)-astme polinoom Q(X) ja konstant

N1 » nii et kehtib vordus

f—m A= QCxb/ax2 ¢ bx + c ¢ = = (17)
Vax2 + bx + ¢ /a2 ¢ bx ¢ C

Naide 23« Leida integraal

J « Jn/l - 4x - x2%dx,

kasutades Ulesannetes 349 ;ia 342 tuletatud valemeid.
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Lahendas. Et
1 «41 - IzrdX,
'-,u/l —4x — x2
eile valeni (17) tétta vdime kirjutada
J=(Ax «B —ax —x2 +17 DX
IVi —4ax - x2
Tundmatute kordajate maaramiseks diferentseerime saadad
vOrduse molemaid pooli, saame
1 T** -X2,=AVl - »x - x2 +1** +BK"™T-ai +
I/ — "X — x2°' 241 — 4x — x2

WVl - 4x — X2
kust
1 - 4x - x2 s A1 - 4x — x2) — (Ax + B)(2 X) o D.
Edasi maarame kordajad A, B, ja C, paigatades arvutused
jargmiselt:
1 s -A-A, A * 1/2;
X -4 * -AA —2A - B, Bs-4 +6A »-1, B=1»
X S0 1 =A- 2B+D =V2-2+D, D=5/2.
Seega esimese valemitest (16) totta
dx

J = (*fX + 1)n/1 — 4x — X2 & f |
n/i- 4x —x

SAX #2)n/l —4x —x2 e~ | dx
1/5 - (x +2)2
=1(x +2) /1l —4x — X2 + —S— arcsin + C =

2
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*J[(x & 2)n/1 - 4x - x2 & Sarcsin M-"=r]+ c*

Ulesanded«

Kasutades Ulesannetes 349 ja 342 tuletatud valemeid,

leida integraalid«

550. f<«f —a lu #
VXx2-2xe5

351« | (?x2 —~
n/3 - 2x - x2

352, :
Iv’i )§2x - J<2

f N
n/x™ & 2x ¢ 2

[/v/5%x2 — 3x & 1'dx

B4 1 x A

JVx2 &1

555. L;z tzf? S5 If te

4x & 5 m/x* - 4x - 7

J54. fa 360.

"V X* ¢4x + 3 J/x™ & 4x ¢ 5
355. |a/x” - 2x - V dx

361« Olgu P(x) ulimalt n-astme polinoom. Naidata, et
asendusega px + q = 1/u saab integraali

r K»> [X
(px + gQ)N+lV ax2 & bx & c
teisendada kujule
r— du__ »
n/oCU2 & (U e2*
kus o, ™ Ja 9 on konstandid, Q(u) ulimalt n-astme
polinoom.

Leida jargmised integraalid, kasutades Ulesandeis
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361, 349 da 342 antud seoseid*

3621
CY2 * X +V
363. - i X
cn/x2 2x - 1
364. —————— df——————
(X —1)Vx2 ex +1
365. dx
(2x -=3)nAx — x2
3661 dx

(x +1)3n/x2 + 2x — 3

372. Leida tingimus, miila korral

Ni2Valz —2X + 1
368 [—————- % dx

x - 1)2n/1 e2x - x2
,6Q* j ..1*3 + <E———

(x —1) Vx2 +2x —1
399 J‘ X3 dx

(x —1)2 7Ax2 & 2x — 4

371, jr|/x2 ¢2X ¢4

x —1)2

integraal

f—P*2 .t gx +_jr_ dx

Vax2 + bx * c

on algebraline funktsioon.

Leida jargmised integraalid, kasutades asendusi

naide s)
X + = = u voi X

375—- \ /4 d\-— m

X + 1V X + X + 1
374. fiL+1 --AL-.

X2 —1 Vx4 +1
575, F

Xn/x & 3x &1
376. (- — —Ix2 1.21 ** ...

(vt.

1

- = V.

377. fi- U ’a*
J 1 - X

578# rx_ . dx
IJX €1 nN/x2 +x &1

379.
) 2 NiX2 & X &1

XVx4 + 3x3 — 2x2 —3x + 1
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§ 6. Diferentsiaalbinoomi Integreerimine

Diferentsiaalbinoomi integraal
jx~CaxfB3 + b)N dx

kujutab elementaarfunktsiooni kolael juhul, nimelt kui

,81 2 fL .r

on téaisarv. Nendel kolmel Juhul saab diferentsiaalbinoomi
integraali ratsionaliseerida.
1) Kui p on taisarv, siis saab integraali ratsio-

naliseerida asendusega

N ? . wu,
kus n on murdude ja 7~ Uhine nimetaja.
2) Kui (ot + N)/p on taisarv, siis saab integraali
ratsionaliseerida asendusega
ax™ + b = um,
kus m on murru nimetaja.
3) Kui ff +( bl + 1)/j3 on taisarv, siis saab integ-

raali ratsionaliseerida asendusega

N
ix—+b=a+be=urT]
kus m on murru nimetaja.
Kui ukski arvudest Ny (cE + 1)//3 VvOi

3e+ (ot + 1)//3 ei ole taisarv, siis Tsebbsovi teoreemi
kohaselt diferentsiaalbinoomi integraal ei kujuta elemen-

taarfunktsiooni.



Naide 24. Ratsionaliseerida integraal

j . f— —fe—

Lahendus” Siin = -1, /3=5 ning ~ = -1/3» Et

(o +1)/"? =0, siis integraali J saab ratsionaliseerida

asendusega
XN+ 1 = u3.
Seega
5x4 dx = 3u2 du, dx = x4 u2 du,
ning
j=1 [___é. du =1 -3 ( uda

SVxX'4 /7 53~ s)«5 -1
Naide 25. Leida integraal
dx
B fxllVrX4 ol
Lahendusn Siin o = — 11, 3=4 ning 3= -1/2.

Et
_oC+1 5 el Py :§:: _§f
siis integraali J saab ratsionaliseerida asendusega
=1 el—-4=u2.
Seega

—4x" dx = 2u du, dx = —» x™ u du,

x4 + 1 = x4 u2,



T nr xudu___ 1 du
=" 2)Jly/jTg 237 ¢

Et x-4 s u2 —1, siis

j ==-J3jw2 -1)2du = =\ j(ud4 — 2u2 + 1)du =

-2 u(®™>- - +1) + C.

Ning 1dpuks, asendades tagasi

/1?2 T n/ixa + vV

Uu=V"3~"=— —2—»
Saame
TVX4 el n12 294 o) Ly, ¢
J —————— Ss?* 5x 3%

Naide 26» Leida integraal

Lahendus.» Siin c = -3/2, /3= 3/4, = -1/3.

Seiw g ol o1

siis integraali J saab ratsionaliseerida asendusega

1 = +1=n
Seega
3 _ -5 2 5 2
T i dx = 3u du, dx = —-4x u du,
1 +\/3? =Ww n/?*»
ning

Et



-4 <

X7/4 u2 du

f x7/4 u2 du

J x5/2 g 1 u1l‘'*
= —-2u2 + C.
Asendades u = O/x“3™ + 1 saame
J=-2(V x “3/4 +1)2 & C.
Ulesanded.
Leida integraalid.
3
380. |Vx(1 & dx 500e M——  dx
. n/ze(n/x + 1)2
38l. T— Z*——- 39le r ——— dx
Ix(@ +n/x)5 ) 3Y2cA/5r*1>5
382. - 392. FA/de—)I(-
"X Ay X  nml J
38J. Jx54/cx5 +1)2 ta 593. j f2
384. f ——mg — 394. [—dx—

J85t [4 / 4~

386. (x"O e 2X2)
387. (———e ===
jx* Vx* o1
388. f——dX
xX4an/x+1
389. f—— -

x2 (*3 + 2)5/3

505, X'V x2 &1 dx

dx 3§é.dxl
-6 — 1

39f. , x. dx

nixr +1

dx
39&?. 18
v x2 -1

399. dx
YiTVAT 7

59—
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dx

200. " x9 dx 412.
JA/*5 + 1 V(X2 ’l)
d
401. 413. X
. A/3I dx
402, LV 414.
) Vx -5/?-VX
A/x1dx
XCVx1* A/x)
dx
404. | A/x(1 — x2)" dx 416.
xn/ax + b
405. |A/TVV5 <c
a17. V1'Us 4
406. jVx3 + x4 dx Vixil
407. jAI3x — x3'dx 418. x3 dx
Vi & 2x£
408 TNV x +1 dx 419, XL ox
@ +4anp)2
409 x4 dx 420, X dx
X2 +1
410. (_ g 421, dx
an - x2
411 . Ne 2 « « 422. dx

Leida integraalid, kasutades diferentsiaalbinoomi

ja (uhtum 3) analoogilisi asendusi.

423 J dx 424, ¥ dx

(x4 +1) V. 2x4 +1 f(5X3 + 3) —0/4X3 &3
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Naidata, et jargmised integraalid ei kujuta endast

elementaarfunktsioone.

425. dx 429. 5 AX? ox g dx
o

426. {nN4 + 3 dx 430. f -y— -

427. (n/*5 + 2 dx 431. (-~ = T dx

428. Jxn/x3 + 4' dx 432. | ~ sin—1i dx

n/xs + tan 8

Milliseid tingimusi peavad taitma ratsionaalarvud r,
et jargmised integraalid kujutaksid endast elementaar-

funktsioone?

433. |a/xr + 1 dX 438. j xa/x1*+ 1 <
434. ¢ wpy * S+ xodx 439. J x2n/*T + 6
435. \xr (X — 2)dx 440. | x2(x4 — 2)'
436. \xrn/7T 5'dx 441, T X dx

J (X" ¢ 1)r
1
437. jxV I T -3 dx

8 7. Trigonomeetriliste funktsioonide

integreerimine

Integraali
jJR(sin x, cos x)dx,
kus R(x,y) on ratsionaalne avaldis muutujate x ja y suhtes,

saab vahemikus xe (=JT, Jt ) alati ratsionaliseerida asen-—
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duswga
tan = K
Sel korral

dx = 2 sin X = —” 2» CcOS X = ug.
1 + u2 1+ * 1+ u

Et selline asendus viib sageli vaga komplitseeritud arvu-
tustele, siis praktikas kasutatakse vOimaluse korral ka
jargmisi asendusi.
1) Kui R on paaritu sin x suhtes, s.t. kui
R(—sin x, cos x) = —R(sin X, cos X),
siis kasutatakse asendust
cos X = u.
2) Kui R on paaritu cos x suhtes, s.t. kui
R(sin x, —cos x) = —R(sin X, coOs X),
siis kasutatakse asendust
sin X = u.
3) Kui R on paaris sin x ja cos x suhtes, s.t. kui
R(—sin x, —cos x) = R(sin X, cos X),

siis kasutatakse asendust

tan X

1
c

cot x = u.
Trigonomeetriliste avaldiste teisendamisel on eriti

olulised jargmised valemid

sin™x + cos™x =1 1 + cot2x =
sin X
1 F tan™xX = — «gm
Ccos X cos X tan X = sin X
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cot X = ——

COS”X:

tan x

—sin”™ = cos

2 sin X cos X = sin

1 +cos x =2 cos25

2X 1 —cos X =2 sin2 "

2X

Naide 27. Leida integraal

J =

dx
5—-4 sin x + 3 cos X

Lahendus”® Siin on vdimalik integraali ratsionalisee-

rida ainult uldise asendusega

Saame

u = tan é(*

@ *u)(5 -4 —20—, +jluL)

I G

J 5 +55u2

du
JUu-

Naide 28. Leid

1 e n2 1 + a2

2du T

—-8uw +3—-3wWwr Ju2 —4u + 4
1
u-—2 2—tan2

a integraal

j _=[| £°sf_£ dx.

Laliendus. Siin

SIn X

integraalialune funktsioon on paaritu

sin X suhtes. Seepéarast teeme asenduse

kust

COos X = U,

—sin x dx = du,

sin X
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Seega

Jrelo - WE [ = (L) U

J siu X 1

=u+t Jarkr - i du =

=u+n 1 ST

(¢]

1cos
1cos

1 sin2

= cos X + Tymlm ——

cos 2

1Iln

+ C

N < INX x x

= cos X + Injtan  j + C.

Naide 29« Leida integraal

COoS3 £
=1

dx .

Lahendus”. Siin integraalialune funktsioon on paaritu

cos N suhtes* Seeparast teese asenduse

sin = u,

kust
ax = —i—4&ag

cos 2
Seega
C2cos2 | du c 2 .
S [ sjdu -2l @--72_) du
1+ U 11+ U J 1+ U

= —2(u — 2 arctan u) + C =



= =2 sin + 4 arctan sin ~ + C.
Naide 30» Leida integraal

J=( ——m— f — T
4 — 3cos”c & 5sin X

Lahendus.. Siin integraalialune funktsioon on paaris

sin X ja cos X suhtes. Seeparast teeme asenduse

tan x = u,
kust dx = cos x du.
Seega seose 'l + u2 = l/cos”™x tdttu
j _ r cos X du _( du
' 4 — 3coB™X + 5sin2x J ‘%m — 3 + 5u2
cos™X
_r du r du r du

)4(1L + w2) -3 +5u2 -T9ur +1 ~)1 + (3u)2 —~

= arctan 3u + C = arctan(3tan x) + C.

Naide 3X« Leida integraal

* 1 + tan X
Lahendus™ Siin integraalialune funktsioon on paaris

sin X ja cos x suhtes. Seepéarast teeme asenduse

tan x = u.
Seega
J_Tcos2 xdu _ f du
' 1 +wu ~J (u + 1)(u2 + 1)*

Lahutades murru osamurdude summaks, saame

( u—1\ d-u

a + u + 1

= (
2]



42
43
s

247

449

451.

=A[Linlu+ 11-\in(u2 + 1) + arctan uj + C =

Ifingt + tan xj— \ IN(1 + tan2*) + x] ecC

:£[LIJI1 +tan x| *Injcos x| +x] +Cc =

=" (x & Injcos x + sin x]|) + C .

Leida integraalid.
J sin’'x cosgx O

( cos™2x sin 2x dx

j sin”™2x dx

dx
f cos x

dx
sin X
“f Y13

(Sibita
J cos X

''cos X sin”™x

f—T——r—
J cos™X sin”™x

s 1
sin X dx

COSs”™X

dx
sin™x

Ulesanded.

45%.

457.

458.

459»

460.

461.

66—

f dx
COsS”™X
(—u
) cos”™Xx
| de
cos "X
f cos”x
J sin"x

f COsS"X dx
J sin”x

f— 4d? 4
Jsin X cos X

fcotdx dx
( tan”™x dx
J

cot x dx

j sin x dx
J (1 _ cos xy



X"soo0—xsooxtrps™+xu—fs (

Xp J *Ng¥ Xp J
X_DTS{ + X_SOO£ (\ XASO00 — X,UfS =
STy TR T O “Xp X $o6” B

*
8 + X USH7 - X SOOf£ ¢ X W2y - 1 r
xp ) xp XAUXS J
X TITS + X SO0 T X UXS2 — X2 HXS
xp ) 47817 xp I
X SO0 - uc x UTSI7 + £ f
=] ———Xp——=]
( XI UXS F
) P X-By ; 2)
£ + X S00 - X UfSS ( X S00E£ — £ (
Xp )  *uwei7 Xp J
£+ X SO0 + x UTS 2 ¢ XI soo<r SO0Q
Xxp J 0817 Xp X T4 + X soo )
v v J
X SOOE + 1 ( yz Q00 X Trey f
Xp J Xp J
xr OFS ¢ f D+ X aypsp — x s T
N X UFS + X soo] @& Xp X soo J
X tre® ¢ x xw * | f X SOO(X xifs + £) C
xp X UB3 J M e xXp———-J
x 30017 + X UB3 + 17 f x soo — U (
Xp j NEXT Xp X SO0 )
X S00 + X UfS + | ( X ttfS(x soo + r), (
Xp Xp J

-79-

X_,UBq + XAUXS r

177

zZL—b

- U7

07

s eing

17

*4917

17

017

*£917

*ro17



488. T — 2 — 491. ( 006 x — ——— dx

J sin X — 5sin X cos X j1 —cos x + 3 sin x
489. f— A 492, f—————

j cos X + sin X 4 + tan X
490. f— "L - 493. S4n N =TC

11 + sin x cos X + sin X

Integraalide
Jsin wx sin nx dx, Jcos mx cos nx dx, \]sin mx sin nx dx
leidmisel kasutatakse valemeid
sin a sin b = "cos(a - b) — cos(a + b)J ,

cos a cos b = 2j[cos(a — b) + cos(a + b)J ,

sin a cos b =~|sin(a — b) + sin(a + b)J,

VOX
sin a sin b =2 sin 2%"B o5 27D,
cos a + cos b =2 cos 22 cos & —b,
cos a —cos b =-2 sin = sin — ,

Naide 32. Leida integraal
J = J cos X cos”3x dx.
Lahendus.
J = rjjcos x (1 + cos 6x)dx =
:’SSin X + 1fcos X cos 6x dx.
Ma&arame a ja b nii, et oleks
agb = 6x.
a-»b
2



Liites ja lahutades neid vOrdusi, saame vastavalt
a =7x ja b =5x.

Seega

J = ;?sin X + lJf(cos 7X + cos 5x) dx =

1 .1 . 1.
Ty sin X + sin 7x +” "sin 5x + C =

= sin x gin 5x sin 7x Q
5 20 23 *

Ulesanded.

Leida integraalid.

494. cos x sin 3* dx 503. sinujt sin (Wt +y3 dt
495, sin 5x cos x dx 504. COS X COSs 2X cos 3x dx
R .2
496. cos 2X cos dx 505. sin x sin 3x dx
497. sin 2x sin dx 506. sin x sin 2x sin 3x dx
.2
498. sin 3x cos 5x dx 507. cos 2x sin 5x dx
499, sin 10x sin I5x dx 508. sin x sin N sin ~ dx
) S 2
500. cos N cos j dx 509. sin 3* cos“4x dx
2
510. cos ' 2x 00523x dx
501. sin N cos N dx
511. sin”2x cos23x dx
502. cos(ax+b) cos(ax—b) dx
512. Tdestada, et juhul a~+ b i 0 v@ib leida sellised

konstandid A ja B, et kehtib valem



p coa x + ¢ sin x _ A + Buln (18)
u u

kus u = a cos x + b sin x.

Kasutades seose (18), leida integraalid.

f sin x — cos x cc f 3cos x + 7sin X
513. ) sm X & 2cos x ** 5 5* J 5cos x + ksm x
r dx [ 2cos x + 3sin X
5 ) 3 + itan x nox ) 3cos x + 2sin X
517. Toestada, et juhul a2 b Ao vc”Jib2 leida kons—
tandid A, B ja C nii, et kehtib valem
p cos x g sin x &r . Bu* , C
u A+ — x o no)
kus u=a cos x + b sin x * c.
Kasutades seost (19), leida integraalid.
2 —ein X gy 522. f—£iS_2E_dx
2 + cos X J1 - sin x
5 e CO? X ta 523. |—?°s 3 ¢ 1— a*
3 & 2sin x 4cos x + 3sin x -2
520. j%95-% @#X 524. fsin * + 2cos x — 3~
"1 + cos X Jsin x — 2cos x + 3
521. f—-——-sinx_dx—— —-525# f _ (COS x e 5) dx
cos X + sin x +Vv21 J2cos x —3sin x +4
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1. MAARATUD INTEGRAAL
8§ 1. Maaratud integraali mdiste ,ja olemasolu
Olgu funktsioon f(x) antud Idigus [a,b], kus a<b.

Jaotame I16igu [a,b] mingil viisil n osaks punktidega

a = X0<x/~<...<xn”N<xn =Db

ning igas tekkinud osaldigus

ekt = ji3 4* xkJ NNz
valime vabalt punkti 3a moodustame summa
f(v 4x**

Axk = xk — xk_ v

Summat O nimetatakse funktsiooni f(x) (Riemanni) integ—
raalsummaks 1digus [a,b]. Olgu
= max AgXx. .
1~ K$n
Arvu J nimetatakse integraalsumma 6 piirvaartuseks
protsessis J1 —» 0, kui iga arvu £> 0 korral leidub arv
S > 0, et kehtib
i —cal<t

niipea kui J1 < £ , sOltumata 18igu [a,bj jaotamisvii—



sist ja punktide ~” valikust, ja Kirjutatakse

J =1lim S
1 “mo

Kui on olemas piirvaartus J , siis funktsiooni f(x)

nimetatakse integreeruvates 18igus [a,bj ja piirvdartust J
nimetatakse funktsiooni f(x) maaratud integraaliks (ehk
Riemarmi integraaliks) ldigus [a,b] jJa kirjutatakse

\ f(x) dx.

a
Seejuures arvu a nimetatakse integraali alumiseks ra—

migks ja arvu b uUlemiseks rajaks. L&iku [a,b] nimetatakse
integreerimisldiguks.

Funktsiooni f(x) integreeruvuseks Idigus [a,b] on tar-
vilik funktsiooni f(x) tokestatus selles Idigus.

Olgu f(x) tokestatud Idigus [a,b]. Tahistame

Mk = supf(x), TK = inf f(x).
x€ek X€ek
Summasid
S =~ jM Ox., s =" jm Ax
k=1 k=1

nimetatakse vastavalt Parbouxl tGlemsummaks ja alamsnminaks.

Ldigu ja,b] sama jaotusviisi puhul kehtivad vorratused

s $ S.
Arvu J nimetatakse Darboux' ulemsumma S piirvaar-
tuseks protsessis J1 —* 0, kui iga arvu £>0 korral

leidub arv 6 > 0, et kehtib vdrratus
|19 -SI< £ ,

niipea kui A<S , sbBltumata Idigu [a,b] jaotamisviisist,
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ja kirjutatakse

J —1lim S*
J1-0

Analoogiliselt defineeritakse Darboux’ alamsumma s
piirvaartus protsessis A-* o.
Kui funktsioon f(x) on integreeruv I8igus [ab], siis

kehtivad voérdused
b

j f(x) dx = limS = lim s .
n 1-*o n o

Lédigus ja,b] tdkestatud funktsioon on integreeruv sel-
les 16igus parajasti siis, kui

li* (§ —s) =0. (1)
A “mo

Tahistades= W — m", vlime viimase tingimuse esitada
kujul n

Iim XZ oj.Ax. = 0. (1a)
A-o0 k=1 K

Kehtivad jargmised teoreemid:

I. Loigus [a,b] pidev funktsioon f(x) on integreeruv
selles 10igus.

Il1. Ldigus [a,b] tdkestatud monotochae funktsioon
f(x) on integreeruv selles 1digus.

I11. Kui I8igus [a,b] tbdkestatud funktsioonil f(x)
on 16plik arv katkevuspunkte selles 1digus, siis f(x) on
integreeruv selles 1digus [a,b].

M&aratud integraali modiste laiendatakse ka juhtude-

le a”b jargmiste vdrdustegaj
b

a

j f(x) dx = —j f(x) dx,
a b
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«

j f(x) dx = 0.

a
Naide 1. Kasutades maaratud integraali definitsiooni
arvutada integraal
.f (2 + x) dx.
-1

LahendusEt funktsioon f(x) = 2 + x on pidev I8igus
G-1»4]» siis teoreemi | tdttu on f(x) integreeruv selles
18igus. Et antud juhul on ette teada piirvaartuse J ole-
masolu, siis tema arvutamist vOime taandada jada piirvaar-
tuse leidmisele, valides sobivalt punktid xcja ~See-

parast jaotame integreerimisldigu[-1,4] vOrdseks n osakb

punktidega
xk = x0 + KAxk = + K4 X k»
kus
ning valime
Siis
=8 (a -1 ¢ Axk*(i)2"Niks
=5+<)21 ~ D=5*f (1+D.
Seega
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i 2 +x) dx =~lim[b+~ @@ +1)] =5+ |~ =175
-1

Naide 2. Lahtudes maédratud integraali definitsioo-

nist, arvutada integraal

J =

Lahendus™ Et f(x) = 1/x2 on pidev 16igus (1/4,2],

siis teoreemi | jargi integraal J on olemas, Jaotades sel-
le 18igu osadeks e” suvaliste punktidega
1/4 = x0<xn< ...<xn_l1l<xn = 2,

vOime valida =a/xXK _1xkK'6 e”, sest x*zZjx " XZ.
Siis n n n
¥=7 TFf($kAxk =XZ =50 (5-—5-) =
k=1 ! k=1 k-1 k k=1 k=1 K
J. 1 1
=%. “5NMN=4 _N =3*%=j"

Naide 3» Veenduda, et funktsioon

K . fk -1 K A
kT2 kui X6[ E » K ¢'T'»
f(x) = .
1, kui x =1,

..... on integreeruv I8igus [o,I1] jJa arvutada
1

[ f(x) dx.
o
Lahendus. Vaadeldaval funktsioonil f(x) on kull

(&)
1]

16p—
matu hulk katkevuspunkte, kuid ta on tdkestatud ja

toonselt kasvav I6igus [o0,1] . Seega teoreemi

mono-

Il pdhjal on
ta integreeruv selles Idigus.
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Integraali J arvutamiseks jaotame integreerimisldigu

n osaks, valides jaotuspunktideks jargmised xv*/ katke—
vuspunktid:
n k-1 n—-J n
o, — £— »eeey n » .
Saame osaldigud
el = [°*M]*,.#» ®& = ["™i * E +
®-1 = [n"-“T* Nn"l] » en = ["n"1l» 1] *
Moodustame integraalsumma suvaliste punktide ~"keek
korral
n n-1
A=~ f(?2KIxk =" ("KSETT “ kK" +
n-1
of(|NO0 — A k" Mk +o) 1=
n-1 n-1
=N (k + T)Y(k +2) + 0(1) = - FT-2)+00) =
=b H T T + °<1l>
Seega
J = lim 0= -
Nn— oo 2

Naide 4» Naidata, et funktsioon
2 B .
, kui x on ratsionaalne,
f(x) =
-1, kui x on irratsionaalne
ei ole integreeruv Uheski I8igus (a,bj.
Lahendus.. Jaotame 1digu [a,b] osadeks e” ratsionaal-

sete punktidega
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a = xO0<x"M<.*. <xk<..,<xa =b.

Et igas osaldigoe efc leidub nii ratsionaalseid kui ka ir—

ratsionaalseid punkte, siis = -1 ja = maxjx” ,x"j
ning A e + 1> 1+ Jarelikult
n n
S —s =2H (Mu. ¢1)4i].>Y2 AXx. = b - a,
k=1 ft k=1 k

seega vaadeldaval juhul tingimus (1) ei ole taidetud, ais

utleb, et f(x) pole integreeruv Idigus (a,b]-
Uleganded.

Lahtudes Riemanni integraali defixiitsioonist

tada jargmised integraalid.

b }
5260 x dx. 531 Xet dX, et/
A 0
2
532.
527. J\ x2dx. )y f-
2
3 n/2
528. ( exdx 533*. | sin x dx.
> 0
no \31'
529. J  2xdx. 534. i sin x dx
1 3
530*. | x5dx.
4

Naidata, et jargmised funktsioonid on integreeruvad

1digus [0,1].

555. f(x) =[rATr] - 556— fU) =[?TIT- 2 =
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537" f(x) = I * kUi *)y =" =
\ 21 , kui x =1

538** f(x) = sgn (ein 3L)

g rWJ M £> I A

kui x =0
Tdestada, et jargmised funktsioonid ei ole

ruvad 1digus [0,1] -

540. f 2, kui x on ratsionaalne,
fx) =J n ] )
1-1, kui X on irratsionaalne.
541. [ x3, kui x on ratsionaalne,
f@x) = J
\ 2, kui x on irratsionaalne.
542t f 1, kui x on ratsionaalne,
f(x) = { . . .
[ x, kui x on irratsionaalne.
543. 1/2, kui x on ratsionaalne.

f(x
N 2x, kui x on irratsionaalne.

integree-

Naide 5. Lahtudes maaratud integraali definitsioonist

arvutada piirvaartus

lugedes, et
1

j In x dx = -1.
o]
Lahendus. Arvutame logaritmi:

In = Innl —Inn =

n"n
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— (In'! +In 2 & eee ¢ In ) —Inn.
Jaotame 18igu [o,1] punktidega

xk ~—n (N = 1»2F».«tn)

n vordseks osaks. Siis /4 = 1/n, ning valides """ = xfg
saame
n n n
ff=S (S 1" k" n n)=
n
Ink-—Inn = InAn
. » £
Seega n
Iim In A =1lim O =j In x dx =
MN—» oo Nn—e 00 b

Et logaritmfunktsioon on pidev oma maaramispiirkonnas,

siis
Iim In A, = In_lim A
MN—*oo n — O 1
ja seega
Ilim A, = e’Ne
n— ocoll
Ulesanded.

Esitada jargmiste jadade (A”™j piirvaartused maaratud
integraali abil, vaadeldes Ag sobivalt valitud funktsioo-

ni integraalsummana 1digus [o»"].

non ]——=—1
5«— 4n ='S T n 5*6. 4n = Y , 2 J
k=1 KW 4n - K
n/\ N n N
545. A =n — £ 547. A =- S —-
n k=1ln + K2 C



Arvutada jargmiste jadade {An} piirvaartused maaratud

integraali abil, kasutades ulesannete 528-553 vastuseid
ning vaadeldes An sobivalt valitud funktsiooni integraal -
sugBana mingis I8igus«
n 2n
548, exp 550, A . - S i
k=1 k=n+1
549. n K= 551. A
k=1 n k=1 M
8§ 2. Integreeruvate funktsioonide omadused
l« Adltiivsus. Kehtib vdrdus
b e b )
) fo0 ax = If(x) dx + | g0 dx,
a a c
kusjuures integraalide olemasolust paremal jareldub inte-

graali olemasolu vasakul, ja vastupidi, kui cc [a,b], siis
integraali olemasolust vasakul jareldub molema integraa-

li olemasolu paremal.

Jareldus. Kui f(x) on integreeruv 18igus [a,b] si s
on ta integreeruv ka igas osaldigus [c,d] C [a»b]

Il. Lineaarsus. Kui funktsioonid f(x) ja g(x) on integ-
reeruvad lId6igus [a,b], siis mistahes konstantide ja B
korral funktsioon odf(x) + 3g(x) on samuti integreeruv

I6igus [a,bl ja kehtib vordus
b b b

J Jo(fx) + g(X)]dx = o j F(X)dx +B j g(X)dx.
a a a

Jareldused: 1) Kui funktsioon f(x) on integreeruv I108i—
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gus [a,b] ning = const, siis
b

b
J o(f(x) dx =d j f(x) dx,
a a

s.t. konstantse teguri vOib tuua integraali margi alt integ-

raali méargi ette;

2) kui funktsioonid f(x) ja g(x) on integreeruvad 10i-
gus [a,b], siis
b b b
1 + eCac)Jdc = Jf(x) dx + f g(x) dx,
a a a
s.t. summa (vahe) integraal vOrdub liidetavate integraali-

de summaga (vastavalt vahega).

I11* Korrutise integreeruvus. L8igus [a,b] integreeru-
vate funktsioonide f(x) jJa g(x) korrutis f(x)g(x) on integ-
reeruv I8igus [a,b].

I1V. Monotoonsus. Kui I8igus [a,b], kus a<b, integree-

ruvad funktsioonid f(x) ja g(x) rahuldavad vOrratust

f(x)$g(x),
siis b b
j f(X) dx s==J gU) dx.
a a

Jareldust kui f(x)”0 (vastavalt f(x)$0) ning a<b,

siis b b
f f(x) dx~0 (vastavalt jf(x) dx”"0).
a a

V. Absoluutne integreeruvus. L&igus [a”] integreeruva
funktsiooni f(x) absoluutvaartus |f(x)] on integreeruv I8i-

gus [a,b], kusjuures juhul a<b kehtib v&rratus



j F(x) dx A j [F(x)|dx.
a a

VT. Maaratud integraali esimene >rftskvé»rtusteoreea.

Olgu funktsioonid f(x) ja g(x) integreeruvad Idigus X =

= [atb] ning
m = inf f(x), M= sup f(x) .
X €X xeX
Kui g(x) sailitab, marki 18igus X, siis leidub a r v

mis rahuldab vdrratust

(2)

et kehtib vordus

b b
J () g(x) dx Sy* j g(x) dx.
a a
Jareldused: 1. Kui funktsioon f(x) on integreeruv

I6igus [a,b], siis leidub a r » mis rahuldab vorratust
(2), et kehtib vdrdus
b
| f(x) dx =y~ (b — a).
a
2. Kui I6igus [a,b] funktsioon f(x) on pidev, funkt-
sioon g(x) aga integreeruv ja sailitab marki, siis leidub
arv ~ 6 [ab], et
b b
I f(x) g(x) dx =Ff(") J g(x) dx.
a a
3. Kui funktsioon f on pidev 18igus [a,b], siis leidub

arv N € [a,b], et

- 32-



Ulesanded.

552. Olgu f(x)” g(x) pidevad funktsioonid Idigus [a,b],
kus a<b. Toestada, et kui f(x)<g(x) mingis vahemikus

(c,d) C [a,b] , siis

U U
j f(x) dx < j g(x) dx.
a

Jargmisi integraale arvutamata otsustada, kas nad on

positiivsed vOi negatiivsed.

553. f x3e"xdx. 556. [ Xx cos x dx.
1 -1
0 -1

554. j X2exdx. s57. [ arclanjc dx~
3 -8
4 0

555. ( x cos x dx. 558. j wmiy~0s X dx.
2 2172

Jargmisi integraale arvutamata teha kindlaks millist

marki nad on ja kumb kahest integraalist on suurem.
1 1 jr/2 aT/2



jt ir

564. | cos x dx, J cos”™x dx
31/2 31/2
-1 -1
565. (2~ dx, Jj 2x dx
-3 -3
1 1
5661 J 2x dx, J 2sin x dx
) o]
567s X In x dx, f In2x dx
1 1
5681 | In x dx, f In2! dx
3
1 1
569. \ In x dx, N In~x dx
1/e 1/e
1 ) 1
570. jyl + x2 dx, j x dx
o o]
N 1
571. J X2sin2x dx, J xain2! dx
o] o]
o 2T
572. J e”’xcos2x dx, J e“xcos2x dx
o o
Ir 27
573. J X sin x dx, J X sin x dx
o o]

Naide 6. Keskvaartusteoreemi abil hinnata integraal

dx
J fnx*

Lahendus. Leiame integreeritava funktsiooni

84—



rajad m ja M, mille vahel asub arv “u. vérratuses (2). Et
f(x) on pidev integreerimisldigus X =[2,4], siis m ja LL
on funktsiooni f(x) globaalsed ekstreemumid. Viimaste

leidmiseks arvutame tuletise

t'w =33- v 1,

In A

kust saame f(x) ainukese kriitilise punkti x = e. Seega
f(x) globaalsed ekstreemumid vdivad olla vaid punktides
X = e, X =2 jax =4. Et

f(e) = e =2,718..., f(2) =f4) = =2,88...,
siis

. p
m = min f(x) = e, M = max f(x) =
x €X x €X

Arvestades vOrratust (2), voime jarelduse 1 pdhjal kirju-
tada
e4 -2)s Js 4 - 2),
ehk
5,43 < J < 5,78.
Ulesandes 552 antud vaite pdhjal kehtib range vorra-
tus tegelikult mdlemas viimases avaldises.

Naide 7. Hinnata integraal

V?
X arctan x dx.

m f
1/n/31
Lahendus.. Integreeritav funktsioon

p(X) = x arctan X
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on kahe kasvava funktsiooni korrutis. Seega on "(X) 38

vav ntng

V? 6 5

kust keskvaartusteoreemi jarelduse 1 pohjal saame

T on
6'%/3 /3 3 *v?

ehk

Vahetult keskvaartusteoreemist saame ké&esoleval juhul pa-
rema hinnangu. Vétame f(x) = arctan x ja g(x) = X. Siis

(vt. ulesanne 525)

Vi VS

Seega vOrratuse
f « fCx) < £
tottu saame keskvaartusteoreemist, et
2

Siin alumine tbéke on suurem eelmisest ja ulemine tdke vaik-

sem eelmisest. Kokkuvottes saame seega

y —* .
Ulesanded.
Kasutades keskvaartusteoreemi jareldusi hinnata in-

tegraalid.
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2 1
J exp(x2 —x) dx 579, jVI + dx

c 0
$ o n aT/2
X exp(—x) dx 580. ( si* x dx
Ve J/4
Ji/4 100
576. \  x>/tan x' dx 5l — \I cVro
v 6 0
it/ 2 V2jt
577, J n/2 +sin” dx 582. j cos x2 dx
0

_I: V ¥

578. "\ x arccot x dx

Arvestades Ulesannete 526 - 533 vastuseid

N nii, et antud maaratud integraali puhul kehtiks valem(3\

585. J x dx 586. N xM dx
a 1

584. A x2 dx 587. [~
2 1
3 ns2

585. ( exdx 588. j sin x dx



8 3» Maaratad Integraal ra.ja funktslooalhg

Kui funktsioon f(t) on integreeruv 1digus ja»b] » suf3
funktsioon X

G(x) = J f(t) dt
a

on pidev selles I16igus.
Kui 18igus faBj integreeruv funktsioon f(t) on pi-
dev kohal t = x, siis funktsioon G(x) on diferentseeruv

kohal x, kusjuures
G(Il) = f(l).

Naide 8. Arvutada funktsiooni

exp X3

tuletis vahemikus X = (1, °°).
Lahendusj, Funktsioon t/In t on k&ikjal vahemikus X
pidev. Maaratud integraali aditiivsuse omaduse pdhjal on

mistahes arvu aeX puhul

a exp x3 exp x3 X2

( tdt . r tdt r t dt r t dt
Y- )TFT + J TnT = |j T™nT " J TrTT*

X2 a a a

Liitfunktsiooni diferentseerimise reegli kohaselt on

y* = _egg 13'1' _d 'eX3 J— XZW_d x2 =
In exp Yy dx In x dx -
= lexp x3)2 5x2 _ _x2 ~c_ = 3exp(2x3) _ x3
X3 2 In|x] X in x*

—_88—



Ulesanded«

Leida jargmiste funktsioonide tuletised kohal x.

X 2
589. J = ( ok K
oyl +t et
2x
590. y * ein t
(
501. y = [n/l + t2'dt
se—J— (It
X2
595. 7 = 1 dt
2 b
599« Leida tuletis
Yy
lexp ta2dt
1

Leida parameetrilisel

letised.

(X mrf *

600.

y = J ez dz
3

Leida funktsiooni H(x)

*

2X
dt 594. y , (i A dt
4
Ty
595. ¥ a J sin t2dt
-5
10]
596. y * j 008 t dt
i2
COS X
597. Yy = f coe(jrt2)dt
sin x
x5
598. vy = ( -
n2-"1 e t4
ilmutamata funktsioonist

N cos t2dt =3»

1

kujul antud funktsioonide tu-

t*
X = j zIn zdz
601 1
e 1
y= ] 2z2 In z dz
tuletis margitud punktides
—89—



o ] ]
602. H(x) = jVI et5dt, a =2, b=—\I"
X
X2 2
603. H(x) = j e"tdt, a=0, Bb=VT

604. H((X) = | cos t2dt, a =1, b= jt/2
1/x

Leida funktsioonide teist jarku tuletised.

/T(t =D (t2 +2) 4

605*. 608 y = zsin z dz
/ + 7 IJ
2
& 2)(t4 _— Vz1
606. 7 =1 VL\ arccos f:« dt 609 ¥ :% z dz
XZ
20 X
607. Yy

Leida funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.

611. 7 m \N(Tra —T-r-)4« 612* * = ( dz

1,5 In u . e 0

613. Y = j t(2 —t) exp(td — t) dt

614. 'y = j en7l “ arctan t) dt

615. y = [ (1 + In nwl+nm du
0,1
X 2

6161 ] ex (ax3 - 5) dx

<
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Leida funktsioonide kcunerus— ja nogususpiirkonnad mng

kaanupunktid.

61?* \Trr 619. [-"Mt3 — 3t2 + 8 dt
2 N
X2 1

618. | W2VIT du 620. ( -g/(1 - In2z)2 dz
1 0,5

621. Olgu f(x)>0 ja pidev hulgal X = [0,00). Tdeata—

o

j tf(t)dt
HO) = o
J f(t)dt
o

on kasvav hulgal X.

Leida jargmised piirvaartused,

622. 1im 1 J cos tadt  624. 1im 1 ] — dx

X—4 0 O U—=-—0 O
z 2 X

623. 1lim gYp— j e“x dx 625. lim | sin t2dt

z— o o X—» 0 X O
sin x /tan x

626. lim MNem v dt/  J W-sin t dt

X o+ O / o

8 4. Maaratud integraali arvutamine

Kui 106igus [a,b] integreeruval funktsioonil f(x) on
olemas algfunktsioon F(x) l10igus [a,b], siis kehtib Newton-—

Leibnizi valem
b
j f(x)dx = F(b) - F(a).

a
01—



Arvutustee on otstarbekohane tahistada viimases v<*le

mis
P(b) —P(a) = F(x)
siis saab Newton — Leibnizi valem kuju
J f(x)dx = F(x) *)
Kui I6igus [a,b], kus a<b, integreeruval funktsioonil
on olemas algfunktsioon F(x) vaid vahemikus (a,b), siis

b
j f(x)dx = F(b-) — Fa=f

ehk luhidalt

u
J f(x)dx = F(x) (5)
at
Naide 9. Arvutada
jr/2
J = j (Ix | & sin x)dx.
—jr
Lahendus Mé&aratud integraali lineaarsuse omaduse poh-
jal vbime kirjutada
31/2 Jr/2
J = ( Ix=~ldx + [ sinx dx.
il Ln

Et avaldis |x — Jr/4 | on vahemikus (—JTtJT/4) negatiiv-
ne, vahemikus (JT/4, 7r/2) aga positiivne, siis
1 r*— kui xe (jr/4, jt/2),
T E
X /| =

1 5 - x , kui xe (-jt, jt/4).

02—



Seega aditiivsaee osaduse pdhjal

nl4 Tr/2 nl/2
I Fef-—x)dx + | (x — <)k e [ sin x dx,
-n 3T/4 -n

Kasutades Newton — Leibnizi valemit (4), saame iga Iinteg-

raali korral

nl/a 0 A/2 A/2
o <y —TO — cos X
=TI nl/a -n
2 2 2 2 2 2 2 2
16 32
— COS N & COS(—n) s -1

Naide O . Arvutada integraal
1/2
™ dx.
—H "
Y,

Lahendus” Funktsioon [2/x] on tdkestatud 16igus
[1/n , 1/2] ja on katkev vaid punktides x = 1/3 ja X « 2/5«
Jarelikult teoreemi 11l 8 1 pbdhjal integraal J eksisteerib.
Aditiivsuse omaduse pdhjal vdime Kirjutada

1/3 2/5 V2

J - f [Ilte « i [I]to & f [I]to-
1/jt 1/3 2/5

Et vahemikes [Vjr , 1/3]. (V3, 2/5] ja (2/5, 1/2] funkt-

sioon [2/x] on vOrdne vastavalt arvudega 6, 5 ja 4, siis
nendes poolldikudes funktsiooni [2/x] algfunktsioonid on
vastavalt 6x, 5x ja 4x. Valemi (5) pohjal saame siis
1/3 2/5 1/2
J = 6x & 5X & 4x =
/a1 1/3+ 2/5+
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= —<) +5(1 -J) +4(~ “F) =75 " n*

Ulesanded.
Kasutades valemeid (4) ja (5)» arvutada jargmised
integraalid.
-1
627. I (x2 - 2x + 3)dx 636. (
1 -5
8 ar
628. J (vS + V~M)dx 637. Jsin2 ™ dx
629. T 1 - P ta 638. ( ?X* yx2 1 7
1 x —nl/4 x +1
-3 aT1/2
j — 639« | cos x dx
-2 o
jr/a 27
631. f — 640. ~
me6 c°/ non
"IVZl Jr/4 2
632. ( —22— 641. fF
] n /T ? J
Jr/4 3 4 2
633. j (2 e tan x)dx 642. j — w'gZS.mt-Z dx
—n/4 2 x =1
In 3 1
634. ( —g-— 643. ( ch x dx
IA 2 ch x J
«5—

tes,

o

Kui integreerimisldik on simmeetriline nullpunkti suh-

naiteks 16ik [—-a,a], siis

—U—



J f(x)dx a 0,
-a

kui f(x) on paaritu, ning

a a
j f(x)dx =2 j f(x)dx,
—-a o

kui f(x) on paarisfunktsioon.

Naide 11. Arvutada
Jr
J = f (sin2x & tan -)dx.
—t 3
Lahendus. Et tan’:\g on paaritu, sin”™x on paarisfunkt—

sioon, siis

n it ar
J=j sin~x dx + | tanj dx =2 j sin2x dx =
-n —jt o
{ Lgin 2x
= (1 —cos 2x)dx = 7T —=sin 2x =Jr
[e) (0]
Ulesanded.

Arvutada integraalid

1
644 (— 647. ( In(x +n/1 + x2%)dx
T 1 &x2 je
ir ?
645. J sin2 1 dx 648. j (x5 + x4 & 15X5 + 4)dx
_Jr -2
2 y,2 n
646. I sin™x dx 649. j In dx
—2 “1/2



Koi funktsioonidel u = u(x) ja v = v(x) on loigus
[a,b] olemas integreeruvad tuletised, siis kehtib maaratud

integraali ositi integreerimise valem

"
J_ dv = uv - Jvdu. (6)
Naide 12. Arvutada integraal
1
J = j x2eX dx .
o

Lahendus”™ Ositi integreerimise valemi (6) rakendami-

seks votame u = x2, dv = exdx, siis du = 2x dx ja vV = ex.

Seega valemi (6~ pdhjal on n
J = x2ex — | 2xexdx = e — 2 j xexdx.
o o o]

Paremal oleva integraali arvutamiseks rakendame veel kord
ositi integreerimise valemit (6), vOttes u = x, dv = exdx.

Siis du = dx, v = ex ja valemi (6) pd&hjal

xexdx = xex _Jedx=e—e =1.
o 0

Seega
J =e - 2.
Kui vahemalt Uks funktsioonidest u vdi v pole maaratud
integreerimisldigu otspunktides a ja b, kus a<b, siis
maaratud integraali ositi integreerimise valem (6) esitub

kujul
b— b
dv = uv - v du. )



Integraalide
b

J = j Pn(x) f(x)dx
a

arvutamisel, kus Pn(x) on n-—astme polinoom ja f(x) on Uks
funktsioonidest a**, sin biX, cOS biX, sh biXx VOi chocx

tuleb valemis (6) voOtta

u = ?n(x), dv = f(x)dx

Tulemuseks saame uue integraali
b
\ Pn_/| (xX)f(x)dx,
a

kus pn_/|(x) on juba (n—'l)—astme polinoom. Kui Pn_~(0) N
~ const, siis tuleb veel kord rakendada valemit (6). See-
ga integraali J arvutamiseks on vaja valemit (6) jarjest
rakendada n korda. Niisugustel juhtudel on sobiv kasutada

nn. Uldistatud ositi integreerimise valemit

n-1 b
I OT(n)dx=2"r (-1)Su(tV n-Uk) +
=0 a
b
¢ C1)1 j u~vdx,
a
mis kehtib, naiteks, kui funktsioonidel u = u(x) ja

v = Vv(x) on lIdigus [a,b] olemas pidevad n—jarku tuletised

uCn) = u™\x) ja v(n) =v~Cx).
Ulesanded.

Arvutada integraalid, kasutades ositi integreerimist.
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Jr 1

6501 Jj X sin x dx 654. j x e xdx
=Jr o}
172 J
651« f arcsin x dx655* J x In x dx
o 0
5 n
652. j In(x + 5)dx656. J x2cos x dx
o o]
1 3T1/2
653. J x arctan x dx 657* j exsin x dx
o o]

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon Idigus
[a,b] Ja x = (u) on mingis l1digus jj**/3] diferentseerib
funktsioon, mille vaartused kuuluvad 16iku [a,b], kusjuu—
ree (f(ot) =mt p(A4) = b, siis kehtib valem

b B
( f(x) dx = j fl<>U)] <£>'(u)du, ®
eeldusel, et integraalid mélemal pool eksisteerivad.

Naide 13. Arvutada

. V-

2 * %
Lahendus/1 Teeme muutuja vahetuse

X = 2/sin u.
Vana muutuja x rajade a = 2 ja b = 4 asemel saame vdrran-
ditest 2 = 2/sin u ja 4 = 2/sin u vastavalt muutuja u
uuteks rajadeks arvud bI=n/2 ja [/3=3T/6. Et 10igus
[n/2, n/6] on funktsioon x = 2/sin u pidevalt diferent-
seerus ja tema vaartused x kuuluvad I8iku [2,4], siis on

see muutuja vahetus lubatud. Seega



dx ==2003" dUir» x2 77 = 1/ 4 . 4 =
sin u V sin u

cos u =2 cot u

|sm u|
ja
aT/6 . nl2
=J72 2]cot u|/\ 2 c°] ~du =\ f cos2u sin u du=
cos2u d cos u = jj u = Tp
jr/é JT/6
Vorreldes valemit (8) maaramata integraali muutujate

vahetuse valemiga, né&eme, et maaratud integraali arvutami-
sel pole vaja tagasi minna vanale muutujale x péarast funk—
siooni f [f(u)] <p4du) algfunktsiooni F [f*(u)] leidmist 161-
gus [d.,p]l , kus F(x) on funktsiooni f(x) algfunktsioon
I6igus [a,b]e Kui valemis (8) paremal oleva integraali
arvutamisel Newton — Leibnizi valemi abil on raske leida
rajasid < ja f , siis vdib leitud algfunktsioonis
F [f (W] minna tagasi vanale muutujale X asendusega
X = ~(u). Tulemuseks saame funktsiooni f(x) algfunktsiooni
F(x) 18igus [a,b] ja vdime kasutada otseselt valemit (4).

Naide 14. Arvutada integraal
1

J = j-yl + x2 dx.

Lahendusn Teeme muutuja vahetuse

X = sh u,

—0—



dx = ch y du

"l + x2 =1 + sh™u = ch u,

sest ch u> 0. Tahistades B = arsh 1. saame

p p [
J = | ch2Zudu =~ j (1 + ch 2u)du =" u sh 2u
o o o]
Et sh arvutamine on ebamugav, siis ldheme vanale

muutujale tagasi ja saame

sh 2u = 2sh uch u = + x2°
Seega
1 B
u
0
1,, 1
sest arsh x = In(x + + x2).

Maaratud integraali arvutamisel kasutatakse ka dife-

rentsiaali margi alla viimise votet. Et sel korral oe

uue muutuja jaoks uut tahistust sisse ei too, siis ei
tule integraalis rajasid muuta.
Naiteks

b b
j f(dx +r)dx=1 ] f(ax + B) d(oIX + j3).
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Seega, kui F(x) on funktsiooni f(x) algfunktsioon 18igus
[a,b], siis

j f(aax ¢ B)dx sjF(o(x + (9)

Naide 15» Arvutada integraal

3/4 3-.
j = Jj acsinV x ”
1/2 Vx — 32"
Lahendus_»Kasutades diferentsiaali méargi alla viimase
vOtet, saame
3/4 3 3/4
j = ( sresinvx ~ _ £ ( arcsin3-Jxl1d areBinVxl=
1/2v " V2
3/4

=~ (arcsin4d ~ 1- arcsin4”

4
= — (4] = 452 jr
Ulesanded»

Kasutades valemit (9) arvutada jargmised integraalid.

8 Ji/w
658. jVv x — 2'dx 662» j sin2(wx + ®Q)dx
2 o)
-3 16
659. f ——fe—, 663. f — -~ —
DV 3x + 25' NV X -VXx +9
JT/4 2/3
o 9x
jr 1/10
661. | sh2x dx 665. | dx
o Vi — 25x2'
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Kasutades diferentsiaali margi alla viimise votet,

arvutada jargmised integraalid.

e2 4
666c \TTH-U 672— \ 9 dX
e o
667. ~ 33— zI}» Z dz 673. j (®X — 1)4 ex dx
1
it 2
668. | sin—'u du s — 1 — —
0 1 xV'l — 1n2X
372 n/2
6691. j cos X sin” dx 675« j n/ COS X — cos”™xdx
6 -n'/2
1 nl2
6?70* j CTIx 676. J cos™x sin 2x dx
o o
jiva 2 ar 2
671. f } dx 677. i n2X dX
AT+ tan X 0 2cos x + 7sin X

Kasutades muutuja vahetust, arvutada jargmised integ-

raalid.

4 1
678. f — 682, dx

&1~ 0 X2 +4x +5
679. fj S A 683. f dx

(R EEY J

1 2 + 4X — X2
«»e finrf 684. f dx

“1 01 +V1 + 2x
681« 1 7™ riT71i 685—

—-102—-



nl/2
686.

1
i 7 '+ WloB x 687— \ ",—= ,
O —-0,511/8 + 2x — x2
Arvutada jargmised integraalid.
688y ¢ ¢ i ~g. j—S2Sb.
Y3/ 2 °
689. 699. [ —fsS
4x -9
6901 *
A b4 700. \ “oshe— X
691

. o
r[—rrr?a*

6924 X2 dx
693. | XV X2 +9'dx
0
694. r dx

_2)513—r“x—X|7|

— K

695. \J— =f~
on/x +4
6o6. T L X"dx
Bx *>
n143
4
697. ) cot tdtc

*/6

f 16%ax dx
y
n3/2

702. f xdx

onft" I 21

7054 [ ——— dx—

701°

-11+ -V
b

ows § . X
JVTTA

+ X

705. T 1'\4de
I 1+8B

Flr/Z
706. j

sin®x—Jcos x dx

707. f

X~dx

B V«*2 *1)*



2 aT1/2

708. \ x2In x dx 714. I sin x cos x dx
A K)
1 jt 4
709. ~2x + X2 dx r tan x dx
715*
(6] ) 1 + 2tan x
jr/a fo

r x sinjc »

710. 716. \-I\A\ dx
'q cos X 1
Ny
711. 717. \]cos3x|sin x dx
N X
-
\
712. I 718. [l — 2sin x]dx
1/Vv21 x
n/3
Ny Ny N - -
713, [ aretan”x?i 719. J @(re2xl+|tan x |)dx
J2 25 + x2 4
Jargmistes Ulesannetes arvatada integraal
b
J f(x) dx
a

antud funktsioonist f(x), vottes integreerimisldiguks [a>]

funktsiooni f(x) maaramispiirkonna.

220 ) = xSF’), kui $x$0

Ax o, kui 0<x:&1.

reos x , kui "|*"x<0

721. f(x) = |1 —x2, kui O0sx<1,
[In x , kui 1$ x<e.
(arcsin x.  kui |x]«1,
arctan x, kui 1 «c|x|tsy3.
f arcsin|x|, kui |x|s=1,

l arctan x, kui 1 <Ixi«=pg/31

723.  f(X)

04—



(arcsin x, koi |x]|$1,

724. f(x) = 1]

[arctanx, kui 1<xs Y3l
725. f(x) = - IxI'+ arcsin(x —2y).
7260 f(x) = In(1 ex) + arccos(x —0,1).
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I.P ARATUD

I NTEGRAALID

§ 1, Tokestamata funktsiooni integraal

l. Kui funktsioon f(x)

(a<b) igas osalbigus

b Umbruses (joon. 1),

Joon. 1

Il. Kui funktsioon f(x) on integreeruv

(a<b)

eeldusel,

I1l. Kui funktsioon f(x) on tdkestamata I8igu

igas osaldigus fc,b]

et piirvaartus paremal eksisteerib ja on

on integreeruv 16igu

[a,c] (c<b) ja on tdkestamata punkti

siis funktsiooni f(x) integraal
I6igus [a,b] defineeritakse
vordusega
b

£ f00dx = lim (f(x)dx, 0)

eeldusel, et piirvdartus pa
remal eksisteerib ja on I6p-
lik.

I8igu  rary
(a< c) ja on tdkestamata punkti
a umbruses (joon. 2), siia
f(x)

defineeritakse

funktsiooni integraal

16igus [a,b]

vordusega

b b

(f(x)dx =lim f f(x)dx, (2)

a c~ at i

16plik.
[a,b]
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sisemise punkti 1 Umbruses, siis defineeritakse

b 1 b
i f(x)dx = ( f(x)dx « ¢ f(x)dx, (3)
a a 1

kus integraalid paremal on méaaratud vastavalt definitsioo-
nidega 1 ja II.
17. Kui funktsioon f(x) on tdkestamata 16igu [a,b]

punktide Lj, lg»..., 1™ Umbruses, kusjuures

as NY<lIg” ... MlfeN b,
siis jaotatakse Idik [atb] suvaliselt osaldikudeks punkti-
dega /], C2»***»ck-1 igasse osaldiku

[a,c?] , [c1ltc?],..., [c,., ,b]

jadks vaid Uks punkt 1+ (1$i~k), ja defineeritakse

b A Cg b
i f(x)ydx = f(x)dx +j f(x)dx ¢ ... + | f(x)dx,
a a en ckA

kus integraalid paremal on maaratud definitsioonidega I, Il
ja 11,
Kui naiteks funktsioon f(x) on tékestamata vaid 18igu

[a,b] mdlema otspunkti a ja b Umbruses, siis integraal

b c b
jf(x)dx = j f(x)dx + J f(x)dx, (4)
a a c

kus ¢ on mingi vaartus a ja b vahel, aga integraalid pare-
mal on méaaratud vastavalt definitsioonidega Il ja |I.
Valemitega (1) ja (2) defineeritud integraale nimeta-
takse péaratuteks integraalideks ehk tdkestamata funktsioo—
ni integraalideks. Kui piirvaartus vorduse ("l paremalpoo

lel eksisteerib ja on 16plik, siis oOeldakse, et paratu in—
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tegraal (1) koondub, muudel

Samasugused mdoisted defineeritakse ka integraali

Integraalide (1) — (3) arvutamisel

si valemeid.
Kui funktsioonil f(x) on
piirkonnas [a,b), siis paratu

valemiga
{ f(x)dx =
a

Kui funktsioonil f(x) on
piirkonnas (a,b], siis paratu

valemiga
J f(x)dx =
a

Kui funktsioonil f(x) on

1"[a.c),
arvutatakse valemiga
b

piirkonnas X = (c,blj

Kui funktsioon F(x) on pidev 18igus

tusvalemid (5),
i f(x)dx =
a

Viimane valem (8)
tokestamata funktsiooni

Paratute

juhtudel

F(x)

integraalide (1),

oeldakse, et ta haj ub<
(2) kohta.

kasutatakse jargmi-

(6) ja (7) taanduvad kujule

integraalile.

olemas algfunktsioon F(x)
integraal (1) arvutatakse
F(x) (3)
a
olemas algfunktsioon F(x)
integraal (2) arvutatakse
F(x) (6)
a+
olemas algfunktsioon F(x)
, siis péaratu integraal O0)
C_
+ F(x) (7)
a
la»bd , siis arvu-
(8)
laiendab Newton — Leibnizi valemi
(2) ja (3) korral kehtivad
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aditiivsuse, lineaarsuse ja monotoonsuse omadused. Paratu-
te integraalide arvutamisel algfunktsiooni F(x) leidmiseks
kasutatakse ka ositi integreerimist ja muutuja vahetust.

Naide 1. Arvutada paratu integraal

1
| In x dx.
o]
Lahendus. Integraalialune funktsioon on pidev piir-

konnas (0,1] ja on tbkestamata punkti a = O Umbruses. See-

ga vaadeldav funktsioon on integreeruv igas osaldigus
[c,1] C [0,1] . Et funktsioonil f(x) = In x on olemas ka
algfunktsioon F(x) =xIlnx-x piirkonnas (0,117, siis”
vOime kasutada arvutusvalemit (6). Seega
1 1
(In x dx = (x In x - Xx) =-1 - Iim x In x = -1.
o+ X-*0+

Naide 2. Arvutada integraal

e
f dx
re %l”/lﬂ x'
Lahendus. Tegemist on paratu integraaliga funktsioo-
nist f(x), mis on tdkestamata integreerimisldigu [Ve,e]
sisemises punktis 1=1. Iljlejadnud punktides, s.o. piir-

konnas X ={[I/e,1),(1,e]j , on f(x) pidev. Valemi (7) po6h-
jal saame e 1-

r dx denX_ nlin2 x +~ nlin2 x

1/e x~/In X 1/e”In &« 1/e 1+
=1 (0o -1) +1 1 - 0) =0.

Et vaadeldaval juhul on algfunktsioon
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F(x) =~ -n/In2!*

pidev integreerimieldigus [1/e,e]# siia vOime valemi (7)

asemel kasutada valemit (8), mis otsekohe annab
]
@- 1) =o.
1/e x A/In x' Ve

Haide 3« Arvutada integraal

f n* exp(- 1) dx.
-1 01

Lahendus, Tegemist on parata integraaliga funktsioo-
nist f(x), mis on pidev piirkonnas (0,1] ja on tdkestamata

ulemise raja b = O Umbruses. Valemi (6) pdhjal saame
0_

j©4j exp(- 1) dxs j exp(-j)d(- 1) =exp(- 1)
-1

= lim exp(- 9 - e =
X-*-0-

Naide 4» Arvutada integraal
2
Jd = j f(x)dx,

kas
V-1 - X2, kui xe[0,1),
n/2, kui xe[1,2].

f(x) =

Lahendus”™ Funktsioon f(x) on pidev piirkondades [0,1)
da [1.2], on tOkestamata punkti 1 =1 Umbruses, kuigi sel-
les punktis 1 =1 on tal I6plik vaartus. Et funktsiooni

f(x) algfunktsioon
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1) s arcsin x, kui x6[0,1),
3TX/2, kui xe[1,2]
on pidev integreerimisldigus [of2], siis vOime

valemit (8). Saame

J = F(x) =jt - arcsin o - JU,
(o]

Ulesanded»

Arvutada jargmised integraalid v6i veenduda

hajuvuses.
1 1/2
727.
(@]
1
?228- 5 1T 734. J
-1 b
1 . 1/2
729. dx
3 51/2
730. (-—— 3 736. f cot x dx
1 1
731 ( .—dr— 737. T ageeo3s dx
bnfrT=2 J 1 ex2
1
732 I X
-1 le

kasutada

nende

Arvutada péaratud integraalid jargmistest funktsiooni*

dest, vOttes integreerimisldiguks funktsiooni maéramispiir-

konna.
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arcsin X. kul xf[0,1),
758. t(i) =1
yi2/8, kui xe[1,3]

-, kui x £[-1»0)f
(1 ¢ x2)-~/arctan”®

739 f(x) = 1 kui x = 0.
arctan 8
tan x, kui x €][0, rr/2) f
740. f(x) =
tan 1, kui x 6 Qxr/2, 37]
1 + x, kui xe[-2, -1] ,
741. f(x) In(1 + x), kui x£(-1,0],

2(1 - x) +1/Vx1 kei X€ (0,1] .

§ 2* Tokestamata funktsioonide integraalide

koonduvus tunnusedc«

Sageli on vaja ainult kindlaks teha, kas paratu integ-
raal koondub vdi hajub, kusjuures péaratut integraali ennast
ei ole tarvis arvutada. Selleks kasutatakse paratute integ-
raalide voOrdluslauseid ja koonduvustunnuseid.

Olgu funktsioonid f(x) ja g(x) integreeruvad igas osa-
I6igus [a,c] cz[a,b] , kus a<b, ning tdkestamata punkti b
umbruses.

Esimene vordlu3lause. Kui raja b Umbruses kehtib vorra-
tus

O Sf(x) s=g(x),

siis integraali
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b
Jg(x) dx (G)
a

koonduvusest jareldub integraali
b

i f(x) dx (P)
a

koonduvus» teiselt poolt, integraali (F) hajuvusest jarel-
dub integraali (G) hajuvus.
Teine vOrdluslause. Kui raja b Umbruses on
f(x)EO ja g(x)>0

ning on olemas I6plik piirvaartus

X-»b-
siis integraalid (F) ja (G) Uheaegselt koonduvad vdi haju-
vad.

Analoogilised voérdluslaused kehtivad ka alumise raja
a jaoks.

Kui péaratu integraal funktsioonist | f(x)] koondub
siis ka paratu integraal funktsioonist f(x) koondub.

Kui péaratu integraal funktsioonist 1ffr))  koondub,
siis Oeldakse, et paratu integraal funktsioonist  f(x)
lecondub absoluutselt. Koonduvat integraali, mis ei koondu
absoluutselt, nimetatakse tingimisi koonduvaks.

Kui f(x)”™ 0, siis Kkirjutised

b b
I f(x) dx<00 ja j f(x) dx = oo
a a

tdhendavad vastavalt, et paratu integraal koondub ja hajub.
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Naiteks paratu integraal
e

AXAJIn X

koondub (vt. naide 2) ning integraalialune funktsioon on

I6igus O fe] positiivhe, siis vdime kirjutada
e
a

Praktikas teise vdrdluslause rakendamisel on kullalt

naidata ekvivalentsust
f(x)~Mg(x)

vaadeldavas piirprotsessis.

Sageli on integraali koonduvuse vdi hajuvuse Ule kerge
otsustada jargmise koonduyHatunnusa abil.

Koonduvustunnus. Olgu f(x)~ 0 ja tdkestamata punkti
1e [a,b] Umbruses. Kui leiduvad arvud Kk ja M et protsessis

Xx—»1

siis integraal

a
koondub, kui k<1, ja hajub, kui k»1.

Néaide 5. Naidata integraali
1

koonduvust.



Lahendus», Integraalialune funktsioon on pidev igas osa-
Idigus [o,c] ¢ [0,1] ja on tBkestamata punkti b = 1 Umbruses*

Et kehtib vdrratus

n/l~x2'1/1 « X2

1
(_Jdx < o0
pn/rra

siis esimese vordluslause pdhjal
1
SinN X 4y < oo

, onl “ x2

Naide 6« Naidata integraali

1
dx

f
koonduvust.
Lahendus_. Integraalialune funktsioon on tdkestamata

punkti b = 1 Umbruses. Piirprotsessis x-*-1- aga on

1 1 g 11
>/m? AA1L1l+*2)(1+ - x)
Seega koonduvustunnuse pdhjal
1
] dx c oo
Oxp : X4

sest K= 1/3<1 e

Naide 7> Otsustada, kas integraal
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1 ,
j N 3x2 + 2 + Y arctan2x”™”

Vix?
koondub v&i hajub.
Lahendus,. Siin integreeritav funktsioon on tdkestamata

punkti 1 =0 Umbruses. Kuna protsessis x—*0 on

0, 3x2 ¢ 2 ,V arctaA' _ 2 ¢ 0o(l) , x20 e »(I205) _

'py? VT x2n ixir 2
.2 +o0(l) .1 +0() .. 2
ITF ~r-

siis koonduvustunnuse pdhjal paratu integraal koondub, sest
K= 2/3<1-

Naide 8. Naidata, et integraal

1
) arctan(bx ¢ 2) ©
"1 n/l - x2

absoluutselt koondub.
Lahendus.. Integraalialune funktsioon on pidev vahemikus

(“1fl1l) da tdkestamata rajades a = -1 jab *1. Et kehtib

vorratus
2l <2L -1J.
an - x2 2 v« xe
da
dxc oo,
-in/TT7
siis esimese vordluslause pdhjal
1
f jarctanQx + 272 a
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nie utleb,

selt

742.

743.

744:

745.

747.

74B.

Naidata jargmiste

Ulesanded.

integraalide

koonduvast vdi hajuvust.

2

J, B - x)nN - x2

1
749. 1 di
\]7
1 3
750. J M 2
-1 A/?
1
751, j n/x1dx
ov1i*®* x4
1
752. ( — =—====
© 0/0 - x2)5

3
753. r arctan x

J n/x + x5'

754. £~ N~ d x
JIVy- x

g 3. L6pmatute rajadega integraalid

Kui funktsioon f(x) on integreeruv igas ldigus

kus c>a, ja eksisteerib 16plik piirvaartus

c

lim | f(x) dx,

c* 00 a
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siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni f(x) para-

tuks integraaliks rajast a ranani 00 ning Kkirjutatakse

O c
j f(x) dx = lim J f(x) dx. 9)
a a

Kui funktsioon f(x) en integreeruv igas Idigus [c,bj,

kus c<b ja eksisteerib I6plik piirvaartus
b
lim 1 f(x) dx,
Cc-* —ooc

siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni f(x) péara-

tuks integraaliks rajast - oo rajani b ning kirjutatakse

b b
j f(x) dx = lim j f(x) dx. (t0)
-00 C-» —oo C

Integraale (9) ja (KO) nimetatakse ka I6pmatute raja-
dega integraalideks.
Mdlema I8pmatu rajaga paratu integraal defineeritakse

jargmise vordusega

oo c (e]0)
j f(x) dx = j f(x) dx +j f(x) dx, (11
—00 —o00 C

kus ¢ on suvaline arv.

Kui piirvaartus vérduse (9) paremal poolel eksisteerib
ja on 16plik, siis Oeldakse, et paratu integraal (9) koon-
dub, muudel juhtudel Oeldakse, et ta hajub. Samasugused
moisted defineeritakse ka integraali (KO) kohta.

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon *(x)
igas I6plikus loigus #f»c] ja eksisteerib 18plik piirvaar-

tus

-118-



?(00) :XirgoF(x), (12)

siis pératu integraali (9) arvutamiseks kehtib valem

(e]e]
eo

j f(x) dx = F(x) (13)

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon F(x)
igas l0plikus 1digus [ctb], ja eksisteerib 16plik piirvaar-
tus

F(-o0) = lim F(x), (14)

X -* — 00

siis paratu integraali (KO) arvutamiseks kehtib valem

f(x) dx = F(x) 05)

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon F(x)
igas I0plikus 18igus, ja eksisteerivad 16plikud piirvaartu-
sed (12) ja (14), siis péaratu integraali (11) arvutamiseks

kehtib valem
[e]e}

f(x) dx = F(x) 06)

Valemid (13), (15) ja (16) uldistavad Newton-Leibni-
zi valemi Iépmatute rajadega integraalidele.

Paratute integraalide (9), (KO) ja (11) korral kehti-

vad aditiivsuse, lineaarsuse ja monotoonsuse omadused. Pa-
ratute integraalide arvutamisel algfunktsiooni F(x) leid-
miseks kasutatakse ka ositi integreerimist ja muutuja vahe-
tust.
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Haide 9» Arvutada péaratu integraal
j ® mim dx .

Lahendus*. Integreeritav funktsioon on pidev ja seega
integreeruv igas loigus [I*c]* kus c>1* Seega valemi (13)

pohjal

=0- (-”") =5Ww
4 4

Naide 10. Arvutada paratu integraal
dx
\ 77 (2x - 3)
Lahendus. Integreeritav funktsioon on pidev  kdikjal
vahemikus (-00,00) ja seega integreeruv igas I6plikus 10i-

gus. Seega

A =- arctan (2x - 3) “ | T. t.
f- (-3 -co2 L2 23 2
Naide 11« Arvutada paratu integraal

J dx
(1 ¢ x2)arccot2x
Lahendusjj. Lineaarsuse omaduse rakendamiseks uurime

osade

00 00

f dx f dx

\ * \ (1 + xfflarccotx
koonduvust
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Esimene integraal koondub, sest
(e8)

(00}
13 . =1.
Valemi (13) péhjal
0o 00
dx ].d arccot x
I (1 +x )arccot”c i arccot”®

1
arccot x r

sest arccot 1 =£ ja lim arccot x = 0.
4 X-*- 00

Seega teine integraal hajub. Jarelikult naites antud
integraal hajub.

Néide 12. Arvutada pératu integraal
[e]e)

J= f (1

! ) dx.
J (1 + x )arccot”c

Lahendus. Arvestades ngite 11 lahendust, ndeme; et

dx = oo ja dx _caj -

0o o (1 + x )arccot X
Siin nme ei saa kasutada lineaarsuse omadust ja jareldada
siit, et ndaiteks antud integraal hajub. Integraali arvuta-

miseks leiame algfunktsiooni

F(X) = X =—-mmmmm oo
arccot x
piirvaartuse, kui Xx-*- oo . Teostades muutuja  vahetuse
X = 1/u, saame
-121-



=im (1 - areooto/u;)

X-*-<» U-» 0+
n
:U,;@Jr (0 * arctan
-lim arctan u- u _
oy u arctan u
U-*-0+
U— -i— + O(U~) “ U
= lim
u-* o+
=lim [ o o(u) =0,
u—o+L
sest protsessis u-*0 on arctan u~u ja Taylori valemi
pbhjal punkti u= 0 Umbruses on arctan u = u - + o(iP).
Seega valemi (13) pdhjal
/
J = F(x) =0- (O- §-) =
Ulesanded.
Arvutada jargmised integraalid v6i veenduda nende ha-
juvuses.
o [e]e]
756. [- ] 760 f “o dx
1 oo XS HAXTH
a 4 oo
7570 ) 761 x3 +1 g
1 7?
758. $ dx 762 xe dx
1 xK . B
oo
dx S
759. ( T 763. | e“cixdx, ot>0
+
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¥ e))
764. ] — 770. [ x sin x dx
2 o
o° gP
765. j —jinf/2n 771. J e~*x cos fix dx, ot>0
766. j -f-~- 772, j "N dx
0ox + o]
o op
767. j f ~ 773. j sin x dx
—o0 Y
768. ( -——-ai--—- 774. ( aretanx ™
) x* + 2X + 2 jo 1+ X

84. Lopmatute rajadega integraalide koon-

duvustunnused

Analoogiliselt tdékestamata funktsiooni integraaliga
kehtivad jargmised paratute integraalide vordluslaused ja
nendest jarelduvad koonduvustunnused.

Olgu funktsioonid f(x) ja g(x) integreeruvad igas I0i-
gus [a,c] , kus c>a.

Esimene vordluslause. Kui raja 00 umbruses (vahemi-
kus (c,00), alates teatavast c> a) kehtib vOrratus

0& f(x)  g(x),

siis integraali
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0o
J g(x) dx (v
a

koonduvusest jareldub integraali
00

j f(x) dx 00
a

koonduvus; teiselt poolt, integraali (F) hajuvusest jarel-
dub integraali (G) hajuvus.
Teine vdrdluslause. Kui raja oo Umbruses on
f(x)> @ ja g(x)>0

ning eksisteerib I16plik piirvaartus

lim £1*1 = m>0.

X -* oo K W

siis integraalid (F) ja (G) Uheaegselt koonduvad v6i haju-

vad.
Analoogilised vordluslaused kehtivad ka integraalide
b
j f(x) dx a7)
jaoks.
Kui péaratu integraal funktsioonist |f(x)] koondub,

siis ka paratu integraal funktsioonist f(x) koondub.

Analoogiliselt tdkestamata funktsiooni integraaliga
kasutatakse absoluutse ja tingimisi koonduvuse madisteid
ning simboleid < 00 ja =00 mittenegatiivse funktsiooni
paratu integraali vastavalt koonduvuse ja hajuvuse tahis-
tamiseks.

Praktikas teise vordluslause rakendamisel on kullalt
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nadidata ekvivalentsust
f(x)~ Mg(x)
vaadeldavas piirprotsessis.
Sageli on pératu integraali koonduvuse v&i hajuvuse
ule kerge otsustada jargmise koonduvustunnuse abil.
Koonduvustunnus. Olgu f (x) SO uUlemise raja oo Umbru-
ses. Kui leiduvad arvud Kk ja M et protsessis x*> <»
o By
siis integraal (P) koondub, kui k>1, ja hajub, kui k$1.
Analoogiline tunnus kehtib ka integraali ("17) jaoks.

Naide ~3. Otsustada, kas integraal
00

koondub v©&i hajub,
Lahendus™ Et vahemikus C1, 00) an  integraalialune

funktsioon pidev ja kehtib vdrratus

siis esimese vordluslause po6hjal

(e]e]

Néaide 14. Otsustada integraali



koonduvuse ule*
Lahenduse Et vahemikus [1»00) on integraalial une funkt-
sioon pidev ja kehtib v&rratus
[€‘x sin3xI™ e~x,
siis esimese vO@rdluslause pdhjal néites vaadeldav integraal
koondub absoluutselt.
Naide 15» Otsustada, kas integraal

99
arctan x

-7-eIEL 2 dx
koondub vd&i hajub.
Lahendus,. Siin integraalial une funktsioon on vahemikus
[0,«,) mittenegatiivne ja pidev. Kuna protsessis X-*-<» on

X arctan x _ xTn/2 +oHj] jt %
XN+ 2x + 3 ~ [1 & o(1% 2

siis koonduvustunnuse pdhjal paratu integraal koondub, sest

K=2>1.

Ulesanded.

Naidata jargmiste integraalide koonduvust v6i hajuvust.

775«
00 00
796. ( — — or,0 f Vx* dx
bo - *)* 779, JOTTj?
(00] 00
7771~ fdX ' g. 780. f -r
2 xyl +x 0 x? +1
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781 ( —-n 3 a*———-—783. (S X dx
1 (x + 24 +4)2 a + x4'
op 0oQ

782. J arctan”™ rz=Y: > [ — ta
> X 1x2-1+2V2?2~r

Otsustada, kas jargmised integraalid koonduvad abso-

luutselt voi tingimisi.

785+ I cos . ta 78a. f eln x2
1 V? |

786. fsisuta 789; J'sin”™.jx
(0] o X

787. T S$£7-32J3¢ 790. f arctanj?
(e} 1 + X4 loo ~ A
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IV. INTEGRA ALARVUTUSE
RAKENDUS |

8§ 10 Tasandilise kmundi pindala arvutamine

Mb&o6tuvate tasapinnaliste kujundite pindalade arvutamisel
kasutatakse jargmisi pindala omadusi. Olgu kujundite K, K
ka Kg pindalad vastavalt S, S" ja Sg*

1° Monotoonsus. Kui K~cKg, siis S™ Sg.

2° Aditiivsus. Kui kujund K jaotub osadeks K* ja K2,
millel pole Uhiseid sisepunkte, siis

S —S + S2*

1. Olgu funktsioon f(x)~0 pidev Idigus [a,b] * Siis

kdvertrapets, mis on piiratud (vt. joon. 3) vasakult ja
paremalt vastavalt sirgete-
ga X = a ja x =b ning alt
x-teljega ja ulalt kovera-
ga y = f(x), on mddtuv ja
tema pindala S on arvutatav
valemiga

= f f(x) dx.
Joon.3 ) )
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Olgu 18igul [®»bj funktsioonid f(x) ja g(x) pidevad
ning g(x)$ f(x), Siis kover-
trapets, ais on piiratud (vt*
joon« 4) vasakult ja paremalt
vastavalt sirgetega x = a ja
X = b ning alt kdveraga y =
= g(x) ja ulalt koveraga
y = f(x)t on addtuv ja tema

Joon* 4 pindala S on arvutatav valemi-
ga

S = 1 JCx) - g(x)]dx. (2)

Olgu funktsioon h(y)~0 pidev ldigus jc#d], Siis
kdvertrapets, mis on piiratud
(vt, joon, 5) alt ja ulalt
vastavalt sirgetega y a c ja
y = d ning vasakult y-teljega
ja paremalt kdveraga x = ix(y),
on addtuv ja tema pindala S

Joon. 5 on arvutatav valemiga

S =] h(y) dy (3)

4. Olgu funktsioon r(<f>)"0 pidev Idigus (otf ~J . Siis
sektor, mis on piiratud (vt, joon, 6) Kiirtega Y?« u
ja yp=R ning kbveraga r = r(~>), on mddtuv ja tema

pindala S on arvutatav valemiga
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(4)

Joon* 6
5« Kui tasapinnalist kujundit saab jaotada 16plikuks
arvuks kovertrapetsiteks, siis see kujund on mddtuv ja adi-
tiivsose omaduse pohjal
tema pindala S on  vdrdne
Uksikute kdvertrapetsite
pindalade summaga. Naiteks
joonisel 7 antud kujund
on jaotatav kolmeks Kover-
trapetsiks, mille pind-
Joon. 7 alad , S2 ja s on
arvutatavad valemiga (2). Seega kujundi pindala

S s & +S2 + 83*

6. Kui kovertrapets on simmeetriline y-telje suhtes
(vt. joon. 8), s.t. ta on
piiratud vasakult ja pare-

malt vastavalt sirgetega

X =-b jax=»>b ning

tlalt ja alt vastavalt
b x

kdvere.tega y = f(x) ja
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Y =g(x), kus f(x) ja g(x) pidevad paarisfunktsioonid,
siis tema pindala
b
s =2 j (f(x) - g(x)J dx. (5)

Kui aga koévertrapets on summeetriline x-telje  suhtes
(vt. joon. 9), s.t. ta on
piiratud vasakult ja paremalt
vastavalt sirgetega x = a ja

X X =b ning Glalt ja alt vas-
tavalt koveratega j = f(x)
ja y =-f(x), kus f(x} on

pidev, siis tema pindala
(o]
s =2 j f(x) dx. (6)

Naide 1. Leida kujundi pindala, mis on piiratud joon-
tega y = X2 ja y2 = X.

Lahendus.. Jooniselt 10 on ndha, et vaadeldav kujund on
kdvertrapets, mis on  mddtuv
funktsioonide y = xp ja y sy
pidevuse t6ttu, ja tema pind-
ala S on arvutatav  valemiga
(2). Integraali tGlemise raja
maaramiseks tuleb leida joon-
te I6ikepunkti P abstsiss,

mi s osutub vodrdseks 1—ga. Antud juhul f(x) =Wx1 ning

g(x) = x2. Seega otsitav pindala valemi (2) pd&hjal on
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SB j (VT - x2dx = |

Naide 2. Leida joonega

(X2 + y2)3 = 27x2y2
piiratod kujundi pindala.
Lahendus. Minnes lle polaarkoordinaatidele, saane

joone vorrandiks

r = ~y/3 sin 2tp .

Seega vaadeldav joon, nn. neljaleheline roos (vt. joon.11),

on pidev ja temaga piiratud kujund on seeparast mdodtuv.

Joon. 11

Et kujund on slnneet-
riline koordinaattelgede
ja koordinaatide alguspunk-
ti suhtes, siis pindala
aditiivsuse omaduse tdttu
on kullalt arvutada kujundi
selle osa pindala, mis asab
koordinaatteljestikus esi-
meses veerandis. Kujundi

kogu pindala S on siis neli

korda suuren. Seega valemi (4) pohjal

JT

2
S s | W- sin22<pdip s
o
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Ulesanded.

Leida pindalad, ala on piiratud jargmiste joontega.

791. y =2X-X2, xeyaO
792. y * |Jlog Xx]. Y a0, X =0,1, X * IO
793. £ n N
794. . X2(a2 - x2)
244 8% (+>0)
795. X 1 4ay, >
o ¥ -X2. 4.2

796. X2 Ky2 a 4px, Yy2 a 2px
797. y * X2In X, 70

798. (y -sarcsin 2)2 * x - X2
799. r * a1l ¢ coelip) (kardioid)

800. r

W)

a ein 3ip (kolaeleheline roes)

801. r = 2a(2 + eos <p)

802. (r2 ¢ y2y2-a”-bV ao

803. (X2 & y2)2 » a2(x2 - y2) (Bernoulli lemiakaat)
804. (X2 s y2)3 « 482 xXy(x2 - g

805. X = a cos”™t, Yy a a sin?t

806. X a2acos t - acoB 2t, y a 2asla t - asin 2t

807. r epa - 12 (*a arcsin t ¢~/ - t2
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Lahendada jargmised ulesanded.

808. Leida selle kujumdi pimdala, mis on piiratud joo-
maga xy2 = 4(x - 1) ja selle joone ka&nupunkte labiva sir-
BRBa»

809. Leida eelle kajundi pindala, mis on piiratud joo-
mega y = sin™x + cos3x ja x-telje selle Idiguga, mis Uhen-
dab selle joone kahte jarjestikust Idikepunkti x-teljega.

810. Leida selle kujundi pindala, mis on piiratud tsuk-
loidi

X = a(t - sin t), y =a(l - cos t)
Uhe kaare ja x-teljega.

Leida kujundite pindalad, mis on piiratud jargmiste

joontega ja nende aelmptootidega.

811* (1 ¢ x2)y =1

812. y

X exp(-x2/2)

813 y = x2e"x2
814. xy2 = 8 - 4x

§ 2* Keha ruumala arvotaaina

Mddtuvate kehade ruumalade arvutamisel kasutatakse
jargmisi ruumala omadusi. Olgu kehade K, b, ja K2 ruumalad

vaetavalt V, V, ja Vg.
1* Monotoonsus. Kui bjcKg, siis V~AVg.
2e Adltlivsus. Kui keha K jaotub osadeks K ja K2,
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aillel pole Uhiseid 8isepunktef sile
V*TNej2

1. Olge keha piirata* tasanditega x * a ja x = b(vt.

Joon.12
joon* 12). Vaatleme keha lI6ikeid tasanditega, mis oa ris-
ti x-teljega. Kohal x vBetud I6ike pindala tédhistaae S(x)
abil. Eeldaae, et iga kahe Idike korral Uhe projektsioon

teisele asetseb taielikult selle sees (vt. joon. 12)« Koi

S(x) on pidev funktsioon oaa adaraniepiirkonnas Qrb],
siis vaadeldava kujundi ruuaala 1 on arvutatav valeaiga
b
Vs j S(x)dx. (7)
a

2* Olgu joon AB ldigus [a»b] pideva funktsiooni f(x)
graafik. Vaatleae
poordkeha, uis tekib
kdvertrapetsi abBA
poorlemisel uaber