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Segmenteerimine peidetud Markovi mudelite segude korral
Magistritoo
Jaak Sonajalg

Liihikokkuvéte. Peidetud Markovi mudelite (HMM) seguga puutume kokku, kui vaatle-
me HMM-i parameetrite komplekti fikseerimise asemel jaotust parameetrite ruumil. Klas-
sikaline moodus peidetud seisundite vektori hindamiseks on nn suurima téepara meetod,
mis seisneb vaatluste alusel ithe mudeli fikseerimises ning vélja valitud mudelile hiibriid-
toepara maksimiseeriva Viterbi algoritmi rakendamises. Siin t60s tutvume alternatiivse
meetodiga (nn htbriid-EM algoritm), mille puhul on eesméark peidetud seisundite vekto-
rit hinnata otse, HMM-i parameetreid hindamata. Hiibriid-EM algoritmi valjund soltub
algjoondusest, tutvustame iiht viisi algjoonduse valimiseks. T66 praktilises osas uurime
kahe HMM-i segu korral, kuidas mojutab algjoonduse valik hiibriid-EM algoritmi véljun-
dit. Lisaks vordleme suurima toepéra meetodil ja hiibriid-EM algoritmi kasutades leitud
valjundjoonduste omadusi.

CERCS teaduseriala: P160 Statistika, operatsioonanaliiiis, programmeerimine, finants-
ja kindlustusmatemaatika.
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Segmentation in Case of Mixtures of Hidden Markov Models
Master’s thesis

Jaak Sonajalg

Abstract. The need to deal with mixtures of Hidden Markov Models (HMMs) arises
when we fix a distribution on parameter space instead fixing just one set of parameters for
HMM. The common way to estimate the hidden state vector is the so-called expectation
maximisation method, using which we fix just one HMM and apply the Viterbi algorithm.
In this paper an alternative method is described (so-called segmentation-EM algorithm),
which aims to estimate the state vector directly, without estimating the parameters of the
HMM. The output of this algorithm depends on the choice of initial path. We describe
a method for picking initial paths. In the practical part of the thesis we will apply the
algorithm on a mixture of two HMMs and see how the choice of the initial path affects the
output. We will then compare the properties of the outputs obtained using the expectation
maximisation method and segmentation-EM algorithm.

CERCS research specialisation: P160 Statistics, operation research, programming,
actuarial mathematics.
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Sissejuhatus

Sageli on moistlik mone ajas juhuslikult edasi areneva nidhtuse korral rédkida selle
nahtuse seisunditest ning neist seisunditest soltuvatest vaatlustest. Veel voib olla moistlik
eeldada, et iihelt seisundilt teisele tileminekul on mingi kindel toendosus ja iga seisund
emiteerib teatud vaatluse mingi kindla toendosusega, ent realiseerunud seisundid pole mei-
le teada. Naiteks voib selline raamistik meid aidata automaatse konetuvastuse juures. Siis
on seisunditeks inimese poolt véiljastatavad héalikud, vaatlusteks mikrofoni poolt piiiitud
helisignaal. Antud naite juures on vaatlused konetuvastusprogrammile teada, seisundid
aga mitte. Pakub huvi, kuidas teada olevate vaatluste pohjal hinnata, millised seisundid
vaatluste taga on.

Peidetud Markovi mudelis on seisundite ja vaatluste vektor omavahel seotud just selli-
sel viisil. Lisaks eeldatakse, et seisundite vektor rahuldab Markovi omadust. Ténu sellele
lisaeeldusele saame kasutada mitmeid votteid, mis holbustavad uurimisaluse nédhtuse kir-
jeldamist ning vaatluste alusel seisundite hindamist. Koigist voimalikest seisundite vek-
toritest ehk joondustest parima vialja valimiseks on mitmeid ldhenemisviise. See, millist
ldhenemisviisi kasutada, soltub sellest, kuidas me joonduse headuse defineerime. Olulise-
mate headuse kriteeriumitega puutume kaesolevas t66s ka kokku.

Peidetud Markovi mudeli tileminekutoenédosused ja toendosused, et mingi seisund emi-
teerib mingi vaatluse, ei pruugi meile aga teada olla. Realistlikum on neid peidetud Mar-
kovi mudeli parameetreid kirjeldada jaotusega. Kéesolevas t66s vaatleme juhtu, kus voi-
malikke parameetrite komplekte on 16plik arv. Vaatleme sellel lihtsustatud juhul, millised
on peidetud Markovi mudelite kaalutud keskmise omadused ning tutvume algoritmiga,
mille abil hinnata erinevatele headuskriteeriumitele vastavaid joondusi. T66 esimeses kol-
mes peatiikis esitletavad meetodid paneme proovile t66 neljandas peatiikis. Uurime simu-
latsioonide abil, kuidas kaitub tutvustatud algoritm erinevate parameetrite korral ning
vordleme selle sooritust tihe tehisoppe-alases kirjanduses enam levinud meetodi sooritu-
sega.

Autori panuseks on lisaks kéesoleva t66 koostamisele koigi t60s esitatud tulemuste
iseseisev toestamine ning simulatsioonide 1abi viimiseks kasutatud algoritmide program-
meerimine. Simuleerimisel kasutatud programmid on kirjutatud programmeerimiskeeles
Python ning tulemuste graafiliseks esitamiseks on kasutatud tarkvara Gnuplot.

Kaesolevas t06 versioonis on parandatud vead, millele dr Kristi Kuljus retsensendina
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tahelepanu juhtis. Ebakorrektsused on eemaldatud valemitest (1.15), (1.32), (4.9), (4.16),

vordusteahelast (3.9) ja t66 lisast.



Peatukk 1

Peidetud Markovi mudel

1.1 Definitsioon

Olgu X vaatluste ruum ja Y = {1, ..., K'} 1oplik seisundite hulk. Olgu Y juhuslik vektor
pikkusega T', mis rahuldab Markovi omadust ja mille elemendid votavad vaartusi seisundi-
te hulgal ). Olgu X juhuslik vektor pikkusega T', mis votab vaartusi hulgal X'. Tahistame
juhuslike vektorite Y ja X realisatsioone vastavalt y ja x. Juhuslike vektorite ¥V ja X
ajahetkele t vastavaid elemente tdhistame vastavalt Y; ja X;; realisatsioonide ajahetkele ¢
vastavaid elemente vastavalt y, ja x;, t = 1,...,T. Juhuslike vektorite paar (Y, X) on pei-
detud Markovi mudel (edaspidi HMM, ingliskeelsest nimetusest Hidden Markov Model),

kui kehtivad jargmised tingimused:
1. juhuslike suuruste X; tinglik soltumatus tingimusel Y;

2. juhusliku suuruse X; jaotus soltub Y kaudu ainult Y; jaotusest.

Vektori Y algtoendosuseid tahistame pg;, ileminekutoendosuseid tahistame p; ;, kus
1,7 € Y. Vaatluste vektori elemendi X; jaotust tingimusel, et sellele vastava seisundi kor-
ral kehtib Y] = 7, j € ), nimetame emissioonijaotuseks. Eeldame itildistust kitsendamata,
et emissioonijaotustel leiduvad tihedused mingi tihise moodu A suhtes. Neid tihedusi ni-
metame emissioonitihedusteks, tédhistame neid f;(z;). Realisatsioonide y ja z iihistoepéra

avaldub:

ply,z) = prt—laytfyt(xt)‘ (1.1)

Tahistame veel tinglikud téenaosused



pe(ye|z) =P (Y = y| X = ). (1.4)

Kui soovime viidata juhuslike vektorite Y ja X esimesest ¢ elemendist koosnevatele
alamvektoritele (Y7,...,Y;) ja (Xq,...,X;), kasutame vastavalt tahistusi Y ja X*; vas-
tavaid realisatsioone tdhistame y' ja z'. Alamvektoritele (V;,,...,Y:,) ja (X, ..., Xo),
t1 < ty, viidates kasutame tahistusi Yt1 ja th, vastavaid realisatsioone tahistame ana-

loogselt vastavalt ytl ja xﬁf

1.2 Riskid ja segmenteerimine

Segmenteerimiseks nimetatakse vaatluste x1, ..., xp pohjalt joonduse v, ..., yr hinda-
mist. Koigi voimalike joonduste seast ithe vilja valimiseks kasutatakse headuse kriteeriu-
mina riski. Fikseeritud vaatluste x korral joonduse hindamine seisneb siis sellise joonduse
leidmises, mille korral on risk minimaalne. Defineerime riskid, millega kaesolevas t60s

kokku puutume:

Reo(ylz) :==1—p(ylz),  Ri(ylz) =T = pilylx) (1.5)

t=1

ning neile vastavad logaritmilised riskid

T
Roo(ylz) = —lnp(ylz),  Ri(ylz) = Zlnpt Y| x) (1.6)

Paneme tihele, et riski Ry (+|2) minimiseerimine on ekvivalentne riski Ru,(-|z) mini-
miseerimisega. Samuti on riski R;(-|) minimiseerimine samaviirne R, (-|z) minimiseeri-
misega. Joondust, mis minimiseerib R.,(:|x), nimetatakse Viterbi joonduseks. Joondust,
mis minimiseerib R, (-|x), nimetatakse PMAP-joonduseks (ingl pointwise mazimum a pos-
teriori alignment). Riski Roo(-|z) minimiseerides otsime joondust, mille korral on téepira
p(y|r) maksimaalne. Riski R;(-|z) minimiseerimisel on eesmérgiks klassifitseerimisvigade
arvu minimiseerimine. See téhendab, et me otsime fikseeritud vaatluste vektori x korral
joondust § € YT, mille korral kehtib

kus [(7, ) on punktiviisiline kaofunktsioon:

- 0, kuii=j;
l(i,5) = ,jeV. (1.8)
1, kuii



Sama vaatluste vektori korral leitud Viterbi ja PMAP-joondused véivad olla viga
erinevad. Naiteks ei voeta PMAP-joonduse leidmisel arvesse iilleminekutoendosuseid, mis-
tottu voib PMAP-joonduse § tinglik toepéra p(g|z) olla vordne nulliga, st § pole kindlasti
Viterbi joondus. Viterbi joonduse korral aga voib keskmine klassifitseerimisvigade arv
olla vaga suur. Kahe ldhenemise positiivsete omaduste kombineerimiseks defineeritakse
hiibriidrisk

Ra(ylr) = aRu(ylz) + (1 — o) Ri(ylz), o €[0,1]. (1.9)

Paneme tahele, et kuna

T
alyle) = = (alnplyle) + (1= ) S mp(udo)). (1.10)
=1
siis kehtib
~ T
arg myin R, (y|z) = arg max (a Inp(y|z) + (1 — ) Zlnpt(ytm)) : (1.11)
=1

st hiibriidriski minimiseerimine on samavaédrne nn hiibriidtoepara maksimiseerimisega.
Kuna Inp(y|z) = Inp(y,z) — Inp(z), Inp(y|z) = Inp(y;, ) — Inp(z) ja kuna toepéra
Inp(z) ei soltu joondusest y, siis voime vorduses (1.11) tinglikud téepérad soovi korral

asendada tihistoeparadega:

T
arg myin R (y|lz) = arg max (a Inp(y,z) + (1 — )Y Inp(w, a:)) : (1.12)

t=1

Nagu eespool 6eldud, on iiks parima joonduse vélja valimise meetod sellise joonduse
y leidmine, mille korral on toendosus p(y|x), voi samavéirselt toendosus p(y, z), mak-
simaalne. Selle muidu eksponentsiaalse keerukusega iilesande lahendamiseks saame ka-
sutada Viterbi algoritmi. See algoritm pohineb Bellmani optimaalsusprintsiibil (vt [2],
lk 450). Jargnevas veendume, et toepara p(y,x) maksimiseerivat joondust y on voimalik

leida diinaamilist planeerimist kasutades.

Lause 1.2.1. Peidetud Markovi ahelate korral kehtib iga seisundi y;iq korral jargnev

optimaalsusprintsiip:

arg max p(y'™, 2") = arg max p(y', z") (1.13)
yhiy=i ytye=i

Toestus. Kasutades HMM-i omadusi ja Markovi omadust:

b1ty 2yt - p(ytth)

p(y = p( p(y
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t+1) X t+1) . t+1)

p(y
P(Tega|Ye1) - ?JHI)

D@1 [Yer1) - P P(Yera|y')
P(Ter1|Yer1) - P(Yerr|ye)

p(Tes1ly
y') (
y') (
Ly
2t y)
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* Dy fyt+1 (mt+1)-

Olgu s' = argmaxye.,—; p(y', z*) ja olgu Y41 = j. Siis

t+1 t+1)

max p(y ",z = pij - [i(@e41) - {naX,P(fIJt,yt)-
Y iyt=1 Y iyt=1

Sellest jareldubki soovitud tulemus:

st = arg max p(y"tt, '), (1.14)

ytiye=i

Eelnevalt oleme fikseerinud peidetud Markovi mudeli iileminekutoenaosustega p; ;

ja emissioonitoendosustega f;(x;).
Sisend : Vaatlused x1, zo, ..., 7.
Arvuta iga j € Y korral §1(j) = Inpo; + In f;(z1).

Igat=2,...,T korral:
1. Arvuta iga j € Y korral 6,(j) = max;(6,—1(?) +Inp; ;) + In f;(x¢).
2. Jata meelde seisund i;_1(j) = arg max; (&;—1(¢) + lnp; ;).

Leia tagant ettepoole tulles:

v = arg max d7(j),
J

Ut:it(vt+1>, t:T—l,T—Q,,l

Viljund: Viterbi joondus v.
Algoritm 1: Viterbi algoritm

Vaatleme joondusi pikkusega ¢, mis loppevad seisundis j. Olgu v' nende joonduste
seas selline, mille korral toepara In p(v*, ') on maksimaalne ja olgu d;(j) toepéra arvuline

vaartus selle joonduse korral, st

v' = arg max Inp(y*, z"),
yhiye=j

5,(j) = max Inp(y', '),

ytyr=j



Lause (1.2.1) kohaselt saame suurusi 0;(j) leida rekursiivselt. Teades iga seisundi ¢ €
Y korral &,_;(i) vadrtust, valime vélja sellise ¢, mille korral suurus 0;,—1(¢)p;; f;j(z¢) on

maksimaalne:

0,(j) = max Inp(y', ")
ytiyr=j

= mmax (lnp(yt_l,xt_l)—Hﬂpij)+1nfj($t)
yt iy =i

= m;cmx(ét_l(i) +Inp;;) + In f ().

Kui jatame iga iteratsioonisammu korral meelde, milline on seisund ¢, mida eelviimasel
ajahetkel 1dbiv joondus suuruse d;(j) maksimiseerib, ja leppides kokku, et mitme sellise
seisundi ¢ korral valime neist suvalise, saame Viterbi joonduse leidmiseks sobiliku algoritmi

vt algoritmi (1). Seda algoritmi nimetame Viterbi algoritmiks.

Lause 1.2.2. Vottes algoritmis 1

61(7) = alnpy; + aln fij(zy) + (1 — a)pi(j|o),

. . . (1.15)
6:(j) = mzax(étfl(z) +alnp; ;) +aln fi(x) + (1 — a)p:(jlz),

saame algoritmi hibriidriski R, (-|x) minimiseeriva joonduse leidmiseks.

Toestus. Olgu D ajahetk, mille korral kehtib 2 < D < T Iga seisundi yp; korral kehtib

D+1
max (a Inp(yP*, 2P + (1 - a) Z pt(yt|$))
t=1

yPyp=i

= max (alnp(yD,ch)Jr(l—@im(%!@)

yPyp=i -1

t
ta 1npi7yD+1 + aln fyD+1 (xD—&-l) + (1 - O‘)pD+1(yD+1|x)'

Seega saab hiibriidriski R, (-|z) minimiseerivat joondust leida rekursiivselt. Algorit-
mis 1 suuruste d;(j) asendamisel suurustega (1.15) leiame just vajaminevad tdepérad ja

algoritmi valjundiks on siis hiibriidriski mottes optimaalne joondus. O]

1.3 Forward-backward valemid

Mitmete meis edasises huvitavate toeparade leidmise holbustamiseks defineerime iga

a2t € X't < T jaseisundi j € Y korral forward-backward muutujad:

a(j,2") = p(jla")p(a"), (1.16)
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. 1, kuit =T
B(wiqld) = T , ) (1.17)
Pl Vi = j), kuit<T.

Forward-backward muutujaid saab arvutada rekursiivselt [5]:

a(j, 2"t = Zk:a(k,xt)pkjfj(xtﬂ), (1.18)
Blailg) = %:pjkfk(fﬁt)ﬁ(ﬂﬁﬂﬁk) (1.19)

Joonduse hiibriidriski arvutamiseks, samuti PMAP-joonduse leidmiseks vajalik toepéra

pe(k|x) avaldub forward-bacwkard muutujate kaudu jargnevalt [5]:

a(k,z) - Bzl |k)
p(x) '

Mida suurem on T, seda vaiksemaks muutuvad toendosused p(z') ja seda vaiksemaid

pe(klx) = (1.20)

vaartusi votavad forward-backward-muutujad. Piisavalt suure T' korral voivad arvud muu-
tuda nii véikeseks, et arvuti timardab need nulliks. Eelpool defineeritud forward-backward
muutujate asemel saab defineerida skaleeritud forward-backward-muutujad, mille arvuta-
misel pole tdendosusi p(z') leida vaja. Sobiva viisi skaleeritud forward-muutuja a(j, z*)
ja skaleeritud backward-muutuja 3 (z]1]7) defineerimiseks saame vorduses (1.20) lilkmeid

iimber grupeerides:

a(j, 2') = p(jla), 2

Btli) =1, ot -

X J]) = x t=J ‘
t+1 Pl M=) sy T

Pzl lat) 7

Toendosus py(k|z) avaldub siis

ki) = 2 x)pé; L)
_ pulkla")p(ap(af, |V = k) (1.23)
(e, wii1)

= a(k,z") - Blafalk).

Leidmaks eeskirja skaleeritud forward-backward muutujate rekursiivseks arvutamiseks,
kasutame rekursioone (1.18) ja (1.19). Rekursioon skaleeritud forward-muutujate leid-

miseks:
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Po _]f] (371)

&) = p(x1)
ali.zt) = at(j)
U) p(at)

_ Lok, 2 Dpr; f () (1.24)

p(at=1)p(ay|xt=1)
_ X d(kaxt_l)ma‘f;’(fﬁt)'

p(a]et=1)

Rekursiivne arvutuseeskiri skaleeritud bacwkard-muutujate leidmiseks on jargmine:

5o BEtl)
5(37tT|J) - p({L‘tT|ZL‘t_1)
~ Xppikte(@) Blai k)
a paf|zt=1)
. p(a' 1) - ok i fu(we) B(af 4| k)
a p(af, i)
p(l't*l) Dk pjkfk(xt)ﬁ(x?—i-lm)
Plls) - p(o?)
_ p(att) - kajkfk(xt)ﬁ(mal‘k)

(1.25)

p(xta xt—l)
_ 2k i fe() B(xl, k)
p(xefat=1) '

Kummagi rekursiivse valemi nimetajas olevad suurused leiame paralleelselt skaleeritud

forward-muutujate arvutamisega:

1) = Zpﬂ,jfj<371)
Pl Zfs ) Zpt 1712wy (1.26)
= Zfs T ZQ .7735_ )pjs-
s j

Neid suurusi kasutades saame leida vaatluste jada toendosuse. Et see toenéosus voib

piisavalt suure T" korral olla viga véiike, tasub meil leida hoopis selle toendosuse logaritm:

Inp(x) = Inp(zy) + Inp(zs|oy) + Inp(as|z?) + - + Inp(op|z” ). (1.27)

1.4 Tinglikud iileminekutéenaosused

Kéesoleva t00 praktilises osas soovime fikseeritud vaatluste vektori x korral genereerida

joondusi tinglikust jaotusest p(y|z). Siin alapeatiikis uurime, kuidas seda teha.

12



HMM-ide puhul saab néidata [4], et vaatluste vektoriga tinglikustatud seisundite vek-

tori iileminekutoenaosuste puhul kehtib

P(Y%H = yt+1|Yt =y, X = 95) = P(Yt+1 = yt+1’Yt = yuXt:Crl = $tT+1)- (1-28)

Seda tulemust kasutades saame tuletada arvutuseeskirja tinglike iileminekutdenéosuste

leidmiseks:

p(yt+1, Yt x?—i—l)
p(yt7$tT+1)
Sy eva—-n P T
(Wi, vi11)
p(yt)p(yt+1|yt)fyt+1(xt—l—l) Zytﬂze)}(T t— 1)p(yt+27$t+2|yt+1)
p(y)p(ti1lye)
_ Pyryina fyt+1 (mt—i-l)p(xtT-i-Q‘yt-&-l)
- Pt |y

)
_ pyt7yt+1fyt+1 (ajt-i-l) (xt+2|yt+1>
5(1}T+1‘?Jt)

Kui soovime kasutada skaleeritud backward-muutujaid, saab arvutuseeskiri tinglike

(Yt |t $?+1) =

iileminekutoendosuste leidmiseks jargmise kuju:

Pyeyirs Jyers (Te41) 8 (xt+2’yt+1)
($t+1|3/t)

_ Dy, yir Sy gxt+1) ($t+2|yt+1) (${+2|$
5($t+1|yt) (xt+1|xt)

p(?/tﬂ ‘yn JEthJrl)

t+1)

_ pyt:yt+1fyt+1(xt+l) (xt+2’yt+1)p(xt) (1‘29)
6($t+1‘yt) (zt+1)
pymytﬂfytﬂ (xt+1)5(xtT+2|yt+1)
6<xt+1’yt) (zea]2?)
Viimaks tuletame arvutuseeskirja ka tinglike algtoenéosuste jaoks:
T p(y1, )
plnla”) = 2
ey Py, x)
p(z)
_ Doy fur(#1) Eyreyer—n p(yz 73 [y1) (1.30)
p(z)

_ p07y1fy1<$1)5(xg|yl)

a ()

. pO,ylfy1<x1)B($g‘yl)

B p(1) '
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1.5 k-ploki teoreem

Tutvume pogusalt artiklis [5] vélja pakutud ideega leidmaks joondusi, mille korral on
ithendatud Viterbi ja PMAP-joonduse positiivsed omadused. Ideeks on leida joondus y,

mis maksimiseerib summa

p(yFla) + p(ys ) + plysPle) + -+ p(yr_gale)- (1.31)

Valides £k = 1 saame PMAP joonduse ja valides k = T" Viterbi joonduse. Vahepealsete k
vaartuste korral loodame leida joondusi, mis on omadustelt Viterbi ja PMAP-joonduse

vahepeal.

Selle idee edasiarendatud versiooni korral defineeritakse jargnevad suurused:

Ur(yla) = H Yol 1), Rulylr) = — I Uk(ylx). (1.32)

Kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 1.5.1. Iga z € X7, y € YT ja k =2,...,T korral kehtib
Ri(ylz) = (k — 1) R (ylz) + Ra(ylz) (1.33)

Téestus. vt [3]. O
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Peatukk 2

Peidetud Markovi mudelite segu

2.1 Definitsioon

Olgu meil m peidetud Markovi mudelit, mille vaatluste vektori ja seisundite vektori
pikkus on 7. Mudelite eristamiseks tdhistame i-nda mudeli seisundite vektorit Y, vaat-
luste vektorit X', tileminekutdendosusi py ;(i) ja emissioonitihedusi f;(z;]7). Kasutame
i-nda mudeli suhtes leitud toepérale viitamiseks tahist p(-|¢). Igale mudelile vastab kaal

7;, nii et Y-, m; = 1. Nende mudelite seguks (Y, X) nimetame mudelit, mille korral

i=1
Olgu t1, ..., te, ty,...,t} vabalt valitud ajahetked, mille korral kehtib 1 < #; < --- <
te<Tjal<th<.---< t’f < T'. Jargnevas esitame ja toestame arvutuseeskirja seisundite
vektori elementide Y3, ..., Y:, ja vaatluste vektori elementide Xy, . .. ,Xt} realisatsiooni-
de ypy, ..y yp Ja Ty, Ty, ithise toepéra leidmiseks. Arvutuseeskiri kehtib ka juhul, kui

e =0voi f =0. Kui e =0, leiame vaid vaatluste vektorist valitud elementidele vasta-
vate realisatsioonide toepéra; kui f = 0 leiame seisundite vektorist valitud elementidele

vastavate realisatsioonide toepéara.

Lause 2.1.1. Suwaliste U,V C {1;2;...; T}, iga seisundite komplekti {y, € Y,u € U} ja
iga mootuvate hulkade komplekti {H, C X,v € V'} korral

P(Y, =y, X, €EHyucUveV)=> PY!=y, X, €eH,ucUveV) m (22)

i=1

Toestus. Olgu A moot, mille suhtes on defineeritud tihedused f; hulgal X'. Olgu 1 sellele

moodule vastav korrutismost hulgal X7

P(Y, =y, X, € HyucUveV)=

15



2.

s€VT:(sy=yu,uclU

— s,xli)-m | d
) /xexT:(MeHMev) (;m i) ) 7

s€YT:(su=yu,uel)

— s,xli)-m d
Z Z </z€XT;(a:U€HU,v€V)p( | ) M)

1=1 s€Y7T:(sy,=yu,ucl)

s,x)d
)/xeXT:(quHu,vEV)p( ) K

=> PY)=y, X, € H,ucUveV) m.
=1

Summeerimise ja integreerimise jarjekorra muutmiseks kasutasime integraali lineaar-
suse omadust.

O

2.2 Omadused

Siin alapeatiikis uurime, kas HMM-ide segul on samasugused omadused, kui iiksikul
HMM-il.

2.2.1 Kahe HMM-i segu pole HMM

Vaatleme kaheseisundilisi Markovi mudeleid Y ja Y? pikkusega 7. Nende mudelite

seguks nimetame mudelit Y, mille korral kehtib:

P(Y =y) =2 P(Y' =yl)m, (2.3)

kus 7; on mudelite Y ja Y? kaalud ning >, m; = 1.

Olgu vektorite Y! ja Y? iileminekumaatriksid vastavalt

0,1 0,9 . 0,5 0,5
Ja : (2.4)
0,1 09 0,5 0,5
Seisundite 7 ja 2 algseisundiks olemise toendosus on Y! ja Y2 puhul vastavalt (0,2,0,8)

1
29
rahuldab Markovi omadust. Meeldetuletuseks mérgime, et Markovi omadus on vektori Y

korral rahuldatud, kui suvalise 2 < t < T korral kehtib

ja (0,5,0,5). Uurime, kas nende vektorite segu Y, kus Y1 ja Y2 kaaludeks on m, = 7y =

PY,=uYi1 =vi1,.... Y1 =u) = P(Y; = w|Yie1 = yia). (2.5)

Leiame vastavad toendosused t = 3, y3 = 2, y» = 2 ja y; = 2 korral:

P(¥;=2Y=2)
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_ %P(Y; :27}%1:2)+%P(1/v22:27}/:32:2)
3 P =2)+5 - PO7=2)
B (0,2-0,9+0,8-0,9)-0,9+ (0,5-0,54+0,5-0,5)-0,5
(02-0,9+0,3-0,9) + (0,5-0,5+0,5-0,5)

%7

P(Y;=2]Y,=2Y; =2) =
P(Y, =2Y, =2 Y;=2)
P(Y, =2Y;, =2)
_ %'P(Y11:2>Y21:2»Y31:2)+
- TP =2Y =2+
~0,8:0,9-09+05-05-05
B 0,8-0,9+0,5-0,5
773
~ 970

Leitud toendosused ei ole vordsed, seega ei rahulda segu Y Markovi omadust. Kuna
Y ei rahulda Markovi omadust, ei ole (Y, X) tihegi juhusliku vektori X korral HMM.

'P(Y12:27Y22:27Y32:2)
PE=2.77=2)

1
2
1
2

2.2.2 Optimaalsusprintsiip HMM-ide segu korral ei kehti

Tahame teada, kas HMM-ide segu (2.1) korral saab suurima toepéraga joonduse leid-
miseks kasutada Viterbi algoritmi. Selleks uurime, kas segu korral kehtib optimaalsus-
printsiip (1.13).

Olgu v* joondus, mille korral kehtib p(v', ') = max,: p(y*, z*). Vaatleme kéiki joondusi
pikkusega t + 1, mis on ajahetkel ¢ seisundis v;. Kui optimaalsusprintsiip kehtiks, peaks
neist suurima toepiraga joondus olema ajahetkeni ¢ identne joondusega v’ st peaks keh-
tima

o' = arg max p(y', 2tth).

yhiyr=uvs
Olgut =5,) ={1,2} ja X = {4, B}. Olgu meil kaks mudelit kaaludega m = 0,25

ja my = 0,75. Olgu mudelite algtdenéosused ja tileminekumaatriksid vastavalt

0,3 0,4 0,6 0,8 0,3 0,7
Plo _ ) : Pl _ ) ) ja P20 _ ’ ’ P2 _ ) )
0,7 0,8 0,2 0,2 0,6 0,4

ning olgu emissioonitdendosused?

Emissioonitdeniiosused on siin ja edaspidi esitatud maatrikskujul. Maatriksi i-ndale reale vastab
seisundite ruumi Y = {§1;72;...; o} element §;, j-ndale veerule vaatluste ruumi X = {Z1;Z2;...;%p}

element Z; ja i-ndas reas ning j-ndas veerus asuvale elemendile emissioonitéendosus fy, (Z;).
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; 0,2 0,8 a f 0,7 0,3
= a =
oo 0] M T o2 os

Olgu realiseerunud vaatlusteks 2° = (A, B, B, A, A, B). Siis tee pikkusega 5, mis mak-
simiseerib p(y®, %), on v° = (1,2,2,1,2). Samas joondus w%, mis maksimiseerib p(y°, 2°)
selliste joonduste y5 seas, mis libivad ajahetkel 5 seisundit 2, on (2,1,1,2,2,1). Ndeme,

5

et joonduse v° seisundid erinevad joonduse w® esimesele viiele ajahetkele vastavatest sei-

sundidest moodustatud vektorist. Seega ei kehti segude (2.1) korral optimaalsusprintsiip
(1.13).
y° | p(y°]2%)
(1,2,2,1,2) | 0,124
(2,1,1,2,2) | 0,088

Tabel 2.1: Moni joondus pikkusega 5 ja neile vastavad toeparad.

Tabelis 2.1 on esitatud joondusele v® vastav tdepira koos joonduse w® algusosale
vastava toeparaga. Tabelis 2.2 on esitatud joondusele w® vastav toepira koos joonduse v°
iihe seisundi vorra pikendamise teel saadud joonduste toepiradega. Joonduse v° jatkamisel
saadavate joonduste toeparad on molemad viiksemad, kui joondusele w® vastav toepara.
Joonduseid v° ja v on kujutatud joonisel 2.1.

yS p(y®|at)

(2,1,1,2,2,1) | 0,096
(1,2,2,1,2,1) | 0,038
(1,2,2,1,2,2) | 0,068

Tabel 2.2: Moni joondus pikkusega 6 ja neile vastavad toeparad.

seisund

ajahetk t

Joonis 2.1: Optimaalsusprintsiip ei kehti. Joondus v® ei iihti joonduse w® algusosaga.
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2.2.3 Optimaalsusprintsiip ei kehti HMM-ide segude korral ka
siis, kui iileminekutoeniosused on iga HMM-i korral sa-

mad

Olgu Y = {1,2} ja X = {A, B}. Olgu meil kaks mudelit kaaludega m; = 0,25 ja

my = 0,75. Olgu molema mudeli puhul algtdendosused ja illeminekumaatriksid

0,8 0,3 0,7
PO — ) ’ P — Y Y
0,2 0,6 04

ning olgu emissioonitoenaosused

02 08\ 0,07 0,93
fi= ja fa= :
0,9 0,1 0,02 0,98
Olgu realiseerunud vaatlusteks 23 = (A, B, B). Siis joondus pikkusega 2, mis maksi-
meerib p(y?, 2?), on v? = (2,1). Joondus w?*, mille korral p(w?, %) = max,s.,,—1 p(y°, 2°),

on (1,1,2). Joondus v? ei iihti joonduse w?® algusosaga, seega ei kehti segude (2.1) kor-

ral optimaalsusprintsiip (1.13) isegi siis, kui tileminekutoendosused on iga mudeli korral

samad.
v | ply?la?)
(2, 1) 0,294
(1, 1) 0,269

Tabel 2.3: Moni joondus pikkusega 2 ja neile vastavad toeparad.

v | p(y?|a?)

(1,1,2) | 0,163
(2,1,1) | 0,106
(2,1,2) | 0,050

Tabel 2.4: Moni joondus pikkusega 3 ja neile vastavad toeparad.

Tabelis 2.3 on esitatud joondusele v? vastav toepira koos joonduse w? algusosale
vastava toeparaga. Tabelis 2.4 on esitatud joondusele w? vastav toepira koos joonduse v?
iithe seisundi vorra pikendamise teel saadud joonduste toeparadega. Joonduse v? jatkamisel
saadavate joonduste tdepirad on molemad viiksemad, kui joondusele w® vastav toepéra.

Joonduseid v? ja w? on kujutatud joonisel 2.1.
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seisund

1
1 2 3
ajahetk t

Joonis 2.2: Optimaalsusprintsiip ei kehti. Joondus v? ei iihti joonduse w® algusosaga.

2.2.4 k-ploki teoreem ei kehti.

Néitame kontrandite abil, et Teoreem (1.5.1) segude korral ei kehti. Olgu kahe pei-
detud Markovi mudeli segu samasugune nagu ala-alapeatiikis (2.2.2). Olgu joondus y =
(1,2,1,1,2,1) ja olgu realiseerunud vaatlusteks = = (A, B, B, A, B, A). Valime ploki suu-
ruseks k = 3. Siis

(k = 1) Roo(yl2) + Ri(ylz) = 5,950,
Ry, (y|z) =~ 6,758.

2.3 PMAP-joondus segude korral

PMAP-joondus on joondus, mis minimiseerib R;(-|z) ja R;(:|z). Teisisonu, tegu on

joondusega wu, mis rahuldab iga ajahetke ¢ korral vordust

Uy = arg m]?xpt(k, zT).

HMM-ide segu (2.1) korral tdhendab see, et PMAP-joondus u rahuldab jargmist vordust.

up = argmgx;pt(kz,xh)m. (2.6)

Skaleeritud forward-backward valemite abil oskame me iga mudeli 7, ajahetke t ja
klassi & korral arvutada toendosusi p;(k|x,7) (vt (1.23)). Kui T pole liiga suur, saame
iga mudeli korral arvutada ka toendosusi p(z|i). Nii saame arvutada PMAP-joonduse

leidmiseks vajalikud téendosused:

ik, xli) = pu(klz, @) - p(z[i).
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Kui T on suur ja eelistame vaatluste jada toenaosuse asemel kasutada selle logarit-
mi In p(x|i), saame vorduses (3.2) maksimiseeritava toendosuse logaritmi leida kasutades
jargnevat votet, millele viitame edaspidi nimetusega ,logaritmivote*.

Olgu ay, . .., a,, posititvsed arvud. Siis

111(2@) zlna1—|—1n<1+a2+-~-+am>
i aq aq

(2.7)
=Ilna; +In(1+exp[lnay —Inai| + -+ +exp[lna, —a]).

Asendades tehtes (2.7) suurused a; suurustega p;(k|z,)p(z|i)m;, saame eeskirja toe-
niosuste p;(k, x) leidmiseks. Nimelt siis Ina; = Inp,(k|z,7) + In p(z]i) 4+ In7;, mida oska-
me leida: toendosused In py(k|z, i) saame vordusest (1.23) ja suurused In p(z|i) vordusest
(1.27).
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Peatiukk 3

Algoritm hiibriitoepara
maksimiseeriva joonduse
hindamiseks HMM-ide segu puhul

Eelmises peatiikis ndgime, et HMM-ide segu korral optimaalsusprintsiip (1.13) ei kehti.
Seega ei saa HMM-ide segu korral tdepédra maksimiseeriva joonduse leidmiseks kasutada
Viterbi algoritmi.

Kaesolevas peatiikis jouame samm-sammult iteratiivse algoritmini, mille abil saame
HMM-ide segu korral hiibriidtoepara maksimiseerivat joondust hinnata. Joonduse hinda-
mise all peame silmas voimalikult korge hiibriidtoepéaraga joonduse leidmist. Muuhulgas
saab seda algoritmi kasutada ka Viterbi joonduse hindamiseks. Esmalt tutvustame ite-
ratiivseid algoritme, mida saab kasutada hiibriidtoepara maksimiseerimiseks o = 0 ja
a = 1 korral. Nende algoritmide juures kasutatavaid ideid kombineerides jouame algorit-
mini, mille abil saab hiibriidtéepara maksimiseerida suvalise o vdartuse korral.

[teratiivne algoritm, milleni jouame, kasutab hiibriidriski minimiseeriva joonduse hin-
damiseks algjoondust. Kéesoleva peatiiki 1opus tutvume iihe ideega, mille alusel algjoon-

dust valida.

3.1 Viterbi-EM

Tahistame

: _ plyzl)m ply,xli)m
p(ily, z) := Sl o) (3.1)

Viterbi-EM on algoritm, mis iga algjoonduse y® korral leiab iteratiivselt joondusi

yM, y@ . kusjuures
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y " = argmax 3 In (p(y, «0)) p(ily", ). (3-2)

Viterbi-EM algoritmi eesmérk on maksimiseerida hiibriidtoepara o = 1 korral. Naeme
jargnevas, et selle algoritmi iga iteratsioonisamm kasvatab sellele o vaartusele vastavat

hiibriidtoepara.

Lause 3.1.1. Iga Viterbi-EM algoritmi iteratsioonisamm kasvatab toepdra, st

Inp(y"*V]z) > Inp(y®|z). (3.3)
Toestus. Tahistame
: p(y, x|i) - m
p(y,ilr) = ———— 3.4
(ile) = P (3.4

Siis kehtib:

p(y’im:p(y,w,i) _ plily,z) - )p( ,y) (

O (@ = p(ilz, y) - p(ylz), (3.5)

kus p(y,x,i) on i-nda mudeli ja realisatsioonide y ja x ihistoepéara. Eelnevast vorduste-

reast jareldub, et iga mudeli ¢ korral kehtib

Inp(ylx) = Inp(y,i|z) — Inp(ily, ).

Nii saame iile koigi mudelite summeerides anda meid huvitava toepéra logaritmile jargneva
kuju.
In p(y|z) = Zln (y,ilz)) p Zln (ily, ©)) p(ily", ).

Niitame niitid, et In % > 0 ehk kehtib p(y+V|z) > p(y®|z):

Inp(y“*V|z) — np(y"|z) =
;ln(p(y(lﬂ),ﬂx)) Zln( y, 7)) plily ), 2)
(S o qx) )= St (ol ) s, ))
:Zln(pyl+1,z|x)) Zln( z|:c) p(ily", )
—Zln( yU+D) x)) +Zln( ) p(ily", z)
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=— anp zfy(lJrl ,x) = 0.

Siin tuleneb esimene vorratus vordusest (3.2). Nimelt kehtib In p(y, z|i) = In p(y, i|x)+
Inp(x) — Inm;. Vorduse parema poole liidetavatest soltub y-st ainult In p(y, ¢|z), mistottu
on (3.2) ekvivalentne jargmise vordusega:

(I+1)

y " = argmax 3 In (p(y, il2)) p(ily", ).

Teine vorratus tuleneb Jenseni vorratusest. Nimelt on — In(-) kumer funktsioon.

O

Jareldus 3.1.1. Viterbi-EM algoritmi puhul kehtib
p(y“*V]e) > p(y"]e). (3.6)
Toestus. Tuleneb logaritmi omadustest. O]

Néitame jargnevalt, et kui asendada Viterbi algoritmis (algoritm 1) tileminekutoe-
naosused ja emissioonitihedused teiste, sobivalt defineeritud suurustega, saame algoritmi

joonduste (3.2) leidmiseks.

Teoreem 3.1.1. Joonduse (3.2) voib leida Viterbi algoritmi abil, kus dleminekutoendo-
suste (ka algtéendosuste) ja emissioonitoendosuste (voi emissioonitiheduste) asemel kasu-

tatakse vastavalt suuruss
Up s = €XP [Z In (prvs(i))p(ﬂy(l),x)] , r=0,.,K, s=1..,K (3.7)

ja
hi(x;) := exp lz In (fk(:vt|i))p(i|y(l),x)] , k=1,...,K. (3.8)

Téestus. Vorduses (3.2) maksimiseeritav suurus avaldub suuruste u, s ja hg(x;) kaudu

jargnevalt:

Zln (y, z]8)) plily®, z) =
T
55 e (pily®,a) + 3 30 S aliplly®, )

i t=0 i t=1
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~
|

1

T
=2 Inexp Zlnpt,tﬂu')p(zwy”%m)] +2_ Inexp [Zlnfyxxtrz)p(zw“%x)
% t=1 %

T T
|
— O

T
Iy, g, + IRy, (24).
=1

~+~
|

0

Olgu s joondus pikkusega T ja olgu D mingi ajahetk, mille korral kehtib 1 < D < T.

Néitame niitid, et iga seisundi yp,, korral kehtib

yPuyp=k

arg max Zln( DH,x\i))p(i]s,x):arg max > In (p(yD,x]i))p(i\s,x).
y2:yp=k

Olgu yp41 = j. Siis

max Zln( b+t '))p(i|s,x)

yPuyp=k

yPuyp=k

D+1
= max [Z In Wy, y,,, + Z In Ay, mt)] (3.9)

D-1
=Inwug; +Inh;(zpsr) + max [Z In wy, 4., +Zlnhyt (x4)] -

yPiyp=k | ;5 =1

Seega saab joondust (3.2) leida Viterbi algoritmi abil, kus iga seisundi j € ) korral

01(7) = Inugy, +Inh;(zy),
5(5) = ryeaf(ét,l(r) +Inw, ;) +Inhj(x,).

]

Paneme tahele, et fikseeritud seisundi r € Y korral ei pruugi summad >,y u, s ja
> zex hi(x) vorduda ithega. See meid aga ei sega. Kuna suurused u, s ja hy(x;) on alati

mittenegatiivsed, on tuletatud algoritmi kasutamine 6igustatud.

3.2 Algoritm PMAP-joonduse hindamiseks

Eelmises peatiikis ndgime, et PMAP-joondust saab HMM-ide segude korral leida. See-
tottu pole PMAP-joondust hindavat algoritmi meile vaja. Siiski aitab sellise algoritmi
uurimine meil hiljem leida algoritmi, mida kasutades saame hinnata hiibriidriski minimi-
seerivat joondust.

Tahistame esmalt

pe(k, x|i)m; :pt(k,xli)m
Zipt(k,xﬁ)m pt(kvx)
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2)_

Olgu y @, yM ¢y . joonduste jada, kusjuures

y) = arg max 3 (Inp (e, i) p(ilY, = u x). (3.11)
t 7

Lause 3.2.1. Tingimuse (3.11) jargi leitud joonduste korral

eyt V) = o). (3.12)
Toestus. Olgu
) pt(ka x|z) “ T
pe(k,t|x) = ————— 3.13

Analoogselt Lause 3.1.1 toestusega saame, et

I py(y ™ |2) = npy (v |a) =

Zln(pt i) plily, @ —Zln(pt v ilz)) (il o)
_Zln (pt |y(+1 ,SL’)) |yt y L +le’l( |yt ) ))p(l‘ngl)7x>

(141)
2> ~In (pt( o )> plily”, x)

pt( |yt 9 )
(1+1)
p( ’y ) ) .o (1
z—mzi—im——um&wza
i pe(ily, )

3.3 Hiibriid-EM algoritm

Kasutame eelmistes alapeatiikkides esitatud ideid meile huvi pakkuva algoritmi leid-
miseks. Viidates meie eesmargile hinnata hiibriidriski minimiseerivat joondust, viitame
tuletatavale algoritmile nimetusega ,hiibriid-EM algoritm®.

Olgu a € [0,1], olgu y @,y 4@ . joonduste jada, kusjuures

(1+1)

y ") = argmax a3 In (p(y, 2|0) iy, ) + (1 — ) Y3 (npelyele, i) p(i]V; = 9, x)
7 t 7

(3.14)

Lause 3.3.1. Iga hibriidalgoritmi iteratsioonisamm kasvatab toepdra, st (3.14) jargi leitud

joonduste korral kehtib

« lnp(y(lﬂ) Z In py(y \x ) > alnp(y ) lz)+ (1 —«) Z lnpt(ygl)\x). (3.15)
7
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Toestus. Vorratuse toestamiseks kasutame eelmises kahes alapeatiikis kasutatud votteid.

alnp(y™Vz)+ (1 -« Z In py(y (ZH la Inp(y®|z) + (1 — a) Z lnpt(yy)]:c)]

:aZln (p y(l+1),z|x)> — aZln( y{+y x)) p(ily", z)

— [a21n< ), i|x) ) y D7) — aZln( > (i|y(l),a7)]
(=) 5 m (pu™ Zlﬂﬁ))p@'% )= (=) S (il ) plial” )

i l“ =) S0 (. 10) i) ~ (1= ) 5 S (") )|
=a Y In (p(y™ 0, il2)) plily®, @) + (1= ) 3 3 In (mulyi™, k) p(ilyt”, )

= o (. 10) i)+ (1= ) 5 (ol 1) )|
P, )Y G
ra =t (A iy 4 1= ) 3t (P 0,

e (iy®

-« M iy, ) — (1 -« n M ily® 2
AT x) )p( ) = (=)o ] Z<pt<¢|y<l>,x> R

:—aanp z|yl+1 1—04 Zanp (Hl

= 0.
Vorratus tuleneb joonduste leidmise eeskirjast (3.14) ja Jenseni vorratusest. O

Jarelduse (3.1.1) ekvivalenti siin toestada ei saa, st jarjestikused joondused ei pruugi

kasvatada toepéara

ap(y]z) + (1 — )Y p(y ).

t
Jérgnevalt esitame algoritmi hiibriidriski minimiseeriva joonduse hindamiseks ning

toestame, et selle kasutamine on oigustatud.
Teoreem 3.3.1. Joondusi (3.14) saab leida Viterbi tidpi algoritmiga.

Téestus. Avaldame eeskirjas (3.14) maksimiseeritava suuruse Teoreemis 3.1.1 defineeritud

suuruste u, s ning hg(x;) ja suuruste

(k) =" (Inp,(klz, i) p(i]Y; =y, x) (3.16)

7

kaudu:
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T
aZln (y, 2|1)) plily®, z) + (1 — @) ZZ In e (wslz, 9)) p(i] Vs = y®, z)

T-1 T
—O‘ZmuytmeFO‘Zlnhyt xt 1_0'/ Z
t=0 t=1 t=1

Olgu s mingi joondus pikkusega 7" ning olgu D mingi ajahetk, mille korral kehtib
1 < D < T. Néaitame niiiid, et iga seisundi yp,, korral kehtib

arg_ o [azln (™10 plils 2) + (1= ) 325 (npunl ) p1Y: = >] =

yP:Yp=k

arg max [aZln( p(y?, xli ) p(ils,z) + (1 —a) Y > (Inp(yz, 2))p(i!Yt—st,x)].

yP:Yp=k t=1 1

Olgu yps1 = j. Siis

D+1
yg'nyax . laZln (p(y(D+1), x|z)) p(ils,z) + (1 — a) Z > (Inpe(y|z, ) p(iY; = st,x)]
D= i =1 i
D+1 D+1
= max [aZlnuytytHjLaZlnhyt x) + (1 — a) th yt]
yP:Yp=k r

=alnug +alnhj(rpy) + (1 — oz)qD+1(j)

D-1 D
+ max [ Zlnuytytﬂ—i-oczmhyt )+ (1 —«) Z ytl.

D. —
yP:Yp=k =1

Seega saab joondusi (3.14) leida Viterbi algoritmiga, kus

S (k) = max (0:(4) + alnujy) + alnhy(ze) + (1 — a)ger (k). (3.17)
O]

3.3.1 Uks meetod optimaalse viljundjoonduse leidmiseks

Nagu kéesoleva t60 praktilises osas naeme, voib hiibriid-EM algoritmi valjundjoon-
duste hiibriidtoepéara erinevate algjoonduste korral olla vaga erinev. Loomulikult on meie
eesmérgiks alati sellise algjoonduse kasutamine, mille korral on véljundjoonduse hiib-
riidtoepara voimalikult suur. Tutvustame siin iiht ideed hiibriid-EM algoritmile sobiva
algjoonduse leidmiseks.

Jagame 16igu [0, 1] r-ks vordseks osaks pikkusega A. Olgu ap, . . ., a, arvud 16igul [0, 1]
sellised, et ap = 0, a;. = 1 ja kehtigu iga i € 0,...,r — 1 korral a;,1 = a; + A.

Alapeattikis (2.3) nédgime, kuidas leida o = ag korral hiibriidriski minimiseerivat joon-
dust ehk PMAP-joondust y,,. Kasutame joondust y,, algjoondusena parameetri v vaar-

tuse oy korral. Kui A on piisavalt viike ja kui kehtib p(ya,,x) # 0, on y,, ilmselt ka a4
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korral hiibriidtoepara poolest optimaalne joondus. Kui ta seda pole, loodame joondust
Yo, algjoondusena kasutades leida oy korral hiibriidtoepéara poolest optimaalse joonduse
Yo, - Joondust y,, parameetri a vaartuse s korral algjoondusena kasutades loodame leida
optimaalset joondust y,, ja nii edasi.

Selliste vaikeste sammude kaupa parameetri o viartust kasvatades loodame hiibriid-

toepara maksimiseerivat joondust leida ka o = «,. korral.
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Peatukk 4
Simulatsioonid

Kéesoleva t60 praktiline osa koosneb kahest poolest. Esmalt uurime fikseeritud vaat-
luste vektori x korral, kuidas soltub viljundjoondus parameetri a ja algjoonduse y©
valikust. Teeme seda kahe segu korral.

Sageli hinnatakse HMM-ide segu segmenteerimisiilesande lahendamiseks esmalt koige
toenaolisem mudel ning seejarel kasutatakse seda mudelit huvipakkuvate joonduste leid-
miseks (vt nt [1]). Praktilise osa teises pooles vordleme seda meetodit kasutades leitud

joonduste omadusi hiibriid-EM algoritmi valjundjoonduste omadustega.

4.1 Hiibriid-EM erinevate parameetrite korral

Eelmises peatiikis joudsime algoritmini, mille abil loodame leida hiibriidriski R (-|z)

minimiseerivat ehk hiibriidtoepéra

T
alnp(s|z) + (1 — «) Zlnpt (s¢|x) (4.1)

maksimiseerivat joondust. Selle algoritmi pseudokood on algoritm 2. Uurime kahe lihtsa
naite korral, kuidas algoritm kéitub erinevate parameetri a vaédrtuste ja erinevate algjoon-
duste y© korral. Vaatleme iiksteise jirel kaht kahe HMM-i segu. Esimese segu (segu A)
korral on koik tileminekutdendosused nullist erinevad, teise segu (segu B) korral mitte.
Edasises kasutame mingi o vidrtuse korral ja algjoondust y@ kasutades leitud algoritmi
2 viljundjoondusele viitamiseks tihist v, (y(®).

Olgu seisundite ruum ja vaatluste ruum vastavalt

y:{1’2737475}7
X - {77A'“7 ’7B“7 77C“7 ’7D“7 ’7E“7 ’7F“7 77G“}‘

30



Eelnevalt oleme fikseerinud m peidetud Markovi mudelit iilleminekutdenéosustega

pru(7) ja emissioonitoendosustega f; ning mudelite kaalud ;.

Sisend : Vaatlused z1, xo, ..., z7, algjoondus y(?), parameeter a ja
peatumiskriteeriumi méaarav e.
Igat=1,...,T korral:
1. Arvuta valemi (1.26) jargi p(z¢|zt™1).

L 2. Arvuta iga j € ) korral valemit (1.24) kasutades &(j, z*).
Igat=1,...,T korral:

L Arvuta iga j € Y korral valemit (1.25) kasutades 5(x], 7).
Leia suuruste p(z;|z'~1) abil In p(x) (vt valem (1.27)) ja suuruste a(j, z*) ja

B(xT,]5) abil suurused p;(j|z) (vt valem (1.23)).

Olgu | = 0 ja R, (y"V|z) = cc.
Kuni R, (y"V|z) — R.(yP]z) > ¢ :

1. Leia iga mudeli 7 = 1, ..., m korral nn logaritmivotet kasutades
Inp(ily®, z) = In (p(y, 2li)m:) — I (S0, p(y®, 2l)m))
2. Leia iga ajahetke ¢, iga mudeli = 1,...,m ja j € Y korral nn
logaritmivotet kasutades
lnpt(i|y§l), z) =1In (pt(ygl)a 5U’Z)Wz) —1In (Z}n:l pt(ygl)a x|j)7rj).
3. Arvutaigar=20,...,K,igas=1,..., K korral nn
tileminekutoendosused u, s (vt (3.7)).
4. Arvuta iga k € ) ja iga tiksiku vaatluse x; korral nn
emissioonitoendosused hy(z;) (vt (3.8)),
5. Arvuta iga ajahetke t ja iga k € ) korral suurused ¢(k) (vt (3.16))
6. Arvuta iga j € Y korral 6;(j) = a(Inug; + Inh;(z1)) + (1 — @)qi(j).

Igat=2,..,T korral:
1. Arvuta iga j € Y korral

0¢(7) = max; (0,1 (7) + alnwyy) + alnhj(zy) + (1 — ) g (7).

2. Jéta meelde seisund ¢;_1(j) = arg max; (6;—1(7) + alnu,;).

Leia tagant ettepoole tulles:

yp " = argmax dr(j),

y U =ayY), t=T-1,T-2,.,1

Viljund: Joondus 3¢+,

Algoritm 2: Hubriid-EM algoritm
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Fikseerime T' = 25. Vaatleme kahe HMM-i segu, kus mudelite kaaludeks on 7 = 0,25 ja
7y = 0,75. Mudelite tileminekumaatriksid olgu vastavalt P! ja P!, algjaotused vastavalt
PP ja P ning emissioonitdendosuste maatriksid vastavalt f ja fo. Uleminekumaatriksid,
algjaotused ja emissioonitoendosuste maatriksid on esitatud kéesoleva t606 lisas. Edaspidi
viitame sellele segule nimega ,,segu A“.

Simuleerime segust A vaatluste vektori realisatsiooni x. Selleks valime juhuslikult tihe
mudeli kahest, kusjuures esimese mudeli valimise toendosus on 7 ja teise mudeli valimise
toendosus mo. Seejirel genereerime valituks osutunud mudeli 7 algjaotust PP ja iilemine-
kumaatriksit P/ kasutades seisundite vektori y. See tihendab, et seisundi y; genereerime
juhuslikult algjaotuse PP kohaselt. Iga edasise seisundi y; realisatsiooni k genereerime
eelmisele seisundile y;_; iileminekumaatriksis P/! vastavate iilleminekutdendosuste p,, |
kohaselt.

Vaatluste vektori x genereerimiseks kasutame niiiid emissioonitdenéosuste maatriksit
fi. Vaatluse z; genereerimiseks valime juhuslikult iihe vaatluse hulgast X', kusjuures mingi
hulga X elemendi valituks osutumise toendosusena kasutame toendosusi emissioonitoe-
naosuste maatriksi f; sellelt realt, mis vastab eespool genereeritud seisundile ;.

Kirjeldatud viisil toimides osutus meil valituks mudel 2. Realiseerunud seisundite vek-
tor ja vaatluste vektor on esitatud kaesoleva t60 lisas.

Parameetri a viédrtusena kasutame kaoiki arve hulgast {0,000;0,001; 0,002, . ..,1,000}.

Kasutame edasises algjoonduse y© rollis iitheksat erinevat joondust ja iiht joonduste

peret:

e vastavalt ainult iihtedest, kahtedest, kolmedest, neljadest ja viitest koosnevad joon-

dused y\”, 487, &, yi¥ ja 487,

e joondus yéo) =(3,2,1,...,1);

e joondus yéo) =(3,3,1,...,1);

e kummalegi mudelile vastavad Viterbi joondused yﬁ? FRE! yfjg? A

e joonduste pere {y{”}, kus y? on hiibriid-EM algoritmi viljund algjoonduse y¥
korral ja kus y&ol) leidmiseks on algjoondusena kasutatud PMAP-joondust (loe lahe-
malt ala-alapeatiikis (3.3.1)).

Algjoonduse yéo) valimise motiiviks on meie kavatsus segu B esimese mudeli korral

seada iileminekutoendosus ps o vordseks nulliga. Segu B teise mudeli tileminekumaatriksis
vordsustame nulliga toenaosuse ps 3, seetottu on huvitav vaadelda, kuidas kaitub algo-
ritm algjoonduse y§°> korral. Viterbi joondused saab leida rakendades algoritmi 2 ainult
ithest mudelist koosnevale ,segule“ ja vottes a = 1. Kummalegi mudelile vastavad Viterbi

joondused on esitatud kaesoleva t606 lisas.
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Joonisel 4.1 on kujutatud joondusi va(ygo)) viie erineva « vaartuse korral. Samasu-

gused joondused saame ka algjoondusi yio), yéﬂ), yéo), ygo), yq(,g)’ 4 ja algjoonduste peret

{y&o)} kasutades. Néeme, et valjundjoondused erinevad iiksteisest oige vahe. Naeme kaht

identsete joonduste paari: 11075(y§0)) ja 00,75(y§0)) ning vo(yg))) ja vo 01 (y@).

Joonisel 4.2 on kujutatud joondusi va(ygo)) nende samade viie o védédrtuse korral. Sa-

masugused valjundjoondused saame ka algjoondusi y§0) ja yg) 4 kasutades. Ka siin on
parameetri o vadrtustele 0 ja 0,01 vastavad véljundjoonduse identsed. Parameetri o vaér-

tustele 0,5 ja 0,75 vastavad joondused on siin aga tiksteisest erinevad.

a=1,00 —o—
a=0,75 —=—
a=0,50 —v—
a=0,01

a=0,00 —%—

seisund

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
ajahetk t

Joonis 4.1: Hibriid-EM algoritmi véaljundid segu A korral, kui kasutada algjoondusena
joondust y§0)7 yflo), yéo), yéo), y%o), yfjg? 4 voi algjoonduste peret {y®}. Viljundjoonduste
paremaks eristamiseks on joonduste graafikuid siin ja edaspidi pisut y-telje suunal nihu-
tatud.

Jooniseid 4.1 ja 4.2 omavahel vorreldes naeme, et joondused va(yg))) ja va(yéo)) on
parameetri a vadrtuste 1,00 ja 0,75 korral erinevad. Kuna meie eesmark on maksimiseerida
toepéara (4.1), pakub meile huvi, millist algjoondust voi algjoonduste peret kasutades
saadud valjundjoondus on mingi « viartuse korral suurima hiibriidtoeparaga. Joonisel
4.3 on kujutatud algoritmi valjundjoonduste hiibriidtoepéarad erinevate o vaartuste korral.

Vordselt head valjundjoondused saame iga « korral kasutades algjoondusi ygo), yz(l())? Z/éo)a

us, i, 49 4 ja algjoonduste peret {y©}.
) L (0) . (0)

Kehvema tulemuse annavad algjoondused yéo , Y3~ ja Y, - Nende kolme algjoonduse
puhul langeb hiibriidtoepara graafik kusagil o = 0,7 ldheduses margatavalt madalamale.
Parameetri o vaartused, mille korral hiibriidtoepéara graafik madalamale nivoole kukub,
on algjoonduseti pisut erinevad.

Uurime niiiid algjoonduste pere {y(”'} ja algjoonduse yfﬁ? 4 naitel, kuidas kaituvad val-
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T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 0=1,00 o

a=0,75 —&—
a=0,50 —v—
a=0,01 —A—
a=0,00 —%—

seisund

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
ajahetk t

Joonis 4.2: Hiubriid-EM algoritmi véljundid segu A korral, kui kasutada algjoondusena

joondust yéo), y;(z,o) VOl yq(g),A'

-5 T T T T T T T T T T T

-10 + . . . . . ]

sk //// i

hiibriidtdepéra

-

i

-35 : . ")f'

50 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

a
Va(Yl(O))r Va(Y4(0)): Va(YS(O)): Va(YG(O)): Va(Y7(O)): Va(YvZ,A(O)): Va(Ya(o)): Vaz
Va(y2 @) — -
Va(ys @) = -

Vu(le,A(O)) Tttt

Vol — -

Joonis 4.3: Erinevate algjoonduste korral leitud véljundjoonduste hiibriidtdepéra. Mitmele
valjundjoondusele vastab iiks joon, kui need on vordsed iga arvutamisel kasutatud o

korral.
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jundjoonduse hiibriidtoepédra komponendid erinevate o vaartuste korral. Teisisonu, uurime

hiibriidtoepara nn Viterbi komponendi

In p(v|x) (4.2)

ja nn PMAP komponendi

Zt: In py(v]x) (4.3)

muutumist, kui muutub a. Tulemused on esitatud joonisel 4.4. Valjundjoonduste v, ( C(XO))
hiibriidtoepara komponendid kaituvad ootuspéraselt: mida suurem on «, seda suurem on
Viterbi komponendi véértus; (1 — «) kasvades kasvab ka PMAP-komponent. Valjund-
joonduse v, (yfg) A) hiibriidtoepara komponentide vaartused langevad alates o vaartusest

0,716 méargatavalt.

0 0
Sk 5
S0k -10
-5+ -15
© 20 © -20
§ 25 é -25
30 - -30
35 35
-40 - -40
45 s HOOOBEHHNCHOODK s
50 . . . . . . . . . . . 50 i i i i i i i i i oo
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1
N Viterbi komponent @ Viterbi komponent
PMAP-komponent PMAP-komponent ~ *
(a) Véljundjoondused v © (b) Véljundjoondused v ©
J ] a\Ya " ). J J a\Yp1,4)-

Joonis 4.4: Kahe erineva algjoonduse pohjal leitud véljundjoonduste hiibriidtoepéra kom-

ponendid.

Leiame nende samade algjoonduste puhul, milline on véiljundjoonduste toepéara kum-

magi mudeli suhtes, st leiame erinevate o vaartuste korral

-40 T T T T T T T T T T T -40

a5 1 a5

50 | 4 50

55 1 55

-60 200008 - -60 30000

65 ] 65k

70+ g 70+
§ 75 F 4 i 75 F AL
® g B 80 30000000000000000000000 25000¢
'§ -85 4 @ -85 |

90 |- 4 90 |

95 1 95

-100 1 -100 F

-105 - RO B -105 -

g0 f - 4 At0f

115 F 1 15 F

iod IS S S S (S S NS SO s s s INd NS S S G N S A WA

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
N mudel 1 = a mudel 1 *
mudel 2 x mudel 2 x
Viljundjoondused © b) Viljundjoondused ©
(a) Véljundjoondused vy (yo’ ). (b) Véljundjoondused vq (Y1 4 )-
b

Joonis 4.5: Kahe erineva algjoonduse pohjal leitud valjundjoonduste toeparad kummagi

mudeli suhtes.
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a=1,00 —o—
a=0,75 —&—
| 0=0,50 —¥—
a=0,01
a=0,00 —%—

a=1,00 —o—
a=0,75 —=—
| a=0,50 —v—
a=0,01
a=0,00 —»—

seisund
seisund

123 456 7 8 9 101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 123 456 7 8 9 101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
ajahetk t ajahetk t

(a) Joondused v, <y50)>, Vo (yio)) ja vg (yéo)). (b) Joondused vy (y£0)> ja vq (yg(izB).

a=1,00 —o—
0=0,75 —=—
| a=0,50 —v—
a=0,01 —
a=0,00 —%—

a=1,00 —o—
0=0,75 —m—
| a=0,50 —v—
a=0,01 —
a=0,00 —%—

seisund
seisund

123 456 7 8 9 101112 13 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 123 456 7 8 9 101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
ajahetk t ajahetk t

(c) Joondused v, <y§0)> ja v (ygo)). (d) Joondused v, (yéo)), Vo (yfg?B) ja va(y&o)).

Joonis 4.6: Hiibriid-EM algoritmi valjundjoondused erinevate algjoonduste ja a vaartuste

korral (segu B).

Inp(v, z|i), i=1,2. (4.4)

Tulemusi on kujutatud joonisel 4.5. Joonisel 4.5a kajastub, et joonduste v, (yg])) leidmisel
on algoritm 2 arvestanud rohkem mudeliga 2 - véljundjoonduste toepara on mudeli 2
suhtes margatavalt suurem, kui mudeli 1 suhtes. See on mudelite kaalusid silmas pidades
igati loogiline. Jooniselt 4.5b ndeme, et kui « iiletab teatud piiri, pdaseb algjoonduse yfg) A
puhul enam mojule mudel 1. Valjundjoonduse toepara on viiksema kaaluga mudeli suhtes
suurem, mis seletab ka, miks joonduste v, (yfg) A) hiibriidtoepara suuremate o vaartuste
korral mitmete teiste algjoonduste pohjal leitud véljundjoonduste omast madalam on.

Margime, et algoritm 2 koondub juba mone iteratsioonisammu jarel. Keskmine ja
maksimaalne iteratsioonisammude arv erinevate algjoonduste korral on esitatud tabelis
4.1. Maksimaalne iteratsioonisammude arv on 5. See tahendab, et iga algjoonduse ja «
vaartuse korral on viiendal iteratsioonisammul leitud joondus samasugune, kui neljandal
sammul leitud joondus. Kuna koondumine on nii kiire, on meil algoritmi 2 peatumiskritee-
riumi maarava muutuja € vaartuseks 0. Kahest madalam keskmine iteratsioonisammude
arv niitab, et leidub o vaartusi, mille korral algoritm koondub vaid tihe sammuga ehk
algoritm véaljastab algjoonduse voi sellega vordse hiibriidtoeparaga joonduse. Algjoondus-
te pere {y¥} korral koondub algoritm pea alati ithe sammuga.

Muudame niitid mudelite iileminekutoenaosusi. Kui varem oli esimese mudeli puhul

tileminekutdendosus pso vordne 0,01-ga, siis vordsustame selle niitid nulliga. Sarnaselt
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. 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Algjoondus‘ yi) yé) yé) yz(;) yé) yé) ?/g) .%(;1?,4 yz(;Q),A &0)

Keskmine | 296 2,73 280 2,00 2,00 2,02 29 2,73 1,86 1,00
Maksimum 3 4 5 2 2 3 3 5) 2 2

Tabel 4.1: Algoritmi 2 iteratsioonisammude arv erinevate algjoonduste korral (segu A).

kditume teise mudeli iilleminekutoendosusega ps 3. Nii saame tileminekumaatriksid PP ja
PP (vt lisa). Votame need iileminekumaatriksid kasutusele varem kasutatud iilemineku-
maatriksite P{* ja Pj' asemel ja jitame iilejidnud segu A juures kasutatud parameetrid
samaks. Nii saadud segule viitame edaspidi nimetusega ,,segu B*.

Kasutame sama vaatlustevektorit x, mis segu A korral, et ndha, millist efekti omab
kahe tileminekutdenédosuse nulliga vordsustamine. Realisatsiooni z téepéra In p(x) on segu
B korral pea identne selle toepéaraga segu A korral.

Ka selle segu korral soovime algjoondustena kasutada mudelite Viterbi joondusi. Ta-

histame neid vastavalt yfﬁ)’ B Jja yq(j

joondustega y 2, ja 40

2)7 p- Osutub, et need on identsed segu A mudelite Viterbi

Joonisel 4.6 on kujutatud erinevate algjoonduste ja o vaartuste korral leitud hiibriid-
EM algoritmi véljundjoondusi. Meie poolt vilja valitud iiheksat erinevat algjoondust,
iiht algjoonduste peret ja viit erinevat o vaartust kasutades saame neli valjundjoonduste
komplekti. Algjoondused yéo), yf};) » ja algjoonduste pere {y®} annavad nende « véirtuste
korral téapselt samasugused véaljundjoondused kui hiibriidtoepara suhtes koige paremaid
tulemusi andnud algjoondused segu A korral, st joonised 4.6d ja 4.1 on identsed. Joonisel
4.6a kujutatud joondused v, (y@) on iga « vaartuse korral erinevad. Ka joonistel 4.6b ja
4.6¢ ei leidu kaht tihesugust joondust.

Négime, et joondused voivad erinevate algjoonduste korral olla viga erinevad. Taas
huvitab meid, millised algjoondused annavad mingi « vaartuse korral suurima hiibriid-
toepédraga valjundjoondusi. Erinevate algjoonduste pohjal leitud valjundjoonduste hiib-
riiddtoeparade vordlus on joonis 4.7. Kui a = 0, on koik valjundjoondused optimaalse
hiibriidtoeparaga. Nimelt on koikidele algjoondustele vastavad véljundjoondused o = 0
korral vordse hiibriidtoeparaga ja teame, et iiks neist - Ug(y(()o)) - on kindlasti PMAP-
joondus. Juba jargmise o vaartuse o = 0,001 korral jagunevad valjundjoondused kaheks.
Korgem hiibriidtoepéra on siis algjoonduste yéo) ja yf}g? p hing algjoonduste pere {y&o)}
pohjal leitud valjundjoondustel; koigi teiste valjundjoonduste hiibriidtoepéra on mada-
lam. Parameetri o kasvades esineb neljale algjoondusele vastavatel valjundjoondusel veel
iiks kord sellist madalamale nivoole langemist. Véljundjoondused v, (yéo)), Vg (yfg) B) ja
Vq (ygo)) annavad iga a vaartuse korral parima tulemuse.

Véljundjoonduste hiibriidtéepéra Viterbi komponendi (4.2) ning PMAP komponendi
(4.3) vdartus ja toepara kummagi mudeli suhtes erinevate v vaartuste korral on kujutatud
joonisel 4.8. Algjoonduste {y{¥’} puhul kehtib iga a korral In p(v, ( (0)) ,xli = 1) = —o0.

[0}
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hiibriidtdepéra
w
o
T
l

55 1 1 1 1 ] 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Vu(Yl(O))/ Va(Y4(0)) ja Va(YS(O))
Va(v2@) ja va(w1,6¥) = -
Va(y3©®) ja va(y,®) - - - -

Va(YG(O)): Va(YvZ,B(O))/ Va(Ya(O)) ja V02

Vol

Joonis 4.7: Erinevate algjoonduste korral leitud véljundjoonduste hiibriidtdepéra.

See tdhendab, et iga « korral sisaldab algjoondusele y?) vastav viljundjoondus iileminekut
seisundist 3 seisundisse 2, mis on mudeli 1 korral keelatud. Et mudeli 2 kaal on mudeli
1 kaalust méarksa suurem, on need valjundjoondused hiibriidtoepéra silmas pidades siiski
teistest paremad. Nagu oli ndha ka jooniselt 4.7, on algjoonduste yéo) ja yfﬂ% g pohjal leitud
valjundjoondused alates mingist o vaartusest viga kehvade omadustega. Molemal juhul
arvestatakse ehk liigselt mudeliga 1 (vaata jooniseid 4.8d ja 4.8f).

Joonistel 4.8a, 4.8c kui 4.8e naeme, et Viterbi komponent on maksimaalne véljund-
joonduste puhul, mis on leitud a@ = 0 korral. On selge, et selliselt kaituvat algjoondust
meil kasutada ei maksa. Joonisel 4.8g ndeme heale algjoondusele omast pilti. Parameetri
a vaartuste kasvades kasvab véljundjoondustele vastav Viterbi komponent monotoonselt,
samal ajal, kui PMAP-komponent kahaneb monotoonselt.

Algoritmi koondumiskiirused segu B korral on esitatud tabelis 4.2. Koondumiskiiru-
sed on sarnased segu A korral leitud koondumiskiirustega. Seguga A vorreldes on enim

muutunud algjoondustele yéo) ja ygo) vastavad keskmised iteratsioonisammude arvud.
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Viterbi komponent mudel 1 =
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(g) Joondus vy (y,(yo)) (h) Joondus v, (y&o)).

Joonis 4.8: Erinevate algjoonduste pohjal leitud véaljundjoonduste hiibriidtoepéara kompo-

nendid (vasakpoolne tulp) ja toepérad kummagi mudeli suhtes (parempoolne tulp).

4.2 Kahe meetodi vordlus

HMMe-ide segu korral on tiitipiline lahendus segmenteerimistilesandele jargmine. Esmalt

leitakse mudel, mille korral vaatlusvektori toepara on maksimaalne. Seejarel rakendatakse
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. 0 0 0 0 0 0 0
Algjoondus | 51 47 ¥ 40 40 0 40 0 49, 4O

Keskmine | 297 2,78 228 200 2,00 200 228 279 1,86 1,00
Maksimum | 3 5 3 2 2 2 3 5 2 2

Tabel 4.2: Algoritmi 2 iteratsioonisammude arv erinevate algjoonduste korral (segu B).

valja valitud mudelile hiibriid-EM algoritmi Tulemuseks saadakse joondus, mis minimi-
seerib antud mudeli korral hubriidriski R, (:|z). Edaspidi viitame sellele toimimisviisile
nimetusega "STP-meetod". Soovime naha, kui heade omadustega on sellisel viisil saadud
véaljundjoondus vorreldes valjundjoondusega, mille saame hiibriid-EM algoritmi otse se-
gule rakendades. Tahistame hiibriid-EM algoritmi kasutades saadud véljundjoondust 7 ja
STP-meetodit kasutades leitud joondust 3. Et kaht meetodit vordsetel alustel korvutada,
arvestame ka STP-meetodi korral mudelite kaalusid. Sellest tulenevalt on STP-meetodil

valja valitav mudel fikseeritud vaatluste vektori x korral selline, mis rahuldab vordust

i = arg max p(x] )T (4.5)

-----

Joonistel 4.3 ja 4.7 on muuhulgas kujutatud ka mudeli 1 suhtes optimaalsetele viljund-
joondustele v} ja mudeli 2 suhtes optimaalsetele véiljundjoondustele v? vastav hiibriidtoe-
para. Kuna seal fikseeritud vaatluste vektori x korral otsustades olnuks STP-meetodil
osutunud valituks mudel 2, illustreerivad molemad joonised olukordi, kus ¢ ja ¢ on vord-
selt head. Teisisonu, ainult mudelit 2 kasutades saadud viljundjoondus v2 on sama suure
hiibriidtoeparaga, kui parim hiibriid-EM algoritmi valjundjoondus.

Vordleme joondusi ¢ ja § kolme kriteeriumi alusel. Esimeseks kriteeriumiks on joon-
dusele vastav keskmine klassifitseerimisvigade arv. Selleks defineerime punktiviisilist kao-
funktsiooni (1.8) kasutades kaofunktsiooni, mis loeb kokku, mitme ajahetke ¢ korral kahe

vektori y ja s elemendid tiksteisest erinevad.

T
Z l Yt, st (46)
t=1

Joondusele 7 ja joondusele g vastav keskmine vigade arv on fikseeritud vaatluste vektori

x korral

> Ly vplyle),  ve{y,g} (4.7)

yey

Nende suuruste hindamiseks genereerime n, joondust jaotusest p(y|z). Tahistame neid

joondusi yy, ..., Y, Genereeritud joondusi kasutades leiame hinnangud suurustele (4.7):
- Z L y]? 7 v e {?ja g} (48)
Ny 7j=1
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Andmaks 16plikku hinnangut keskmisele vigade arvule, genereerime jaotusest p(x) n,
vektorit, mida tahistame 1, ..., x,, , leiame iga vaatluste vektori korral hinnangud (4.8)
ja arvutame hinnangute aritmeetilise keskmise.

Teiseks kriteeriumiks on joondusele vastav toepéra. Selle hindamiseks jatame fiksee-
ritud vaatluste vektori x korral tinglikust jaotusest joondusi genereerides meelde, mitu
joondust mingist mudelist genereeriti. Tahistame vastavad arvud ni,...,n,. Joonduste

¥ ja g toepara alusel vordlemisel kasutame fikseeritud vaatluste x korral hinnanguid

m n Lo
Z —p(ylz,i),  ve{y g}t (4.9)
i=1 Ty
Loplike hinnangute leidmiseks arvutame vektoritele x1, . .., z,,, vastavate hinnangute (4.9)
aritmeetilise keskmise.
Kolmandaks kriteeriumiks on hiibriidtoepara. Arvutame vaatluste vektorite xy, ..., z,,
korral hiibriidtoeparad
T
alnp(v]z) + (1 —a) > Inp(vz), ve{y, 9} (4.10)
t=1
Lopliku hinnanguna kasutame vektoritele z1, . .., x,_ vastavate hinnangute (4.9) aritmee-

tilist keskmist.
Tinglikust jaotusest p(y|x) joonduste genereerimiseks paneme tihele, et iga mudeli i,
t=1,...,m, korral kehtib

ply, ilz) = p(ylz, 1)p(il), (4.11)
kus
Lo plali)m
p(i|z) := o) (4.12)

Summeerides iile mudelite, saame

pyle) = 3 plole, Dplile). (413

Seega tuleb tinglikust jaotusest p(y|x) joonduse genereerimiseks valida vastavalt toe-
ndosustele p(i|z) vélja tiks mudel ning seejérel genereerida joondus sellele mudelile vasta-
vast jaotusest p(y|z,i). Alapeatiikis (1.4) ndgime, et tinglikud tileminekutdendosused ja

algtoenédosused saab leida jargnevaid arvutuseeskirju kasutades:

Pyt ye41 fyt+1 (xt+1)6(x?+2|yt+1) 4.14

p(yt+1|yt7 t+1) /8($t+1|yt) (])t+1|xt) 9 ( ° )
YW

p(y1|xT) _ p07y1fy1;:§;>1f<x2 ‘yl) (415)
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(a) Keskmine vigade arv. (b) Keskmine toepéra.

Joonis 4.9: Kahe meetodi véljundjoonduste omadused segu A korral.

Eespool nagime, et hiibriid-EM algoritm voib erinevate algjoonduste korral anda véiga
erinevate omadustega viljundjoondusi. Heade véljundjoonduste leidmiseks kasutame ala-
alapeatiikis (3.3.1) tutvustatud meetodi pisut taiustatud versiooni.

Parameetri o viartuse 0 korral kasutame algjoondusena segu PMAP-joondust. Et sel-
le joonduse korral on hiibriidtéepara kindlasti maksimaalne, valjastab hiibriid-EM algo-
ritm selle joonduse voi mone selle joondusega vordse toepéaraga joonduse. Leitud joon-
dust y&%) kasutame iihe algjoondusena jargmise o vadrtuse «; korral. Teisteks kasuta-
tavateks algjoondusteks on mudelite Viterbi joondused yf)?), e 791()?,3' Valjundjoondustest

0)

val(y((lo ), val(yf)?)), e gy ( 1(192) valime joonduseks ¢ suurima hiibriidtéeparaga joonduse.

Selle joonduse votame jargmise « vadrtuse as korral algjoonduse y&ol) rolli. Leiame val-

jundjoondused va, (Y), va, (Y?), . . ., va, (y{”)) ning vétame neist parima joonduseks §.

Protsess jatkub analoogselt kuni parameetri o vaartuseni o = 1.

Votame n, = 400 ja n, = 1000. Kasutame parameetri o vaartusi hulgast

{0,00;0,01;0,02;...;1,00}.

Hinnangud keskmisele vigade arvule ja keskmisele toepéarale segu A korral on kuju-
tatud joonisel 4.9. Olgugi, et viikeste a vadrtuste korral on hiibriid-EM algortimi val-
jundjoondustele vastav keskmine vigade arv pisut viiksem ja suurte a vaartuste korral
neile vastav keskmine toepéra pisut suurem kui STP-meetodi valjundjoondustel, on kahel
meetodil saadud joondused keskmiselt kiillaltki sarnaste omadustega. Mudelite tilemine-
kutdendosused ja emissioonitoendosused on selle segu korral kiillaltki erinevad, mistottu
erinevad tinglikud toendosused p(i|z) sageli tiksteisest mitme suurusjargu vorra. Seetottu
genereeritakse fikseeritud vaatluste vektori korral joondused y, ..., ¥y,, sageli ainult iiht
mudelit kasutades. STP-meetodi puhul toimub joonduse § hindamine sedasama mudelit
kasutades. Ka hiibriid-EM algoritm teeb valdavalt otsuseid vaid sama mudeliga arves-

tades. Seetottu on joondused ¢ ja ¢ paljude vaatlusvektorite z;, ¢ = 1,...,n,, korral
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identsed.
Joonisel 4.10 on kujutatud hinnanguid hiibriid-EM algoritmi ja STP-meetodi véljund-
joonduste keskmisele hiibriidtoepérale. Naeme, et viljundjoondused on nende meetodite

puhul keskmiselt pea vordse keskmise hiibriidtoeparaga.

T T T T T T T T T T T
_13 - —
© -14 .
]
Q
{e]
5
s -15F -
:-g
Q
£
E -16 =
0
g
-17 -
_18 - -
| | | | | | | | | | |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

a
STP-meetod

Hubriid-EM ——
Joonis 4.10: Hiibriid-EM algoritmi ja STP-meetodit kasutades leitud joonduste keskmine
hitbriidtoepéra (segu A).

Soovime néha, kuidas kaitub kumbki meetod juhul, kui mudel vaatluste vektori pohjal
nii lihtsasti tuvastatav pole. Selleks asendame segus A teise mudeli iileminekumaatriksid
ja emissioonitoendosuste maatriksid vastavalt maatriksitega P3 ja f3 (vt lisa). Nii saa-
me segu C. Hinnangud keskmisele vigade arvule ja keskmisele toepérale selle segu korral
on esitatud joonisel 4.11. Ndeme, et molema kriteeriumi jargi otsustades on hiibriid-EM
algoritm STP-meetodist selgelt parem. Vaikeste o vaartuste korral on keskmine valjund-
joondustele vastav vigade arv hiibriid-EM algoritmi puhul méargatavalt vaiksem. Enamgi
veel, ka a kasvades on hiibriid-EM valjundjoondustele vastav keskmine vigade arv vaik-
sem, kui STP-meetodil leitud véljundjoondustel.

Hiibriid-EM algoritmi kasutades onnestub paremini ka Viterbi joonduse hindamine.
Ka suhteliselt vaikeste o véaartuste korral leitud valjundjoonduste puhul on hiibriid-EM
algoritmiga leitud véljundjoonduste toepéra keskmiselt suurem, kui STP-meetodi puhul.

Hinnangud meetoditele vastavatele hiibriidtoeparadele on esitatud joonisel 4.12. Néae-

me, et iga parameetri o viaartuse korral kehtib
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Joonis 4.11: Kahe meetodi valjundjoonduste omadused segu C' korral.

1 Ja 1 Je
FZRQ(ZAQ?]) < ;ZRa(y‘ij (416)
T j=1 T j=1

st hiibriid-EM algoritm saavutab koigi kolme eespool defineeritud kriteeriumi jargi pare-

mad tulemused, kui STP-meetod.

T T T T T T T T T T T
-16 -
-17 -
o
=
8 -18 .
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8
:_g
o -19F -
=
g
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£ 20+ -
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STP-meetod
Hibriid-EM ——

Joonis 4.12: Hiibriid-EM algoritmi ja STP-meetodit kasutades leitud joonduste keskmine
hitbriidtoepara (segu C).
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LISAD

Simulatsioonides kasutatud parameetrid

Algjaotused ja tileminekumaatriksid:

0,30
0,29
0,01
0,30
0,10

0,30
0,19
0,21
0,25
0,05

P) =Py,

sz

0,25
0,30
0,39
0,10
0,05

0,20
0,10
0,10
0,10
0,10
0,25
0,30
0,40
0,10
0,00

Emissioonitoeniosused:

h

0,30
0,20
0,01
0,10
0,15

0,40
0,19
0,49
0,10
0,13

0,30
0,20
0,00
0,10
0,15

0,20
0,40
0,20
0,30
0,10

0,10
0,60
0,01
0,30
0,13

0,20
0,40
0,20
0,30
0,15

0,40
0,33
0,01
0,30
0,01

0,10
0,20
0,20
0,10
0,10

0,08
0,15
0,01
0,01
0,01

0,10
0,05
0,30
0,30
0,40

0,20
0,01
0,30
0,34
0,32

0,10
0,10
0,30
0,30
0,40

0,02
0,10
0,20
0,20
0,70
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0,00
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0,20
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0,25
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PP =10,39
0,10
0,05
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PP =10,10
0,10
0,10
0,10 0,20
0,01 0,01
0,30 0,20
0,09 0,20
0,05 0,11

0,30
0,20
0,00
0,10
0,15
0,40
0,19
0,50
0,10
0,13

0,20
0,40
0,21
0,30
0,10
0,10
0,60
0,00
0,30
0,13

0,10
0,05
0,30
0,30
0,40

0,20
0,01
0,30
0,34
0,32

0,15
0,05
0,10
0,20
0,30

0,10
0,10
0,10
0,16
0,32




0,21 0,03 0,40 0,09 0,07 0,10 0,10
0,01 0,02 0,60 0,19 0,08 0,05 0,05
fo=10,19 0,20 0,01 0,06 0,30 0,20 0,04
0,01 0,50 0,30 0,10 0,02 0,02 0,05
0,10 0,20 0,30 0,04 0,10 0,06 0,20

0,30 0,20 0,08 0,02 0,10 0,10 0,20
0,33 0,15 0,20 0,10 0,20 0,01 0,01
fs=1001 020 0,01 0,20 0,08 0,30 0,20
0,30 0,10 0,01 0,20 0,20 0,09 0,10
0,11 0,10 0,01 0,60 0,02 0,15 0,01

Tegelik seisundite vektor:
(2, 38, 5, 5, 5,5, 1,4,3,2,1, 2,3, 4,4,5, 4, 3,5,5,4, 2,3, 2, 2].
Tegelik vaatluste vektor:

[)G) )E) )CJ JB) )EJ )E) JC) )BJ )DJ JC) )CJ )C) JG) )C) )BJ
)EJ JBJ )FJ )C) JB) )B) )C) JEJ )BJ )C)].

Simulatsioonides kasutatud mudelite Viterbi joondused

Olgu vaatluste vektor x jargnev:

[)G), )E), )C)’ )B)’ )E)’ )E7’ )C), )B)’ )D)’ )C)’ )C)’ )C)’ )G), )C)’ )B)’
)EJ JB) )FJ JC) JB) )BJ )CJ JE} )BJ )C)].

Siis on mudelite Viterbi joondused segu A ja segu B korral samad. Esimese mudeli Viterbi

joondus:
(1, 2,2, 3,1,2,1,2,3,1,2,2,1,2,3,1,2,3,1,2, 3,1, 2, 3, 1].
Teise mudeli Viterbi joondus:

(2, 3, 2, 3,2,3,2,3,2,2,2,2,3, 4, 4, 3, 4, 3, 2, 3, 4, 2, 3, 4, 4].
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