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Eessbna

Kaesolev anallutilise geomeetria praktikum on koosta-
tud eeskatt TRU Matemaatikateaduskonna vajadusi arvestades
(ning on méeldud kasutamiseks koos U. Lumiste ja K. Ariva
Opikuga "Analittiline geomeetria')) kuid suurt osa sellest
saab kasutada ka teistes teaduskondades, kus Opetatakse
analuutilist geomeetriat kas iseseisva ainena vOi kdrgema
matemaatika kursuse osana.

Praktikumi 1 osa haarab valiku Ulesandeid vektoralgeb-
rast, reeperitest ja punkti koordinaatidest. Edasi on ka-
vandatud jargmised materjalid: 1l osa - Ulesanded sirgete,
tasandite ja reeperiteiseaduste kohta, 111 osa - Ulesanded
teist jarku joonte ja pindade kohta ning IV osa - projek-
tiivse anallitilise geomeetria lGlesanded.

Ulesandekogu kasutamist lihtsustavad vajaliku teoree-
tilise materjali luhiesitused Uksikute aineldikude ees ning
Ulesannete vastuste juures esitatud ndpunaited.



| peatikk
LINEAARNE VEKTORALGEBRA

l.Lineaartehted vektori-
tega

1. Vektoralgebra pdhimdisted.

Skalaarsed _jp vektoriaalsed suurused. Fllsikas erista-
takse kaht liiki suurusi: 1) skalaarsuurused, mis on taie-
likult iseloomustatud oma reaalarvulise vaartusega, kusjuu-
res viimast saab kujutada arvsirge punktina (nait. aeg,
temperatuur, mass jne.), 2) vektorsuurused. mille taieli -
kuks iseloomustamiseks on peale arvulise vaartuse tarvis
teada veel sihti ja suundae(tung, kiirus, kiirendus jne.).

Vektori mdiste. Matemaatikas skalaar- ja vektorsuuruse
vasteteks on vastavalt reaalarv ja vektor. Vektori all
mdistetakse siin sirgldiku, millele on omistatud suund ; me
kujutame teda noole abil. Vektori puhul kdneldakse tema si-
hist, suunast ja pikkusest, samuti tema alg- ja 18pp-punk-
tist. Vektor on maaratud taielikult, kui on antud algus- ja
16pp-punkt, s.t. jarjestatud (nummerdatud) punktipaar. Vek-
torit alguspunktiga A ja 16pp-punktlga a tihistatakse AB.
Vektori siht maaratakse sirgega, millel asub vektor voi
mistahes sellega paralleelse sirgega. Vektori suund mddra-
takse otspunktide jarjestusega ning naidatakse noole tera-
vikuga. Antud sihi korral on suuna valikuks kaks vdimalust.
Vektori AB pikkuseks (ehk mooduliks) nimetatakse 10igu
AB pikkust, tahistatakse |M] ehk AB.
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Vektorite hulk jagatakse klassideks tingimusega, et
Uhte klassi kuuluvad koik Uhise sihi, suuna ja pikkusega
vektorid, Uhte klassi kuuluvaid vektoreid nimetatakse vord-
seteks .

Vektorite vordsuse tunnus. Kaks vektorit on vordsed
siis ja ainult siis (parajasti siis), kui neil on Uhine
siht, suund ja pikkus. Vektorite vordsust tdhistatakse na-
,»gu skalaaride puhul margiga)>= ” . VOrdsed vektorid samasta-
takses.t. vOrdseid vektoreid vaadeldakse ihe ja sellesama
vektorina erinevais asendeis. Vektoreid, mille algus- ja
10pp-punkti ei ole ndidatud, tahistatakse a\ b, ~c,... ning
nende pikkusi B, H. d .--- ehk a, b, c, -..

Uhikvektor. Vektorit pikkusega 1 nimetatakse Uhikvek-
toriks ehk normeeritud vektoriks . Uhikvektorit, millel on
vektoriga 1’ sama siht ja suund, tahistatakse '&® ja ni-
metatakse vektorile oI vastavaks uhikvektoriks.

Nullvektor. Vektorit, mille algus- ja 18pp-punkt Uhti-
vad, nimetatakse nullvektoriks. Nullvektori siht ja suund
on maaramata ning pikkus on null. Nullvektori sumbol on O
(v6i 0, kui tdhendus on vahetult selge).

Vastandvektor. Kaht vektorit, millel on Uhine pikkus
ja siht, kuid vastupidised suunad, nimetatakse vastandvek -
toreiks. Vektori T vastandvektorit margitakse - a”(C'mii -
nus T ).

Vektorite kollineaarsus. Vektoreid, mis parast Uhises-
se alguspunkti kandmist asuvad thel sirgel, nimetatakse
kollineaarseteks. Kollineaarseid vektoreid iseloomustab
Uhine siht, s.t. neid kandvate sirgete paralleelsus. Kasu-
tatakse tahistusi:
allb (vektorid a ja T on kollineaarsed),
eTffb (vektorid I' ja S’ on samasuunalised),
alb (vektorid a ja ~ on vastassuunalised).
Nullvektorit voib lugeda soovi korral koliineaarseks iga
vektoriga.

Komplanaarsed vektorid. Kaht vdi enam vektorit, mis pa-
rast Uhisesse punkti kandmist asuvad iUhel tasar.iil, nimeta-



takse komplanaarseteks. Komplanaarsed vektorid vdivad eri-
nen nii sihJ.It, suunalt kui pikkuselt, kuid nende sihid on
paralleelsed Uhe tasandiga. Kollineaarsed vektorid on alati
komplanaarsed. Kui kolme vektori hulgas on kaks koilineaar-
set, siis need kolm vektorit on komplanaarsed.-

2. Vektorite liitmine.

Roopkiliku reegel; kahe mittekollineaarse vektori
liitmiseks kantakse nad Uhisesse alguspunkti: summavekto-
ri maarab liidetavaile vektoritele ehitatud roopkiliku
diagonaal, mis lahtub Uhisest alguspunktist (vt. joon. 1.1).

Seda reeglit el saa rakenda-
da kollineaarsete vektorite pu-
hul, pealegi on seda tilikas ka-
sutada suurema arvu vektorite
liitmisel. Vektorite s6ltumatus
alguspunktist lubab anda prakti-
lisema eeskirja.

Kolmnurga reegel: kahe vektori liitmiseks rakendatakse
teine liidetav esimese liidetavaga lopp-punkti; summavektor
viib esimese liidetava alguspunktist teise liidetava I8pj>
punkti ( vt. joon. 1.2). See reegel sobib ka kollineaarse-

te vektorite puhul, mil kolmnurk
kidub  sirgldiguks (vt. joon.
1.3).

Kui vektoreid on enam kui kaks.
siis saab neid liita jarjestik -
ku: liidetakse esmalt kaks, nen-
de summaga liidetakse kolmas vek-
tor jne. Sel viisil saab leida
mistahes 16pliku arvu vektorite

summa:
u *
+ a3= "al + 32) + a3
N+a2+a™+ an= (a1+a2+a5) ,
Joon.1.3 al+a2+**e+tan=(ai+a2+*>*+an- 1" +an*

Liitmisprotsessis rakendatakse
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korduvalt kolmnurga reeglit (vt.

joon. 1.4). Ilga liidetav tuleb ra-

kendada talle eelneva liidetava

18pp-punkti, kusjuures summavektori

médrab tekkinud murdjoone sulge -

Ja. Siit saame vektorite liitmise
Joon. 1.4. uldeeskirja.

Hulknurga reegel: 16pliku arvu vektorite liitmiseks kantak-

se iga jargnev vektor eelneva vektori 18pp-punkti; summa -

vektor viib esimese liidetava alguspunktist viimase liide-
tava 16pp-punkti.
Komplanaarsete vektorite liitmisel on hulknurk tasan -
diline, mittekomplanaarsete puhul - ruumiline.
Vektorite liitmine on:
1) kommutatilvne (summa ei s6ltu liidetavate jarjekorrast),
kahe liidetava korral aT> =TT (vt. joon. 1.1).

2) assotsiatiivne (summa ei sOltu liidetavate ruhmitamisest
sulgude abil )Ff kolme liidetava
puhul
(atE)+c = a+(P)+c) (vt. joon. 1 .5.).

Joon. 1 .5.

3. Vektorite lahutamine.

Vektorite lahutamine on vektorite liitmise po®6rdtehe.
Kahe vektori a ja b vaheks a-b nimetatakse vektorit, mille
summa vektoriga b on vordne vektoriga a.

Vahe a-b=x maarab seega vOrrand a=T>tx, millel on pa-
rajasti Uks lahend. Vektori lahutamiseks tuleb liita vas -
tandvektor

a-b = at(-T1) .

Kahe vektori vahe geomeetriliseks konstrueerimiseks kantak-
se need vektorid Uhisesse algus-
punkti: nende vahe on vektor, mis
viib vdhendaja (lahutatava) 138pp-
punktist véhendatava 18pp-punkti

Joon. 1.6. (vt. joon. 1 .5-6).
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Kahe vektori summa .B vahe on maaratud neile vektoritele
ehitatud roopkiuliku kahe diagonaaliga (vt. joon. 1.6).

4-, Vektori korrutamine arvuga.

Vektorite summa ata+...+a, milles a esineb k korda, on
kollineaarne vektoriga I ja omab moodulit Kk]ar]. On loomu -
lik nimetada seda summat vektori a k- kordseks ja tahista-
res ka voi ak.

Antud vektori korrutiseks arvuga (skalaariga) nimetatak-
se vektorit, mis on kollineaarne antud vektoriga, mille moo-
dul vbrdub arvu absoluutvaartusega ja antud vektori mooduli
korrutisega ning mis on antud vektoriga sama- vOi vastassuu-
naline vastavalt sellele, kas arv on positiivne vdi nega -
tiivne.

Vektori a ja arvu K korrutis ka on seega vektor, mis
rahuldab tingimusi:

1) ka NMa ,
Dlkal = Ikllal ,
3 ka a , kui k>0 ,

ka a , kui k<O.

Vektori korrutamisel arvuga on jargmised omadused :
1) (&bha = kds) ,

2 (a =k(-£) = -(kS),

3) ka=0 parajasti siis, kui kehtib vahemalt Uks tingimus -
test k=0, a=0.

Vektori a, Uhikvektori a0 ja vastandvektori -a vahel on
jJargmised seosed:

a =\N\ao, a = ~ "

-a= (1) a=(laD a0.
Vektorite liitmisel ja korrutamisel arvuga on distributiiv-
suse omadus:

1) k (ath) = ka'+ kb ,

2D (ktl) a =ka + 1T .

5% Vektori .jagamine arvuga. Vektorite kollineaarsus.
Vektori korrutamisel arvuga on j'axs pdorarehet. Antud



nullist erineva arvu Kk ja vektori S puhul Vdrrand,

kx =Ja méarab Uhe ja ainult Uhe vektori , mida tahistatak-
se ~ ja nimetatakse vektori a jagatiseks arvuga k. Ja-
gatist arvuga vOib vaadelda korrutisena arvu poordvaartu -
sega: f? & .

Antud vektorite a ja b korral vdib moodustada vor-
randi arvu x maaramiseks: xb = a\ See vorrand ei ole
alati lahenduv (nait. kui gflT vdi b=0 ja a/0) ; selle-
parast vastavat podrdtehet pole olemas. Kui b"0, siis on
vorrandi xb = a lahenduvuseks tarvilik ja piisav, et
d'|IiT. Sel korral nimetatakse lahendit vektorite a ja b
suiiteks ja tahistatakse a:b . Seega saab kdnelda ainult
kollineaarsete vektorite suhtest.

lga kahe kollineaarse vektori ar ja O korral lei-
dub parajasti Uks arv x nii, et xb=a.

Tulemused vOime Kirjutada tldisemal kujul: kahe vekto-
ri koilineaarsuseks on tarvilik ja piisav, et kehtiks seos

« a +"3b =0,
kus arvud o< ja p, ei ole korraga nullid (x + £ 0).

Vektorite liitmine _p lahutamine (koordinaatideta).

1.1. On antud vektorid & ja b. Konstrueerida
jargmised vektorid: 1) attT; 2) a-b; 3) t>a; 4) -a-b.

1.2. On antud Jaj=13, |bj]=19 ja |ath|=24 . Ar-
vutada Ja - b |-

1.3. On antud JaT]= 11, XHj= 23 ja jao'|]= 30 * Lei-
da Jathj -

1.4. On antud ristuvad vektorid a ja ” , kusjuu -
res |aj=p ja M} 12. Leida |ad’] ja |ab']-

1.5» Vektorite a ja b* vaheline nurk on <F= 60°,
kusjuures Jal]=5 ja |b]= 8 . Leida jatb |ja ja-b].

1.6. Vektorite a ja b vaheline nurk on <f= 120°,



kusjuures Ja]=3 ja |b]=5 Leida Jatb |ja Ja-b |-

1.7» Millist tingimust peavad rahuldama vektorid a
ja b , et kehtiksid jargmised seosed: 1) jatb | |a-b];
2 Jatb > Jab; 3 |atbj<]a-b].-

1.8. Missugust tingimust peavad rahuldama vektorid p
ja q selleks, et vektor p+q jaotaks p ja vahelise
nurga pooleks (eeldusel, et kdigil kolmel vektoril on uhine
alguspunkt) .

Vektori korrutamine arvuga (koordinaatideta).
1 9. On antud vektorid a ja '5 , Konstrueerida jarg

mised vektorid: 1) 3a; 2) -"HB ; 3) NI+~ T ;
4) N 3b »

1.10. Kasutades vektoritele a ja ”~ ehitatud r&op-
killikut kontrollida jargmiste” vo~duste~kehtivust
D @S +@h) =2a; 49 | | ;
2 (@E+S) - (M-b) =2b ; 5 &b +b = »
) M+ M =b ; 2
6) “b+2)y=~Ca-b) ;
7D (up) + (Tr+1)=8 (I +b)
1.11. Millist tingimust peavad rahuldama vektorid ,
et kehtiksid jargmised seosed:
1) a+b= (a-b); 3 IaSl= g +|HL ;
2) a b . 4 latS]=Ja-15] ;
5, |r-4.14 *|S|T
1.12. Antud kolmnurga ABC puhul tihistatakse AB=
ja MC~n. Konstrueerida jargmised vektorid: 1) 2)
3 4 - . Vottes pikkusihikuks konstruee-

rida vektorid: 5) In|m +|m|n ; 6) Hfm -|m|n .

1.13» Tdoestada, et kolmnurga iga kilje pikkuse ja
selle kiljega risti oleva uUhikvektori korrutiste summa on
null.

Markus. Eeldatakse, et Uhikvektorid on kdik suunatud
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kolmnurga sisse.

2. Vektorite lineaarne sol -
tuvus Ja sdltumatus.

1. Vektori projekteerimine teise vektori sibile.

Olgu antud vektorid a ja b”= AB ning tasand ST ,
mis ei ole paralleelne vektoriga d' . Asetame labi punkti-
de A ja B tasandid paralleelselt tasandiga Xk ja ta-
histame nende 13ikepunktid mingi a-sihilise sirgega vasta-
valt A" Jja B* . Vektorit A"b" nimetatakse vektori b

komponandikfl vektori a sihile
(tasandiga SI maaratud projek-
teerimisel) ja tahistatakse
p (&) Vvoi lihtsalt pj£
(vt. joon. 1.7)» Vektori b pro-
jektsiooniks vektori J sihile
(paralleelselt tasandiga ST )

Joon. 1.7 nimetatakse komponendi p b
pikkust (moodulit), mis on varustatud pluss- vOi miinusmar-
giga vastavalt sellele, kas pgb on vektoriga a sama-voi
vastassuunaline. Projektsiooni tdhistatakse p-b (]|91) Vvoi
lihtsalt p_b"™ . Niisiis

N OE & T IPFA » kul Pfbffa ,

p « 1 - P -oO\ » kni
Vektorite paralleelprojekteerimise puhul (paralleelselt Uhe
Ja sama tasandiga Vt ) kehtivad jargmised madupod;
1a ?2y(b+S)Y=J.54e¢£ ,
1b) p3.(S +c)=p5b + pnr?-,
2a p*(kb)=kpgb,
2b) p~(kb)=kp g-S .
Analoogiliselt defineeritakse projekteerimine tasandil
sirgete abil; projekteerimise sihi mddrab mingi antud sirge.

Seni kasitlesime paralleelprojekteerimise Uuldjuhtu -
kaldpro.iekteerimist. Kui projekteerivad tasandid (sirged)
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on risti vektoriga a , siis kdneldakse ortORonaalproaek -
teerimisest. ortogonaalkomponendist p\"“»s 3a ortogonaal__ -
projektsioonist p»b . Vastupidisel jJ\3iul ‘'ortogonaal-"
asemel tuleb “kaid-".

2. Vektorite lineaarkombinatsioon . Summeerimiskokkulepee

Vektorite lineaartehete abil defineeritakse vektorite
lineaarkombinatsiooni mdiste.

Vektorite al, a2, ..., an lineaarkombinatsiooniks
nimetatakse avaldist

k™ + k2a2 + ... + knan
kus kj» k2, ..., kn on mingid arvud.

Naiteks ka on vektori €T lineaarkombinatsioon , atb ja
a-tT on vektorite a ja b lineaarkombinatsioonid. a™+a2+. ..+
+all on vektorite a®, T2, eee >\ 1 ineaarkombinatsioon
Jne.

Lineaarkombinatsiooni k~an™+ k2a2+ ... + nimeta-
takse mittetriviaalseks, kui arvude L » --- > ko hul-
gas leidub vahemalt Uks nullist erinev (s.t.k"2+k2™+. . k™M
~ 0 ). Vastupidisel juhul nimetatakse teda triviaalseks
ning tema vaartuseks on siis nullvektor O.

Summa lihidalt mdaramiseks kasutatakse sageli summeeri-
missumbolit ZZ. Naiteks lineaarkombinatsiooni Kkirjutame
selle sUmngI/i abil luhidalt

Q vi mximn
Maksimaalse lihtsuse saavutamiseks on otstarbekas jatta
simbol JZ ara ja kasutada Einsteini s”mmeerimiskokkulepet:
iga liiget, milles mingi tahtindeks(nn. summeerimisindeks )
esineb kaks korda, tuleb summeerida;liidetavate arvu maa -
rab eelnevalt kokkulepitud (vOi juurdemdrgitud) summeeri -
misindeksi muutumispiirkond. Kuil naiteks i =1,2,3, siis
kKha\= kMa + k2a2 + k”Ma™. Einsteini summeerimiskokkuleppe
puhul on mdnikord vaja summeerimise keelu marki (!). Naiteks
avaldis "£7=0 (!)on samavaarne jargmiste avaldistega:



3. Lineaarse sdltuvuse mdiste.

Vektoreid sy, aé, - nimetatakse lineaarselt
sOltuvaiks, kui leidub nende mittetriviaalne lineaarkombi-
natsioon, mis on vdrdne nulliga. Vastupidisel juhul vekto-

reid ay a%d - a3y nimetatakse lineaarselt sdltuma -
tuiks.

Sellest definitsioonist jareldub: vektorid
a™, ag, --- , an on lineaarselt sdltuvad, kui vahemalt

Uks on avaldatav ulejéénute lineaarkombinatsioonina.-

Lineaarsdltuvusel on jargmised omadused:
"D Kui osa antud vektoreist on lineaarselt, sdltuvad, siis

ka kdik antud vektorid on lineaarselt s6ltuvad.

2) Kaks veJctorit on lineaarselt sdltuvad parajasti siis,

kui nad on kollineaarsed.

3) Kolm vektorit on lineaarselt sdltuvad parajasti siis,
kui nad on komplanaarsed.
4) Tavalise kolmemddtmelise ruumi iga neli vektorit on li -
neaarselt soltuvad.

Jareldused. 1. Maksimaalne lineaarselt sdltumatute
vektorite arv ruumis on kolm, tasandil - kaks, sirgel - Uks.
Selleparast oteldakse, et ruum on kolme-, tasand kahe-,
sirge  Uhemdotmeline fdimensionaalne).

2. Sirgel saab iga vektorit avaldada selle sirge mista-
hes nullist erineva vektori lineaarkombinatsioonina.

3. Tasandil saab iga vektorit avaldada selle tasandi mis-
tahes kahe mittekollineaarse vektori lineaarkombinatsioonina.

4. Ruumis saab iga vektorit avaldada mistahes kolme mit-
tekomplanaarse vektori lineaarkombinatsioonina.
4. Vektorvorrand x = uk + vl.

Antud mittekollineaarsete vektorite K ja 1 ning
kahe reaalarvulise muutuja u ja v abil madratud vektor-
vorrand X'= uk + vl saab igale arvupaarile (u,v) vas-
tavusse teatud vektori, kusjuures erinevatele arvupaa-
ridele vastavad erinevad vektorid. Paari (u,v) muutumisel
Jéévad vektorid R, 1 ja x komplanaarseteks. Kéneldakse, et
vektorid £]tr mdadravad ruumis rihi. Viimane on uhine koigi-
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le vektorpaariga paralleelsetele tasanditele (samuti
nagu siht on Uhine paralleelsete sirgete hulgale). Seega
antud vektorvorrand esitab kdik vektorid, mis on paralleel-

sed rihiga.

Vektorite lineaarne soltuvus .a s6ltumatus (koordi -
naatideta) .

1.14_ Milliseid tingimusi peavad rahuldama kordajad
« ja B , et kehtiks seos
a' w<1 =07
kus a/0 ja F 40.

1.15. Vektor c - ua + V£ on esitatud kahe mit-
tekoliineaarse vektori a ja S lineaarkombinatsioonina.
Kas mblemad kordajad u ja v VvOi iUks neist vdib olla
vOrdne nulliga?

1.16. Toestada, et kui £ ja I on tasandi mista-
hes kaks mittekollineaarset vektorit, siis selle tasandi
iga vektor 'X on esitatav kujul x = uf * vI. TOestada, et
arvud u ja v on vektoritega x, ik T Uheselt madaratud.

1.17« Naidata geomeetriline konstruktsioon, mis vOi-
maldab esitada antud vektori kahe temaga komplanaarse lii-
detava mmmmmuy kui oa teada:

1) ube liidetava suund ja pikkus,

2) mélema liidetava siht,

5) Uhe liidetava siht ja teise pikkus,
4) mdlema liidetava pikkused.

Teha kindlaks, millal on esitus vbimalik ja kui palju
on lahendeid, kui kumbki vektor ei ole paralleelne antud
vektoriga.

1. 18. Toestada, et kui e”, eg» € on ruumi mistahe:
kolm mittekomplanaarset vektorit, siis ruumi iga vektor X
on esitatav kujul x = xe™ + ye2 ¢ 263 . Tdestada, et arvud
X ,¥Y, 2 on vektoritega 5, eN Uheselt maaratud.

1.19. Teades vektorite T, W, n esitusi mittekompla-
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naarsete vektorite a, b ja c¢ [lineaarkombinatsioonina,
kontrollida, kas vektorid O, m, n on komplanaarsed,ning jaa-
tava vastuse korral anda nendevaheline lineaarne soltuvus:

1) 1 = 2a-b-c”, m = 2b-c-el , n~= 2c-a-b,
2 1=c, m = a-b-c , n = a-b+c ,
3 1 = athc’, m=b+¢ , n=-atc .

1.20. Vektorid a ja b avalduvad kolme mittekomp-
lanaarse vektori e, é2» e” lineaarkombinatsioonidena
Jargmiselt:

a=al" |,

b=>b1~ , i=12,3.

Milliseid seoseid peavad rahuldama kordajad, et
D a=b;: 2 allb ; 3 A = Pl
1.21. Leida antud nelja mittekomplanaarse vektori
m=4d-"Db+cC"; p=4da+hb ;
n=%+~" ; q=b -c
vaheline lineaarne soltuvus.

1.22. Esitada vektor s =a +b + c kolme mittekomp-
lanaarse vektori m=a+b-2c, n=a-b jap-=2b+ 3
lineaarkombinatsioonina.

1.23. Kuidas asetsevad 4 vektorit ruumis, kui nad on
seotud lineaarse s6ltuvusega «a +~b + ~c + fd =0 , kus

D« ~0 , A*0, £*0, St 0 ;
2 * o , /73*0, £tO0 , St 0 ;
) c=Ffi =0, F*0, cT"O;
1 « y< = AN = , cF*07?

Kolmnurk Ja vektorid.

1.24. Toestada, et korraparase kolmnurga keskpunkti
tippudega Uhendavate vektorite summa on null.

1.25. Kolmnurga ABC raskuskeskmeks on punkt O.
TOestada, et OA + OB + OC = O.

1.26. Kolm vektorit AB =c, BC =a ja CA =08" on
kolmnurga kilgedeks. Esitada vektorite a, b, < abil kolm-
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nurga mediaanidega ihtivad vektorid AM, BN ja CP.

1.27. Eelmises ulesandes antud kolmnurga mediaanid
esitada ainult kahe vektori a ja S [lineaarkombinatsioo-
nidena .

1.28. Teha kindlaks, et vektorid, mis Uhtivad mista-
hes kolmnurga mediaanidega, vdivad omakorda olla teise
kolmnurga kulgedeks.

1.29. Leida kolmnurgas punkt, nii et sellest punk -
tist kolmnurga tippudesse minevate vektorite summa oleks O.

1.30. Punktist O lahtuvad kaks vektorit UA = a ,

OB = b . Leida nurga AOB poolitajal asuv vektor OM.

1.31. Kolmnurga kiilljed on AB =c¢, BC =a, 61 =K .
Leida selle kolmnurga nurgapoolitajatega kollineaarsed vek-
torid.

1.32. Kolmnurgas ABC on voetud nurga A poolitaja
AD. Avaldada vektor AD vektorite AB ja AC kaudu.

1. 33. Kolmnurga ABC kilg BC on jaotatud viieks
vOrdseks osaks, kusjuures kdik jaotuspunktid D~.D™D, jJa
DN on Uhendatud vastastipuga A. Tahistades kiljed 5l = C'
ja BC =S , leida vektorite DM, DA, DM ja DM aval-
dised.

1.34. Kolmnurgas ABC punkt D jaotab kiilje BC suh
tes m:n, s.t. BD:DC = m:r. Avaldada vektor AD vektorite
AB =c jJa AC =b lineaarkombinatsioonina.

Nelinurk v8i huiknurk ja vektorid.

1.35. Rombi diagonaalvektoriks on AC =", BD = b.
Esitada rombi kiillgvektorid AS’, af, cT) ja ll vektorite a
ja b lineaarkombinatsioonina.

1.36. Roopkiuliku ABCD diagonaalvektoreiks on IHG=S
ja BD=b. Avaldada roopkuliku kulgvektorid AB, BC, CD ja
DA vektorite S ja £ kaudu.
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1.37. Roopkiulikus ABCD on AB=a ja AD=b. Avalda-
da vektorid MA, MB, MC ja MD vektorite a ja b kaudu,
kui M on roéopkuliku diagonaalide 18ikepunkt.

1.38. Leida roopkulikus punkt, nii et sellest punk-,
tist kolmnurga tippudesse minevate vektorite summa oleks O.

1.39. Roopkiliku ABCD kiilgede BC ja CD kesk -
punktid on X Jja L. Avaldada vektorid BC ja CD vekto-
rite Kk ja 1 kaudu, kui AK =k ja AL = 1.

1.40. Nelinurga ABCD kilgede AB ja CD _keskgunk-
tideks on punktid D ja E. Toestada, et DE = - .
Tuletada siit teoreem trapetsi keskldigu kohta.

1.41. Nelinurgas ABCD (tasandilises vbi ruumilises)
on AB=m, BC=n, CD=p, DA =g. Leida diagonaalide
AC ja BC keskpunkte Uhendav vektor EF.

1,42_ 5 Vordhaarse trapetsi ABCD alumineoalus AB = a,
Hiflp A§'= b ning nendevaheline nurk BAD =~ _ Esitada
trapetsi Ullejéénud killgedeks ja diagonaalideks olevad
vektorid a ja b [lineaarkombinatsioonidena.

1.43. Korrapédrase viisnurga ABCDE kiilgedeks olevad
vektorid on AB =m, BC=n, CD=p, DE=q jaEA =r
Konstrueerida vektorid:

Dm-n+p-q+r ; 2m+2p+ir ;
—_ » > g
A 2m+2n -3 p-qg+2r.
1.44. Korraparase kuvisnurga lahiskiilgedeks on

rid AB =p ja AF = g . Avaldada selle kuusnurga kiilge-
deks olevad vektorid BC, CD, DE, EF vektorite p ja g kau-
du.

1.45. Korraparases kuusnurgas ABCDMF on AB =p ,
BC =q .

1) Avaldada vektorid AC, AD ja AE vektorite p ja
q kaudu.

2) Leida vektorite suhted :

BC : AD; BC : EF; CF : AB; AB : BC.

1«46. Korraparases kuusnurgas ABCDEF on AB =m ja
AE = n . Avaldada vektorid AC, AU, AJ ja EF vektorite

- 17 -
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A 3a IT kaudu.

1.47» Toestada, et korrapdrase hulknurga keskpunk-
tist tippudesse lahtuvate vektorite summa on O.

1.48. Toestada, et korrapdrase hulknurga keskpunkti
kohavektor on hulknurga tippude kohavektorite aritmeetiline
keskmine.

Hulktahukas ,la vektorid.

1.49. Rooptahukas on ehitatud kolmele mittekompla -
naarsele vektorile AS = fi, A5 ='5 ja AA’ =?. Avaldada
selle rodptahuka ulejaanud servadeks, diagonaalideks ja
tahkude diagonaalideks olevad vektorid p, q ja r kaudu.

1.50. Rooptahukas ABCDA®"B*C’D1 on antud kulgserva-
deks olevad vektorid: &S =S, aS = E, AA" = J.

. Konstrueerida vektorig: n
) m+n+p ; 2 m+n+ jp; 3) S ~E +£ j
4H m+n-p ; 5 -1 -nejb -

1.51. Tetraeedri ABCD tipust A lahtuvad servad
AB =b, AC ='5 ja 15 = d. Avaldada antud vektorite kau-
du tetraeedri Ulejddnud servadeks olevad vektorid, tahu BCD
mediaan DM ja vektor AQ, kus Q on tahu BCD raskuskese.

1.52. On antud tetraeeder OABC. Tahistades OA =
05 =b, OC =z avaldada £, b ja 5 kaudu vektorid X,
~ jJa RS, kus M, P jJa R on servade OA, OB ja OC
keskpunktid; N,Q ja S aga vastavalt vastavate servade
keskpunktid.

1.53. On antud kolm paarikaupa ristuvat samas punk -
tis rakendatud jéudu M, N ja P. Leida resultantjoud R, kui
M =2kG, N =10kG ja P = 11kG.

3. Baas ja koordinaadid. Li-"
neaartehted vektoritega
koordinaatkujuX.

1. Baaa ,Ja koor/~™*<||-
Vektorite koordinaatide defineerimisel kasutatakse
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vektorite lineaarse sOltuvuse mdistet.

Baas .a koordinaadid sirgel. Valime sirge vektorite
hulgast mingi vektori e ~ 0. lga vektor x sellest hul-
gast avaldub kujul x = xe. deldakse, et e moodustab sirge
vektorite hulga baasi: skalaarl x nimetatakse vektori X

s.t. vektori koordinaat vdrdub absoluutvaartuselt vektori
pikkusega, koi pikkusuhikuks sirgel valida baasi e pikkus
(s-t. lugeda baasivektor Uhikvektoriks) , koordinaadl margi
maarab vektori suund baasi suhtes.

Baas korraldab uksilihese vastavuse sirge vektorite hul-
ga ja reaalarvude hulga Vahel, kus vektorile vastab tema
koordinaat. Baasi valik maarab sirgel kindla suuna; suunaga
varustatud sirget nimetatakse tel._jeks.

Baas ,la koordinaadid tasandil vOi ruumis» Valime ta-
sandi vektorite hulgast vabalt kaks mlttekolllneaarset vek-
torit e ja e2. lga vektor x vaadeldavast hulgast on
vektorite e ja e3 lineaarkombinatsioon:

X = Xelj + x2@2*
Oeldakse, et vektorid_gﬁ_j% eg_mgodustavad tasandi vektorite
hulga baasi : arve X Jja x™ nimetatakse vektori X
wxr>bdinaatideks baasil ,e2 -

Analoogiliselt maaratakse vektori koordinaadid ruumis:
fikseeritakse mingid kolm mittekomplaaaareet vektorit e~ ,
é2, e - vektorite hulga baas ruumis. Iga vektor x on
baasi vektorite e, » lineaarkombinatsioon:

Xx=xei, isl, 2,3
ehk uksikasjalikult

X = X el+ xX2#2+ X" ®8 *
Skalaare x1, x2, x™ nimetatakse vektori x koordinaatideks
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baasil »pen e

Nii tasandil kui ka ruumis on baasivektorid jarjesta-
tud: sellepdrast on jarjestatud ka vektori koordinaadid.
Baas korraldab Uksihese vastavuse tasandi vektorite hulga
ja jarjestatud reaalarvupaaride hulga vahel, ruumis vekto -
rite hulga ja jarjestatud reaalarvukolmikute hulga vahel.
Kui vektoxil X 8n koordinaadid x1, x2, x®, siis Eirju -
tatakse x = (X7, X ,X¥¥), tasandil analoogiliselt x ="(X7,x )
o1 x = (X#, ,0) ). Vektorite koordinaadid erinevate
baaside suhtes on erinevad.

Baasi nimetatakse ristbaasiks (ehk ortonormeeritud
baasiks), kui baasivektorid e*»en,eN on paarikaupa ristu -
vad (ehk ortogonaalsed) uUhikvektorid. Ristbaasi vektorite
puhul kasutatakse sageli spetsiaalseid tahistusi i,j,k;
vektori koordinaate sellise baasi suhtes téhistatakse téh-
tedega X,y,z Ja nimetatakse ristkoordinaatideks. Vektori
ristkoordinaadid on vektori ristprojektsioonid baasivektori-
te sihtidele.

2. Lineaartehted vektoritega koorgi naatkujul.

Olgu vektorid x ja y antud oma koordinaatidega

mingi baasi e”e”e” suhtes

1,2 ,x3) ja y = (W y2,y3),

X
Sete
X = xtei ; y =yt ; i=1,2,3-
(D Vektorid on vOrdsed parajasti siis, kui vastavad
koordinaadid on v8rdsed:

X = JT siis ja ainult siis, kui XjIn = ehk
i -y =0 , s.t. kui
X1 =yl > x2=Y2 » *3 =73 * 1)

(@ Kahe vektori summa (vahe) koordinaatideks on nende
vektorite vastavate koordinaatide summad (vahed):
ri?sYi !l ?2iri = C*ix 71) , S.t.

*t+y=( +Yl e yr e t a -2)
Nullvektori koordinaadid on nullid.
- 20 -



A Vektori korrutamisel arvuga korrutub selle arvuga
vektori iga koordinaat:

kx = k(xiei) = (k) ei, s.t.
kx = (kx®, kx2, kx® ) . @.3)

(G)) Vektorid on kollineaarsed parajasti siis, kui
nende koordinaadid on vordelised.
Kui x]ly ; y ~0 , siis x = ky. Jarelikult

a-»

Vastupidi, seosest (1.4) jareldub vektorite kollineaarsus.
(®5) Tunnus vektorite lineaarseks s6ltuvuseks.
Kui X - x+l ,y =yifL »z=z" , i =1,2,3
mingi baasi suhtes ja
k"x + kgy”+ k*z =0 ,
siis seoste (1. 1-4) pohjal

Vi eVt eVi =0« @a.5)
Vastupidi, seosest koordinaatide vahel (1.5) jéareldub seos
vektorite vahel.

Juhul  kui seoses (1.5) kordajatest k~, k2, k™ va -
hemalt uks on nullist erinev, on tegemist vektorite X, y, z
lineaarse sdltuvusega.

Kolm vektorit on lineaarselt s6ltuvad parajasti siis,
kui vektorite koordinaatidest moodustatud determinant on
vordne nulliga, s.t.

X1 x2 *3
n y2 Y3 = ° *
Z1 z2 z3

Lineaartehted vektoritega koordinaatide abil.

1.54. On antud kolm vektorit: a=1(0249 ,£ =(3,1),
‘€ = (6,-2). Leida vektorid



2) a + 24~ 14c

1.55. On antud kolm vektorit a = ( 3,-1), b =(1,-2),
c = (-1,7). Leida vektori p =a +b + ¢ koordinaadid
baasil a, b

1.56. Tasandil on antud kaka vektorit p*(2,-3),
g(l, 2) . Leida vektori £ = ( 9 4) arenduse koordinaa-
did baasil Nl

1.57. Tasandil on antud kolm vektorit a = ( 3,-2 ),
b=(2,1) jac=(7,-4). Leida iga vektori koordinaa-
did Ulejaanud kahest vektorist moodustatud baasil.

1.58. Esitada vektor c vektorite & ja b [lineaaiv
kombinatsioonina, kui

) a=(4,-2) , 6=(3,5), ?2=¢( 7

»a=(54), b=¢3,0), Z=Qo9, 8

da=(6,2), £=(4,7) , S=(9,-3

1.59. On"antud kolm vektorit a = (5, 3 ) , b=
=(2, 0), c¢c=(4, 2). VvValida arvud Jja (@ nii, et
kolm vektorit aca, b ja /3c moodustaksid kolmnurga, kui
iga vektor rakendada eelmise lopp-punkti.

1.60. Ruumis on antud vektorid &= ( 3,-2,6 ) ja

b=(2, 1,0). Leida vektorid:
1) a ¢F ; 2)a-b ; 3) 2a j
4H —-—\Db ; 5 23+3b ; 6)1T-b

1«61. Ruumis on antud kolm vektorit a = (5, 7, 2),
(3,0, 4), c=(6, 1,-1).

Leida vektorid 1) 3a -2S +c ; 2) 5a + 68"+ 4c

1 *62. Ruumis on antud kolm vektorit p = ( 3,-2, 1).
4= (1, 1,-2), r = (2, 1,-3 )= Leida vektori
JI=(11,-6, 5 ) koordinaadid baasil p?’q,?*.

1.63. On antud neli vektorit a = (2, 1, 0),
b=(1,-1, 2), r=(2, 2,-1) ja a= (3, 7,-7 ).
Leida iga vektori koordinaadid Ulejaanud kolmest vektorist
moodustatud baasil.

1.64. Vektorid Af£ = (2, 6,-4 ) ja AE = (4, 2,-2)
OH kolmnurga ABC kilgedeks. leida kolmnurga mediaan vekto—
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rite IS, BIT ja C? koordinaadid.

1.65. Leida, millistel oc ja /3 vaartustel vek-
torid I'=-21I +3J’+” 3B Ik ja S = «x1 -6jJ'+2™ on
kollineaarsed.

1.66. Naidata, et iga kolme vektori T, b ja S~
ning iga kolme arvu N1 , ju , V korral vektorid
Aa - >, Vb- Ac, . - J/ZAT on komplanaarsed.

1.67. On antud neli vektorit £E=(1,5,3)»
b=(6,4,-2), ¢c=(0,-5, 7), d= (20, 27,-35 ) =
Valida arvud « , /3 ja ~ nii, et vektorid <'s, /&b,

yc ja d moodustaksid kinnise nrurdjoone, kui iga jarg-
nev vektor rakendada eelmise vektori 18pp-punktist.

1.68. Esitada vektovektorite a, £ ja c li-
neaarkombinatsioonina, kui

Db (2,3 1), S=(570),
c=(3,-2,4), 1 = (*12,-3)

2) a=C5,-2, 0), s =(0,-3, *) »
t=(6,0,1), = (25,-22 . 16)

HE=(3,5 6), b=(2,-7, 1),
c=(2,0,6), 1=(0, 20, 18).

1.69. Teha kindladkdstel allpool toednd juh-

tudel vektorid a, 'E ja £ on lineaarselt séltuvad ning
esitada sel puhul vektor Z vektorite £ ja S lineaarkoa-
binatsioonina:

Da=(52 1), tm(l, 4,2), S=(1-1,6}
2 a=(6,4,2), *=(9,6,3),*=(3, 6,35
3) t = (6,-18,12) , £ =(-8,24,-16) ,t = (8, 7,3)5
4 t=(2-35). T=(8,12,-15) ,* = (6,-9,10).
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11 peatukk
REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID
81. Punkti kohavektor

Punktihulkade Kkirjeldamiseks vektorite abil on tarvis
korraldada vastavus vektorite ja punktide vahel. Selline
vastavus saadakse Uhe suvalise punkti fikseerimisega sir-
gel, tasandil vBi ruumis.

Fikseeritud punkti O nimetatakse alguspunktiks (ehk
pooluseks). Punkti P kohavektoriks alguspunkti O suhtes
nimetatakse vektorit OP. Igale punktile seatakse vastavusse
tema kohavektor O suhtes. Seejuures (vt. joon. 2.1)

/B = 65 - OA.

A Jarelikult vektor on oma 16pp-
punkti ja alguspunkti kohavektori-
te vahe. Kui punktide A, B, C, ...
kohavektoriteks on blp, b, ct ...
Uhe ja sama pooluse suhtes, kirju-
tatakse ACa), B(b), CCch), --.

2.1. Anda tingimus kolme punkti ACa), B(b) ja CCc)
kol lineaarsuseks.

2.2. Mida vdib ¢éelda kolme punkti ACa), B®™) ja C(cO
vastastikuse asendi kohta, kui nende kohavektorid on seotud
Jargmiselt:

«a +(®b+ T =0,
kusjuures
c+fi+ $ =07

2*3. Milline on nelja punkti ACa), B(b), CCc) ja D(d)

komplanaarsuse tingimus?



2.4. Naidata, et kolmnurga tippude kohavektorite sum-
ma on null, kui koordinaatide alguspunkt asub kolmnurga
raskuskeskmes .

Kus peab asetsema koordinaatide alguspunkt, sel-
leks et roopkuliku koigi tippude kohavektorite summa oleks
null? Kui palju on sellel Glesandel lahendeid?

2.6. Roopkuliku kolme tipu A, B, C kohavektorid on 'ai
T ja c. Avaldada nende kaudu B vastastipu D kohavektor d.

2.7. Toestada, et tetraeedri vastaskilgede keskpunkte
Uhendavad 18igud 1dikuvad Uhes ja samas punktis ning pooli-
tuvad selles.

2.8. Naidata, et n materiaalse punkti raskuskeskmest
kdikidesse nendesse punktidesse suunatud vektorite summa on
null (eeldusel, et kdikides n punktides on vdrdsed massid).

§2. Afiinne reeper.
Ortoreeper ja ri"streeper,

1. Afiinne reeper.

Susteemi, mis koosneb alguspunktist ja vektorbaasist,
nimetatakse afiinseks reeperiks (ehk afiinseks koordinaat-
susteemiks), Igale punktile x saab seada vastavusse tema
kohavektor! x = CX, Kohavektori koordinaate antud baasil
nimetatakse punkti x afiinseks koordlnaadiks. Seega punkti
afiinseteks koordinaatideks antud reeperi suhtes on tema
kohavektori koordinaadid sama reeperi suhtes. Kui on antud
kaks punkti A ja B kohavektoritega OA=a, OE-b, siis AB=0OB -
- OA = b - "aning vektori koordinaadid on otspunktide koor-
dinaatide vahed (10pp-punkti koordinaatidest tuleb lahutada
alguspunkti koordinaadid).

Afiinne reeper sirgel koosneb Uhest punktist O ja Uhest
vektorist eV0. Teda tahistatakse R= (0,eJ (vt. joon. 2.2).
Sirge suvalise punkti X afiinse koordinaadi x maarab vektor-
vordus
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OX = xe.

] . Punkti X koordinaadiga x tahista-
. - —— takse stmboliga X(X). Reeper
Joon* 242 R= lo.et korraldab Uksuhese vagta-

vuse sirge punktide hulga oa koi-
gi reaalarvude hulga vahel : X x. Reeperi fikseerimine
muudab sirge arvteljeks.
a-rHnna reeper tasandil koosneb punktist O ja kahest
mittekollineaarsest vektorist & ja €2; R= (°» @i * e/
joon 2_.3). Tasandi suvalise punkti X koordinaatideks x* ja
x2 (ehk x ja y) on tema koha-
vektori I$t koordinaadid, mis
maaratakse vordusest
VX.=x\ ; =1, 2,

ehk ” p
OX=x e™ X e2#

Punkti X koordinaatidega xn ja
Joon. 2.3 X (ehk x ja y) tahistatakse
X(x1, x2) (ehk X(x, y). Reeper R= (0, e, e} korraldab
Uksthese vastavuse tasandi punktide hulga ja kdigi jJarjes-
tatud reaalarvupaaride hulga vahel:

X=— - (X1, x2).

Reeper maarab tasandil kaks sirget, mis labivad punkti
0 ja on paralleelsed vektoritega e ja e2. Neil sirgeil on
maaratud reeperid (©; &y ja (O, e2j , s.t. nad osutuvad
arvtelgedeks. Neid telgi nimetatakse koordinaattelgedeks;
vektorile e vastavat telge nimetatakse abstsisstel.ieks
ehk x"-teljeks (x-teljeks) ja vektorile 7~ vastavat - ordi-,
naattel _.ieks ehk x“-teljeks Ey—teljeks). Punkti koordinaate
XN jJa x2 (ehk x ja y) nimetatakse vastavalt abstsissiks ja
ordinaadik

Kui x =0 (x=0), siis punkt X asub ordinaatteljel; kui
x2 =0 (y=0), siis abstsissteljel.

Koordinaatteljed jaotavad tasandi neljaks koordinaat-
nurgaks (ehk '‘veerandiks'), mis nummerdatakse joonisel
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2.3, naidatud viisil.

Tasandi afiinse reeperi baasivektorite vahelise nurga
suurust nimetatakse reeperinurgaks ning tahistatakse sage-
i simboliga co . Afiinset reeperit, mille baasivektorid
on uhikvektorid, nimetatakse kaldreepsa-rike. Kahe punkti
AQCN, yn) ja B(x2, y2) vaheline kaugus on vdrdne vektori

AB = (x2- , y2-yl)
pikkusega ja arvutatakse kaldreeperi korral jargmise va-
lemiga
1ABI = AB = V(R2-x1)2+(Y2-Y-1) +2(x2-x")(y2-yl )cos w y(2«1)
kus ¢j on reeperinurk
Afiinne reeper ruumis koosneb punktist 0 ja kolmdst
mittekomplanaarsest vektorists H= (o, e", e, e (ehk
R={0, e, 1=1,2,3] ) (vt. joon, 2.4). Punkti X afiinse-
teks koordinaatideks
on punkti kohavektori
GZ koordinaadid. Kui
OX = x1n, i=1,2,3»
s.t. OX=x e™Mx e2+x->"f

(ehk 05=xetye2+ze”),

siis kirjutatakse

Joon. 2.4 XOCNL, 2 %) (ehk
X(X,Y¥,z). Reeper R = /0, e”, &% ~3! korraldab iksihese
vastavuse ruumi punktide hulga ja koigi jarjestatud reaal-
arvukolmikute vahel: X mft» (X, x2, xM).

Reeper maarab ruumis kolm punktis 0 1&ikuvat koordi-
naattelg ja kolm méoda neid telgi paarikaupa Idikuvat
tasandit - koordinaattasandit. Telge, mille sihi maarab
vektor e®, nimetatakse aplikaattel_jeks (ehk x"-teljekSj
ehk z-teljeks), koordinaati x* (ehk z) -punkti aplikaa-
diks. Koordinaattasandeid nimetatakse nendel tasanditel
asuvate telgede jargi: x X —tgsand (ehk xy-tasand), x™X -
tasand (ehk xz-tasand) ja x x -tasand (ehk yz-tasand).
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Afiinse reeperi korral on vekfcorbaas uldjuhul taies-
ti suvaline, s.t. baasivektorite pikkuste ja reeperinurka-
de kohta ei esitata mingeid kitsendusi peale ndude, et vek-
torid oleksid lineaarselt sdltumatud, s.t. mittekollineaar-
sed (tasandil) ja mittekomplanaarsed (ruumis).

Ka ruumis nimetatakse sellist afiinset reeperit, mil-
le baasivektorid on uhikvektorid. kaldreeperiks.

2 . Ortoreeper .m ristreeper.

Afiinse reeperi (baasi) puhul eristatakse jargmisi
erijuhte. Kui baasivektorid on vastastikku risti (ortogo-
naalsed), siis kéneldakse ortoreeperist ehk ortogonaalsest
reeperist (ortobaasist ehk ortogonaalsest baasist). Kui
baasivektorid on iihikvektorid, siis kdneldakse normeeritud
reeperist (baasist).

Normeeritud ortoreeperit (-baasi) nimetatakse ortonor-
meeritud reeperiks (baasiks) ehk ristreeperiks (-baasiks),

ka Descartes”! ristkoordinaadistikuks. Ristreeperit ta-
histatakse sageli R = {o, T} kj, tasandil vastavalt
R={o, ¥ Punkti koordinaate ristreeperi suhtes

nimetatakse ristkoordinaetideks. Ristreeperi kasutamisel

rida valemeid oluliselt lihtsustuvad. Naiteks kahe tasan-
dil asuva punkti AQX®, w,) ja B(x?, y?) vaheline kaugus,

mis on vdrdne vektori AB=(x2~x1>72-7-] pikkusega, arvu-

tatakse ristreeperis valemiga ©

BBl = Y- x1)2 + (y2- y,.)*1 Q-2)

Markus. Kui ullesandes reeper (baas) on ristreeper,
siis lihtsuse mdttes me seda edaspidi eraldi ei margi.

~ Renz Descartes /dekaart-,lad/Renatus Cartesius (1596-
1850).

~ Kui Ulesannetes esineyad téhistused i, j, Kk on alati te-
gemist kas ristreeperi voi ristbaasiga.

J Valem kehtib ainult ristreeperi korral ja on erijuht va-
lemist (2.1), kui co*
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Punkti koordinaat sirgel»

2.9. Konstrueerida punktid A(1), , C(-V3),
D(2/3), E(V5-1), F(-0,(4)).

2.10. Konstrueerida punktid, mille koordinaadid rahul-
daksid vlrrandeid:

=) -2 _ Jectd _ 3; x 3_4X2+3x=0;
2) x2- 4 = 0; 6) X2+4x+4=0;
D JIx| 3; 7) x2-x+6=0.

4 x2+ x - 6 = 0;

2.11. Kirjeldada punktide geomeetrilist asendit, kui
nende koordinaadid rahuldavad jargmisi vlrratusi:
1) x>2; 2)Ix(<1; 3) x-5<10; 4)x2+x-12>0;

5) x2+x-12<0.
Toestada samasus t kus
A, B, C, D on suvalised punktid arvteljel, XgB - vektori
AB koordinaat jne.
2.13. Arvutada punkti A koordinaat, kui on teada:
1) B(3) ja AB=(5); 2) B(2) ja AB=(-3); 3) B(-5) ja BA-L-3);
4) B(0) ja 1ABI=2; 5) B(@) ja RB]=3; 6) B(-5) Oa |AB]=2.
2.14_ Olgu sirgel antud kolm suvalist punkti A, B ja
C. Soltumata nende vastastikueeet asendist, kehtib seos:
AB+BC=AC. Kontrollida selle vorduse O0&igsust jargmiste punk-
tide puhul:
) A(-3), B(G) ja 0(12);
P) A(4), B() ja 0(6);
©) A, B(-7) ja C(-2);
d) A(xX1), B(x2) ja C(xM).

2.15« Leida punktide A ja B vaheline kaugus d
alljargnevatel juhtudel: 1) A1), B(-7); 2) A(3), B(-2);
3 A(-6), B(-10). Kontrollida tulemust joonisel.



Ristreeper tasandil.

2.16. Konstrueerida punktid: A(2; 7),B(3,0), 0(1,-M)»

D(0,5), E(-1,2), F(-4,-3), 6(-2,0), H(0,-3), K(-3*. ¢ *
LC 2, - 3), NQO, 5)-

2.17. Leida punktide A(2F -3), B(3, -1), C(-5, 1),
D(-3, -2), E(-5, -1) projektsioonide koordinaadid abstsiss-
teljel.

2.18. Leida punktide A(-3, 2), B(-5, 1), C(@3, -2),
D(-1,1) E(-6, -2) projektsioonide koordinaadid ordinaattel-
jel.

! 2.19. Teha kindlaks, millises veerandis asub punkt
M(X,y), kui 1) xy>0; 2) xy<0; 3) x-y=0; 4) x+y=0; 5) *+¥>0}
6) x+y<0; 7) x-y:>0; 8) x-y<O0.

2.20. Olgu antud punkt M(Xx,y). Leida punktiga M simmeet
riline punkt

1) koordinaatide alguspunkti suhtes;

2) abstsisstelje suhtes;

3) ordinaattelje suhtes;

4) esimese ja kolmanda koordinaatnurga poolitaja suhtes;

5) teise ja neljanda koordinaatnurga poolitaja suhtes.

2.21/ Leida punktiga A2, 3), B(-3, 2), C(-1, -1),
DC-3= -5), E(-4, 6), P(a, b) summeetrilised punktid x-telje
suhtes.

2.22. Leida punktidega A(-1, 2), B@, -1), C(-2, -2),
D(-2, 5), E(3, -5)» E(a, b) summetrilised punktid y-telje
suhtes.

2.23. Leida punktidega A3, 3), B2, -4), C(-2, 1),
DG, -3)» E(-5, -4), F(a, b) stimmeetrilised punktid koordi-
naatide alguspunkti suhtes.

2.24. lLeida punktidega A2, 3), B(5, -1, C(-3, 4
stmmeetrilised punktid esimese koordinaatnurga poolitaja
suhtes.

2.2~ Leida punktidega A3, 5» B(-4, 3), C(7, -2)
summeetrilised punktid teise koordinaatnurga poolitaja suh-
tes.
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2.26. Milline on Uhel koordinaatnurga poolitajal asu-
va punkti koordinaatide vaheline seos?

2.27. Punktide A(-2, 5) ja m(x, ¥) vaheline kaugus
on 3 pikkusuhikut. Leida punkti M koordinaadid, kui 1) A
ja M asetsevad x-teljega paralleelsel sirgel; 2) A ja M
asetsevad y-teljega paralleelsel sirgel.

Vektorid .k 18igud

2.28. Leida vektori AB=(X,y) lopp-punkti koordi-
naadid, kui

1) x=4, y=2, A(1,2);

2) X=-1, y=3, A(-1,0);

3 x=0, y=-3, A(4,3)._

2.29. Leida vektori AB pikkus ja siht, kui

D AC-1,4), B(4,-8);

2) A@,7), B(-2,-1);

3 A(,2), B@4,6).

2.30. On antud kaks punkti A3, 7) ja B, 6). Leida
vektori AB projektsioon koordinaattelgedel.

2 .31. Konstrueerida koordinaatide alguspunktist lahtu-
vad 18igud, kui nende projektsioonid koordinaattelgedel on:
1 x=3, y=2; 2) x=2, y=-5; 3) x=-5, y=0; 4 x=-2, y=3.

5 x=0, y=3; 6) x=-5, y=-1.

2.32. Konstrueerida 18igud, mille alguspunktiks on
punkt M(2, -1) ning nende projektsioonid koordinaattelgedel
on: 1) x=4, y=3; 2) x=2, y=0; 3) x=-3, y=1; 4) x=-4, y=-2;
5 x=0, y=-3; 6) x=1, y=-3.

2.33« Loigu M™M2 projektsioonid koordinaattelgedel on
x=5* y=—4 ning alguspunkt on M"C-2, 3). Leida selle 18igu
lopp-punkti koordinaadid.

2.34. Loikude projektsioonid koordinaattelgedel on:

1) x=3, y=-4; 2) x=12, y=5; 3) x=-8, y=6; Leida nende 10i-
kude pikkused.



2.35. Loigu pikkus d on 5 ning ta projektsioon abst-
sisstel jel 4. Leida selle 18igu projektsioon ordinaatteljel,
kui ta moodustab ordinaatteljega: 1) teravnurga; 2) niri-
nurga.

2.36. Loigu MN pikkus on 13» ta algus asetseb punktis
M(3* -2) ning ta projektsioon abstsissteljel on 12. Leida
selle 18igu otspunkti koordinaadid, kui ta moodustab ordi-
naatteljega: 1) teravnurga; 2) nirinurga.

2.37. Loigu MN pikkus on 1?» ta 16pp-punkt on N(-7,3)
ning projektsioon ordinaatteljel 15. Leida selle 16igu al-
guspunkti koordinaadid, kui ta moodustab abstsissteljega:
1) teravnurga; 2) nirinurga.

Kollineaarsed punktid. Kaugused,

2.38. Kontrollida, kas antud kolm punkti
D Q5. @D, (-1,7D;
2 G.D, (-2,-9, (6,11);
3 ©0.2), (-1,5, G.49
asetsevad Uhel sirgel.

2.39. On antud punktid A(0,0), B(3,-4), C(-3,4),
D(-2,2) ja E(10,-3). Leida punktide 1) A ja B; 2) B ja C;
3 AjacC;4 C jabD; 5 A jaD; 6) D ja E vaheline kaugus
d.

2.40. Leida x-teljel punkt, mis asetseb vdrdsel kaugu-
sel koordinaatide alguspunktist ja punktist A(9,-3).

2.41. Leida ordinaatteljel punkt, mis asetseb punktist
A(4,-6) 5 Uhiku kaugusel.

2.42. lLeida punkti M ordinaat, kui ta abstsiss on 7
ning kaugus punktini N(-1,5) on 10.

2.43. Leida punkt, mille kaugus x-teljest ja punktist
A (-5,2) on 10.

2.44. Leida punkt, mille kaugused punktidest A (-5,1),
B (3,-5) jJa C (2,2) on vordsed.

2.45. Leida antud kolmest punktist A(2,2), B(-5.,l) ja
C(3,-5) vordsel kaugusel asuva punkti koordinaadid.
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2.46. Millist tingimust peavad rahuldama punkti M(X,
y) koordinaadid, et see punkt asetseks vordsetel kaugustel
punktidest A(7,-3) ja B(-2,1).

Kolmnurk, roopkulik, nelinurk.

2.47. Naidata, et kolmnurk on korraparane, kui ta ti-
pud on A (5, 2), B B, |™ )jaC G, W)-

2.48. Naidata, et kolmnurk tippudega A (6,5), B (1,10)
ja C (3*2) on taisnurkne.

2.49. Kolmnurga tipud on A(2,-3), B(1,3) ja C(-6,-4).
Leida punkt M, mis Uhtib tipuga A, kui joonis murtakse
kokku modda sirget BC.

2.50» Ruudu killg on 1. Leida ruudu tippude koordinaa-
did, kui koordinaattelgedeks on: 1) kaks mitteparalleelset
ruudu kilge; 2) kaks diagonaali; 3) sirged, mis on paral-
leelsed ruudu kiilgedega ning l8ikuvad keskpunktis.

2.51. Reeperi telgedeks on rombi diagonaalid. Punktid
ACX/j,yA) ja BfogtT™) 0Ol rombi lahistipud. Avaldada lGlejaa-
nud tippude koordinaadid antud tippude koordinaatide kaudu.

2.52_ Roopkuliku ABCD kolm tippu on A(2,3), B(4,-1)
ja C(0,5). Maarata neljas tipp D.

2.53» Roopkuliku kolm tippu on:

1D A(4.2), B(5,7), C(-3,4);
2) A(3,-5), B(5,-3), C(-1,3).
Leida tipu B vastastipp D.

254_. Antud trapetsi ABCD kolm jé&rjestikust tippu on
A(-1,-2), B(1,3) ja C(9,9). Leida trapetsi neljas tipp D,
kui trapetsi alus AD=15.

2,55. Voérdhaarse trapetsi pikem alus AB=8, kbrgus 3
ja alusnurk 45°. VOtame trapetsi pikema aluse abstsisstel-
jeks,aluse keskpunktist ehitetud ristsirge ordinaatteljeks,
kusjuures positiivseks suunaks loeme trapetsi sisemuese
suunduva ristldigu suuna. Leida trapetsi tippude, diagonaa-
lide 10ikepunkti M ja haarade 10ikepunktide koordinaadid.
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2.56. Korraparase kuusnurga kilje pikkuseks on 6 moot”™
Uhikut. Leida kuusnurga "foigu.ce ristkoordinaadid, kui koor-
dinaatide alguspunktiks on kuusnurga keskpunkt ja x-telg
labib kuusnurga kaht vastastippu.

2.57. Toestada, et korraparase hulknurga tippude sama-
nimeliste koordinaatide aritmeetiline keskmine on vdrdne
hulknurga keskpunkti vastava koordinaadiga.

Ristreeper ruumis.

-~ *

2 .58. Millistes oktantides vdivad asuda punktid, kui
" xy>0; 2) xz<0; 3) yz>0; 4) xyz"XD; 5) xyzcO.

2.59. Millistes oktantides vbivad asuda punktid, mil-
le koordinaadid rahuldavad jargmisi vorrandeid: 1) x-y=0;
2) x+y=0; 3) x-z=0; 4) x+z=0; 5) y-z=0; 6) y+z=0.

2.60. Olgu antud punktid A@, 3, 5), B(-3, 2, 1),
02, -3, 0) ja D@, 0, -3). Leida nende punktide projekt-
sioonid: 1) xy-tasandii; 2) xz-tasandil; 3) yz-tasandii;
4) abstsissteljel; 5) ordinaatteljel; 6) aplikaatteljel.

2.61. Leida koordinaatide alguspunkti O kaugus punk-
tidest A4, -2, -4), B(4, 12, 6), 0(12, -4, 3), D(12, 16,
-15).

2.62. Antud on punktid A(1, -2, -3)» B2, -3, 0),
0@, 1, -9, D(-1, 1, -12). Arvutada I6ikude AC, BD ja CD
pikkused.

2.63. Abstsissteljel leida punkt, mille kaugus punk-
tist A(-3, 4, 8) on 12.

2.64. Leida vektori a™(3* -1, 4) 16pp-punkt N, kui
vektori alguspunkt on M(1, 2, -3).

2.65. Leilda vektori AE=(2, -3, -1) alguspunkt, kui ta
16pp-punkt on B(1, -1, 2).

2.66. On antud punktid A@G, -1, 2) ja B(-1f 2, 1).
Leida vektorite AB ja BA koordinaadid.

2.67. Kolmnurga tipud on: A(-1, 2, 3), B(G, 3f4) ja
02, 1, 6). Avaldada kolmnurga kulgvektorid reeperi Uhik-
vektorite i, J, K kaudu.
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2.68. Kas on voimalik lahendada eelmisele ulesandele
vastupidist ulesannet, s.o. teades kolmnurga kilgvekto-
reid, leida kolmnurga tippude kohavektorid?

2.69. On antud kolmnurga tipp A, -5, 3) ning kulg-
vektorid AB=(4, 1, 2) ja BC=(3, -2, 5). Leida ulejaanud
tipud ja kiulgvektor CA.

2.70. Toestada, et kolmnurk tippudega AN(3, -1, 6),

ja A1, -3, 2) on taisnurkne.

2.71. Toestada, et kolmnurk tippudega A(3, -1, 2),
B(O, -4, 2) ja CC-3, 2, 1) on vordkulgne.

2.72. Toestada, et kolmnurga M(3, -2, 5), N(-2, 1,-3),
P(5, 1, -1) sisenurgad on teravnurgad.

2.73. Kas kolmnurk tippudega M,.(4, -1, 4), M2, 7,
-4y, W3, 1, -2) on teravnurkne, taisnurkne vOi nirinurk-
ne?

2.74. Roopkuliku ABCD kolm tippu on AG, -1, 2),

B(1, 2, -4) ja C(1, 1, 2). Leida neljas tipp D.

2.75. Roopkuliku ABCD kolm tippu on A, -4, 7),
B(-5, 3, -2) ja C(1, 2, -3). Leida tipu B vastastipp D.

2.76. Nelinurga tipud on madaratud kohavektoritega
a=5i+2jJ-k, b=i-3j+4k, c=-2i+j+3k, d=2i+6j-2IT. Toestada, et
see nelinurk on rodpkilik.

2.77. Kontrollida, kas neli punkti A, -1, 2), B,
2, -1, C(-1, 1, -3), DB, -5, 3) osutuvad trapetsi tippu-
deks .

2.78. Olgu antud kuubi neli tippu A(-s, -a, -a),
B(a, -a, -a), C(-a, a, -a) ja D(a, a, a). Maarata kuubi
ulejaanud tipud.

AFiinne reeper tasandil.

2.79» Kaldreeperis, mille baasivektorite vaheline nurk
on — , konstrueerida kolmnurk tippudega A(3, 5),
B(-4, 7), C(,5, -3,5).

2.80. Konstrueerida punktid A3, 2), B(-4, 6), C(-2,
-5), DA, -1) kaldreeperis, kui reeperinurk on cj=-".
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2 >8l. Leida kaldreeperis jargmiste punktide kaugus
teineteisest:

1 A=1, 10), B=(7, 2), w =60%;

2) A=, -4), B=(7t-2),w=30°

3) A=(-5, 4), B=(-1, -5)jbr4L5°i

4 A=(5.,4, 6,2), B=(7,5, 2,8)=120°-

2.82. Leida reeperinurk co , kui punkti A (10, 4
kaugus punktist B (7, -1) on 3 mdotuhikut.

2.83. Kaldreeperis on antud punkt M(6,4), kusjuures
reeperinurk  =150°. Leida selle punkti kaugus reeperitel-
jest.

2.84. Leida punkti M koordinaadid kaldreeperis, kui ts
kauglé_sl_ed reeperitelgedest on vastavalt 1 ja 1,5 uhikut ja
© % 85, Leida loikude projektsioonid reeperitelgedel,
kui 18igu pikkus d ja reeperinurk « on vastavalt: 1) d=12,

;2)d=6, u>=- j ;3) d=2 <> - - "

2.86. Loigu projektsioonid reeperitelgedel on i=1,

Y=- 3. Leida selle 18igu projektsioon teljel, mis moodustab
x-teljega nurga = 5 .

2.87. On antud punktid M*(1, -5) ja 1(4, -1). Leida
16igu e p59jektsioonid teljel, mis moodustab x-teljega
nurga fs- o .

2.88. On antud kaks punkti P(-5» 2) ja 3(3» 1)» Leida
16igu PQ projektsioon teljel, mis moodustab x-teljega nurga
<fF=arctan

2.89. On antud kaks punkti bU(2, -2) ja M2(7, -3). Lei-
da 18igu projektsioon teljel, mis labib punkte A(G, 9,
B(-7, 1) ning on suunatud: 1) punktist A punkti B ning
2) punktist B punkti A.

2.90. Rombi kiulje pikkuseks on 3 mddtihikut. Leida
rombi tippude koordinaadid, kui rombi kuljed on reeperitel-
gedeks.

2.91. On antud korrapdrane kuusnurk ABCDEF. Leida tip-
pude koordinaadid, kui koordinaatide alguspunktiks on punkt
A, abstsisstelje positiivne suund Uhtib vektori AB positiiv-
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se suunaga ning ordinaattelje positiivne suund Uhtib vek-
tori AE suunaga, kusjuures uUhikl6iguks mdlemal teljel on
kuusnurga kilg.

2.92. On antud kaks roopkiliku lahistippu A(-1, 3)
ja B2, -1). Leida kaks ulejdanud tippu, kui reeperitel-
gedeks on roopkiuliku diagonaalid.

2.93» Leida korraparase kuusnurga tippude koordinaa-
did, kui kuusnurga kiilg on a, reeperi alguspunkt asetseb
kuusnurga keskpunktis ning abstsisstelg 18bib kaht vastas-
tippu*

2.94. Trapetsi ABCD alumine alus AB on kolm korda pi-
kem Ulemisest alusest CD. Reeperi alguspunktiks votsme
punkti AT abstsisstelje positiivseks suunaks aluse AB suu-
na, ordinaadi positiivseks suunaks haara Al suuna ning
kilgede AB ja AD pikkused uhikldikudeks nendel telgedel.
Leida trapetsi tippude, diagonaalide I6ikepunkti O ning
haarade 16ikepunkti S koordinaadid.

2 .95« On antud afiinne reeper, kusjuures reeperinurk
w> = arccos(-") ning uhikldik "abstsissteljel on 2,5 korda
pikem dUhikldigust ordinaatteljel. Konstrueerida selles
reeperis punktid A4, 2), B(-2, 1), C(-3, -3), D( 2, - 3).

83» Loigu jagamine antud
suhtes

1. Lihtsuhe.

Kolme uUhel sirgel asuva punkti A, B, C lihtsuhteks
punktide antud jarjekorres nimetatakse arvu (vektorite
suhet)A = JIC:CB ja tahistatakse (ABC). Olgu punktide A ja

B kohavektorid alguspunkti
0 suhtes a ja B (vt. joon.
2.5). M&arame punkti C ko-
havektori o> Et ACIICB, siis
Jbon. > e lihtsuhe eksisteerib ja on



Uheselt maaratud vorrandiga

AC =1 CB.
Avaldame AC ja CB otspunktide kohavektorite kaudu: AC=c-a,
CB=b-c. Asendades saadud avaldised vorrandisse, saame
'‘t-a=A (- o0,
ehk, kui 1+/1 N0, s.t. A 4 B, siis

yns . -3

Arvu J1 nimetatakse ka suhteks, milles punkt C jagab 16igu
AB. Antud definitsioon maarab selle suhte ka siis, kui
punkt C asub sirgel AB véljaspool 18iku AB. Et sellisel ju-
hul AC~CB, siis on 18igu valispunkti korral lihtsuhe A<O.
Kui aga C on Idigu AB sisepunkt, siis ACACB ja 1 > 0.

Erijuhul, kui C on 18igu keskpunkt,1 =1, s.t. 18igu
keskpunkti kohavektor on otspunktide kohavektorite aritmee-
tiline keskmine

c= A~ A~ e

Kui punktid on maaratud koordinaatidega A(X™, , N,
B("2» 72» z27 c”X3* ¥Y3» "~)» siis punkt C jagab 16igu AB
lihtsuhtee X , kus x = AC:CS on vektorite X£ ja C? vas-
tavate koordinaatide Uhin* suhe

X=X, ZrZi =irb. . 2.5
x2-x1 y2-yl z2-71

Kui punktid A, B ja lihtsuhe Aon antud, siis jaotuspunkti
C koordinaadid leitakse seosest (2.5)
X+ Nx? Y-1+AYp Z.+
*3=TTT ’y3=-brjr *z3=-1++A (26)
ning 18igu keskpunkti koordinaadid on vfrdsed otspunktide
koordinaatide aritmeetilise keskmisega

3— 2 » Y3 ~ 2 *z3 2 "
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Tasandil kasutatakse kahte esimest, sirgel ainult esimest
seost. Valemid (2.5) - (.7) on afiinsed valemid ja rist-
reeperis el lihtsustu.

2. Nel.ia pnnVti W-bsub*. Harmoonilised punktipaarid.

Nelja uthel sirgel asetseva punkti A, B, C,D (A JiD),
B ~ O liit- ehk anharmnoniliseks suhteks nimetatakse ar-
vu V , mis on vBrdne lihtsuhete 1 = (ABC), /t = (ABD) ja-
gatisega

V>= (ABCD) = (ABC) : (ABD) = - 2.8)
Kui punktid Uhel sirgel on mdaratud koordinaatidega
A(xv yilf ), B(x2, y2, z2), C(x3, y3, z3), D(x4, y», 20,
siis liitsuhe arvutatakse valemiga:

y = gabod) = . 1£Eb =W 1 -
" x2'x1 x2-x1 y2''yl y2“yl
23~z1 . z4~71
z2-z1 * r2-rs 2.9

Kui liitsuhe (ABCD) = -1, Oeldakse, et punktid C ja D jaga-
vad loigu AB harmooniliselt. ehk teisiti, et paarid A,B ja
C,D on harmoonilised.

Loigu .jagamine antud suhtes (sirgel).
m1u

2726. Maarata lihtsuhe 1 = wp , milles punkt M(X) ja-
gab punktidega M*(X) ja M2(xX) piiritud loigu M™M2.
2.97. Leida lihtsuhe (BC), kui:
1) A@, B(@), C(B);: D A BB, CA);
2) A(-3), B(-3), C(6); 5 A, B(D), CD).
2.98. On antud kolm punkti A(-7), B(-1) ja C(1). M&a-
rata lihtsuhe /1 , milles igalks antud punktidest jagab
tUlejdanud kahe punkti vahelise 18igu.
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2»99« Leida kolmest punktist A(1), B(3) ja C(-2) moo-
dustatud lihtsuhete kdik kuus vaartust.

2.100. Teades, et (ABC)=A , leida (ACB),(BAC), (BCA),
(GAB), (CBA).

2.101. On antud (ABP)= A , (ABQ)=w . Leida (PQA)
ja (PuB).

2.102. On antud (ABP)=A , (ABQ)=yr t (ABR)=V
Leida (PRM).

2.103. On anjud (ABP)= A , (ABQ)= /@ ning I6igu
Pu keskpunkt R. Leida (ABR).

2.104. Sirgel on antud kaks punkti A ja B, mis jaota-
vad ta kolmeks osaks: 18iguks AB; kiireks, mis jaab punk-
tist B paremale,ja kiireks, mis j&ab punktist A vasakule.
Samal sirgel on antud liikuv punkt X, mis jaotab loigu AB
suhtes A . Uurida, kuidas muutub A , kui punkt X paikneb
Umber punktide A ja B vahel, kui punkt X Uhtib Ghega nen-
dest punktidest, kui kaugeneb piiramatult punktist B pare-
male vOi punktist A vasakule.

2.105. Kadarata kahe antud punkti M(xX®) ja MM(x2) poolt
piiratud 18igu keskpunkti koordinaat x.

2.106. Leida 18igu bLUM2 keskpunkti koordinaat x jérg-
mistel juhtudel:

1 AR). BO);
2) C(-5). D(@);
3) E(-6), F(6).
2.107. On antud kaks punkti M~x”) ja M2(x2). Leida

16iku suhtes A (A = ) jaotav punkt X(X).
" fAsp

2.108. Leida punkti X koordinaat x, kui ta jaotab
punktidega bLU(3) ja M2(6) piiratud 18igu suhtes:
DA=3» DA =1 ;3)A=-J ;4N =0; 5)X=1.
2.109. Leida punkti B koordinaat, kui punkt C(-2) jao-
b punktide A(3.,5) ja B(X) vahelise 108igu suhtes A =
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Leida punkti M koordinaat , kui on teada:

D mM1B), mn2() jax =MM : MM2 = 2 ¢
2) A(, B(5) jaxX =AU : MB =3 9
3 C(-1), D) ja =CM : MD =\ ¢
2 A(-1), B®) jan =AMV : MB =-2 2
5) A(l), B(_3) jafl = BM @h = - i

6) A(=2), B(-1) jaAa =BM #s & .

Toestada, et kui punktide O, E ja M koordinaa-
did on vastavalt 0, 1 ja x, siis x = -(MEO).

2.112. On antud kaks punkti A(5) ja B(-3). Leida:

1) punktiga A punkti B suhtes summeetrilise
punkti M koordinaat;

2) puhKtiga B punkti A suhtes stimmeetrilise
punkti N koordinaat.

2.115. Punktidega A(-2) ja B(19) piiratud Idik on jao-
tatud kolmeks vdrdseks osaks. Leida jaotuspunktide koordi-
naadid.

2.114. Leida punktidega P(-25) ja Q(-9) kolmeks vord-
seks osaks jaotatud 18igu otspunktide A ja B koordinaadid.

2.115. Punktidesse, mille koordinaadid on 1, 2, 3,...,
10 on paigutatud vastavalt massid 1, 2, 3, ee=, 0. Leida
siisteemi raskuskeskme koordinaat.

2.116. Kang on _jaotatud sentimeetriteks ja millimeet-
riteks. Jaotustele 23,7 ja 74,3 cm vastavatesse punktides-
se on rakendatud koormused 350 ja 475 G. Leida kangil punkt,
kuhu tuleb asetada tugipunkt, et kang olels tasakaalus.

2.11?. Horisontaalne latt, mil"e pikkus on 3 m ja
kaal 80 kG, toetub otstega liikumatutele tugedele A ja B

@oon. 3.6). Kui kaugele punk-
— k] tist A tuleb paigutada koormus
"200kG R e'k rohk punktile B oleks
Joon. 2.6 . 110 kG?
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21.18. Varras, mille pikkus on 60 cm, on otstest uUles
riputatud kahe ndori abil. Uks nendest ndodridest ei talu
20 kG uletavat pinget. Kui kaugele vastavast varda otspunk-
tist voib rakendada koormuse 96 KkG?

Liitsuhe. Harmooniline suhe.

2.119. On antud liitsuhe (ABCD)=y . Oletades, et punk-
tid A, B, C, D on paarikaupa erinevad, leida antud nelja
punkti kdik 24 liitsuhet, mis vastavad antud punktide kdi-
gile permutatsioonidele. Vaadata juhtumeid: 1)y = -tg ot ;
2)V = -1.

2.120. Leida nelja punkti A, B, C, D liitsuhted (ABCD)
Jargmistel juhtudel:

1) A, B(E3). 0(1), D®:;
2) A, B(-6), C@O), DB)i*
3 A, B, c(-3), D(D;
49 AL, B, c(®, D@);
5 A(-5), B(-2), C(-2), D(6);
6) A-D, 3(6), C(-4)., D(-4).

2.121. On antud kolm punkti A(-3), B(1) ja C(2). Leida
igale nendest neljas harmooniline kahe Ulej&énu suhtes.

2.122. On antud punktid A(1), 3(2), C(4) ja (ABCD)= -1,
Leida punkt D.

2.123. Toestada, et kui oun’l§tipaar C,D {'aotab harmoo-
niliselt punktipaari A,B, siis 1 .

2.124. Toestada, et kui punkt O jaotab 1digu AB poo-
leks, kuid punktid O ja D jaotavad 1digu AB harmooniliselt,
siis 0A2= OC*OD.

2.125» On antud punktide harmooniline nelik A", A2,

A3* Ad* Toestada, et 10igu Akeskpunkt on Idigu AMA2
suhtes valimiseks punktiks.
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Loigu .-jagamine antud suhtes (tasandil)

2.126. Toestada, et igal alltoodud juhul punktid A,
B ja C asetsevad Uhel sirgel ja leida lihtsuhe (ABC):

D A@, D, B(-2, 5), €O, 3);
2) A1, 6), B(S, 10), C(-3, 2;
3) A0, 0), B(-3, -3), c@, 1.

2.127. Leida punktidega N, (2, 3) ja M2(-5, 1) piira-
tud loiku suhtes A jaotava punkti M koordinaadid,
kui:

DA=2; 2 X = - DA =4, HA =1.

2.128. On antud kolm Uhel sirgel asuvat punkti A(1,-1),
B(3, 3 ja C4, 5)* Leida suhe A , millea igalks neist
punktidest jaotab kahe uUlejdanud punktiga piiratud loigu.
2.129. Leida 18igu blUM2 keskpunkti koordinaadid, kui:
n @, 3, M2(4, 7);
2 ML(2, &, M2Q@, -D;
3) M.(0, 0), M2, D).
2.130. Uks 18igu AB otspunkte asetseb punktis A(2,3),
16igu keskpunkt on M(1, -2). Leida 18igu teine otspunkt.
2.131. Loik otspunktidega A=(x, 5) ja B=(-2, y) jagu-
neb punktis C=(1, 1) pooleks. Leida punkti A abstsiss ja
punkti B ordinaat.
2.132m Kolmnurga tipud on A(1, -3), B(3, -5) ja
C(-5, 7))« Leida kolmnurga kulgede keskpunktid.
2.133. Kolmnurga tipud on A3, -7), BG, 2) ja
C(-1, 0). Leida kilgede keskpunktid.
2.134_ Leida kolmnurga tipud, kuil koxmnurga kulgede
keskpunktid on:
1) Al=(-2, 1, Bl=2, 3) ja Cl={, -1);
2) M1=@, 4), M2=(-3, 0) ja M3=(2, 1);
3) M=2, -1), N=(-1, 4 ja P=(-2, 2).
2.735. Arvutada kolmnurga mediaanide pikkused, kui
kolmnurga tipud on A(3, -2), BG, 2), ja C(-1, 4.



2.136. On antud kolmnurga tipud A(l1, 4), B@B. -9)»
C(-5, 2). Leida tipust B tdmmatud mediaani pikkus.

2.137. Kolmnurgas ABC: A(, -4), B(-1, 2), C(5t 1) on
témmatud mediaan AD. Arvutada mediaani AD pikkus.

2.138. Leida kolmnurga mediaanide keskpunktid, kui
kolmnurga tipud on:

1) A(-6, 6), B(14, 2), C(-2, 10);
2) A, 0), B(15, -3), c2, -9).

2.139. Teades roopkuliku ABCD kahte l&histippu A ja B
ning diagonaalide 10ikepunkti M, leida uUlejdanud kaks tip-
pu jargmistel juhtudel:

D A4, -7, B2, 6), M@, 11);
2) A(-3, 5), B(1, 7O, M1, 1);
3) AC-4l, -7, B2, 6), M@B, 1j).

2.140. Ro6pkuliku Uhe kulje otspunktid on A 2, 1D
ja Ag (-3, 4) ning diagonaalide Idikepunkt M (-1, 0). Leida
roopkiliku tipud A ja AN

2.141.0n antud kaks punkti A(3, -1) ja B(2, 1). Leida
1) punktiga A punkti B suhtes stummeetrilise punkti M koor-
dinaadid; 2) punktiga B punkti A suhtes siummeetrilise punk-
ti N koordinaadid.

2.142. Punktidega A(1, -3) ja B, 3) piiratud 18ik
on jaotatud kolmeks vOrdseks osaks. Leida jaotuspunktide
koordinaadid.

2.143. On antud kaks punkti A(-4, 2) ja B(8, -7). Lei-
da punktid C ja D, mis jaotavad 18igu AB kolmeks vordseks
osaks.

2.144. Punktid ON(1, 2) ja C2(3f 4) jagavad 10igu AB
kolmeks vOrdseks osaks. Leida punktid A ja B.

2.145_ Leida punktidega P(2, 2) ja Q(1, 5) kolmeks
vOrdseks osaks jaotatud 18igu otspunktid A ja B.

2.146. Punktide A(3, 2) ja B(15, 6) vaheline I8ik on
jJaotatud viieks vBrdseks osaks. Leida jaotuspunktide koor-
dinaadid.

2.147 . Leida kolmnurga mediaanide 18ikepunkti koordi-
naadid, kui kolmnurga tipud on: (@, 4), (5, 0) ja (-2, -1
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2.148. Leida kolmnurga mediaanide 16ikepunkt, kui
kolmnurga tipud on A (14, 2), B (Or 5 jaC (-2, 3).

2.149. Kolmnurga tipud on A (4, -4), B (3, -8) ja
C G, 0). Leida punktid, milles mediaanid jagunevad kol-
meks vOrdseks osaks.

2.15Q. Kolmnurga mediaanide Idikepunkt asetseb abst-
sisstel jel, kaks kolmnurga tippu punktides A2, -3) ja
B(-5, 1) ning kolmas tipp G asetseb ordinaatteljel. Maara-
ta punktide M ja C koordinaadid.

2.151. Kahel sarnasel kolmnurgal on uUhine tipp AQ3,
-6) ja Uhine nurk tipu A juures. Leida suurema kolmnurga
kaks uUlejéénud tippu, kui vaiksema tipud on B(6,2, -3,6)
ja C(5, 1) ning vastavate kilgede suhe on " .

2.152. Roopkuliku ABCD tipp A on uhendatud kulje BC
keskpunktiga M ja tipp B - kiuljel CD asetseva punktiga Nf
mille kaugus punktist D on “XD. Millistes suhetes jagab
16igud AM ja BN nende 18ikepunkt K.

2.155» Leida nelinurga A3, -2), B(3, 5), C(0, 49,
D(-1, -1) diagonaalide AC ja BD 18ikepunkt M.

2.154. 0 antud nelinurga tipud A(-2, 14), B4, -2),
C(6, -2) ja D(6, 10). Leida diagonaalide AC ja BD Idike-
punktid.

2.155m On antud nelinurga tipud A(-3, 12), B(3f 4),
CG, -4) ja D, 8). Maarata, millises suhtes diagonaal AC
Jagab diagonaali BD.

2.136. 0l antud trapetsi kolm jarjestikust tippu
A(-2, -3), B, 4) ja C(3, 1). Leida neljas tipp D tingi-
musel, et alus AD on viis korda pikem alusest BC.

Loigu jagamine antud suhtes (ruumis).

2.157. O0) antud kolmnurga tipud: bU(3, 2, -5), @,
-4, 3), bU(-3, 0, 1). Leida kolmnurga kulgede keskpunktid.

2.158. Kolmnurga tipud on N, -1, 4), B@3, 2, -6),
C(-5, 0, 2). Arvutada tipust A tdommatud mediaani pikkus.



2«159. On antud roopkuliku ABCD kaks tippu A2, -3»
-5)» B(-1, 3» 2) ja diagonaalide 18ikepunkt E(4, -1, 7)»
M&arata roopkiliku kaks tUlejaanud tippu.

2.160. Leida loigu otspunktid, kui punktid C(2, 0, 2)
ja D6, -2, 0) jagavad loigu kolmeks vordsek3 osaks.

2.161. Loik otspunktidega A(-1, 8, 3) ja B(9, -7» -2)
on jagatud punktidega C, D, E, P viieks vOrdseks osaks.
Leida nende punktide koordinaadid.

2.162. Homogeense kangi raskuskese asetseb punktis
C(1, -1» 5) ja Uks tema otspunkt on A(-2,-1, 7). Maarata
teise otspunkti koordinaadid.

2.163. Loigu otspunktid on A (1, 1, 1) jaB (@, 2, 0).
Leida 18igu jaotuspunkt C, mis jagab 10igu suhtes 2:1.

2.164. Loigu AB jaotuspunkt C jagab 18igu suhtes 5:2.
Leida 16igu otspunkt B, kui A 3, 7, 49 jaC @, 2, 3).

2.165. Leida suhted , Xr , N3 , milles koordi-
naattasandid jagavad 16igu otspunktidega A 2, -1, 7) ja
B (4, 5 -2).

2.166. Loik AgA™ on jaotatud viieks vOrdseks osaks,
kusjuures jaotuspunktidest A 3, -5, 7) jaA™ (-2, % -8).
Leida no*

84. Polaarkoordinaadid

Polaarkoordinaadid on mdaratud, kui on antud punkt 0 -
nn. poolus ja poolusest lahtuv poolsirge - nn. polaartelp;.
Punkti X polaarkoordinaatideks nimetatakse tema kohavektori
OX pikkust - polaarraadiust ? (punkti kaugust poolusest)
ja polaartelje ning kohavektori OX vahelist nurka - polaar-
nurka <f (vt. joon. 2.2). Kaks koordinaati ( T, ) méa-
ravad punkti asendi tasandil theselt. Uksilhese vastavuse
saamiseks tasandi punktide ja koordinaatide paaride ( f

~ ) vahel on piisav, et polsarnurk 9 muutuks vahemikus
0 ~ fxr2-W(positiivsed nurgad saadakse kohavektori po6orle-
misel vastu kellaosuti liikumist). Kui sellist kitsendust
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el tehta, siis Uks ja sama punkt
maaratakse koordinaatidega ( f ,

<+ In7t:)y kus n on suvaline tais-
arv. Kui kasutatakse uldistatud po-
laarkoordinaate, kus ¥ vOib olla
ka negatiivne, siis loetakse, et
(f» V>)oa("?, F*¥"~")on uks
ja seesama. Kahe punkti A( , F )
jJa B( , Yi ) vaheline kaugus
polaarkoordinaatide puhul arvuta-
takse jargmise valemi abil (vt.
joon. 2 .Q):

A=V + 21- 2FFl °°= cVi- 0-

2.167. Konstrueerida punktid, mille polaarkoordinaa-
did on:

AG, D, BQA, T )= CG, Is), D(O,5, ), E@2,5, ),

P(6.4r), GG, f), H( 3, -F), K-2, ).

2.168. Konstrueerida punktid, mille polaarkoordinaa-
did on:

A, 8), B, 5M), C@B, -1), 37), EG, 2) ja F(,-1)
(punktide D, E ja F asukohad Jeida ligikaudselt).

2.169. Kuidas asetsevad punktid, mille polaarkoordi-
naadid rahuldavad Uhte jargmistest vorranditest:

1) ?=1s2) f=5; 3 ?=a;, 4)y~r=F; 5/ =1t;

6) €f=5;7) y = const?

2.170. On antud punkt A(5, "S) polaarkoordinaatides.
Leida: 1) punkt B, mis on summeetriline punktiga A pooluse
suhtes; 2) punkt C, mis on simmeetriline punktiga A polaar-
telje suhtes.

2.171. Leida punktidega (1,"), @, »
M(? , ™ ) summeetrilised punktid: 1) pooluse suhtes;

2) polaartelje suhtes.
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2.172. Leida punktidega M2(@2, - 5 “37,

- 3). n4(@» 2) ja M5, -1) poiaartelje suhtes summeetriliB-
te punktide polaarkoordinaadid.

2.173. Leida punktidega MG, M), M2@2, - 3)» mM3™»
~BM), M4 (3, -2) pooluse suhtes stummeetriliste punktide po—
laarkoordinaadid.

2.174. On antud punktid A(8, - ~5T) ja B(6, polaar-
koordinaatides. Leida punkte A ja B thendava sirgldigu
keskpunkti polaarkoordinaadid.

2.175« On antud punktid M*(12, ~5 ) ja M2(12, - )
polaarkoordinaatides. Leida punkte bl ja M2 dhendava sirg-
16igu keskpunkti polaarkoordinaadid.

2.176. On antud rdopkuliku ABCD kaks tippu A(3, - <)
ja 36, » 5 ) polaarkoordinaatides, kusjuures poolus Uh- <
tib diagonaalide I0ikepunktiga. Leida roopkuliku kaks ule-
Jaanud tippu.

2.177. On antud korrapérane kuusnurk, mille kulg on a.
Leida kuusnurga tippude polaarkoordinaadid, kui Uks tipp
on pooluseks ja sellest tipust lahtuv kuusnurga killg on po-
laarteljeks eeldusel, et polaarnurk rahuldab tipgimust

ON: Pl
Kahe punkti vaheline kaugus,

2.178. On antud punktid ) jamMz2(2 , <®)
polaarkoordinaatides. Leida nende punktide vaheline kaugus
d. -

2.179. On antud punktid M(5, jJamM2@, - polaar-
koordinaatides. Arvutada nende punktide vaheline kaugus.

2. 100. Arvutada Dunktide Af2- m BFL,

C@, ja D6, — ); EEG, - ja F(4, ™) vahelised kaugu-
sed.

2.J81. Leida polaarteljel punkt, mis asetseb punktist

viie Uhiku kaugusel.

2.182. Ruudu lahistipud polaarkoordinaatides on
W (12, - ja M2@, ). Leida ruudu pindala.
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2«183« Ruudu vastastipud polaarkoordinaatides on

P(6t - ja Q(4, mg®”). Leida ruudu pindala.
2.184. Kolmnurga tipud polaarkoordinaatides on
AG, M» B@, ~ ), C(@, Kontrollida, kas see kolm-

nurk on korraparane.

2.185. Kolmnurga OAB iUks tipp asub pooluses ning tei-
sed kaks on AC% . V  ja B("™2 , ™2™ Arvutada kolmnurga
pindala.

2.186. Kolmnurga OAB iks tipp asub pooluses 0, kaks
tulejadanud tippu on A, ) ja B4, ™). Arvutada selle
kolmnurga pindala.

2.187. Kolmnurga uks tipp asetseb pooluses, kahe ule-
jJaanud tipu polaarkoordinaadid on (4, Jja @, Arvu-
tada kolmnurga pindala.

2.188. On antud korraparase kolmnurga kaks tippu
A4, - "27™Y) ja B(8, polaarkoordinaatides. Leida
kolmnurga pindala.

2.189. Kolmnurga tipud polaarkoordinaatides on A(9,

B(12, 1% ja C(10, -N). Leida kolmnurga pindala.

2.190. Kolmnurga tipud polaarkoordinaatides on
A3, 5%T), B(@B, h * ) ja C(6, "5T)« Arvutada kolmnurga
pindala.

2.191. Konstrueerida koordinaatide alguspunktist lah-
tuvad 18igud, kui nende pikkused ning polaarnurgad on
v%ptavalt: 1) %;5, <f=7; 2) d=3, =\5T; 3) d=4, =-4;

4y d=3, f=-5p . J

2.192 . Loikude projektsioonid koordinaattelgedel on:
1) X=1, X=\V3; 2) X2, T=-3V2; 3) X=-2Y?I Y=2. Leida nen-
de I6ikude pikkused ja polaarnurgad.

2.193» Leida 18igu projektsioon x-teljel, kui on antud
16igu pikkus ning nurk, mille ta moodustab teljega: 1) d-6,
<f=F; 2) d=6, ; 3 d=7, #=F; 4) d=5, I =0; 5) d=5,

N = 6) d4, €f=-".
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8§5. VOérrandi geomeetriline
sisu

1. Kdvera konstrueerimine vdrrandi _jargi,

Vorrand, mis seob kahte muutuvat suurust x ja y, omab
lihtsa geomeetrilise sisu, kui vaadelda muutujaid x jay
kui xy—tasandi punkti koordinaate. Kahte koordinaati X jay
siduv vOrrand maarab tasandil koévera.

Vorrandi jargi kdvera joonestamiseks koostatakse hari-
likult tabel, andes Uhele muutujatest vaartusi ja arvutades
teise muutuja vastavad vaartused kdvera vorrandist. Leides
killaldase arvu (s6ltuvalt kdvera kujust) kdvera punkte ja
Uhendades leitud punktid pideva joonega, saamegi kdvera
ligikaudse kuju.

Enne kbvera konstrueerimisele asumist punktide abil on
soovitav kdvera omadusi uurida,lédhtudes kdvera vorrandist.
Summeetriliste kdverate korral konstrueeritakse punktide
abil ainult kdvera Uks osa ja kdik summeetrilised osad jo*
nestatakse juba siUmmeetriaomaduste pohjal.

2. Kdvera vdrrandi koostamine kdvera geomeetriliste
omaduste podhjal.

Kbvera xy-tasandil vdib maarata kui mingit geomeetri-
list omadust rahuldavate punktide hulga, kusjuures antud
omadus on ainult vaadeldud hulga punktidel. Punktide geo-
meetriline omadus eraldab kdvera punktid tasandi uUlej&anud
punktidest.

Teatud geomeetrilise omadusega maaratud kdvera vorran-
di koostamisel tuleb valjendada analiitiliselt fakt, et
kdigil kovera punktidel on see etteantud omadus.

Naide. Cassini ovaaliks nimetatakse tasandilist ko—
verat, mille iga punkti kauguste korrutis samal tasandil

Cassini, Giovanni Domenico (1625-1712).itaalia paritolu-
ga prantsuse astronoom.
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aeuvast kahest kindlast punktist on konstantne. Tahista-
me Cassini ovaali suva-
lise punkti X(X,y) kau-
guste konstantse korru-
tise kahest fikseeritud
C 0 punktist P ja Q sUmboli-
ga a2 ja punktide P ja
Q vahelise kauguse 2Zb.
Joon. 2.9- Enne kui asuda kévera
vorrandi koostamisele, tuleb valida reeper, mis oleks geo-
meetriliselt kdveraga voimalikult hasti seotud. Mida pare-
mini on reeper valitud, seda lihtsama kuju omab kdvera vor-
rand. Antud juhul valime ristreeperi x-teljeks sirge PQ
(vt. joon. 2.10) ja alguspunktiks 18igu PQ keskpunkti. Kuna
punktid P ja Q on samavaarsed, vdib oletada, et kdver on
simmeetriline ning reeperi valiku tottu on punktid P(-b,0)
Jja Q(b,0) summeetrilised y-telje suhtes.
KOvera vérrandi saame, kui valjendame valemiga kévera
geomeetrilise omaduse, et Casgini ovaali suvalise punkti X
kaugus punktidest P ja Q on a ,s.t.

IS| PQl = a2
ehk koordinaatides
V X+b)2+y2 * \IX-Db)2 +y2 =a2
Sellega ongi Cassini ovaali vorrand koostatud (vt. joon.
2.11). Jaab ainult veel vorrandi lihtsustamine. Vabanedes
radikaal idest (x2+
+Hy~ i-b™20x) OR+y2+
+b2-2bx)=a” ja teos-
tades lihtsustused,
vBime Cassini ovaali
vorrandi esitada ku-
jul
Joon. 2.10.
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(X2 ¢ y2)2 - rpN*2 - y2) = a2 - b2.

Koostatud vorrandist on vahetult ndha, et Cassini ovaal on
summeetriline nii x-telje kui ka y-telje suhtes.

Vorranditega maaratud punktihulgad.

2.194_ Kontrollida, kas punktid A0, 5)» B(-2, 3) ja
C(, -1,5) asetsevad kbveral 2x2-3xy+y-5=0.
2.195. Mis on iseloomulik kdvera vorrandile, kui kdver
1abib koordinaatide alguspunkti?
2.196. Teha kindlaks, millised geomeetrilised kujun-
did on mdératud jargmiste vOrranditega:
1) x-y=0; 6) y=a;
2) x+y=0; 7) (x-1)(x+3)70;
3) x2-y2=0; 8) xy=0;
4) x2+y2=0; 9 x(x+1)(x-2)=0;
5) x2+y2=a2; 10) (x+a)(y-b)=0.
2.197. Konstrueerida kdverad, mille vorrandid on:
1) 2x+3y=6; 2) y=x-5; 3) y=x2; 4) y=(x-1)2+2; 5) y=x3.
2.198. Konstrueerida kdverad, mis on madaratud vorran-
ditega: 1) xy=4; 2) y:)’g‘5? 3?/ CR+1)y=4x. . 5 5
2.199. Kon%trueerlgé kover, miJle vorrand on X y=4a =
*(2a-y). (See kover kannab Agnesl loki nime).

2.200. Konstrueerida koéver (neljaleheline roos), mille
vorrand on ~ =10 sin 29 .

2.201. Teha kindlaks, millised kdverad on maaratud
Jargmiste vorranditega polaarkoordinaatides: 1)/~ =5;

2D) F=rmi 3 VW=-1HK;4 ?cos f =2; 5 fsiny =1;
6) "=6costp ;7) N~ =10 sinifF ; 8) sin Yy’ =";

1l
9) sin N = &, Teha joonised.

1 Agnesi  (JEmjeesi ] , Maria Gaetana (1718-1799), itaa-
lia naismatemaatik.
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Kovera vorrandi koostamine kbvera geomeetriliste
omaduste pdhjal«

2.202. Konstrueerida kéver, kui ta polaarkoordinaadid

rahuldavad vbrrandit ~ = 2 (Arohimedese spiraal).

2.203. Konstrueerida jargmised Arohimedese spiraalid:
mH<=2xB ;2) 2 =5y>03) ? =F; 49 f=-]i

2.204. lLeida poolusest lahtuval ning polaarteljega
nurga y*=9 moodustaval kiirel Arohimedese spiraali y = 3p
poolt eraldatud I8ikude pikkused.

2.205. Arohimedese spiraalil ~» vOetud punkt

C, mille polaarraadius on 47. Teha kindlaks, mitmeks osaks
jJaotab see spiraal punkti C polaarraadiuse.

2.206. Konstrueerida kdver p (huperboolne spi-
raal). n

2.207. Konstrueerida jargmised hiperboolsed spiraalid:
1>?*f -

2.208. Leida huperboolsel spiraalil p = — punkt P, mil-

le polaarkoordinaadiks on 12. Teha joonis.

2.209. Konstrueerida jargmised logaritmilised spiraa-
lid: 1) f*2e52) »= &E)* . n

2.210. Leida logaritmilisel spiraalil ™~ = 3 punkt,
mille polaarraadius on 8l. Teha joonis.

2.211. Tsikloidiks nimetatakse ringjoone mingi punkti
trajektoori, kui ringjoon veereb ilma libisemata mbodda sir-
get. Leida tsukloidi parameetrilised vorrandid,vittes para-
meetriks veereva ringjoone raadiuse p&drdenurga.

2.212_. Konstrueerida kdver: o = a(l - cos v ). (Kardi-
oid).

2.213. Ristkulik, mille kaks kiillge Uhtivad reeperi tel-
gedega, deformeerub nii, et diagonaali pikkus a j&ab endi-
seks. Koordinaatide alguspunktis asuva tipu vastastipust on
tommatud ristldik ristkiliku diagonaalile. Selle loigu al-
guspunkt joonistab ristkiliku deformeerimisel kdvera, mida
nimetatakse astroidiks. Leida astroidi vOrrand ning teha
Joonis.
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2.214_ Naidata, et astroidi (vt. Ulesanne nr. 2.213)
saab defineerida kui Uhe ringjoone sees ilma libisemata
veereva teise ringjoone mingi punkti trajektoori, kui vee-
reva ringjoone raadius on ” liikumatu ringjoone raadiusest.

2.215. On antud ringjoone diameeter OD=2a ja puutuja
DB (vt. joon. 2.12). L&bi punkti O on tdmmatud kiir OE ning

E viimasel leitud punkt X nii, et
16ik OX on vOrdne ringjoone ja
puutuja vahelise l16iguga BE. Kui

0 D™ Liir OE poorleb tmber punkti O,

siis punkti X trajektoor on ko&-

Joon. 2.11. ver, mida nimetatakse Diokles*e

tsissoidiks. Leida selle kbvera vdrrand ning konstrueerida
graafik.

2.216. Leida evolvendi, s.o. Hliikumatult poolilt maha-
keritava pingul niidi otspunkti trajektoori parameetrilised
vorrandid.

2.217. Lemniskaadiks nimetatakse Cassini ovaali erijuh-
tu tingimusel, et a=b. Leida lemniskaadi vOrrand ristreepe-
ris ja polaarkoordinaatides. Konstrueerida lemniskaat, kui
a=5.

2.218. Punkt A asetseb kaugusel a sirgest x. Igal punk-
ti A labival ja sirget x ldikaval sirgel y on nende sirgete

16ikepunktist B konstantsel kau-

1 M gusel b méargitud punktid M ja M.

R Leida nende punktide hulga vor-
rand. Sellisel teel saadud kbéve-
rat nimetatakse Konhoidiks. Joo-
nestada konhoid kolmel juhul:

Joon. 2.12. a;;>b, a=Db ja achb.

2.219. On antud sirge x ning punkt A, mis asub sellest
sirgest kaugusel a. Punkti A Umber pddrleb kiir AB ning sel-
lele kiirele on kantud punktist B (kiire ja sirge x 10ike-
punkt) mblemale poole 18igud BM=BW*=0B, kus O on punktist
A sirgele x joonestatud ristldigu aluspunkt. Kiire AB pdor-
lemisel moodustavad punktid M ja kévera, mida nimetatakse
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strofoidiks. Leida selle kévera vBrrand ning konstrueerida
see kéver.

2.220. On antud ringjoon diameetriga 0A=2r. Diameetri
otspunktist 0 on joonestatud
kool OB ning selle otspunktist
B on joonestatud ristldik dia-
meetrile OA; selle ristldigu alus-
punktist C on joonestatud rist-
loik koolule OB. Millise kdvera
moodustab teise ristldigu alus-
punkt M, kui kddl OB podrleb im-

Joon. 2.13. ber punkti 0?

2.221. On antud ringjoon (raadiusega a) ja ringjoone
punkt 0. Umber punkti c poorleb kiir, mis I8ikab ringjoont
muutuvas punktis A. Asetame kiirele positiivses suunas
punktist A 18igu AX=AB, kus B on ringjoone punkt, mis aset-
seb diametraalselt punkti O vastaS. Milline on punkti X
trajektoor kiire pdodrlemisel?

2.222. On antud ringjoon, mille diameeter 0A=2r (Vvt.
joon. 2.15). Diameetri uhest otspunktist on joonestatud
puutuja AT ning teisest otspunktist on joonestatud Kkiir,
mis 16ikab ringjoont veel punktis B ning antud puutujat
punktis C. Sellele kiirele on alguspunktist 0 asetatud
16ik OM , mis on vdrdne 18iguga BC. Kiire poodrlemisel punk-
ti 0 Umber 18igu OM pikkus muutub ning punkt M joonestab

kdvera, mida nimetatakse tsis-
soidiks. Leida tsissoidi vOr-
rand ning konstrueerida see
kdver .

Joon. 2.14.

2.223. Muutumatu pikkusega I8igu AB=2a otspunktid li-
bisevad métda taisnurga kulge. Taisnurga tipust O on tdém-
matud sellele 18igule ristldik OM. Leida nende ristldikude
aluspunktide geomeetriline koht.

Markus. Kdigepealt tuletada otsitava kbvera vorrand



polaarkoordinaatides.
2.224_ Joonise tasapinnale punkti O on kinnitatud liu-

gur, mis vOib potorelda selle punkti Umber. Varras KL”™on pis-
tetud liugurisse ja ta voib sel-
?.es vabalt libiseda ning pooérel-
da punkti O iUmber. Uhte varda
punkti A on kinnitatud pliiats.
Varda liikumisel joonestab
pliiats ringjoone raadiusega a.
Millise kdvera joonistab samal
liikumisel suvaline varda punkt

Joon. 2.15»

Markus. Tahistades muutumatu kauguse AX=b leida algul
otsitava kbvera - Pascali teo - vodrrand polaarkoordinaati-
des. Vaadelda kolme juhtumit: a<b, a =Db, a>b .

2.225. On antud kaks punkti P ja Q ning nendevaheline
kaugus a ja funktsioon f(X):dR - d?f kus d*= XP ja d2= XQ.
Leida selle funktsiooni avaldis, kui koordinaatide algus-
punktiks on punkt P ning x-telg on suunatud mdtda 18iku PQ.-

2.226. Eelmise Ulesande tinginuete kohaselt avaldada
funktsioon f(X) nii vahetult kui ka koordinaatide teisenda-
mise abil, kui 1) koordinaatide alguspunktiks on valitud
16igu PQ keskpunkt ja x-telg on suunatud moédda 18iku PQ;

2) koordinaatide alguspunktiks on punkt P ja x-telg on suu-
natud médda 16iku QP.

2.227. On antud ruut ABCD kiilljega a ning funktsioon
f(X)=d2+d]|+d2+dJ, kus dl= XA, d"XB, d3=XC ja d"=XD. Leida
selle funktsiooni avaldis, kui koordinaattelgedeks on ruudu
diagonaalid (kusjuures x-telg on suunatud méoda 16iku AC ja
y-telg mboda 16iku BD).

2.228. Eelmise Ulesande tingimuste kohaselt leida F(X)
avaldis (nii vahetult kui ka koordinaatide teisendamise abil®
kasutades eelmise lUlesande tulemust), kui koordinaatide al-
guspunktiks on punkt A, koordinaatteljed on suunatud mé6da
ruudu kilgi (x-telg médda 18iku AB, y-telg modda 16iku AD).
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i peatikk
MITTELINEAARTEHTED VEKTORITEGA

§1.Areaalkorrutis

Tasandi kahe vektori x ja y korral reaalarvu
15TV nsin—c: (xty) nimetatakge nende vektorite areaalkorru-
tiseks  ja tdhistatakse x[y:

XAy = [Xllyl sin™(x,y)- (€D)

Areaalkorrutiste omadused;
1) antikommutatiivsus (ehk alternatiivsus)
Ny = -yl x;
2) distributiivsus
X +y)N2'=xA z + yAl';
3) assotsiatiivsus reaalarvuga korrutamise suhtes
&) Ay = x(xay).
Siit jareldub, et
xy =0 G2
parajasti siis, kui x’Uy. Samuti jareldub siit valem areaal-
korrutise arvutamiseks, kui vektorid on maaratud oma koor-
dinaatidega. Olgu
x =xle,, y=yxe. , i=1] 2, @3.3)
Sixs

XAy = (Xly2-x2yl) eVA ep = 4 5 r,Ae2. G-*0
y y

Definitsioonist jareldub, et ristuvate Uhikvektorita areaal-
korrutis on vdrdne Uhega ja jarelikult ristreeperis valem
areaalkorrutise arvutamiseks omab kuju:

1 Lad. k. area - pindala.
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xNy = (€R5))

Kahele mittekollineaarsele vektorile x”ja y ehitatud
réopkiliku pindlala on

S xy) = xAy . 3-6)
Areaalkorrutise 3I/ly park sdltub orientatsioonist tasandil.
Seosed (3»3) kujutavad endast erijuhtu baasiteisendusvale-
mitest, kus teisendusmaatriksi
1
X X
C = ,
7 7
determinandiks on parajasti areaalkorrutis ristreeperis

C = x1ly2 - x2yl = xAy

Seostest (3.4) jareldub, et Uldiselt baasid £x, y7] ja
fe~t epj on sama- vOi erisuguselt orienteeritud,soltuvalt
sellest, kas ITAy" ja e*/1 62 on sama- voi erimargilised.
Areaalkorrutise uldistuseks ruumis on vektorkorrutis
(vt. § 3).
/T Y

3.1. Arvutada kolmnurga pindala, kui kolmnurga tipud
on: 1) A4, 2), B9, 4 ja C{, 6);

2) K@, -3), LGB, 2) ja M(-2, 5);

3D M(-3, 2), NG, -2) ja P, 3);

H MI@G, -4, M2(-2, 3) ja M3E, 5);

5 An@2, 1), A2@3, 4) ja A3(1f 6);

6) B1(-2, 4), B2, -3) ja B2, 7);

7 0,5, 4, C2(11, 0) ja C3(@, 3)-

3.2. Kolmnurga kaks tippu on A, 1) ja B(-2, 2), kolmas

tipp C asub x-teljel. Leida kolmnurga tipp C, kui kolmnurga
pindala on 10.
3.3. Kolmnurga pindala on S=3, kaks tippu on A3, 1)
ja B, -3) ning kolmas tipp asetseb y-teljel. Leida tipp C.
3.4. Kolmnurga pindala on S=3,kaks tippu AG, 1) ja
B(1, -3) ning kolmnurga raskuskese asetseb x-teljel. Leida
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kolmnurga tipp C.

3.5. Eolmurga tipud on A3, 6), B(-1, 3) ja 02, -1).
Leida tipust C joonestatud kdrgus.

3.6. Leida kolmnurga Umbermddt ja pindala, kui ta ti-
pud on A(-2, 1), B2, -2) ja C(8, 6).

3«7. Rombi kilg on 5V "0 ning kaks vastastippu on
R, 9) ja Q(-2, 1). Leida rombi pindala.

3.8. Rombi kiilg on 5\f2 ning kaks vastastippu on
PGBI -4) ja Q(1, 2). Leida rombi kdrgus.

3.9% Kontrollida, kas punktid A(-2, 8), B(1, 5 ja
C(4, 1) on rombi tipud ning arvutada selle rombi pindala.

3~10. Leida roopkuliku pindala, kui on antud roopkuli-
ku kolm tippu: A(-2, 3)» B4, -5) ja C(-3, 1.

3.11. Roopkiliku tipud on AB, 7), B2, -3) ja C(-1,4).

Arvutada tipust B kiuljele AC joonestatud kérgus.

3.12. Roopkiuliku pindala on S=12 ruutihikut ning ta
tipud on A(-1, 3) ja B(-2, 4). Leida roopkiliku kaks tle-
Jaanud tippu tingimusel, et roopkiliku diagonaalide loike-
munkt asetseb abstsissteljel.

3.13. Raopkuliku pindala on S = 17 ruutthikut ning
kaks tippu on A(2,1) ja B(5,-3)« Leida selle roopkiliku
kaks tUlejdanud tippu, kui ta diagonaalide 10ikepunkt aset-
seb ordi.naatteljel.

3.14. On antud punktid: A1, 3), B, 7)), C2, 8 ja
D(-1, 4). Kontrollida, kas nelinurk ABCD on réopkilik ning
leida kiuljele AB joonestatud kdrgus.

3.15. Arvutada viisnurga pindala, kui viisnurga tipud
asetsevad punktides A(-2, 0), B(0, -I), CR2t0), DB, 2) ja
EC-1, 3).



82. Skalaarkorrutis

t 1
Kahe vektori x ja y skalaarkorrutiseks nimetatakse
reaalarvu
xy = IxXllyl cos™i(x,y). G.nD

Skalaarkorrutise omadused:

1D xy = yx (kommutatiivsus);

2) (x +Yy)z = xz + jz (distributiivsus);

D N &) = (IX)y = x(J1y) (assotsiatiivsus arvuga
korrutamise suhtes).

Skalaall'__lé?rrutist xX nimetatakse skalaarruuduks ja ta-
histatakse x ~. Vektori Skalz;rl%rruut on vordne vektori pik-
kuse JX] = x ruuduga, s.t. x =x , ehk

X = Ix] NIx2 . @G-8

Punktide A ja B vaheline kaugus (loigu AB pikkus) vor-
dub vektori AB (vOi BA) pikkusega. Jarelikult[abl= YaB2.
Skalaarkorrutise definitsioonist tuleneb valem vekto-
ritevahelise nurga madramiseks. Kui x ~ 0 jay / 0, siis
cosMi(X,y) = Yy - m- * G.,9
\T?V
Skalaarkorrutis xy on null jargmistel juhtudel:
1) kui Uks teguritest on null; 2) kui cos”™ (X,y)=0, s.t.
kui Xj_y. Kui skalaarkorrutises Uks voi mdlemad tegurid
on vdrdsed nulliga, siis skalaarkorrutis on vordne nulliga.
Arvestades, et vektori O siht on mddramata ja teda vOib
seega lugeda ristuvaks (ortogonaalseks) iga vektoriga,
voib ¢6elda, et vektorite ortogonaalsuseks on tarvilik ja
piisav skalaarkorrutise vordumine nulliga.

Skalaarkorrutist téhistatakse xy voi X.y vOi (X,y). _Kui
tegurid on Uksliikmed, siis tavaliselt eelistatakse esimest
tahistust, kui tegurid on hulkliikmed, eelistatakse kolman-
dat tahistust.



Uhikvektorite xQ ja y skalaarkorrutis on vérdne vekto-
ritevahelise nurga koosinusega

Vo = cos™;(x0,y0) . (3.10)
Kollineaarsete vektorite vaheline nurk on O vOi
Kuna korrutis X cos (X,y) mdarab vektori x projekt-
siooni vekuori y sihile (nida tadhistatakse P”xX) ja korru-
tis y cos™M(x,y) maarab vektori y projektsiooni vektori X
sihile (tdhistatakse p*y), siis skalaarkorrutist vdime de-
fineerida veel kahe valemiga

Xy = Ix| p*y , Xy = |yl p™x. G.1D
Viimasest seosest lelame Uhe vektori projektsiooni teise
vektori sihile

p#= -i2- , pf=-f- = oHa)

Siit tuleneb omakorda, et vektori korrutis Uhikvektoriga
yQ vOrdub vektori projektsiooniga Uhikvektori sihile

Xyo = - G.13)

Kolme vektorit ei saa skalaarselt korrutada, sest juba
kahe vektori skalaarkorrutis on arv. Suurus (Xxy)? on vektor.

Kul ristbaasi 70,i,j,k] korral on antud kaks vektorit
oma koordinaatidega x = (XN, x2,xY) jay = (Y™, y2,¥Y ,
s.t. x=x.,T+x2J + XKk, y - y* + y2J + Yk, siis

Xy =Xnyn + Xx"2 + xXy-j , -1

s.t. vektorite skalaarkorrutis ristbaasi korral vdrdub nen-
de vektorite vastavate koordinaatide korrutisega. Vektori
pikkus vOrdub seega ruutjuurega koordinaatide ruutude sum-
mast

IX = Y x2 + x| + X2 . (3.15)

Nurk kahe vektori vahel:



cos™N(J,7) -— 'l * 1lryr ¢ *."2.

(3.16)
VvV V 71+y|+Y3
Kahe vektori ortogonaalsuse tingimus:
Xyl + +x3y3=0. (3.17)
Nurgad vektori ja baasivektorite vahel:
cos“Cil i) =
+X-2+X- 2
273
_ X2
cos™; (X, J) = -- ——mm — ——-1 (3-18)
2 2
Q2+x3
N ————— . — -
cos™M (x,k) iR -zt >
V. X1+X2+X3
Vektori projektsioon teise vektori sihil:
X.y™ + Xpy2 + X.y.
P?Y = m; m - o+ % £ t——— (3-19)

\J X2 + x|+ x»

Tasandil kehtivad ristbaasi korral analoogilised valesid
(tuleb vdtta vaid 5&(x1, x?, 0), A=(Y1l» ¥2» °)«

Olgu x ja y mingid vektorid,

mille koordinaadid antud
uldise afiinse baasi fo,

en, e~i e j suhtes on
X = (xn, x2, x3), y = (yif y2, y3), s.t.
X = X P» Y - 7jex» 1> 2, 3*
Kasutades skalaarkorrutise omadusi,
korrutise arvutada jargmise valemi

saame vektorite skalaar-
abil:

xy-(xlel *# x2e2 X373 A gAL A2e2  A3N3A = xAyAe_/':Z ’
+ xX2y2e| + x3y3e2 + (xN +x ™ )ev.ig +

+ + x3y™M)ened + (2y2 + xNyOeen.



Kasutades summeerimiskokkulepet, saab tulemuse Kirjutada
luhidalt:
= X1y J®i®3
ehk tahistades
sl3=Va = (3.22)
saame kahe vektori skalaarkorrutise avaldada kujul

Xy = Xiy™gi;j- G.23)
Erijuhuna valemist (3.23) saame valemi vektori skalaarruu-
du (pikkuse ruudu) arvutamiseks uUldlsea afilhges reeperis:
1r = (3.29)

Kaldreeperis
e2=e|] =e2=1;Sij =Bte» = cos”e”) (3.25)

ja valem (3.23) kahe vektori skalaarkorrutise arvutamiseks
omab kuju

xF = x1yl+x2y2+xV+ (x1ly2+x2y1l) cos™e*, ,eP)+(xly™+
+x3y1l) cos™u (ele3)+(x2y3+x3y2) cosAl(ggggg), (3.26)

ning valem (3.24) skalaarruudu (pikkuse ruudu) arvutami-
seks on jargmine
3 = (X1)2+ (x2)2+ (x3)2+ 2x1x2cos”r (eV., P) +

+ 2x x~cos (e ,eM) + 2x2x§bosAl(52,Ef)- @20

Erijuhul, kui afiinne baas on ristbaas (ortonormeeritud),
s.t. gir: exé§ = S5~ omab vektgrite skalaarkorrutise
avaldis juba eespool antud kuju 0.14) ning skalaarruudu

avaldised (3*24) ja (3.27) omavad kuju (315).

Vektorvdrrand xn=c .

Arvude korrutamise poddrdtehe on jagamine. Vektorite
skalaarkorrutamise pdodrdtehtena el ssa ''skalaarsest jaga-
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alisest" raakida, sest "jagatis' ei ole Uhene. Vorrandil
xr - ¢ on I8pmata palju lahendeid: (ks vérrand
] In] cos™ (xn) = c sisaldab kaht tundmatut [|x|ja<€(x n).

Olgu a selle vdrrandi uks lahend, s.t. (a, n)- c,
siis (x,n) - (a,n)=0 ehk (x-a, n)=0, s.t. x-aJdn. Tasan-
dilisel juhul jareldub siit, et iga vektor bXn maarab
vektoriga x-a’kollineaarse sihi: x-sT]|b. Selle tdttu kehtib
vordus

X =a+t, (3*28)

kus t on mingi skalaarmuutuja. Vastupidi, kui b_Ln, siis
koos vektoriga x=aon vektor x=atbt vdrrandi xn=c lahend.
Jarelikult, tasandil on vOrrand xn=c samavaarne parameetri-
lise vektorvirrandiga x = a + th, kus a on esimese vOrrandi
mingi lahend ja bin.

Ruumis iga vektorpaari bgfiT , b Ln, clIn korral on vor-
rand xn=c analoogilistel pbhjustel samavaddrne parameetrilise
vektorvérrandiga

X = a + ub + vc\ 3.29)

Vorrandi xn=G Uldlahend x on selle vdrrandi Uhe erila-
hendi ja vastava homogeense vorrandi xn=0 tldlahendi (tasan-
dil tb, ruumis UbtC'") summa.

Geomeetriliselt mdarab vdrrand xif= tasandil sirge,
ruumis tasandi. Vektorit n nimetatakse vastavalt sirge voi
tasandi normaalvektoriks.

3.16. Leida vektorite x ja y skalaarkorrutis, kui
DK =8, M =5,-"(xy) =60°

2) jxj = 1yl = 1,~(x,y) = 135°i
D xly ;

4 Xl =3, lyl=6.,x]lYy;

5) IxI = 3, jyj =1, xjf VY.

3.17. Leida skalaarkorrutis xy, kui x-3p-2q ja y=p+d—q
ning p ja q on ristuvad Uhikvektorid.

3.18. Leida skalaarkorrutis pg, kui p=3atb-2c";
gq=a-4b-5c, kus a, b ja c on paarikaupa ristuvad Uhikvekto-
rid.



3*19« Arvutada vektori p=«a+ b+ j c pikkus, kui
a, b ja c on paarikaupa ristuvad vektorid.

3*20. Leida vektori a = 3m - 4n pikkus, kui m ja n on
paarikaupa ristuvad thikvektorid.

3«21. Vektorid p = s + 2t ja q = bs - on risti. Mil-
lise nurga moodustavad Uhikvektorid s’ ja t?

3.22_ Kontrollida, kas vektorid p=a(bc)-b(ac) ning c

on teineteisega risti. _n
3.23. Toestada, et vektor p=b- on risti vekto-
riga d- a

3.24. On antud, et Ja =3» |h] =5. Leida, millistel

x vaartustel on vektorid at«t>" g-o<tT teineteisega risti.
jf.u Leida, millisele* vaartusel vektorid p=<at+l7b
jJa g=5a™ on risti, kui | =2, |b] = 5,~@S)= A

3726" Vektorid S ja mpodustavad nurga , kus-
Juur’s* Sl = 3» |h| = 4. Leida 1) 1b; 2) a2; 3) b2; H(@@T +
+£)2; 5) @Ba-2b)(at+zb); 6) (a-b)2; 7) (Bat2b)2.

3|T?7> Vektorid a, b ja c moodustavad paarikaupa nurgad
60°. Lexda vektorip=atb+c pikkus, kui \a\- 4, |b] =2 ja
I =6.

3.28. Arvutada N 2-2(mn)+4n2 , kui m] =i, |[n] = 6 ja
A(mn) = .

3.29. Arvutada a2+3(ab)-2(bc)+1, kui a=4m-n, b=m+2n,
cX2m-3n ning m2=4, n2=1 ,”Mi(mn)= j.

Vordkilgse kolmnurga kilgvektoriteks on Uhikvek-
torid BC=a, CA=b, AB=c. Leida avaldis abtbctJa'".

?,5> On antud kolm vektorit x, y'ja z, mis rahuldavad
tingiflost x+y+z=0. Leida xy+yz+zx, kui pg =3, M =1 ja
IzZl = 4.

3.32. Kolmnurga ABC kiilgede pikkused on BC=5, CA=6 ja
AB=7; Leida vektorite BA ja BC skalaarkorrutis.

3.33.vektorid a, b ja c moodustavad kolmnurga, s.t.
atb+c=0. Leida c pikkus, kui vektorid a ja S on teada.

N T 10 Leida vektoritele x=5p+2q ja y=P-3drehitatud
roopkiliku diagonaalide pikkused, kui [p]=2\T, |gl= 3 ja

~pa) =
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3.35» Kolmnurga kiulgedeks on vektorid”mis avalduvad
ristuvate Uhikvektorite kaudu jargmiselt: AB=5a+2b, BC=2a-
-4b, CA= -7a+2b. Leida kolmnurga ABC mediaani AM ja kdrgu-
se AD pikkused.

3.36. Tahistades rombi Uhest tipust léhtuvad kuljed
a ja b, toestada, et rombi diagonaalid on ri*ti.

3.37. Joud P ja q, mis mdjuvad 120° nurga all, on ra-
kendatud iihte punkti. Leida resultantj6éud R* kui | =7
Jja ol = 4.

3.38. Leide jo6ud, mis on vdrdne viie komplanaarse, suu-
ruselt vbrdse ning samasse punkti rakendatud jou resultan-
diga, kui nurk iga kahe. jargneva jou vahel on 72°.

Taktorltevahallna nurk. Projektsioonid (koordinaati-
deta).

3.39. Arvutada vektorite x=3i+2j ja y=I+5T vaheline

nurk, ui 1 ja j'on vastastikku ristuvad uUhikvektorid.

iktorid AB=2i-6j, BC=i+7jJ ja CA=-3i-j moodusta-
vad koldmnrga, kusjuures i ja j on vastastikku ristuvad
Uhikvektorid. Leida selle kolmnurga nurgad.

3.41. Leida vektori x=6i-2j+3k pikkus ja nurgad, mil-
lised ta moodustab ristuvate Uhikvektoritega i, j ja k.

3.42_. Arvutada roopkuliku ABCD diagonaalide vaheline
nurk, kuil roopkuliku kilgvektorite AB ja AO vaheline nurk

J< 43| ] =

0 »3", Leida taisnurkse vdrdhaarse kolmnurga teravnur-
kade tippudest tdmmatud mediaanide vaheline nurk.

3.44._ Leida vOrdhaarse kolmnurga tipunurk, kui aluse
otspunktidest témmatud mediaanid on risti.

N45TXeida vektori xMoX+r j projektsioon teljele, mil-
lel on vektoriga y=5i-12j sama suund, kusjuures i ja j on
vastastikky ris;uvad Uhikvektorid. Arvutada telje ja Uhik-
vektorite 1 ja j vahelised nurgad.

3.46. Vektorite projektsioonid samal teljel on:

Px=5» Py="3» Pj=8 iDa Pw=06* Kas v°il3 sellest jareldada, et
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need vektorid moodustavad kinnise murdjoone?

3.4-7. Kolmnurga ABC kulgvektoriteks on AB=b ja AC=C'.
Avaldada tipust E tdmmatud kdrgusvektor ED vektorite b ja
¢ kaudu.

Roopkilik on ehitatud vektoritele a ja b. Aval-
dada vektor, mis on kiljele a témmatud kdrguseks.

Vorrandi télgendamine. Jagamine antud suhtes
(koordinaatideta)*

Leida vektori x 18pp-punktide hulk, kui x algus-
punkt on punktia A ja x rahuldab tingimust (x,a)= <@ , kus
a on etteantud vektor jace on antud positiivne arv.

3»5Q. Leida vektori x 18pp-punktide hulk, kui x on ra-
kendatud punkti A ja x rahuldab tingimusi (X,a)=o< , (X, 19)=
= /3 , kus a,b on antud mlttekollineaarsed vektorid jacx,y3
on antud positiivsed arvud.

3.51. Taisnurkses kolmnurgas ABC on tommatud kdrgus
CH hupotenuusile AB# Avaldada vektor CH vektorite a=CB ja
b=CA kaudu.

3.52. On antud ristkialik ABCD ja punkt M (mis vOib asu-
da ristkiuliku tasandil vbi ka valjaspool seda). Naidata, et:
1) plnktist M ristkiliku vastastippudesse kulgevate vektori-
te skalaarkorrutis on vordne samast punktist M teistesse
vastastippudesse kulgevate vektorite skalaarkorrutisega
MA MC = MB MD; 2) Uhe paari vektorite skalaarruutude summe
on vOrdne teise paari vektorite skalaarruutude Fummaga:

MA2 + MC2 = MB2 + MD2.

3.53. Punkt D jaotab kolmnurgar ABC killje AB suhtes
AD:DB= A . Leida 18igu CD pikkus kolmnurga kolme kulje ja
arvu Jl. kaudu.

3.54. Toestada, et punktide ABCD mistahes paigutuse
puhul tasandil vdi ruumis kehtib vordus BC AD + CA BD +
+ AB CD = 0.

3.55. Toesteda, et kui tetraeedris ABCD kaks serva on
vastavalt risti oma vastasservadega, siis ka Ulejaédnud kaks
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serva on teineteisega risti.

Algebraliste seoste kontroll.

3.56. Toestada samasus (a+b)2+ (a-b)2= 2(32+b2) ning
selgitada ta geomeetriline téhendu3.

3*57. Kuidas peavad uUksteise suhtes asetsema vektorid
a, b ja c’, selleks et kehtiks vordus (ab)c=a(bc)?

3.58. Kontrollida, kas kehtivad jargmised vordused

(kus a = [‘a)!
1) aa = a2; 5) a(bb) = ab2;
2) a2a = a3; 6) (@tIn2 = «2+S2i2ab;
3) a2! = a3; 7) (atb)(a-b)=a2-b2;
4) a(ab) = aZb; 8) (ab)2 = a2b2.

3.59. Teha kindlaks, miks samasus

a3 -b3=(@-b) (@2 + ab + b2),
mis on oige reaalarvude korral, ei kehti vektorite puhul.
3.60. Toestada, et kahe vektori skalaarkorrutis ei muu-
tu, kui Uhele vektorile liita teise teguriga ristuv vektor.

Skalaarkorrutise arvutamine, kui vektorid on maaratud
koordinaatide abil (tasandil)

3*61. Vektorite a ja b koordinaadid on:
1)a= (6,2), b=(3, 6);
2)s = (6, -8), b(12, 9);
da= @G -5, b= D.
Leida nende vektorite skalaarkorrutis.

3.62. On antud vektorid a=(, 2), b=(7, -3)* Leida
vektor X', mis rahuldab samaaegselt kahte vorrandid ax=38
jab

43»63» On antud kolm vektorit 1T=@, -2), b=(-5, 1) ja
c=(0, 4). Leida
1) 3a2- 4ab + 5b2 - 6bc - 2c2;
2) 2@b)cT - 3(2)a + (ac)b.
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3*64. Leida punktide 1) A(11, 4); 2) B(-3, -4),
3) C(-11, 0); 4) D, 12) kaugus koordinaatide alguspunk-
tist.
3*65» Leida punktide A, 2) ja B(Q, -1); C(-6, 3) ja
D(0, -5); 0OCO, o) ja P(-3, 4); Q(O, -7) ja R4, 5) vaheli-
ne kaugus.
3.66. Leida punktide A ja B vaheline kaugus, kui
D A@, 3, BT, 7N);
2) ARG, D, B(-2, D;
3) A(12, -1), B, 4);
4 AB, 5), B4, 6).
% /3.674 Leida koordinaattelgedel punktid, mis asetsevad
punktidest (1, 1) ja (3, 7) vordsel kaugusel.
3.68. Leida abstsissteljel punkt M, mille kaugus punk-
tist N2, -3) on 5.
3.69. Leida ordinaatteljel punkt M, mille kaugus punk-
tist N(-8, 13) on 17.
3.70. Leida y-teljel punkt, mis asetseb punktist
(8, -4) ja koordinaatide alguspunktist vdrdsel kaugusel.
3.71. Leida™koordinaattelgedel punktid, mis asetsevad
punktist M(-5, 9) kaugusel 15.
3.72. Tolmnurga tipud on A(3, 2), B(-1, -1) ja C(11,-6)
Leida kulgede pikkused.
3.73. Toestada, et punktid A2, 2), B(-1,6), C(-5, 3)
ja D(-2, -1) on ruudu tippudeks.
3.74. Ruudu lahistipud on A2, -1) ja B(-1, 3). Leida
kaks Ulejaanud tippu.
3.75. Ruudu lahistipud on A3, -7) ja B(-1, 4). Leida
ruudu pitdala.
6T76Y On antud ruudu vastastipud A(3, 0) ja C(-4, 1).
Leida ruudu teised tipud.
3.77. Ruudu vastastipud on P(3, 5 ja Q(1, -3). Leida
ruudu pindala.
3.78. Rombi vastastipud on A(8, -3) ja C(10, 11) ning
kilje AB pikkus on 10. Leida aelle rombi ulejdanud tippude

koordinaadid.
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3.79. Vektorite a ja b koordinaadid on:
1) £=0, 3), b=, 7);
2) a=(6, -8), b=(12, 9);
3 =2, 5), B=@G, -7);
4D £=2, -6), S=(-3, 9).
Leida vektoriteTaheline nurk.
3.80y eida vektorite AB ja cf vaheline nurk jargmistel

Juhtudel:
1) A2, 1, B(-2, 3), C(1, 0), DB, D;

2) AL, 2),BR2, 3, CR2, -1), D3, 1);
3 A, 1, B2, 4, CG, -1, DO, ;
4D A2, 3), B(3, 6), C(B, 5, DA, 9);
5 A, 7), B2, 4), c(-3V3 , 3), do, VT );
6) A0, 0), B(2, 1), C(O, 0), D(-2, 5).
3.81. On antud neli punkti A(-3, 1>, B(2, 4),
C(, -5) da D(-3, 0). Toestada, et AB I (D.
3.82. Toestada, et kolmnurk ABC on taisnurkne, kui
D AQO, 0, BG, D, CA, 7N;
2) A1, 1), B(2, 3, CG, -1,

3.83. Selgitada, kas kolmnurk on terirT-, tais- vOi
nirinurkne, kui kolmnurga tipud on:

1 P(-2, 1, Q@4, 8), R0, 6);
2 AG, D, B, 5, CG, -D;

3 1A, D, M2@07? 2), M32, -D;

H M(-1, 3), N, 2, PO, 9.

3.84. Roopkuliku ABCD tipud on A3, -7), B(G, -7),
C(-2, 5) ning neljas tipp D asetseb tipu B vastas. Leida
selle roopkuliku diagonaalide pikkused.

3.85. Kolmnurga tipud on A, 0), B(0, 1) ja C(3, 3)-
Leida kolmnurga sisenurgad.

3.86. Kolmnurga tipud on A(-V3, 1)» B(0, 2) ja
C(-2v3, 2).Leida tipu A juures olev valisnurk.

3-.87. On antud kaks punkti M(2, 2) ja N(, -2). Leida
abstsissteljel punkt P, nii et MPN oleks taisnurk.

3.88. On antud vektor OA=(X,y). Leids vektori OA nur-
ga y>vOrra podramisel ssadud vektori OB koordinaadid.
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3.89. On antud kaks punkti A2, 1) ja B(, 5). Leida
vektori AB nurga W Xvorra podramisel saadud vektori AC
18pp-punkt.

3.90. Vektorid a=(-12, 16) ja b=(12, 5) on rakendatud
Uhes punktis. Leida Uhikvektor, mis on rakendatud samas m
punktis ning poolitab vektorite a ja b vahelise nurga.

3.91. Leida vektori a=(7» -4) projektsioon vektoriga
b=(-8, 6) paralleelsel teljel.

3.92. On antud vektor a=(6, -8). Leida vektoriga a
kollineaarse uhikvektori aQ koordinaadid, kui vektorid a
jJa aQ on 1) samasuunalised; 2) vastassuunalised.

3.93. Leida korraparase kuusnurga keskpunkt, kus kaks
lahistippu on A2, 0) ja BG, 33" )-

3.%-. Leida korrapadrase n-nurkse hulknurga tipu Ak
koordinaadid, kui on teada esimese tipu A(X", y“) ja kesk-
punkti S(xQ, y ) koordinaadid.

3.95. Vektorite AgA4, AKX, A2A™ pikkused on an, a2
a, ning need vektorid moodustavad x-telje positiivse suu-
naga vastavalt nurgad “fF 1» 2 fy Leida vektori AgA™
koordinaadid.

3.96. Vektorite AoA™, AMA2, AgA™, ..., An_"An pikkused
on vastavalt d}, d2, ..., d® ning need vektorid moodustavad
x-telje positiivse suunaga vastavalt nurgad ~, ~2, ...,
(fn* Leida punkti An koordinaadid, kui on teada Ao(xQ, yQ).

Skalaarkorrutise arvutamine, kui vektorid on
maaratud oma koordinaatidega (ruumis).

3.97. Leida vektorite a ja b skalaarkorrutis, kui
a= 41 + 7 +3k ja b= 3i - 5"+ k.
3.98. Leida vektorite a ja b skalaarkorrutis, Kui
1) a=(3, 5, 7), b=(-2, 6, 1);
2) a=(3, 0, -6) g -
3) e 5, 1), b=(3, -2, 4).
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3.99. On antud vektorid a=(4, -2, -4), b=(6, -3* 2).
A wvutada 1) ab; 2) ) VF; 4) (25-3b)(5+2b).
3.100. On antud kolm vektorit S=(5, -6, 1),
b=(-4, 3» 0), "$=(G, -8, 10). Arvutada avaldised:
1) 352 - 48E + 2%$2;
2) 2a2 + 4b2 - 5c2;
3) 3ab - 4St - S3ff.
3.101. On antud kolm vektorit M=(3, 1, 2),
b=, 7, 4, T=(1, 2, 1). Leida 1) (tb)S; 2) ~(fe);
3 lib + b2c + c2l.
3.102. On antud punktid A(-1, 3, 7), B2, -1, 5 ja
G0, 1, -5). Leida
1) (2AB-CB)(2BC+BA);
2) AB2;
3 75625 ;
4) vektorite (AB AC) ja BC) koordi-
naadid.

Vektori pikkus.

3.103. Arvutada vektori a=(6, 3, -2) pikkus.

3.104. Arvutada vektoritele a=(3, -5, 8), b=(-1, 1,-4)
ehitatud rodpkiliku diagonaalide pikkused.

3.105. Leida vektoritele a=(3, 4, -12), b=(6, -2, -3)
ja c=(6, 7, -6) vastavad Uhikvektorid 10D, ja~o.

3.106. Vektori koordinaadid on X=4, T=-12. Leida kol-
mas koordinaat Z, kuijaj= 13.

3*107. On antud punktid A(-1, 5, -10), BG, -7, 8),
C, 2, -7) ja LGB, 4, 2). Kontrollida, kas vektorid AB
ja CD on kollineaarsed. Teha kindlaks, milline vektor on
pikem ja mitu korda, kas nad on sama- vdi vastassuunalised.

3.108. Leida punkti A(4, -3, 5) kaugu3 nullpunktist
Ja koordinaattelgedest.

3.109. Leida punktide AN(-1, 0, 1) ja A2(, 2, 2)
kaugus teineteisest.
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3«110» Leida tetraeedri servade pikkused, kui tetra-
eedri tipud on A0, 0, 0), A2(-1, 2, -3), A3, -1, 3 ja
AMA» 2, D.

3.111» z-teljel leida punkt, mis asetseks vordsel kau-
gusel punktidest A(-4, 1, 7) ja B3, 5, -2).

3.112. yz-tasandil leida punkt, mis asetseks vordsel
kaugusel punktidest A3, 1, 2), B4, -2, -2) ja C(0, 5 1).

3.113. Leida kolmnurga pindala, kui kolmnurga tipud
on ACO, 2, -3), B4, 4, 1) ja C(-1, 0, -1).

3.114. Leida tetraeedri pindala(kui tetraeedri tipud
ristkoordinaadistikus on A2, 2, 2), B2, 2, -2), C(2,-2,2)
jaD(-2, 2, 2).

Vektoritevaheline nurk (koordinaatidega),

3.115. Leida vektorite a ja b vaheline nurk, kui
1) a=(2, 5, 4), b=(6, 0, 3);
2) a=(1, 1, -4, b=1, -2, 2).
3.116. Leida vektorite S ja b vahelise nurga koosinus,

kui n
D a=2, -4, 49, b=(-3, 2, 6);

2) a=(8, 4, 1), b=, -2, 1.
3.117. Arvutada vektori d'sihikoosinused, kui
1) a=(12, -15, -16); 2) a= "~(3, 4, 12).
3.118. Kas vektor vdib moodustada koordinaattelgedega
jargmised nurgad: 1)ct= 45°, /3= 60°, f= 120°;
2) x= 45°, [B= 135°, f - 60°;
)<= 90°, B = 150°s" - 60°?
3.119. Kas vektor vdib moodustada koorlnaattelgedega
Jjargmised nurgad: 1) o= 30°, jO - 4>c;
2) B=60°, F = 60°;
3) oc= 150°, ~ = 30°?
3.120. Vektor moodustab x- ja z-teljega vastavalt nur-
gad o1— 120° ja ~ - 45°. Millise nurga moodustab ta y-tel-
Jega?

/
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3.121. Vektor d moodustab X- ja y-teljega nurgad
ac= 60° ja /3= 120°.Leida vektori koordinaadid,kui M= 2.

3*122_. Leida punkti M koordinaadid, kui ta kohavektor
moodustab koordinaattelgedega vOrdsed nurgad ning pikkus
on 3.

3.123. Leida punkt, mis asetseb x-teljega 30° nurga
moodustaval sirgel ning on punktist A(3, 0) 8 uhiku kaugu-
sel.

3.124. Kaks vektorit a=(2, -3, 6) ja b=(-1, 2, -2) on
rakendatud samasse punkti. Leida vektorite &’ ja S vahelise
nurga poolitajat madda kulgeva vektori 't koordinaadid, kui

ia = 3 V521

3.125. Vektorid a=(-3, 0, 4) ja b=(, -2, -14) lahtu-
vad samast punktist. Leida thikvektor, mis algab samast
punktist ning jaotab vektorite a ja S vahelise nurga poo-
leks.

3.126. Kolmnurga tipud on A(-1, -2, 4), B(-4,-2, 0)
ja C(3, -2, 1). Leida tipu B juures olev sisenurk.

3.12?. Kolmnurga tipud on A3, 2, -3), BG, 1, -1 ja
C(1, -2, 1). Leida tipu A juures olev valisnurk.

3.128. Arvutada kolmnurga A(1, 2, 1), B@3, -1f7) ja
C(7, 4, -2) sisenurgad ja teha kindlaks, kas kolmnurk on
vordkulgne.

3.129. Nelinurga tipud on A1, -2, 2), B, 4, 0,
C(H4, 1, 1) ja D(-5» ~5, 3). Toestada, et ta diagonaalid
AC ja BD on teineteisega risti.

N 3.130. Teha kindlaks, millisel oc vaartusel on vekto-
rid e=oci - 3j + 2k ja b= i + 2jJ - ackK teineteisega risti.

3.131. Leida Uhikvektor p, mis on risti vektoriga
=3, 6, 8) jJa abstsissteljega.

,~3.132. Vektoriga a=(6, -8, —7,5) kollineaarne vektor
X moodustab z-teljega teravnurga. Leida selle vektori koor-
dinaadid, kui ixi = 50. n _

3.133. Vektoritega a= 3i + 2j + 2k ja b= 18i - 22j’-5k
risti olev vektor x moodustab y-teljega nirinurga. Leida sel
le vektori koordinaadid, kui [x] = 14.
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2nn341 Leida vektoriga a=(2, 1, -1) kollineaarne vek-
tor x, mis rahuldab tingimust xa=3.

Leida vektoritega A=(2, 3, 1) ja b=(1, -2, 3)
risti olev vektor mis rahuldab tingimust
x(2i - J'+ k)= -6.

3.136. On antud kaks vektorit: a=(3, -1, 5) ja
b=(1, 2, -3). Leida z-teljega risti olev vektor X', mis ra-
huldab tingimusi xa=9, x£=-4.

3.137. On antud kaks samast punktist lahtuvat vekto-
rit a=(8, 4, 1) jalb=(2, -2, 1). Leida samast punktist
lahtuv vektor I, mille pikkus on vdrdne vektori d'pikkuse-
ga, on risti vektoriga a ja komplanaame vektoritega I ja
13 ning moodustab vektoriga S teravnurga,

Projektsioonid (koordinaatidega)«

3.138. Leida vektori a-projektsioon vektori b sihil,

kui 1) a=(5, 2, 5), S=(2, -1, 2);
2) a=(8, 4, 1), b=, -2, 1.

3.139. Leida vektori jS=(4, -3, 2) projektsioon teljel,
mis moodustab koordinaattelgedega vdrdsed teravnurgad.

3.140. Leida vektori 3=( 2, -3, -5) projektsioon tel-
jel, mis moodustab x- ja z-teljega nurgad cc = 45°, |’= 60°
ning y-teljega teravnurga.

3.141. On antud kaks punkti A(3, -4, -2) ja B(2, 5,-2).
Leida vektori AB projektsioon teljel, mis moodusteb x- ja
y-teljega nurgad <*= 60°, ~3= 120° ning z-teljega nirinur-
ga-

3.142 . On antud vektori pikkas K= 2 ning nurgad
(X~ 45°, = 60°, f- 120°. Leida vektori a projektsioonid
koordinaattelgedel.

3.143. On antud kolm vektorit: a - 3i - &l -k,
b=1+4j- 5k, c= 3i - 4" + 12k. Leida p*(atb).
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3.144_. On antud kolm vektorit: a=(1, -3» 4),
=3, -4, 2) ja c=(-1, 1, 4. Leida p~+*a.

3.145« O» antud kolm vektorit: a=-2i+3+k, b=i+5j,
£=41+4j\ Leida p~(3?-2b).

3.146. On antud kaks punkti M(-5, 7, -6) ja
N(7, -9, 9). Leida vektori a=(l, -3, 1) projektsioon vek-
tori m sihil.

3.147. On antud punktid A(-2, 3, -4), B@, 2, 5),
c@a, -1, 2) ja b(@@, 2, -4). Leida P"gAB.

Segaulesandeid,

3.148. On antud kolm vektorit: r=2T-3+3f£, b=i-3j+2",
c=yL+2J-4k. Leida vektor x, mis rahuldab tingimusi xa=-5,
xb=-11, xc=20.

3.149. On antud kolm vektorit a=(3, -2, 4),
b=, 1, 6), c=(—3» 0, 27. Leida vektor =z, mis rahuldab
samaaegselt kolme vlrrandit: ax=4, bx=35» cx=0.

3.150. On antud kaks vektorit a=(1, 1, 1) ja b=(,0,0).
Leida vektor o’ mis on risti vektoriga €I, moodustab vekto-
riga b nurga 60° ning on suunatud nii, et vektorite kolmik
a, b, c on samuti orienteeritud kui ristbaas [i, J', ?]-

3.151. Arvutada, millist t66d teeb joud f=(3, -5, 2),
kui ta rakenduspunkt nihkub vektori s=(2, -5, 7) alguspunk-
tist 16pp-punkti.

3.152. Leida jou =3, -2, 5) t80, kui ta rakendus-
punkt liigub mddéda sirget punktist A2, -3, 5) punkti
B3, -2, -1).

3.153. Kolm jdudu M=Q@3, -4, 2), N=C2, 3, -5 ja
p=(_ 3t _2, 4) on rakendatud Uhte punkti. Leida nende joudu-
dega vOrdse jou poolt tehtud t60, kui see joud paikneb Um-
ber punktist K1, 3, -7) mddda sirget punkti M2(4, -1, -4

3.154. Vektoriga r=(1, -8, -7) maddratud joud jaguneb
kolmeks jouks, kusjuures Uks neist on madratud vektoriga
=2, 2, 1). Leida jou ? vektori a-sihiline komponent.
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3*155. Kuubi tippu on rakendatud kolm joudu, millede
suurused on 1, 2 ja 3 ning nad on suunatud sellest tipust
lahtuvate tahkude diagonaale modda. Leida nende kolme jou
resultantjoud.

Kaldreeper.

3.156. Leida kahe punkti M(3, 0) ja N(1, -2) vaheline
kaugus, kui kaldreeperi reeperinurk u) = 120°.

3.157« On antud kolmnurk A(0, 0), B(7, 4), C(-1, 6)
kaldreeperis u) = 60°. Arvutada punktist A joonestatud me-
diaani pikkus.

3.158. Punktid M(-3, -5) ja N(X, y) on simmeetrilised
x-telje suhtes. Leida punkti N koordinaadid, kui kaldreepe-
ri reeperinurk co= 60°.

3.159. Leida korraparase kuusnurga tipud, kui kuusnur-
ga kilg a=1l ning koordinaattelgedeks on valitud kaks lahis-
killge selliselt, et koordinaatide alguspunkti vastas asuva
tipu koordinaadid on positiivsed.

3.160. Arvutada kolmnurga A(14, 3), B(9, -2), C@4, 1
kiulgede pikkused, kui co= 2/3 4" .

3.161. Kaldreeperis reeperinurgaga co = arccos(-3/5)
on antud korrapdrase kolmnurga kaks tippu A2, -2) ja
B(7, 1). Leida kolmnurga kolmas tipp.

3.162. Leida kaldreeperi reeperinurk oo , kui punkti-
de A(10, -4) ja B(7, -1) vaheline kaugus on 3.

3.163. Ringjoone keskpunkt asetseb punktis C(-7, 4)
ning raadius on R=6. Leida reeperinurga poolitajatega pa-
ralleelsete diameetrite otspunktid, kui to =

3.164. Kaldreeperis b0 = 150° kolmnurga tipud on
0, 0), A@B, 1 ja B(-1, 4). Arvutada kolmnurga pindala.

3.165. Leida reeperinurk, kui kolmnurga A(-5, -1),
B(3, -2), C(1, 4) pindala on 11,5 ruutihikut.



Afiinne reeper”

3.166« Konstrueerida afiinne koordinaatide slsteem,
kui
1)&22= ~* @1= ®12~
2) 634"FS22= ~» ®12=
3) 6M= 4, gN2= @ @22= 2/

D gY= 4, of2= ®22=  *

3.167. Leida vektorist (66, -10) pikkus, kui 4,
g™"2= ® Oa ®22= 2/~

3.168. Leida vektori a=(7, -8) pikkus, kui g"=4,
gn2= 8, g22= 25*

3.169. Leida vektoriga a=(7, -8) risti olev Uhikvek-
tor b, kui gll= 4, g"2= 8» S22= 2"e

3.170. Reeperivektorite pikkused on leM = 2, |é21=3
ning nendevahe line nurk co= Leida g, gl2, g22
punktide A1, -2) ja B(-3, 4) vaheline kaugus.

3.171_ AfFiinsereeperi vektorite pikkused on vastavalt
lei =4, 121 = 2. Nendevaheline nurk onij = Kolmnurga
ABC tippude koordinaadid antud reeperis on A(1, 3), B(1, 0)
ja C@, 1). Leida kolmnurga killgede AB ja AC pikkused ning
nendevaheline nurk A.

3.172. Afiinse reeperi vektorite pikkused on vastavalt
leM =2, 1e2l = 3 ning nendevaheline nurk co= Sel-
les reeperis on antud vektorid eT=(1,2) ja b=(2, 2). Leida
esimese ja teise vektori vaheline nurk.

3.173. On antud kolmnurk ABC tippudega A(1, 1),

B(5> 3) ja C(3, 5) afiinses reeperis. Kolmnurga kulgede
pikkused on vastavalt AB="2\ AC=4, BC=\VV2&. Leida selle
reeperi vektorite pikkused ning neadevaheline nurk.

3.174. On antud kolmnurk ABC tippudega A(1, 0), B(0,1),
C(3, 2) afiinses reeperis. Taisnurk asetseb tipu C juures
ning kaatetid on CA=2, CB=3. Leida kolmnurga Kseb" kiilgede
pikkused ning nendevaheline nurk, kui selle kolmnurga
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tippude koordinaadid on A*(1, 1), B*(2f 2) jaC“(2, 4).
3*175« Sirge, mis labib punkte A(4, 1) ja B(-2, V),
moodustab vOrdsed nurgad m6lema reeperiteljega. Leida punkti

B ordinaat uUldise afiinse reeperi korral.

83« Vektorkorrutis

Kahe vektori x ja y vektorkorrutiseks nimetatakse vek-
torit z, mis rahuldab tingimusi:

1) zIx, zly (sihi mdaratlus);

2) X, y, z on parempoolne kolmik (suuna maaratlus);

D 1z 1=Ixlly Isin™(x,y) (pikkuse maaratlus).
Vektorite x ja y vaktorkorrutist tahistatakse kas x*y voi
[5.7].

Vektorkorrutise pikkusel

x*y = IxXily IsinZ(x.y) (3-30)
on lihtne geomeetriline tdhendus: kui kanda tegurid x jay
Uhisesse alguspunkti, siis nendega mdaratud roopkuliku pind-
ala on

S = Ixlh = Ix]lyl sin™(x,y) = Ix*y | (B«31)
Seega vektorite x ja y vektorkorrutis on vekuor, mis vOrdub
pikkuselt teguritele ehitatud roopkuliku pindalaga, on ris-
ti selle roopkiliku tasandiga ja suunatud nii, et tema
18pp-punktist vaadates luhem pddre x poolt y poole toimub
vastassuunaliselt kellaosuti liikumisele.

Vektorkorrutise omadused:

1) antikommutatiivsus x*y = -y*5T;

2) assotsiatiivsus skalaarse teguri suhtes

O x*y) = (x«y), (xX*Ny) = A.(ixy);
3) distributiivsus vektorite liitmise suhtes
XXJ+2) - Xy + x*z, ((X+ty)»z = X*z + y*z.

Antud punkti A rakendatud vektori a=AB momendiks punk-
ti 0 suhtes nimetatakse vektorit r*a, kus r=0A. Kui vektor
AB libiseb modda sirget AB, siis muutub kill vektor 'r, kuid
vektori a moment punkti O suhtes ei muutu. Vektori momendi
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mbistet kasutatakse mehaanikas (JOumoment, impulsimoment).

Vektorvorrand xxk = c. Vektorkorrutise definitsioonist
jareldub, et vektorvorrand, kus Kk ja ¢ on konstantsed vek-
torid, omab I6pmata palju lahendeid. Olgu a selle vorrandi
mingi lahend, s.t* a*k=c, siia x*k=a*k, (sD«=0 ja
x-a Bk. Jarelikult vdrrandi x*k=c iga lahend on Kirjutatav
kujal _

X =a + tk,

kus t on mingi skalaarmuutuja. Vaadeldava vorrandi uldlahend
on seega selle vorrandi Uhe erilahendi a ja vastava homo-
geense vorrandi x-k=0 Gldlahendi tk summa.

Vorrand x*k=c maéarab seega sirge, mis labib punkti A
kohavektoriga a vektori Kk sihis.

Vektorkorrutiste arvutamine Ckoordinaatideta)

3.176. Arvutada vektorite x ja y vektorkorrutise pik-
kusi 5Ky | , kui
1) Ix =6, lyl =5 ~(x,y) =
2) Ix1=10, Iyl =2 jaxy =12.
3.177. Arvutada skalaarkorrutis xy, kui |x |= 3,
y =26 ja Ix*y |= 72.
3.178. Teades, et |x]|=1, |lyl=2 jar(x,y) =] 3u,
arvutada 1) (x«”; 2) [@x+$* @+2)] 2; 3) [(H3yxEBx-y)] 2.
3.179. Péhjendada, et kehtivad jargmised vdrdused:
1) (x«y)2+ (iy)2 = x272;
2) x*(y+/1x) = (x*yuyOey”’= Xx«y.
3.180. Naidata, et (x*y)2 ~ x272. Millal kehtib siin
vordus?
3.181. Vektorite X, y,u ja v vahel kehtivad seosed
X*y = u*v, X*u = y*v. Toestada, et vektorid x-v ja y-0 on
kol lineaarsed.
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/ 3.182. Millisel o vaartusel on vektorid p=<* 7T+5b ja
g=3Sdz_Jt<jllineaarsed, kui a ja b ei ole kollineaarsed?

3.183. Naidata, et kui kolm vektorit a; b# c ei ole
kollineaarsed, siis vordustesta*b=b*5= c*3 jareldub vordus
atb+7=0 ja vastupidi.

3.184. Millist tingimust peavad rahuldama vektorid x
Jay, en-J~ktorid x+y ja x-y oleksid kollineaarsed?

Teades ristkuliku kiulgvektorite a ja b pikkusi
la] = 37| = 4, arvutada ristkiliku diagonaalvektorite
pikkus.

3.186. Leida vektorkorrutis (x+y)x(x-y)fkui x jay
on mittekollineaarsed. Anda tulemusele geomeetriline tdl-
gendus. M

Jida rektoritele x=2a+3b ja y-a-4b ehitatud
roopkulijo™pindala, kui a ja b on ristuvad uUhikvektorid.
ida vektoritele AB=m+2n ja AD=m-3u ehitatud
pindala, kui m=5, n=3 ja~(m,n)=j .

On antud kolmnurga kaks kiilge AB=3p-4qja
BC ida kolmnurga kdrgus CD, kui p ja q on ristuvad
Uhikvektorid. EN

47/3.190. lieida vektoritele 1=2T1+n-p ja b=m-3n+p ehitatud
roopkilikef diagonaalide vahelise nurga siinus, kui m, n ja
p on ristuvad Uhikvektorid.

3.191. Leida vektori x=3p-12g+4r projektsioon teljel,
mille sihivektoriks on vektor y=(p-2r)* (p-*-3g-4?),kus juure3
p. q ja r on ristuvad Uhikvektorid.

3.792. Toestada, et vektorid x=p*n, y=gxn ja z=r*n on
komplanaarsed.

3.193. Uhest punktist lahtub kolm mi foekomplanaarset
vektorit a, b, "c. Naidata, et nende vektorite otspunkte la-
biv tarand cn risti vektoriga avb+bi3+Yxa.

3.194. Eas vasaku k&e kolm esimest sOrme moodustavad
vasakpoolse vOi parempoolse vektorite kolmiku, kui poial
ja esimene sorm on valja sirutatud peopesa tasandil ning
keskmine s6rm on kdverdatud peopesa poole? Anda vestus pa-
rema kde samade soOrmede kohta.
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3.195. Naidata, et vektorite d, S°0" tsuklilisel Um-
berpaigutamisel kolmikute iseloom (vasak- vbi parempoolne)
el muutu.

3.196. Kontrollida, et vektorkolmiku kabe vektori Um-
berpaigutamisel vasakpoolne kolmik muutub parempoolseks ja
vastupidTTN

37197/ Lihtsustada korrutisedx*y, yxz, z*X teades, et
Uhikvektorid X, y ja z on risti ning moodustavad 1) parem-

poolse vBi 2) vasakpoolse kolmiku.
[-3.198. Toestada, et vektorkorrutis el muutu, kuil Uhe-
le tegurile liita teise teguriga kollineaarne vektor.

3.199. Naidata, et vektori x vektorkorrutis temaga
ristuva Uhikvektoriga y on samavaarne vektori x pddramise-
ga taisnurga vorra kellaosuti liikumise suunas Uhikvektori-
ga y ristuval tasandil.

3.200. Teha kindlaks, kas Vektorite X ja y vektorkorru-
tist vOib asendada kolme jargmise operatsiooniga:

1) vektori x projekteerimisega vektoriga y ris-
tuvale tasandile;

2) projekteeritud vektori poddramisega taisnurga
vorra kellaosuti liikumise suunas samal tasan-
dil;

3) podratud vektori korrutamisega teguri y moodu<-
liga.

3.201. On antud vektorid a ja b. Leida x nii, et
a=b*x_.Kas ulesanne on alati lahenduv ja kui palju on tal
lahendeid-2- »

V 2024J1valdada vektor x=(3i+£-25c)* (£-3+50 ristuvate
Uhikvetet™ dTte i, J, K parempoolse kolmiku kaudu.

VI~rgOiT Ristuvate Uhikvektorite vasakpoolse kolmiku m,
n, p korralx=(3m+4n+5p)* (mt6n+4p). Leida vektori x pikkus.
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\ektorkonm-tHstc arvutaaine koordinaatide abil

Leida vektorkorrutis x*y, kui
1) x=(2, 3, D, y=(5, 6, 4);
2) x=(5, -2, 1), y=(4, 0, 6);
3) x=(-2, 6, -4), T=(3, -9, 6).

3.205. On antud vektorid x=(3, -1, -2) ja y=(1, 2,-1),
Leida vektorkorrutiseds 1)xxyj 2)(2x+y)*y; 3)(2x-y)*(2x+y).

3.206. On antud vektorid ?=(2, -3, J), b=(-3, 1, 2)
ja c=(1, 2, 3). Arvutada (@*b)*c ja a*(b«b").

3.207. On antud punktid A2, -1, 2), B(1, 2, -1) ja
C(3, 2j 1). Arvutada vektorkorrutised: 1) AB*BC;

2) (BC—2CA)*CB.

3.208. Arvutada vektoritele a=(8, 4, 1) ja b=(2, -2,1)
ehitatud roodpkuliku pindala.

*0V* On antud punktid A1, 2, 0), B@E, 0, -3) ja
Leida kolmnurga ABC pindala.

3.210. Kolmnurga tipud on A(1, -1, 2), BG, -6, 2) ja
C(1, 3> -1). Leida tipust B kiljele AC langetatud kérguse
pikkus.

3.211. Leida vektorite a=(2, -2. 1) ja b=(2, 3, 6)
vahelise nurga siinus.

3.212. Vektoritega a=(4, -2, -3) ja b=(0, 1, 3) ris-
tuv vektor x moodustab y-teljega nirinurga. Leida vektori
x koordinaadid, kui Jx| = 26.

3.213. a-telje ja vektoriga a=(8, -15, 3) ristuv vek-
tor x moodustab x-teljega teravnurga. Leida x koordinaadid,
kui |x]= 51.

Leida vektoritega a=(2, -3, 1) ja b=(1, -2, 3)
vektor x, mis rahuldab tingimust x(i+2j"-7k)=10.

3.215. JOud f=(3, 2, -4) on rakendatud punktis
A2, -1, 1). Leida selle jou moment koordinaatide algus-
punkti suhtes

JT_Kui vektor f kujutab joudu, mis on rakendatud mingis _punk-
tis M ja vektor £ ldheb mingist punktist O punkti M, siis
vektor®alx kujutab endast jou f momenti punkti O suhtes.

83 -



812161 Joud p=(2, -4, 5) on rakendatud punktis
3)* beide selle jou moment punkti A3, 2, -1)
suhtes.

®2j. 217t Joud p on rakendatud punkti A. Leida selle jou
momendi suurus ja sihikoosinused punkti C suhtes, kui]

1) P=3, 4, -2), AR, -1, -2), C(, 0, 0]
2) p=(2, 2, 9), Af4, 2, -3), C(2, 4, 0).

1*218* On antud joud M=(2, -1, -3), N=(3, 2, -1) ja
P=(-4, 1, 3), mis on rakendatud punktis C(-1, 4, -2). Leida
resultant jou momendi suurus ja sihikoosinused punkti
A2, 3, -1) suhtes.

84. Segakorrutis

Kahe vektori x ja y vektorkorrutiee x*y skalaarkorru-
tist (xX*y)z kolmanda vektoriga z nimetntakse kolme vektori
X. y .B z segakorrutiseka. Kolme vektori segakorrutis on
reaalarv, mille absoluutvdartus vordub neile vektoritele
ehitatud rodoptahuka ruumalaga ja on positiivne parempoolse
ning negatiivne vasakpoolse kolmiku puhul. Et kehtib sama-
sus(x*y)z=x(yxz),siis segakorrutise tahistamiseks kasuta-
takse lihtsamat tahist, s.t. (xyz) VvOi xyz.

Segakorrutise algebralised omadused:

1) SBltuvus tegurite jarjekorrast. Segakorrutise ab-
soluutvadrtus sailib tegurite igal Umberpaigutusel; mark
muutub vastupidiseks kahe teguri vahetamisel ja seega sai-
lib tegurite tsuklilisel Umbervahetamisel.

2) Segakorrutis on assotsiatiivne reaalarvuga korruta-
mise suhtes: ((A Xyr)=(x(Ny)z)=(xy(A z0)=A(xy29.

3) Segakorrutis on distributiivne vektorite liitmise
suhtes: ((Mx2)yz)=(x1 yz)+(x2 yz),

X @n+y2)N) = (xylT>+(xy2?),
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xyCz™+zn)) = (xyz™) + (X"Z22).

Vektorvorrand (GkI) = c. Vorrandil on juhul kui
k-fFfl1 lopmata pal ju lahendeid, sest Uks vorrand
g Ik*1] cos”Cx, k«l)=c sisaldab kaht tundmatut x ja
N (X, E*T).Geomeetrilises mottes saab vektoritele  ja X
ehitada 16pmata palju rooptahukaid, mille ruumala on c.

Olgu eTselle vorrandi mingi lahend, s.t. (fkIM)=c,
siis (xkT)=(akl) ehk (@?-a“)kl=0, mis téhendab, et vektorid
X-a, K ja 1 on komplanaarsed. Jarelikult x-a on vektorite
K ja 1 lineaarkomblnatsioon. Osutub niisiis, et lahtevor-
rand on samavaarne vorrandiga

+ uk +vl.

Sui x rakendada fikseeritud

punkti O, nii et x=QX, siis

16pp-punktid X taidavad ta-

sandi, mis labib punkti A

kohavektoriga ?=0A ning on

maé~ati™d rihivektoripaari-
Joon. 3. ga k*

3.219. Toestada, et kolme vektori segakorrutis on
null, kui kaks neist vektoreist on kollineaarsed.

3.220. Toestada algebraliselt, et kolme komplanaarse
vektori segakorrutis on null.

3.221. Toestada vektorite x*y ,xxz ja x«xwkomplanaarsus.

3.222. Naidata, et kui x*y + + 20 ,siis vekto-
rid x, y ja z on komplanaarsed.

3.223. Toestada, et vektorite x, y ja z komplanaarsu-
se tarvilikuks ja piisavaks tingimuseks on vordus
oo +pj + N z=- 0, kusjuures vahemalt Uks arvudest «F ,
fo *T Peab olema nullist erinev.

3.224. TOestada, et |xyz] ~ Ig ly11z]- Millistel eel-
dustel on voimalik vdrdus ?

3.225. Toestada samasused 1) (X+y)(y+z)(z+xX)=2xyz";
2) xyTz + A i +yuy) = xyz‘ kus N1 ja ~ on suvalised ar-
vud.



3.22fa. elda vektoritele x=a+b+c, y=a+b-c ja Z=a-b+c
ehitatud réoptahuka ruumala.

3.227« Leida alljargnevatele vektoritele ehitatud
réodptahuka ruumala:

1) a=i£-3g+r, b=2p+q-3r ja c=p+2g+r (kus p, q ja r on
ristuvad Uhikvaktorid);

2) ?=3at+bn, b=m-2n, c=2m+7n (kus Im]= In] = 3,
~A(mS) _="M35° )e

3.228. Arvutada vektoritele 5=3i+2j-5k, y=i-j+4k ja
z=i-3J+k ehitatud rooptahuka korgus, kui aluseks on vekto-
ritele x ja y ehitatud roopkulik (i, j ja K - ristuvad
Uhikvektorid).

3.229. Leida (i*jVv(i+j+k).

3.230. Teha kindlaks, milline on vektorite kolmik
a,b*,c (parem- voi vasakpoolne); kui

1) a=k, b=i, C—jj 2) a-i, b=k, c=j;
3) a=T, h=i, c=k; 3) a=T+J, b=J, c=k;
5) a-i+if> b=-I', cj"; 6) a=i+J, b=I-j, c k.

3.231. Vektorid a, b, <?moodustavad parempoolse ris-
tuvate vektorite kolmiku. Arvutada a63- kui ME'|= 4,

Ibl]= 2, ic|= 3.

3.232. Vektor c on risti vektoritega d'ja b. Nurk
vektorite a ja b vahel on 30°. Leida abc, kui |aj= 6,
ISI- 3, Icl = 3.

3.233. Arvutada segakorrutis xyZ', kui

D x=(2, 0, 1), y=(1, 3, -2), z=(4, -1, 1);
2) x=(1, -1, 3),¥=(-2, 2, 1),_z=0, -2"5).

3*234. Naidata, et vektoritele OA=a, 0B=b ja OC=<"
rajatud tetraeedri ruumala on vdrdne Uhe kuuendikuga nen-
de vektorite segakorrutise absoluutvdartusest, a.o.

»V =7 Jabc |-

3.235. Tetraeedri tipud on A2, -1, 1), B@G, 5'"49),
0@, 2, -1) ja D4, 1, 3). Leida tetraeedri ruumala.

3.236. Tetraeedri tipud on AR, 3, 1), B4, 1, -2),
06, 3, 7) ja D(-5, -4, 8). Leida tikust D langetatud
kdrgus.



3*237. Tetraeedri ruumala on V=5 ja kolm tippu aset-
sevad punktides A(2, 1, -1), B(3, 0, 1) ja C(2, -1, 3).
Leida neljanda tipu D koordinaadid, kui ta asetseb y-tel-
jel.

3.238. Teha kindlaks, kas vektorid x, y, 2Z'on kompla-
naarsed, kui:

1D x=(2, 3, -1, y=(1, -1, 3), z=(1, 9, -11);

2) x=3, -2, D, y=(2, 1, 2), z=3, -1, -2);

3 x=2, -1, 2), =1, 2, -3),_z=(3, -4, 7).

3.239. Lahtudes kolme vektori AB= (X%, , Z™),
AC=(X2, T2, Z2) ja AD= (X», Y, Z7) komplanaarsuse tin-
gimusest, anda nelja punkti A(X®, y», z), B(x2, y2, z2),
CCac®, y3, z3) ja D(x®, y», z) komplanaarsuse tingimus.

3.240. Toestada, et neli punkti A(1, 2, -1), B(0,1,5),
C(-1, 2, 1) ja Db(2, 1, 3) asetsevad samal tasandil.

5. Topeltvektorkorrutis

Vektorkorrutise x*y ja vektori z-vektorkorrutis on
jalle vektor, mida nimetatakse topeltvektorkorrutiseks.
lga vektorkolmiku x, y, Z'korral kehtib samasus

Oxxy)xz = y(xz) - x(y?)-
Kahe vektorkorrutise skalaarkorrutise avaldis:

x2) (i)
2) ow)

Cy) (zxw)=

Kahe vektorkorrutise vektorkorrutise avaldis:

xX«F)*(I*w)= z(xyw) - w(xyz) =y(xzw) - x(yzw).

Jacobi samasus:

OFy)xz™ + (y*z2)*x + (irex)xy = 0.
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3.241. Naidata, et kui xiy ja xi?, siis x*(y«z?»)=0.

3.242. Millistel tingimustel kehtib (O»y)*z=xx(yxz).

3.243. On antud, et x =/lal &<y~ Leida vektorite X,
y jJa z vaheline seos, mis ei sinaidaks kordajaid X jay. .

3.244. Kas on vdimalik leida vektor x, mis rahuldaks
samaaegselt kahte vdrrandit: xa= o ja x*b=c, kus &) b, <
on antud vektorid ning &« - antud arv.

3.245. Naidata, et kehtib vordus a™b2+ a”b2 =0» kui
leidub vektor x, mis rahuldab samaaegselt kahte voérrandit
N, »x=b" ja angxr/. _

3.246. Leida vektor x, mis rahuldab vOérrandite silstee-
mi xa=cx , xb=/3 ja xc= ~ , kus d, b, c on mittekompla-
naarsed vektorid.

3.247. Tdestada samasused:

D x»(y*D) = y(x2)-z(xy);

2) (xxy)xr+(yxM)kx+(rxx)xy=0; ~

3 ) @W=NW) -(wW)(yz)= -

4 (x«y) (zxw)+(xxz) (W*y)+(x™W) (y«z3=0}
5) Oxxy)x(zxw)=z" (xyw)-w("*z)=y(xzw) -x(yzw)}
6) (x«y)(yxw) (W«x)=(xyz)2 ;
7)) x*(xX*(xx(x*y)))=x "y, kui ? ja Y ristuvad;
8) x«(y*(z"xw))=(x*2) (1) -(xw) (yz) ;
9) Xx(Y*(xw))=(x2mJ ¥ (M) (?x7)
10) (Oxy)2 (x*2)2- ((x™N) (x*z2))2=x2 (xyz;2 ;
11)  (x*y) (yxz) (yxz) (Fx) (?xx) (xxy)=(xyz)4 ;
12) (x™Nz*w)~+(xz)(wxy)+(xw)(yi*z0=x(y2w);
13) (xyw= (wyz)x+ Wzx)y+ Wxy) z ;

XU XV'" Xw
14) (iyzKuvw) = yu yv yw
ZU 2V zw
oy %
15) CGyz2= yx ¥2 vz
ZX zy 71
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3.348. On antud vektorid x=(3, 1,2), y=(2, 7, 4 ja
z=(1, 2, 1). Arvutada 1) (xy)xz‘; 2) xxCyxiT).
3.249. Leida(i"KSHK(CxI)eui a=(-1, 3, 2), b=, O,
c=2, 0, D ja d=(2, 4, 3).
beide (?«iT)(S*£>,kui  a=(3, 0, -1),b=(-1, 3, 2),
c=(2, 4, 3) ja cf=, 0, 1).

Segatilesandeid (vektorarvutus).

3.251. Kas jargmised vordused on samavaarsed:
1) x=y ja « x= Xy ;
2) X=y ja Xz=yz;
3) x=y ja X*z%y*T;
4 x=y ja x+tz=y+z.
3.252. Leida (i+j+k)*(i+j+k).
3.253. Naidata, et vektorid a=(1, -5 3) ja
b=(-2, 10, -6) on kollineaarsed.
3.254. Leida kordajad aoc ja ~ , kui vektorid
x=o<i+b ;Fk ja y=3i+j+ £k on kollineaarsed.
3.255. Naidata, et vektorid x=(2, -3, 0) ja
y=(3, 2, 1) on risti.
3.256. Leida xy-tasandil vektor x, mis oleks risti
vektoriga y=(5, -3, 4) ning pikkuselt temaga vOrdne.
3.257. Naidata, et vektorid x=(-3, 0, 2), y=2, 1,-4)
ja 2=(11, -2, -2) on komplanaarsed.
3.258. Naidata, et vektor AB on komplanaarne uhikvek-
toritega 1 ja k, kui O0A=6i+3j+4k ja OB=2i"3j+k.
3.259. Kontrollida, kas kolm vektorit-
1) a=(2, -1, 3), b=1, 4, 2), c=(B, I» -1);
2) 1=(, 6, 5), m=(3, -2, 4, XF=(7, -18, 2)
on komplanaarsed.
3.260. Leida vektoritele a=(2, -1, 3) ja b=(1, -3, D
ehitatud roodpkiliku pindala.
3.261. Leida vektori a™(6, -2, 3) pikkus ja sihikoo-
sinused.
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1t2621 Leida thikvektori 0OB=(1, 0) ja vektori AB
vahelise nurga koosinus, siinus ja tangens, kui
1) A(-2, 3), B4, 9); 2) A2, 1), B3, 0);
3) AGB, 2), BC-5, 2); 4 AG, 3, BG, -7M;
5 A, 4, B(2, 5); ") AQ, 4, B2, D.

3.263. Leida vektori AB ristprojektsioon teljel, mil-
le sihivekfcoriks on vektor CD, kui A(-4, 2), B(6, 4),
c(-6, -1), D(-1, -13).

3.264. Toestada, et kolmnurk tippudega A(5, -4),
B(3, 2) ja C(2, -5) on taisnurkne.

3.265. On antud vordkilgse kolmnurga kaks tippu
A@, 1) ja B(6? 3). Leida selle kolmnurga kolmas tipp.-

3.266. Vordhaarse kolmnurga aluseks on 18ik AC, kus-
juures A(4, 2), C(4, -4). Leida selle kolmnurga tipu B
koordinaadid, kui alusnurgad on arctan

3.267. On antud kolmnurk ABC: A(2, -3), B(1, 3) ja
C(-6, -4). Leida punkt M, mis on summeetriline tipuga A
kulje BC suhtes.

3.268. Teades kolmnurga tippude kohavektoreid a, b
c, leida mediaanide Idikepunkti kohavektor.

3.269. Leida kolmnurga ABC: A(2, 2), B(-5, 1), C(3,-5)
Umber joonestatud ringi keskpunkt ja raadius.

3.270. On antud kolmnurga kaks kulgvektorit
AB=(2, 1, -2) ja BC=(3, 2, 6). Leida selle kolmnurga nur-
gad.

3.271. Leida eelmise lUlesande andmete p&hjal kolm-
nurga pindala.

3.272. Kolmnurga tipud on A(2, -1, -3), B(, 2, -4)
ja C(3, -1* -2). Leida tipust A vastaskiljele ehitatud
kdrgusega kollineaarse vektori h koordinaadid, kui h moo-
dustab y-teljega nirinurga ning ta pikkus on 2\f34.

3.273. On antud ruudu kaks kdrvuti asetsevat tippu
A(-3, 2)ja B(2, 4) . Leida ruudu tlejadnud tipud.

3.274.0n antud ruudu vastastipud A(-3, 2) ja B(, -4).
Leida dlejaanud tipud C ja D.
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3.275« Rombi vastastipud on A(8, -3)» 0(10, 11). Lei-
da rombi teised tipud, kui rombi kilje pikkus on 10.

3.276. Roopkuliku kolme tipa A, 3 ja C kohavektorid
on a, b ja % Leida neljanda tipu D kohavektor T.

3.277. Teades roopkiliku ABCD kolme tipu kohavekto-
reid a, b, c',leida roopkuliku diagonaalide I0ikepunkti
kohavektor 2.

3.278. On antud trapetsi kolm tippu A(a), B(b) ja
C(30» Leida neljanda tipu raadiusvektor d, diagonaalide
16ikepunkti raadiusvektor r ja kilgservade ISlcepunicti raa-
diusvektor p, teades, et alus AD on /1 korda suurem alu-
sest BC.

3.279. Teades rddptahuka ABCDA"B"C"D* nelja tipu raa-
diusvektoreid a, b, c, jaal, leida tUlejaanud nelja tipu
raadiusvektorid

3*280. Roodptahuka kilgvektoriteks on vektorid OA=a,
OB=b, 65=c. Leida tipust O lahtuva rédptahuka diagonaali
jJa tippe A, B, C labiva tasandi I0ikepunkti kohavektor.

3.281. Leida vektoritele P=(3* 1, -2), Q=(-4, 0, 3)
ja R=(1, 5, -1) ehitatud rédptahuka ruumala ning teha kind-
laks, kas need vektorid moodustavad vasakpoolse v8i parem-
poolse kolmiku.

3.282. Massid m™, m2, ..., T4 on paigutatud punkti-
desse M1(F1), M2(r"), ..., Mn(). Leida selle masspunk-
tide susteemi raskuskeskme kohavektor.

3.283. Naidata, et n materiaalse punkti raskuskesk-
mest kdikidesse punktidesse suunduvate vektorite summa
on null, kui k&igis n punktis on vérdsed ns. sid.

3.284. Kahte vektorkolmikut }an, d, jab”, b2, bn
nimetatakse kaaskolmikuteks, kui nende kolmikute vektorid

on seotud jargmiselt:
etr _ /1, kui =k,
ai°k ™ 10, kui i%k.

Leida vektorkolmiku an, 2, s/ kaaskolmiku vektorid
b, b2, b3, kasutades skalaar- ja vektorkorrutist.
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3.285. Leida vektorkolmiku 8™=2, 1, -1),
a2=("“3» 0, 2), 1Tj=G, 1, -2) kaaskolmiku vektorid..

3*286. On amtud, kolme jou komponendid: a*.=5i» ay=2j
a2=-7k5"bx=3l, "y=6T, bz=4k; cx=12I, c™j", cz=I5E. Leida
antud, joudude resultant joéu suurus ja siht.
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Vastused
| peatikk
LINEAARNE VEKTORALGEBRA

1.1. vt. joon. 1.8. 1.2. Ja-b]= 22. 1.3. |atb]= 20.

Joon. 1.8,

1.4. Jatb|=Ja-bl= 13. 1.5. |a+t9 =VI29» 11,4; |a-b]= 7.
1.6. |atS| =fT9«4.4; Ja-b|= 7. 1.7. 1) aib. Selgitus. Vek-
torid atb ja a-b on vektoritelt a .in B ehitatud, roopkuliku
diagonaalid; kui roopkuliku diagonaalid on vOrdsed, siis
roopkiulik on ristkiulik; 2) vektorite a ja b vaheline nurk
peab olema teravnurk; 3) vektorite a ja b vaheline nurk
peab olema nidrinurk. 1.8. |pl=1I9], kuna roéépkiliku diago-
naalid jaotavad kilgedevanelise nurga pooleks ainult roa-
bi korral. 1.9. Vvt. joon. 1.9. 1.10. Vt. joon. 1.10.



1)A ACE; 2) A ACY;
3) 4. ABD; 4) roopkilik
ABIMD1 ; 5)A-MBC; 6) ja
7
b on kollineaarsed. RO0p-
kiliku diagonaalid on
kollineaarsed ainult siis,
kui ta kialjed on kolli-
neaarsed; 2) a ja S on
Joon 1 10 samasuunalised, kuna nen-
de sihtide Uhikvektorid
on vOrdsed; 3) 4 ja b on kollineaarsed ning neil on sama
siht; 4) a ja b on kollineaarsed, kuid vastassuunalised.
1.13. Markus. lga kolmnurga kulje pikkuse korrutis temaga
risti oleva Uhikvektoriga on vektor, mille pikkus on vord-
ne kulje pikkusega ja suund on selle kiljega risti. Seega
selle vektori vOime saada, kui pddrame kolmnurga kilge
tai8nurga vorra. 1.14. 1) = =/3 = 0, kui a ja b on mitte-
kollineaarsed; 2)cx =B , kui a ja b on kollineaarsed ning
vastassuunalised; 3) o<= - /3 , kui a ja b on samasuunali-
sed. 1.15. u =v= 0, kui c=0; u=0 ja v~ O, kui c jab
on kollineaarsed; u/ 0 ja v= 0, kui c ja a on kolline-
aarsed. 1.17. 1),2) Esitus cn alati vdimalik ja lahend on
thene; 3),4) lahendeid vdib olla kaks, Uks vOi mitte Uhte-
gi olenevalt antud liidetavate pikkustest. 1.19. 1) I+m+
+n=0; 2) 21-Hn-n=0; 3) I,m,1T - mittekomplanaarsed. Markus.
Et leida 1, m ja n vahelist lineaarset soltuvust, tuleb
neid mdéravast kolmest v8rdusest elimineerida abivektorid
a, b ja c; kui seda teha ei saa, siis on vektorid 1, m ja
n mittekomplanaarsed ning antud vOrdusest saame vektorite
a, b ja c esitused vektorite 1, m ja n lineaarkombinatsioo-
nidena. Nii naiteks juhul 3) saame a=l-m, b=-1+2m-n ja »

c=l-m+n. 1.20. 1) a™=b”, a2=b2, a™=b"; 2) A = .
bl bd N
Markus. Kasutame vektorite kollineaarsuse tingimust sT=Ab.

3) Kordajatevahelisi seoseid, mis ei soltu vektorite e®,
®2* valikust, pole olemas. 1.21. 3m+2n-3p+4g=0. Markus.
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Otsitav lineaarne soltuvus saadakse vektorite a, b ja c
elimineerimise teel antud vdrdustest. 1.22. S= 2/5m + 3/5n+
+ 3/5p. 1»23. 1) Voib olla neli vektorit, kusjuures ei

ole Uhtegi kahte kollineaarsc*t ja uhtegi kolme komplanaar-
set vektorit; kui kaks antud vektorit on kollineaarsed,
siis koik neli vektorit on komplanaarsed; kui kolm vektorit
on kollineaarsed, siis on kollineaarsed k&ik neli; kui kolm
vektorit on komplanaarsed, siis on ka kdik neli komplanaar-
sed; 2) b, ¢ ja d on komplanaarsed; 3) o”ja d or. kolline-
aarsed; 4) d=0. 1.24. Markus. Nulliga vOrdumise tingimus
tuleneb kdige lihtsamalt faktist, et poorates kdiki liide-
tavaid 120° (vOi 240°)_vdrra, summa. muutu. 1.26. JTt.
joon 1.11. AM = c + ™ voi AM = ; BN=a+£ vOi BN=

CP =b + f vbi CP =

1.27«IM = —(b+ |); BN = a+
CP = . 1.28. Méarkus. Efc
kolm vektorit AM, BN ja CP
oleksid kolmnurga kilgedeks,
peab olema taidetud tingimus
AM + BN + CP = 0. Selle 0&igsu-
ses veendume, kui valjendame

ige mediaani pdhikolmnurga killgede a, b ja c kaudu pida-

des silmas, et atb+c=o. ™ 1.29. Kolmnurga mediaanide 1dike-

punkt. 1.30. OM =€+ c . 1.31. KoImPfrgg sigenurkade .

pool~tajatega kollineaarsed vektorid: p~= ~ ” B* ql= ac*

r,,= r - ¥ 2vuilisnurkade poolitagatissgd kollineaarsed vek-

torddi P2.J &7, 42=8§ ="+1 . A =
- ABIAGU AC ABI 1.33« D1A = - (c + 1/1a); b~A-Cc+r/30 i
DA i -ISh5S)i V = Ce'V/5<). AS =

+J - c. 1.35. AB = 1/2a - 1/2b. BC = 1/2a_+ 1/2$%$; CD =
=n-1/2&4> 1/2b;J)A =~-1/2a - 1/2b. 1.36. AB = 3=b,

BC = , CD = DA = — 1.37. Vt. joon. 1.12.
28 =-7"biUB=M.SO=%F1 j5.= %4. _48 Diago-
S 5 A g il Do

naalide I0ikepunkt. 1.39. BC = - K , = — =
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2) BC:AD=1; BC:EF=-1 ~ CF:AB=-.2. Suatel AB:BC”pole mdtet,”
sest vektorid on mittekollineaarsed. 1.46. AC=3/2m+1/2n;AD-

Joon. 1.12,.

=m+n; AF=-1/2m+1/2n; EF=-1/2m-1/2n. 1.49. BC=B'C»=q'; CD=
=C,D,=-p; AB*=DC*=p+r; AD‘=BC'=q+r; AC=A-»C*=p+Qq: AC'=p+q+r;
CA‘=-p-g+r; D"*a'=-q; A~"p; BB'=CC'=DD»=r; BAe=CDl=-p+r;
DA*=CB*=-q+r; BD=B,D'=-p+q” BD'=-0+"+r"; DB"p-q'+r.
1.51. BC=c-b; CD=d-c: DB=d”b; M=-b+c-d; AQ=b+|+d .

1.52. , PQ=€+|~", BS=-a+|~5~. 1.53.17= 15.

1.54. (-30, 21), (0, 0). 1_.J5. p=2a-3b. 1.56. a=2p+50.

1 .57. a=2b+c’, b="S - cri-2b. 1.58. 1) cMa-b; 2)c=2a-

-3b; 3) c=-Ja. 1.59» o(=2, f=-3» 1.60. 1/ (1, -1, 6);
2) (5, >3, 6); 3) (6, -4, 12); 4) (1, 0); 5) (0, -2,12)

6)(3, 4* 2> 1«b61* (3. 22, -3); 2) (19, 39, 30).

1.62. c=2p-3q+r. 1.63. d=2a-3b+c, c=-2a+3b+d, b=el + ic -
- ", a=b - |c +~d. 1.64. AM=(3, 4, -3); BN=(0" -5, 3);
CP=(-3, 1, 0). 1.65. *j= 4, fl=-1. 1.67. ¢ = 2, /1= 3,

Ne=5. 1.68. d=atb-c; d=5a+4b; d=4a~-c. 1.69. 1) Vektorid
a, b ja c on Ilneaarselt sOltumatyd: 2) vektorid a, b ja ¢
on lineaarselt soltuvad ST + Rb 3) vektorid a, b ja c

on lineaarselt s6ltuvad, kuid vektor c' ei ole esitatav vek-
torite a ja b lineaarkombinatsioonina, kuna nad on omavahel
kollineaarsed, aga vektor €ei ole nendega kollineaarne;



11 peatukk
KEEPER JA PUNKTI KOORDINAADID

2x1» (b-a)=" (c-a) voi (b-rH)*(«fF-a"0. Tingimas valjendab
vektorite AB ja AC kollineaarsust. 2.2. Kolm punkti on kol-
lineaarsed. 2.3. « (b-a)+ /3 (c-a)+ £ (d-a)=0f kus cx.2 +

+ /2 + ~ N 0. 2.4. Markus. Eelnevalt leida raskuskeskme
kohavektor C = ~(a,,+a2+a3), ~us *U,» ®2* ~3 on kolmnurga
tippude kohavektorid vabalt valitud alguspunkti korral.
2.5. Roopkiuliku diagonaalide 18ikepunktis. Lahend on ainus.
Markus. Iga roopkiliku puhul alguspunkti mistahes asendi
korral kehtib seos a+ad4=a2+a”™, s.o. a’+a2+a3+a™=2(a2+a’).
2.6. d=zT+c-b. 2.7. Markus. Koigi kolme Idigu keskpunktidel
on sama icohavektor C = ~(a™+a+a-~+an), kud a,,f a~, a~, an
on tetraeedri tippude kohavektorid. 2.8. Markus. Tahistame
antud mass-punktide kohavektorid (vabalt valitud
koordinaatide alguspunkti korral) a”n, a2, a®, ..., an.
Toestame, et nende raskuskese on maaratud kohavektoriga

C = 1(.ar+a2+aTl » - . 2.9. Vt. joon. 2.16.

Joon. 2.16
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2.10. 1) x=2; 2)x5,=2,X2=-2B) =2, x*=4; 4) x,,=2, X2~"3i
5) 2~=0, X2=3, x"=1; 6) x"=x2=-2; 7) vorrandil on imagi-
naarsed lahendid, Imaginaarsete koordinaatidega punkte ei
saa konstrueerida. 2.11. Punktid asetsevad: 1) punktist
M(2) paremal; 2) loigul [m*C-1), M2(1)] ; 3) punktist M(5)
Vasakule suunduval kiirel [M(5), - oo)- 4) valjaspool 10i-
ku [M(-4), M20) ]; 5) vahemikus (ILjC-4), M2(3)).-

2.13. 1) -2; 2)5;3) -8;4 -2 ja2;5) -1 jabs; 6) -7 ja
-3. 2.15. 1)8; 2) 5; 3) 4. 2.16. Vt. joon. 2.17.

Joon. 2.17;

2.1?. Ax (2, 0), Bx(3, 0), Cx(-5, 0), Dx(-3, 0), Ex(-5i 0).
2.18. A (0. 2), By(Oi 1), Cy(, -2), D (0, 1), E (0, -2).
2.19. 1),3) I, IH; 2).,« I, IV; 5 1, 11, IV; 6) 11, III,
IV; 7)1, HI, 1vV; 8 I, I, 1Il. 2.20. 1) (=X, -y);

2) &% -¥): 3) X 9 D ¢, D5 5) (v, X

2.21. 1) @2, -3), 2) (-3, -2), 3) (-1, D, 4 (3, 95,

5) (4. -6), 6) (& -b). 2"22¢ 1) (1, 2), 2) (-3* -1),

3 @ -2), 9 @, 5, 5 (3i -5, 6)(-a, b).

2.23. D) (3, DI 2) (-2, H; D @, -D; 4 (5, D}

5 G, 4); 6) (-a, -b). 3,24, 1) @G, 2); 2) (-2, 5);

3) @, 3. 225a1) (-5, -3); 2 (3, H; ) @, -N.
2.26. x=y ja x=-y. 2.27. D) M1 (@, 5 ja M2(-5, 5):

2) BUC-2, 8) ja M2(-2, 2). 2*28* 1) B(5,0); 2) B(-2, 3);

- 08 -



3) B4, 0). 2.29. 1) d=13, cos V = sin - = A.

2) d=10, cos ¥ ~ - iL sinp = - 3) d=5, cos ~

sin p =t~ 2.30. pxaS=2, Py/IB=-1. Markus. Loigu projekt-
sioonid telgedel on vordsed otspunktide samanimeliste
koordinaatide vahedega. Projektsiooni mark sdltub sellest,
kas projektsiooni suund langeb Uhte telge positiivse vOi
negatiivse suunaga. 2.33. (B« -1). 2.34. 1) 5; 2) 13;

3) 10. 2.35, 1) 3; 2) -3. 2.36- 1) (-9, 3); 2)<-9, -7).
2.37. 1) (-15, -12); 2) (1, -12). 2.38. 1) ja 2) asetse-
vad, 3) ei asetse. 2.39. 1) 5; 2) 10; 3) 5; 4H VF;

5) 2°2; 6) 13. 2.40. M(, 0). 2.41. u,(0, -3); M2, -9).
2.42. Ulesandel on kaks lahendust: y~=11, y2=-1.

2.43. (1, 10) ja (-11, 10). 2.44. (-1, -2). 2.45. M(-1, -2).
2.46. 18x-0y=53. 2.47. AB=BC=CA=4. 2.49. M(-5, 4). Markus.
Punkti M leiame tingimusest: AB=MP ja AC=MC. 3.50. 1)(0,0),
a,0), d,1) ©,1)véi ©,0) (-1,0), (-1,1), O, 1)
véi (O, 0), (-1, 0), (1, -1), @, -1)vdi (O, 0), @, 0),
a, @©O=* -1) soltuvalt sellest, millised ruudu kiljed
on vbéetud reeperitelgedeks; 2) (/72~, 0), @, 1/2~2),
-w/v2, 0), @©, -1/2v2); 3) @/2, 1/2), (172, 1/2),
172, -1/72), (@72, -1/2). 2.51. C(2x2-x", y1) ja

D(x2, vOi CUx”, 2y2-y™) ja D’(2x,,-x2, y2).

2.52. Bl1C2. 1), D2(-2, 9), 1B(@®, -3). Markus. Neljas tipp
vOib olla iga tipu vastastipp ning seetdttu on ulesandel

3 lahendit. 2.53. 1) D(-4, -1); 2) D(-3, 1). Markus. Kasu-
tame abipunkti - diagonaalide I10ikepunkti. 2.54. D(11, 7).
2.55. A(-4.0), B(4, 0), 0, 3), D(-1, 3, MO, L),

s(o, 4). 2.56. (6, 0), (3, 3V3), (-3, 3ATi). (-6, 0),

(3, 3AV3), @B, 3V3). 2.58. D I, L1, VvV, Vil; 2) 11, 111,
Vv, vViir; 3 L, 1, vir, Viil; 4 a1, i, Vi, viil, 5) 11,
v, v, Vil. 2.59. 1) 1, 111, VvV, VII; 2) I, 1V, VI, VIIlI;
DL, 1, VL, Vil; o 11, 1Iv, v, VIII; 5 HI, 1V, VI,
VIl. 2.60. 1) 4, 3, 0), (-3, 2, 0) punkt G asetseb xy-ta-
sandil, jarelikult tema projektsioon sellel tasandil Uhtib
punkti endaga (0, 0, 0); 2) 4, 0, 5, (3, 0,1, (2,0,0}
3 (O, 3.5, O 2,1, O, -3, 0)); 4 4 0,0),
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(3, 0, ®, 2,0, 0, O, 0, 0); 5 (©, 3, 0, ©, 2,0,
©, -3, 0, O, 0, 0); 6) (O, 0, 5), O, 0, 1), O, O, 0).
2.61. 0A=6; 0B=14; 0C=13; 0D=25. 2.62. 7, 13, 5.

2.63, (G, 0, 0) ja (-11, 0O, 0). 2.64. N4, 1, 1).

2.65. AC-1” 21 3), 2.66 . Al=(-4,J, -1), BA=(4, -3, 1.
2.67. AB=6i-5j+k; BC=-3i+4j+2k; CA=-3i+J-3k. 2.68.Ei ole
voimalik, kuna antud koordinaatidega vektorid on vabavek-
torid. Kolmnurga paralleelnihkel ruumis tema kilgede pro-
Jjektsioonid telgedel ei muutu. 2.69. B(6, -4, 5),

0(9» -6» 10), CA=(-7, 1, -7). 2*21*.*n on nirinurk.
2.74. Roopkuliku neljas tipp voib olla lhes jargmistest
punktidest: DN(-. f4, -4), D2, -2, 8), D3G, 0, -4).
2.75. D(9, -5,6). 2.76. Markus. b-a=c-1, s.o. kiljed AB
ja DC on vordsed ja paralleelsed. 2.78. (@, a, -a),

6] —Bi 9/» 1*8» 8* t'6] a, a). 2.79. vt. joon. 2.18.
2.81. 1) d ~ 7,21;
2) d =8,77;
3) d~ 6,79;
4) d= 4,81.

2.82. w al], 2.83. <"=2;
<¥=3. Markus. (vt. joon.
2.19). <U=MP=AM sin(ST -co)=
=y sin<0=4*1/2=2; d”™MQs
=AL=0A sin( OC - lo )=x sinco=
=6*1/2=3.
Joon. 2.18.

2.84. M1@, 2), M2(3, 2),

M3(-3, -2) jamM4(@, -2).

Markus. Ulesandel on neli

lahendit, kuna pole maa-

ratud, millises veerandis

punkt asub. 2.85. 1) X=

=-6, Y=6\0; 2) X=3V3,

Y=-3; 3) X=V2, Y=-V2.
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2*86. -2.2.87. .3v3 -4 .288.4.2.8.1)-5;2)5
¢3, -3, p-, -3, O, 0, @E3, 0. 2.91. A0, 0),

B(1, O, CCI. yl ), DAF 73), ECO, \fj ), F(- J, \[J ).

2722. 0(5, 3), D@, 7) jaC(-l, -5 ja (-4, -1).

2*2%. Ca, 0), (Ja, INfJ @), (-Ja, "\R &, (a, 0,

(-Jda, -J 3a), @a -J 3a). 2.94. A0, 0), B@, 0),
ccr, 1, DO, D, o, D, SO, - 2.96. N =*,~ X

(o} % ) Ag
2.97. 1)7; 2) -1} 3) “ 3*4) 0; 5) ei ole maaratud.

o _MAB_~ 3 cCB 1 p AC . a BC
N*28X BC - 3; X 2" BI - 35 3= UE = ~4; 4= CA=
-_-1. n-BA3 . 1 C A 4 2 rAROV N
4- 5u = 4° 6~ TE - 3* uem) 5S»
(ACB) = -], (BCA) = (BAC) = -, (CAB) = -], (CBA) =
=]. 2.100. (ACB) = -1 -1 , (BAC) =1 , (BCA) = - ,
(CrB) = - , (CBA) = » —rpTX *2<101° N ) =
- - TE] . <> m - - rwuor,
2.103. (ABR) =" 2ATn+2~ -« 2.104. .ioon. 2.20.
6

A-vYe2 AX AA 7

A-X5Nn=U0 =Tb=0°

0 _y-

Joon. 2.*0- B -X»"~-3}n =M =00*

y - _/)Qé AB + X AB fu N ¥.

2.105. x = V 2 .2.106. 1) 6;2) -4; 3 0. 2.107. x =
XN+ X

-V +JT-2*108« 1) *"5 2) 3 ;3) 0; 4 3; 5 2-

2.109. B(4, 2). 2.110. D U; 2 -U; 3 3:4 7, 5 3;
6) 0. 2.112_ 1) MC-11); 2) N(13). 2.113. (B) ja (2).
2.114. A(7) jaB(E4l). 2.115. 7. 2.116. x « 52,8 cm (tép-
susega kuni 1 mm). Markus. Tugipunkt peab Uhtima kangi ta-
sakaalupunktiga, s.t. mdjuvate joudude rakenduspunktide va-
heline 181k tuleb jaotada nende jdududega p6ordvordelisteks
osadeks. 2.117. x=1,05 m. Markus. Toele B m&jub poole lati
kaal, s.o. 40 kG. Jarelikult koormusest 200 kG voib toele B
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langeda 110-40=70 kG ning toele A lle jaanud 130 kG. Vota-
me punkti A koordinaatide alguspunktiks ning jaotame loigu

AB suhtes 70:130=7*13* 2.118. Mitte lahemale kui 47,5 cm«

2.119* Kuus erinevat vaartust:, V- 1, —Vf)—n , }, ~Ala

3® - *:D -tg2« , -see2« , cosec2« , -ctg2« ,
cos2« ~ sin2« ; 2) -1, 2 ja 1/2. 2.120. 1) 0; 2) - Ur
3/»"5) ei ole mdaratud; 4) 1. 2.121. C*(™), B*"@3D),

~AT(@AN* Markus. Kui punkt C jaotab loigu AB suhtes A ,
siis punktiga C neljas haimooniline paari Aja B suhtes
jaotab sama loigu suhtes -A . 2.122_. D(™). 2.125. Mar-
kus. Leida suhe, milles 1digu A-A" keskpunkt jaotab 1digu
AlA2. 2.126. 1) 1; 2) -\\ 3 -5.2.127. 1) (-3, D:

2)(9, 5); 3) (- 3); O O, N. 2.128. Nj= 1~ = 2;

N2=3T =“3s A3=T0 2*129* 1) <'1» 5); 2) (@O, 0);
3 G,5). 2.130* B(O, -7). 2.131. x=4; y=-3. 2.132. Kul-
gede AB, BC ja AC keskpunktid on vastavalt (2, -4), (-1, 1),
(-2, 2). 2.133* M4, -2,5), N(2, 1), 01, -3,5).
2*134. 1) (-4, 5, B, 1, O, -3); 2) (-3, 3, (@, 5,
3, -3:; 3 @ -3, G D, (5 7. 2.13. " ~
Jav*T . 2.136. 13. 2.137. AD =[]2- . 2.138. 1) A~O, 6),
B1(, 5), C1(, 7); 2) AL(4\25, -3) ~ ( 8, -3,75);
Ci1(4,75, -5,25). 2.139. 1) C(10, 9), b4, -9; 2 G, -3),
@, -5°; 3 0(10,5, 10), D4, -3). Markus. Roopkuliku dia-
gonaalid poolituvad Id8ikepunktis. Kui on antud 1digu teine
otspunkt ja keskpunkt, vdib otsitavaid tippe mdarata kui
16igu otspunkte. 2.140. AN(-4, -1), A~(Q, -4). 2.141.
1) H@A, 3); 2) N@E, -3). 2.142. @, -1 ja G, D).
2*143. C(0, -1), D4, -4). 2.144. A(-1, 0) ja B, 6).
2.145. A@3, -1) ja B(0, 8). 2.146. 14,4, 2,8),
~(,8, 3,6), 30,2, 4,4, M4(12,6, 5,2). Markus. Jaota-
me I1digu AB neljas erinevas suhtes: A

3= *N= 2.147. (-2, 1). Markus. Otsitav punkt jao-
tab i1ga mediaani tipust arvates suhtes 2:1.
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énllw. (3, 2.149. Q, -4, (@4, -2), @B, -6), (@2,-9).
4«15P» M(-1. o) ja C(0, n. 2.151. B1(11, O0), (8, 1-1,5).
Markus. Otsitavad tipud jagavad Idigud AB ja AC suhtes
N = -~_ 2.152. AK:KM=3» BK:Kf= Markus. Votta vektorid
AD ja AB afiinse reeperi baasivektoriteks, 2.153. M(1, 2).
Markus. Tahistame suhte, milles otsitav punkt M(x, y) ja-
gab diagonaali, tdhega 4l . Seda suhet vOib arvutada punk-
tide A, C ja M abstsisside vOi ordinaatide kaudu. Kuna m6-
lemad suhted peavad olema vdrdsed suhtega /1 , saame vOr-
randi, mis seob koordinaate x ja y. Teise vOrrandi saame*
vOttes abstsisside ja ordinaatide suhted vOrdseks suhtega
milles punkt M jagab diagonaali BD. 2.154. (&%, 1).
2.155. 1:3, punktist B arvates. 2.156. D(8, -18).
2.157. (2,-1, -1, (-1, -2, 2), (O, 1, -2). 2.158, 7.
2.159. C(6, 1, 19), D(9, -5, 12). 2.160. A(-1, 2, 4),
B(8, -4, 2). 2.161. 0(1, 5, 2), D@, 2, 1), B, -1, 0),
F(7, -4, -1). 2.162. x=4, y=-1, z=3. 2p162x (0, 1, -2).
2.164. B=(10, 0, 2,6). 2.165. N 1=£, N-2= n3= ~J.
2.166. Ap(~t -8, 12), A2, -2, 2), A3(-~f 1, -3),

AS(C-L4, 7, -13). 2.167. Vt. joon. 2.21. 2,169-. 1),2),3)
ringjoontel, mille kesk-
punktid asetsevad poo-

luses ning raadiused
on vastavalt 1, 5 ja a;
4),5),6),7) - kiirtel,
mis lahtuvad poolusest
jJa moodustavad polaar-
Joon. 2.21. 30°, 60°, 90°, r.

2.170. 1) B(5, 2) ¢, |N). 2.171. 1) @, £),
G M, G ?).,(?= f+357)Y 2 1A, "), G, 18),
G, ), (?,2ST- «). 2.172. @, -%), @.F. @G, 3),
@, -2, G, 1. 2.173+ G, “f), (@, 3*0, (@, - J5),
@, ' -2). 2.174. (A, - §£). 2.175. (6, F). 2.176. C(3,
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)-2x + 3y = 6 Hy=x1)+2

X 'y
2 0 3
4/3 12
2/3 2 3
0 3 6
-2/3 4 11
8/3 -1 6™
10/3 -2 11
- o **x
Joon. 2.22.
Joon. 2.25.
2) y =x -5
5 ¥ =x3
3) ¥ =x£
X y
0 0
1 1
2 8
3 27
-1 -1
-2 -8
-3 =27
172 178
Joon.2.24 , Joon. 2.26«
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-1/2

et e

+2
+3
+4
+1/2

+1/3
+1/4

y
4
8
16
y— 00
- 21
13
1
2/3
1/2
ir
-8
C) y = —
=1
X 7
0 0
7 1 2
2 8/5
3 12710
w4 4 16/17
1/9 5 20/26
1/16
4
9
16
Joon.

Joon* 2.28
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DG, - ). 2.177. (@, 0), @V3, P, Qa, 3), @3, *D.,

(a»™ ), (O, g). 2/1281. d =VSi+ S2-2?17?2cosCr2*“ ?V *
2.179. d=7. 2.180. AB=\[, CD=10, EF=5. 2.181.*1l(1. 0) ja
M2(7, 0). 2.182. 9(17-4\/5). 2,183. 2(13+6\/2). 2.184. AB=
=BG=CA=7. 2.185. S =2 1 ~2 [sin ((F1~ "2~ I* Markus*
Kolmnurga pindala arvutamiseks kasutame trigonomoetrilist
valemit: S =/~ An A 2sin” (4 - 2). 2.186. 5.
2.187. 8=1. 2.188. 28\/J. 2.189. S = 6(5"3 - 3). Markus.
Teha joonis ja arvutada otsitav pindala, kasutades kolm-
nurki, mille Uks tipp asetseb pooluses, s.oa kolmiyyrki OAB,
OBC ja OAC. 2.[190. 3(4 3-1). 2.192. 1) d=2, Y5= 3;

2) d=6, (F= - 3) d=4, . 2.193. 1) 3; 2) -3;

3) 0; 4 5; 5 -5; 6) 2. 2.194» Punktid A ja C asuvad ko-
veral, punkt B mitte. 2.195. K&vera vdrrandis puudub vaba-
liige. 2.196. 1) Koordinaatnurga poolitaja; 2) teise ja nel-
janda koordinaatnurga poolitaja; 3) m&lemad nurgapoolita-
jad; 4) imaginaarne kdver, millel on Uks reaalne punkt -
koordinaatide alguspunkt; 5) ringjoon, mille keskpunkt aset-
seb koordinaatide alguspunktis ning raadius on a; 6) sirge,
oiis on paralleelne abstsissteljega; 7) kaks sirget, mis on
paralleelsed y-teljega; 8) kaks koordinaattelge; 9) kolm
sirget: ordinaattelg (x=0) ja sellega kaks paralleelset sir-
get; 10) kaks sirget: iUks on paralleelne ordinaatteljega
(x+a=0) ning teine on paralleelne abstsissteljega (y-b=0).
2.197. Vt. joonised 2.22 - 2.26. 2.198. Vt. joonised 2.2? -
2.29. 2.199. Vt. joon. 2.30. Markus. Yorrandist jareldub

vahetult, et kdver on
summeetriline y-telje
suhtes ega 16ika x-

telge (y=0 ei rahulda
vOrrandit). Kui a:>0,
asub kdver tervikuna

ulemises pooltasandis:

Joon. 2.30, y =— ji2.m  _ Vii-
4a +Xx
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inasest avaldisest naeme, et abstsissi x kasvades kahaneb
ordinaat y. Kui x=0, siis y=2a. Peale esialgset uurimist
maarame veel arvutamise teel mdned jooksvad punktid n3rg
veendume, et kdveral on joonisel 2.30 esitatud kuju. KO-
vera konstrueerimiseks tuleb anfa konstandile a mingi vaar—
tus. 272001 Vt. joon. 2.31« 2.201. 1) Ringjoon, mille kesk-
punkt asub pooluses ja raadius on 5»
2) poolusest lahtuv kiir, mis moo-
dusteb polaartel jega nurga
3) poolusest lahtuv kiir, mis moo-
dustab polaarteljega nurga -
4) sirge, mis on risti polaarteljega
ning eraldab sellel 1digu a=2 (ar-
vestades poolusest); 5) sirge, mis
Joon. 2.31# asetseb Ulemisel pooltasandil, on
paralleelne polaarteljega ng asetseb sellest 1 Uhiku kau-
gusel; 6) ringjoon, mille keskpunkt on CN3, 0) ning raa-
dius 3; 7) ringjoon, mille keskpunkt on C2(, 2) ning raa-
dius 5; 8) joon koosneb kahest poolusest lahtuvast kiirest,
kusjuures Uks moodustab polaarteljega nurga g, teine nurga
5 9) joon koosneb kontsentrilistest ringjoontest, mil-
le keskpunktid asuvad pooluses ning raadiused arvutatakse
valemiga r=(-1) g +\wn, kus n on suvaline mittenegatiivne
taisarv.. 2.202. Vt. joon. 2.32 ja tabel. Markus. Kui an-
nme polaarkoordinaatidele negatiivseid vaartusi, saame ko
vera teise haru, mis on margitud punktiiriga. Konstrueeri-
misel pole vajadust arvutada kohavektori ligikaudseid vaar
tusi, piisab, kui votta I10ik pikkusega 2I' ning leida naida-
tud osad. 2.2(\)/3» Vt. joon. 2.33 ja 2.34. 2.204.. Pgoluse
Juurde jaava loigu pikkus on ™ ning iga jargmise pikkus a*
eSt (vt. joo&. 2.35). 2.205. Viieks osaks (vt. joon. 2.36)
2.206. Vt. joon. 2.37. 2.207. Vt. joon. 2.38 ja 2.39.
2.209. Vt. joon. 2.40. 2.210. Vt. joon. 2.41. (81, 4).
2.211. x=a(t-sint); y-a(l-cost). Lahendus. Vt. joon. 2.42.
X=0A=0B—AB-. MB-MF=at-a esint=a(t-sint); Y=AM=BG=PC=a-a-cos t=
-a(l-cos ©)
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*/12

5/6
A/4
*73
3*/8
q72

34r/4 » 2,36

gﬂrlz 4*4,71

ar * 6,28

Joon* 2*33*
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Joon. 2.39.

Joon. 2.37-
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Joon* 2,4-2.

2.212. Vt. joon. 2.43 ja tabel. 2.213. x~+y~"~a2n, vt
joon. 2.44_ lLahendus. ~=MB-cos t = BP-coe”™ = AB-cos3t =
= a cos™t; y = AM-sin t = AP-sin2t = A\B/*sinSt = a-sin3t
Seega saime astroidi parameetrilised vorrandid: x=a cos'"t
ja y=a*sin~t. Elimineerides nendest kahest vdrrandist pa-
rameetri t, saamegi vastuses antud astroidi vorrandi.
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2.214. Vt. jcon. 2.45. Markus. Ristkiliku tipp P kirjeldab

liikumatu ringjoone, mille raadius on OP=a. Punkte P, M ja

C labiva ringjoone raadius on ja viimane veereb ilma libi®
semata méodda esimast ringjoont. Et selles veenduda, on kil-
laldane tbestada, et ~ MP =~PD. 2.215. Vt. joon. 2.46.

Joon. 2.45.

Joon. 2.46.

2.216. Vt. joon. 2.47.
x=a(cos t+t-sin t); y=
= a(sin t - t cos ©t).
Markus. Kuni mahakerimi-
seni niidi otspunkt aset
seb punktis Q. Mahakeri-
misel pingutatud niit
Uhtib ringjoone puutuja-
ga, kusjuures puutuja
Joon. 2.47. pikkus on FM=S-/H) = at.



2.217, (Q@* y2)2- 2a2(x2- y2) vBi ? 2= 2a2cos2 -

2.218. x"y2- (y+a)2(b2- y2). Markus. Et teha kindlaks
seos muutuvate koordinaatide ja antud parameetrite a ja b
vahel, kasutame kolmnurkade samasust. 2.219. y(x2+ y2) =
= a(x - y2). Vt. eelmine lUlesanne. 2.220. ~ =2rcos3 y> Voi
2+ y2)2= 2rx3. 2.221. Kahe ringjoone kaared on:

1) (x-a)2+(y-a)2=2a , kui y>0 ja 2) (x-a)2+(y+a)2=2a2,
kui y<0. Lahendus (Joon. 2.48). Vastavalt kdvera definit-
sioonile: 0X=0A+AX=0A+AB. Avaldame 01, OA ja AB: CK =

Ai x2+y2 , OA = 2acos = 2axXx--- ,AB =+ 2asinV =
_ tFET?2™ - _r
= + n kui 0 ja jarelikult j>0; - kui

Y <0 ja jarelikult y<0). Asetades saadud 16ikude avaldi-
sed péhivorrandisse, saame

\[7 T7 2ax 2ay Vi X2+y2-2ax+

V x2+ Y2 V 2+ y2
+2ay=0. Taiendades x ja y sisaldavad Zlikmed taisruutudeks,
saamegi vastuses antud ringjoone vorrandi.

2.222_.Y2

)(-J\
> 2r - X

2.223. © =
= a sin2 y? voi
(G™My2)3-
= Anx2n . KOver
kujutab nelja
kroonlehega &it
stidamikuga koor-
dinaatide algus-
punktis, s.t.
koosneb neljast
koordinaatide al-
Joon. 2.48. guspunktist lahtu-
vast aasast.

- 112 -



N - acos (F+ b vii (R+y2-ax)2=b2 (x2+y2). Kogu
kdvera saame ainult siis, kui punkt A joonestab kaks korda
ringjoone. 2,225. £(X,y)=2ax-a2. 2.226. 1) f(x,y)=2ax;

2) T(x,y)=-2ax-a*.. 2.227. T(X,y)=4x2+4y2+2a2 .
2%228, F(x,y)=4x2+4y2-4ax-4ay+4a2.

111 peatikk
MITTELINEAARTEHTED VEKTORITEGA

n 1) 7; 2) 14; 3) 12; 4) 26; 5) 4; 6) 7) 13.

Itlr (32, 0); (-8, 0). ©, -8) voi (O, -2). 1,4* (5,2
voi (2, 2). 291*. 5. 2*6* P=15+5"5; S=25. 3.7. 150.

3.8. 2. 3.9. AB=BC; S=7. 3.10. 20. 3.11. 7,4.

3.12. 01 (-7, -3), b~-6, -4) v6i C2(17, -3), D2(8, -4).
3.13. 2, 12), D1 (-5, 16) vdi C2(-2, 2/3, D2(-5, 14/3).
3.14. AB=DC ja AB ||DC; h=2,2. Markus. Kd&rguse arvutamiseks
avaldame pindala kabel erineval viisil. 3.15. 12,5. Napu-
naide. Hulknurga pindala arvutamiseks jagame hulknurga kolm
nurkadeks. 3.16. 1) 20; 2) - 3 0; 4) 18; 5 -3.
3.17. xy=-5. Lahendus. xy=(3p-2q)(p+4q)=3p2+12pg-2pg-8q2=
=3-8=-5, sest vastavalt tingimusele p2=g2=1 ja pg=qp=0.
3.18. pg=9. 3.19. |p|=Vona2+/32b2+ ~2c2 . 3.20. |al= 5.
3.21. ~7 3.22. Markus. Leida skalaarkorrutis fc" ning teha
kindlaks, kas see on null. 3.24. & = - 3.25. « = 40.
3.26. 1) -6;2) 9; 3) 16; 4) 13; 5) -61; & 37; 7) 73.
3.27. |plF10. 3.28, 143. 2*22* 104. 3.30, -3/2.3.31. xy +
+yz + zx = -13» 3.32. -19. 3.33» |c| +82-2a5cos
Markus. Nurk ~r(ab) on kolmnurga valisnurk, tema taiend-
nurk on téhistatud 3*34» jx+y|=15; [x-y|= V5B -

3.35. |AM |=6; |JAD|= . Markus. Koigepealt tuleb me-
diaani ja kérguse vektor avaldada kolmnurga kulgede kaudu
ning seejarel Uhikvektorite kaudu: AM=AB+1/2BC ja AD=AB+ BC
kus 1 tuleb arvutada AD ja BC ristseisu tingimuse jJargi.
3.36. Markus. On kullaldane naidata, et rombi puhul, kui
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1*1*1 b]|, diagonaalide skalaarkorrutis on null.

3.37. IF1\1 37 . 3.38. Resultantjéud on vordne nulliga.

3.39. -M(xy) = 7> 3.40. A =*; B - arcco3s jacC =

= arccos I - . 3M1. |97, co3™:(Xx,MN)= cos™(:x, J)=

cos™M@LA)= 3.42. « = arccos ¢px- . 3.43. cos <f= 4/5.

Markus. Avaldada kdigepealt mediaanid kaatetite kaudu.

3.44. cos o = 4/5. Markus. Avaldada mediaanvektorid serv-

vektorite kaudu. 3.45. psf= , cos™N(yT) =

cos™(y, J) = - ll. 3.46. Ei. Ulesande tingimusest jarel-

dub, et vekfor x+y+z+w on risti projektsioonteljega.

3.47. BD = "8c-b. 3.48. h = Menb. 3.49. Tasand,mis on
c

risti vektoriga a ja eraldab_gsrellel alates punktist A
loigu pikkusega — . 3.50. Kahe sellise tasandi loike-
sirge, mis on risti vektorite a ja b sihtidega ning eral-
dab nendel alates”™gunktist A vastavalt I(\)/igud — Jja
3.51. CH = t,b_a ~Markus. Punkt M jaotab hipotenuu-

si AB suhtes B= «1=a2:b2. 3.53. CD2= — a2 +

+ T]TTZD ————1——— OC2, kus a, b, ¢ on kolmnurga kolme kilje

a+mn
pikkused. 3.54. Markus. lga vektor esitada tema algus- ja

16pp-punkti kohavektorite kaudu. 3.55. Markus. Vt. eelmist
Ulesannet. 3.56. Rodpkuliku diagonaalide ruutude summa on
vordne kiulgede ruutude summaga. 3.57. Siin on kaks vdima-
lust: 1) vektor b on risti vektoritega a ja c; 2) vektorid
a ja c on kollineaarsed. 3.58. 1) Ei kehti, sest vektori

a korrutis arvuga a ei ole arv, vaid on vektoriga a kolli-
neaame vektor; 2),5),6),7) kehtivad; 3) ei kehti (vt.l);
4),8) kehtivad ainult kollineaarsete vektorite korral.
3.61. 1) -3;2) 0; 3 1. 3.62. x=(6, 4. 3.63. 1) 181;

2) (196, 12). 3.64. 1) \fw~;2) 5; 3) 11; 4) 13.

3.65. 5; 10;5; 13. 3.66. 1) 5; 2) V34; 3) 13; HV2.

3.67. (14, 0) ja (O, 14/3). 3.68. M1, 0) ja M2(-2, 0).
3.69. wvv(0, 28) ja M2, -2). 3.70. (O, -10).

3.71. (@7, 0), (-17, 0), (0,9+10v2), (0, 9-10vV2). 3.72. AB=
=5; BC=13; 0A8\/2. 3.74. Ulesande tingimust rahuldavad
kaks ruutu, mis on simmeetrilised kilje AB suhtes, Uhe
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ruudu tipud on CU(-5, o), DA(-2, -4) ning teisel ruudul
C2(3* 6) 0a D2(6, 2). 3.75. 137. 3.76. B(0, 4) ja D(-1, -3).
lizzt 34. ~ 78. B, 5) ja D{6, 3). 3.79. 1) 45°: 2) 90°:
3) 135°; 4) 180°. 3.80. 1) cos =0, sin<=-1, f =270°+360°k;

2) cosf=- —j— , sin — 2-, <¥=arccos(—— _)+2K5T :
Y3H V55 /55"

3) cos , siny?=- , Y?=315°+360°k;

4) cosf= , sin f= =~ =45°+360°k;
ven

rz
5) cos ¥>= J, sinf=-2~, ¥ =60°+360°k;

6) cosf= —1 , sinf=— F-arcsin - 12+ 2kJT
v_\V45 v Wr 145
K omab koiki taisarvulisi vaartusi. 3.82. ABE\VAU: AC =\J5Q\

BC= \AD; AC2=AB2+BC2. 3.83. 1) Nurinurkne; kuna PR2>PQ2+
+QR ; 2) tadisnurkne; 3) nirinurkne; 4) teravnurkne.

3.84. 13, 15. 3.85. ™ ABC="BAC= <EACB= J. 3.86. Markus.
Arvutada kolmnurga killgede pikkused ning kasutada seejarel
koosinusteoreemi. 3.87. P-j(1, 0) ja P2(®, 0). 3.88. x” =

= Xcos f -Ysin f , y* = Xsin  +Yoos

3.89. C( 2|jL J-2V3). 3.90. (V130 ’VTP36
3.91. -8. 3.92. 1) (0,6, -0,8); 2) (-0,6, 0,8).
3.93. M1 (8, 0) voi M2(-1, 3v3).

i1t3af (x0+(x1-x0)cos 2 k&k-1j _ (yi_yo)sin 4 G- TN
Yo+(x1-x0)31n + (Yn-Y0)cos I-"Ck-1)).

).

3.95. a’cos«/J+a2cos w2+a3cosw”, a“sincj™Mta2sinw P+
+a3dsinto3 . 3.96. (XO+dlcos<™M+ ... + d”cos yn, yQ+

+3LjSiny,, | --. ). 3.97. ab=-20. 3.98. 1) 31;

2) 6; 3 0. 3.99. 1) 22; 2)6:3) 7; 4 -200.

3.100. 1) 716; 2) -721; 3) -353. 3.101. 1) (21, 42, 21);

2) 280; 3) (115, 242, 137). 3.102. 1) -524; 2) 13; 3) 3:

4) (AB,ASyb£=(-70, 70, -350) ja AB(AC,BC)=(-78, 104, -312).
3.103. Jal= 7. 3.104. |Jatb]= 6, Ja-b]= 14.

3.105. aQ= ~(3, 4, -12), b0o= ~(6, -2, -3), cQ= ~~(6,7,-6).
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3.106. z=t3. 3.107. Vektor AB on kaks korda pikem vektorist
CD. Nad on samasuunalised. 3.108. 5V2; \fW ; \ptfi 5«
3.109. d=3. 3.110. A1lA2=A1A3=A3A4=14; KAN2Y6;
A2AN=2v5.  3.111. (0, 0, 14/9). 3,112. (0, 1, -2).

3.113. 9. 3.114. S=8(3+V3). 3.115. 1) 90°; 2) 135°.

3.116. 1) cosex = 2) cos x= 3.117. 1) coscx=
cosl| cos £= — 2) cos«x= coBp>= —

cos”™= N]. 3.118. 1),3) vdib; 2) ei voi. 3.119. 1),3) Ei
voi; 2) voib. 3.120. 60° v&i 120°. 3.121. a=(1, -1, \/2)
vBi a=(1, -1, -VE). 3.122. MA(\B, V3, V3), M2(-",-V5,-V3).
3.123. x,=3+4V3; yl=4 vBi x2=3-4\/3; y2=-4. 3.124. c=(-3,15,

12). 3.125. o V5 \\//E,_ 3*126* 45

3.127. arccosC- ). 3.130. o= -6. 3.131. p=t+~(0,-4, 3).
3.132. x=(-24, 32, 30). 3.133. x=(-4, -6, 12).

1*135« »=(1, J, -1). 3.135. *=(-3. 3, 3). 3.136. x=(2.-3.
0). 3.137. ( 552, -11/v~, 4/v2). 3.138. 1) 6; 2) 3.
3.139. \b. 3.140. -3. 3.141. -5. 3.142. X= W2, Y =1,
Z=-1. j.143. -4. 3.144. 5. 3.145. -11. 3.146. 3.
3.147. -ez. 3.148. x=2r+3T-2k. 3.149. x=(2, 7, 3).

3.150. (J, =i ) . 3M51. 17. Markus. Selle jou
t66 avaldub valemiga w=?s. jJ-152. 31. 3.153. 13.
3.154. x= U, v=U, z=— 3.155 5. 3.156. d=2.

3.157. AM=7. 3.158.. x=-8, y=5. 3.159. (0, 0), (1, 0),
Q. D, @ 2. @ 2), (0,1)." 3.160. AB=5: AC=2VEIl;
BC=7. 3.161. C1(]. - Vwoi (], —17VJI ). Markus.

Otsitav tipp C peab rahuldama jargmisi tingimusi: CA=AB ja
CB=AB. 3.162, co=y 3.163. M1C-1. 10), M2(-13, -2),

M3(-7+2\/3, 4-2\/3), MA(-7-2V3, 4+2\/J). Markus. KOik otsita-
vad punktid asetsevad antud keskpuhktist C 6 Uhiku kaugu-

sel, peale selle Uhe diameetri puhul =<0- ning teise
puhul ¢ = 5 +(w - w). 3.164. S=3,25. 3.165. <>= 30°
vBi oJ = 1500. 3.166. 1)~ 1M=2, 2| 1;
Du>=*, | E1, |e2]=1s 3) cos00=3, |[e* E 2, |e=5;
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4) cos~= -5, \T1\=2, |3]=5. 3*167» Jal= 78.
1N1= 30. 1*169, Bl=(E, - F, £7=(- M.

2x120™N SNh= 2=4, Soo= e22=9, &g2=] |¥2 |co3*=2-3 J=3,
d = VRLIXM2S12xY+822y2 = V/NC“4)2+2 3 (-4) 6+9 62= 245.
1ilzZU AB=6, AC=4,-*A= 3.172. = 3,172 o4 2,
|e2 i1 P (elf ?2) = 3.174. A*B"=1, A*C"=5, coaA"=

3*175. y=-5* Markus. Lahendamiseks vOib kasutada valemit
loigu AB pikkuse arvutamiseks uldises afiinses reeperis.

Kui A(xlyl), B(x2,y2) ja loik moodustab x-telje positiiv-
se suunaga nurga (fF» siis valem omab kuju:

* sInffi-y) ° bl12z+ 1) 451 2) 16. 1?7t *
= +30. 3.178. ') 3; 2) 27; 3) 300. 3.180. Vektorite x ja
y ristseisu korral. 3.182. o= -15. 3.184. Vektorid y ja
X peavad olema kollineaarsed. 3.185. 24.

3.186. (OHy)*(x-"N)=25f«. See samasus naitab, et antud roodp-
kiliku diagonaalidele ehitatud roopkiliku pindala on kaks
korda suurem esialgse roopkuliku pindalast. 3.187. 1a/i3 E
=11. 3.188. 37t5* 3*189* CD=3.8. 3*190. siny»="|"].
3.191. P~?=+6/7 olenevalt sellest, kas pt <, ja 1l moodus-
tavad parem- vOi pahempoolse kolmiku. 3.193. Markus. Ka-
suteda samasust: (M-a)*(c-a)=a«btbkct+c«a™B 3.194. Vasaku
kée kolm esimest sOrme moodustavad vasakpoolse kolmiku,
parema kde samad sdrmed moodustavad parema kae kolmiku.
3.197. 1) 2«y=T, y«z=X, Z®EY: 2) XQy=-Z, Yy*Z=-X, Z«&X=-Y.
3.201. Ei ole lahenduv kahel juhul: 1) kui S=0 ja a™0 ja
2) kui M ja b ei ole teineteisega risti. Kui iTja b on
teineteisega risti, siis rahuldab Ulesande tingimusi Ipp-
mata hulk vektoreid 2. Koik nad on risti vektoriga a. Nen-
de seas on luhim vektor (risti vektoriga b), mille pikku
on |xI= ulejaanud lahendid saadakse antud vektorist,
liites talle vektoriga b paralleelse suvalise vektori.
3.202. x=3i“17j-4k. 1.2Q1* 1x1= 21. 3*204. (6, -3, -3),
(12, -26, -8), (O, 0, 0). 2T205* 1) (5, 1, 7);
2) @10, 2, 14); 3 (20, 4, 28). 1,206* (a«b)*3«(-7,14,-7)
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a*@<)—(10, -13, 19)» 3.207. 1) (6, -4, —6);
2) (12, 8, 12). 3.208. 18\" . 3.209. 14. 3.210. 5.

3.211. sinv>= 3.212. (6, -24, 8). 3.213. m =

= (45, 24, 0). 3, 2t4. r=(7.5,D. 3.215. @2, 11, 7.
3.216. (4, 3, 4). 3.217. 1) 15; cose*=2/3, cos/3=-2/15,
cos £=11/15; 2) 28; cosel=-3/7, co3/3=-6/7, cosjt=2/7.
3.218. Mef. cos x= — .cosfl-— — , cos/"=—1T7 -
—_— VS6 - \f=z yT/a
3.220. Markus. Kui vektorid 9, y ja Z'on komplanaarsed,
siis segakorrutise arvutamisel voib z asendada x ja y li-
neaarkombinatsiooniga. 3.224. Juhul kui vektorid a, b,
J on Uksteisega risti. 3.226. v=4]abc’]. 3.227. 1) v=25i
2) v=0. Markus. Teise ulesande vastus on ilmne, kuna vek-
torid a, b ¢ on komplanaarsed. 3.228. h= — "L

3.229. 1. 3.230. 1),4) parempoolne; 2),3),6) vasakpoolne;
5) vektorid on komplanaarsed. 3.231. abc=24. 3.232. abc"=
= +27_ Plussmark on juhul, kui vektorite a, b,c kolmik on
parempoolne, miinusmark - kui vektorite kolmik on vasak-
poolne. 3.233,1) -11;2) -7. 3.235. 3. 3.236. 11.
3.237. b1, 8, 0); D2, -7, 0). 3.238. 1),3) kompla-
naarsed; 2) mittekomplanaarsed.

x2 ' X1 y2 y1 z2 71

X3 -x4 y3 —gll z3 *2, =0.

X4 -X1 "4 Y1 74 -~-21
3.242. Vordus kehtib siis ja ainult siis, kui on taidetud
vahemalt (ks kahest tingimusest; 1) vektor y-on risti vek-
toritega x ja z%; 2) vektorid x ja z on kollineaarsed.
3.243. (z*x)y=0. Markus. On soovitav mitte kasutada kolme
vektori komplanaarsuse valmis tingimust, vaid lahendada
Ulesanne, elimineerides vOrdusest kordajad Aja yu..
A elimineerimiseks korrutame vorduste mdlemaid pooli vek-
toriaalselt a-ga. fi elimineerimiseks korrutame saadud vor-
duse b-ga (skalaarselt). 3.244. x = —B+”c . Lahendus.
Korrutame vorduse 5fd=<? mdlemaid pooli vektoriaalselt vek-
toriga a. Saame Qb )asSc*a. Edasi (O<*b)*iT=b(xa)-x(ba)=
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= e Arvestades, et za=«, saame <b-x(5a)=c«a”™ Lahen-
dades viimase vOrrandi X suhtes, saame toodad vastuse»
1.246. x = I»(g«gV*fic"g)+ F(a*b) " LahenduBe Korrutame
esimest v@rrandit arvuga /3 T teist arvuga « ja lahutame
esimesest vOrrandist teise. Saame x(<*b-/5?)=0, s»t*

XJ " xb- Analoogiliselt x(/3c- ™-b)=0f s.t. x\ific- ggl
Kui x on risti kahe vektoriga, siis ta on kollineaarne
nende vektorite vektorkorrutisega x= n( <b- /»a)"(/3c- fb)=
= [«(b»c™+ /3(c«a)+ |Ff(@h)] . Kordaja N leidmiseks kor-
rutame vOrduse mdlemaid pooli skalaarselt vektoriga b ja
kasutame vérrandit xb=/3 , saame p n VB

3.246. 1) (-46, 29, -12); 2) (-7, 7, 7). 3.249. (4,60,32).
3.250. -104. 3.251. 1) Kuicx/0, siis vOrdused on sama-
vaarsed, s.o. vOrdusest x=y jareldub <xx=c*y ja vastupidi.
Teiste sOnadega, vektorvordust voib korrutada ja jagada
nullist erineva arvuga; 2) esimesest vOrdusest jareldub
teine, kui vastupidine ei kehti. Vdrdusest x?=yl jareldub
vaid, et (?-y)?=0, s.t. (xy) Lz*; 3) esimesest jareldub
teine, kuid mitte vastupidi. VOrdusest x«z=y*z” jareldub

vaid, et (x-y) lt\ 4) vordused on samavairsed. ~ 25-%

2.252. 3. 3.254. «r 15; t* -1/5. 2*2™ r 04

Oa f =(- -£=, - ,0). 3.259. 1) *, ~ ja c on mitte-
" ET 0,7=* -

komplanaarsed; 2) 1, m _ja n on komplanaarsed. 3.260. 3\pO.

3.261. a = 7; COS X = cos /3= - 17, cos = i}

3.262. 1) cos ?= VIT sinfs 1=, tg«/~=1, 1: = 45°+ 360°k;

2) cos =-3-,sinf=—— }tgy= -1, <= 315°+ 360°;
N2 V~2
3) cos = -1, siny»=0, t<j>=0, «F= 180°+ 360°k;

4) cos f =0, sinjf=-1, tg tf pole maaratud, <= 270°+ 360°k;
5) sama, mis 1); 6) cos<$= sinf tg p= -3.

3.263. 2. 3.265. (“(4-VT, 2+2\/3), C2(4NffF, 2-2\/3).
3.266. Ba(], ™, B2(- 1], - ~). Markus. P&obrates vektorit
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AC nurga (f =arctan ™ vOrra ning muutes ta pikkust 2coe<f
korda, saame_vekt2ri iS. 3.267. M(-5. 4),

3«268. r = — ———————— 2 e 3.269. Keskpunkt on (-1# -2),
raadius r=5, 3*270« cosA= ; cosB= 4/21; cosC= -
3.271. S =1 VI7 « 3.272. X=6, T=-8, Z=-6. 3,273. D(-5,7),

C(0, 9) voi D4-1, -3), CU4, -1). 3.274« 04, 3),

D(-2, -5). Markus. Olgu M diagonaali AB keskpunkt. Tippude
C pa D leidmiseks poorame vektorit MB kord nurga kord
nurga - vorra. 3*275. B(2, 5" 2.(16, 3).

3.276, 1) rl+r2-r3.J3.,27.,5 =~ « 3.278, E=r+(?-9),

F = .3.279. 3=1 -»b +r, t*=t -5 +em
=T5 -~ +&8",~a" -'"c-T +a".3.280. r= - F *°.

3->281« v=6 . Vektorid P, Q ja R moodustavad vasakpoolse
kolmiku, kuna nende segakorrutis on negatiivne.

® pop _ "4AFL+*2*2+ eee \/ N 3284 b *[2
2%28™ T ~ ml+m2+ - % * »
*2= -\/ V(-2/3, V3, -1),

b2=(1/3, 1/3, 1), b3=(2/3, -1/3, 1). 3.286.Rg(20T 9, 12);
R=25; cos« = 20/25; cos /3 = 9/25; cos ™ = 12/25,

-
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