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Sissejuhatus

Funktsioon f on diferentseeruv oma méaramispiirkonna sisepunktis x, kui leidub 16plik

piirvaartus

x+h)— f(z
lim flz+ })L S ),
mida nimetatakse funktsiooni f tuletiseks kohal z ja téhistatakse f'(z) voi L f(z).
Oletame, et funktsioonil f on olemas loplik tuletis f’ antud punkti x mingis timbruses.
Selles timbruses kujutab siis f" argumendi x teatavat funktsiooni. Kui sellel funktsioonil
on kohal x omakorda tuletis, siis viimast tuletist nimetatakse funktsiooni f teist jarku
(ehk teiseks) tuletiseks kohal x ja tahistatakse f”(z) voi % (z). Uldiselt, olgu n €
N = {0,1,2,...} ja funktsioonil f punktis z 16plik (n — 1)-jarku tuletis. Kui sellel
(n — 1)-jarku tuletisel on kohal x omakorda tuletis, siis viimast tuletist nimetatakse
funktsiooni f n-jérku tuletiseks kohal z ja tdhistatakse f™(z) voi <L f(z). Aga mis
juhtub siis, kui me soovime funktsiooni tuletise definitsiooni iildistada, et see kataks ka
olukorrad, kus jark ei ole naturaalarvuline? Tuleb vilja, et selline iildistus on voimalik

ja selleks on mitu erinevat voimalust.

Sellist iildistust piiiti leida juba 17. sajandi lopus, ajal kui Newton ja Leibniz
panid aluse diferentsiaal- ja integraalarvutusele. Kui Leibniz tahistas iithes oma kirja-
dest I’'Hospitalile funktsiooni f n-jarku tuletise siimboliga (vaikimisi eeldades, et n on

naturaalarv)

4 i),

dx™
siis sal ta vastuseks kiisimuse: ,Mida tahendab ;i—nn f(z), kuin = %?” Seda 1695. aastal

kirjutatud lauset peetaksegi murrulist jarku tuletiste teooria alguseks.

Kuna esialgu ei olnud néha sellise teooria rakendusvoimalusi, siis vaadeldi mur-
rulise tuletisega seotud kiisimusi kolm sajandit puhtalt teoreetilisest vaatepunktist ja
sellest huvitusid enamasti vaid matemaatikud. Viimastel aastakiimnetel aga on lei-
tud, et murrulist jarku tuletisi sisaldavate diferentsiaal- ja integraalvorrandite abil on
voimalik modelleerida mitmesuguste materjalide (néiteks poliimeeride) kiitumist. Mur-
rulist jarku tuletistega saab suurepéraselt kirjeldada ka méluga protsesse ja materjale.
Uheks tiiesti uueks rakendusvaldkonnaks on matemaatiline psiihholoogia, mis kasutab
matemaatilisi mudeleid inimeste kditumise uurimiseks. Kuna murrulist jarku tuletised
voimaldavad hésti kirjeldada méluga siisteeme ja inimeste reaktsioonid soltuvad nende
kogemustest ehk nende mélestustest, siis leiavad matemaatilise psithholoogia mudelites
kasutust just murrulist jarku tuletised ([2], Ik 4).

Alates aastast 1695 on esitatud mitmeid voimalusi murrulist jarku tuletise defi-

neerimiseks ([1]). Kéesoleva bakalaureuset6o eesmérgiks on tutvuda neist kolme koige



levinumaga: Griinwald-Letnikovi, Riemann-Liouville’i ja Caputo definitsioonidega. See
on ka nende kasutusele votmise kronoloogiline jarjekord. Kéaesolev t66 toetub suures

osas monograafiates 2] ja [7] esitatud tulemustele.
T66 koosneb viiest osast.

Esimeses paragrahvis on esitatud moned abitulemused, mida kasutatakse kiesoleva

to0 jargnevates osades.

Jérgnevas kolmes paragrahvis esitatakse Griinwald-Letnikovi, Riemann-Liouville’i

ja Caputo tuletiste definitsioonid, nende tuletuskéigud ja moned olulisemad omadused.

Paragrahv 5 sisaldab eelnevalt esitatud murrulist jarku tuletiste definitsioonide
vordlust. Esmalt vaadeldakse Riemann-Liouville’i ja Caputo tuletiste omavahelist seost
ja seejarel vaadeldakse Riemann-Liouville’i ja Griinwald-Letnikovi diferentsiaaloperaa-

torite vahelist seost.

Paragrahvid 6 ja 7 sisaldavad vastavalt naiteid murrulist jarku tuletiste leidmisest

ja murrulist jarku tuletiste rakendustest.



§ 1. Vajalikud eelteadmised ja abitulemused

Selles paragrahvis esitatame moned moisted ja tulemused, mida ldheb vaja bakalau-

reusetod jargmistes osades. Siin tugineme toddele [4] ja [7].

Definitsioon 1.1. Gammafunktsiooniks nimetatakse funktsiooni I'; mis on defineeri-

tud seosega

[(a) :/ e 2" 'z, a>0
0

Néitame, et integraal
/ e "' dx (1.1)
0

koondub, kui a > 0.

Olgu a > 0. Jaotame vaadeldava integraali (1.1) kaheks osaks:

o] 1 00
/ e tdx :/ e_xa:a_ldx—l—/ e “x .
0 0 1

lime™ =1,
x—0

Kuna

siis integraal

1
/ e "x* dx (1.2)
0

1 1 .
2 e = =2 o
0 a

Jarelikult integraal (1.2) koondub, kui a > 0.

Uurime niitid integraali

koondub, kui koondub integraal

/ e " dx (1.3)
1

koonduvust. Kuna iga a korral
lim e "z =0,

T—00

siis leidub selline parameetrist a soltuv arv M, et iga = > 1 korral

Seega



millest jareldub, et integraal (1.3) koondub iga a korral. Kokkuvottes olemegi saanud,
et integraal (1.1) koondub, kui a > 0.

Olgu a > 0. Siis kehtib seos

I'(a+1) =al'(a). (1.4)
Toepoolest, ositi integreerides saame

Ila+1)= / e "atdr = —e_zx“{zo + a/ e 2 'dr = 0+ al'(a) = al'(a).
0 0

Osutub, et I'(5) = /7 ja iga a > 0 korral kehtib Euler-Gaussi valem

_ nln®
Ple) = e ) (1.5)

kus n € N ([4], Ik 252-254).

Osutub, et kuigi integraal (1.1) ei koondu a mittepositiivsete vddrtuste korral,
saab selle integraali kaudu defineeritud funktsiooni I' jatkata negatiivsele poolteljele.

Selleks kasutame valemit (1.4).

Olgu a < 0 jan € N selline, et a +n > 0. Siis defineerime (vt néiteks ([7], Ik 6))

I'(a+n)
a+1)...(a+(n—-1))

M@) = o (1.6)

Kui a > 0, siis vordus (1.6) on samavédrne seosega (1.4). Paneme téhele, et kui
a € {0,—1,-2,...}, siis vorduse (1.6) paremal poolel oleva murru nimetaja vordub

nulliga. Seega pole funktsioon I' méaratud mittepositiivsete téisarvude korral.

Definitsioon 1.2. Beetafunktsiooniks nimetatakse funktsiooni B, mis on defineeritud

seosega
1
Blab)= [ el a- o ar (17)
0

kus a ja b on positiivsed reaalarvud.

Uheks beetafunktsiooni ja gammafunktsiooni vaheliseks seoseks on
B(a,b) = ((— (1.8)

kus a ja b on positiivsed reaalarvud ([4], 1k 249).

Definitsioon 1.3. Olgu p > 0. Siis defineerime m = [p] kui vihima tdisarvu, mis on

suurem voi vordne arvuga p.



Definitsioon 1.4. Olgu «, 5 > 0. Siis Mittag-LefHleri funktsioon £, g defineeritakse
([7], Ik 17) 16pmatu summana

Zrak+ﬁ x> 0. (1.9)

k=0

Lause 1.1. Olgu (an1)p%=1 Ja (B)iZ, sellised reaalarvulised jadad, et

(1) lim B, =1,

k—o00

(2) lim o, =0 iga k € N korral,
n—oo

(3) lim Zank—A

n—oo k=

(4) leidub K > 0 nii, et Y |an,| < K igan € N korral.
k=1

Siis .
Jingo;a"kﬁk = A. (1.10)

TOESTUS. Olgu (04)52, selline jada, et B, =1 — oy, ja klim o, = 0. Siis klim B =1 ja
—00 —00
lause eeldusest (2) jareldub, et iga fikseeritud r € N korral

r—1

D S

Seega
r—1 n n n
lim g an Bk = lim E oy Bk = lim g app — lim g Qi kO
n—0o0 n—oo n—o0 n—oo
k=1 k=r k=r k=r
n n
= lim E ap i — lim E Q0 1O
n—oo n—oo
k=1 k=
n
=A— lim 5 QO
n—oo
k=r
Niitid

n n n
= ’ lim E On k0| < lim E ‘Oén,kHO—k‘ < o lim E ’Oén,k:‘
n—00 n—00 n—00
k=r k=r k=r

n
=o" lim E || < 0" K

n
‘A— lim E Oén,kﬁk
n—+00 o



kus o* = max |og|. Kuna klim o = 0, siis iga € > 0 jaoks leidub r € N nii, et 0* < 5.
>r —00
Seega

< €.

‘A — lim ; Qe O

Jarelikult védide (1.10) kehtib. [l



§ 2. Griinwald-Letnikovi tuletis

See paragrahv toetub monograafiale [7].

2.1. Grunwald-Letnikovi tuletise definitsioon

Selles punktis esitame Griinwald-Letnikovi tuletise definitsiooni ja selle tuletuskiigu.

Olgu funktsioon f = f(t) diferentseeruv 16igus [a, b]. Siis selle funktsiooni tuletis

punktis ¢ € (a,b) on defineeritud piirviartusena

: . f(t) — f(t=h)
f'(t) = lim - :

h—0 (21)

Funktsiooni f teist jarku tuletiseks punktis ¢ nimetame funktsiooni f’ tuletist selles

punktis:
" .f/(t)_f/(t_h) . .f(t)_f(t_h) .f(t_h)_f(t_zh)
J(0) = fim n =,££%z(£% n - i h )
oL f() = fE=h)  ft—h)— f(t—2h)
—%:f%z(izf%( h B n ))
chik £)— 2f(t — h) + f(t—2h
f”(t):hmf()_ f(_)+f(_ ) (2.2)

h—0 h2

Vordusi (2.1) ja (2.2) kasutades saame

f”/(t) — lim f(t) — 3f(t — h) + 3f<t — 2h> — f(t — Bh)

h—0 h3

ja induktsiooniga tuletise jérgu jérgi saame funktsiooni f n-jarku tuletise punktis ¢

n

700 = tim o S-17 () gt = o),

r=0

kus n € N. Siin ja edaspidi tdhistame

kus p € (—o00,00), 7 € Nja 0! = 1.
Tahistame .
0 =5 Sy (V) e om 2.4)



kus p ja n on naturaalarvud. Kui p < n, siis

lim 7 (t) = fP(),

h—0

sest vordusest (2.3) jareldub, et iga r > p korral on summas (2.4) olev binoomkordaja

vordne nulliga.

Definitsioon 2.1. Olgu p > 0. Operaatorit ¢, D, mis on ruumis C|a, b] defineeritud

a’

vordusega

(@ DL = lim h‘pZ(—l)”(f)f(t—rh), e (o] (2.5)
nh=t—a r=0

kus n on naturaalarv, nimetatakse Griinwald-Letnikovi diferentsiaaloperaatoriks. See-
juures funktsiooni ¢z, D? f nimetatakse funktsiooni f Griinwald-Letnikovi p-jarku tule-

tiseks.

Kui p = 0, siis defineerime ¢, D° = I, kus I on samasusteisendus.

2.2. Grunwald-Letnikovi tuletise teine esitus

Meie edasiseks eesmérgiks on teisendada piirvaértust (2.5). Selleks kéigepealt muudame

vorduse (2.4) esitust jargneval viisil.

Kuna iga p > 0 ja r € N korral kehtib seos

p p—1 p—1
_ 2.6
()= 00) &
kusjuures r = 0 korral

(f ) 1) N (1;> - (P; 1) o _pé))!()! o Epl—_lz)!)!m =1-1=0, (2.7)

- hpi(l)’(pr )f(t —rh) + hp%(l)”l <p; )f(t — (r+1)h)

10



kusn € N, h = &2 ja
Af(t—rh)= f(t—7rh) — f(t— (r+1)h)

on esimest jarku tagurpidi diferents funktsioonist f kohal t — rh.

Paneme tahele, et avaldis

n—1

ey () asa-m
R :<—1>’“ (") ast -+ n 2(—1)7" (P23)ase-m
i () sty ne jz:;u)?"(p )ara-m
+hP Tiii(—l)?“ (p N 2) Af(t—(r+1)h)
= (P2 st
. :g(—l)r (") ase =+ o (P2 i
n g—l)r(p S )ara- o

on seoste (2.3),

Af(t—rh) = Af(t— (r+1)h) = A(f(t—rh) — f(t — (r+ 1)h))
= A(Af(t—rh)) = A2f(t — rh)

ja
a+h=({t—nh)+h=t—(n—1)h

alusel vordne avaldisega

(—1)"1 <p N 2) hPf(a+h)+h? nf(—w" (p - 2> A2f(t —rh).

n—1 T
r=0

11



Analoogiliselt saame, et

r
r=0

h™P nf(—n’" (p - 2) A*f(t —rh) = (-1)"? (Z : ?2’) h™PA*f(a + 2h)

+hP i(—l)’" (p - 3) A3 f(t — rh).

r
r=0

Seega, kasutades binoomkordajate omadust (2.6) m — 1 korda avaldises (2.8), saame,
et

) = 3 1yt (p o k) hPARf(a+ kh)
k=0

r
r=0

Z(_l)n—k (p ; : k) hPA* f(a + kh) (2.10)

m
k=
k-nda litkme piirvaartuse:

lim (—1)"* (p —k 1) hPAFf(a + kh)

h—0 n—=k
nh=t—a
_k k
- . _ n—k‘ p_k_ 1 _ p—k n P —p+k‘A f(&+kh)

== (g (7 Yoo (i (725) )

x(nmw)

h—0 hk

Kuna
n

Ak f(a+ kh)
. p—k _ . .
nll—{rolo(n — k) LoJa Ilzlgtl) h¥

= f¥(a)

ning vorduse (1.5) alusel (kus vorduses (1.5) esitatud gammafunktsiooni I'(a) valemis

12



a=-p+kjam=n—k)

i (-1+(7 -

~ lim (—p+Ek+1)(-p+k+2)..(=p+n)
n—00 (n — k)—P+k(n — k’)'
oy PR R D(p R4 2). (—p+n)
n—oo (n—k)=Ptk(n — k)!(—p + k)
1 B 1
(=p+ k) (-p+k) T(-p+k+1)

Siis

: n— p_k_]- —p _f(k)(a)(t—a)*p““
i (1) k< n—k )h Af(a+kh) = T(—p+k+1)

nh=t—a

Seega saame summa (2.10) piirvaértuse kirjutada kujul

m—1 m—1
: ek (PR FE( — a)7Ptk

lim 7 (~1) < L >h A fla+kh) =) o p+k+) . (211)

nh=t—a k=0 k=0
Vorduses (2.9) oleva teise summa
- n—m p—m
h™? —-1)" A"f(t—rh 2.12
> v (") ansa - (2.12)

piirviaartuse leidmiseks kirjutame selle kujul

;“*m_ T (m — p—m pomAPELY () m—p—lAmf(t_Th)
o 2T p>( ) ey 22T

r—=

Kasutame niitid lauset 1.1. Selleks votame

= (1T (p ) (P ")

Amf(t —rh
Uy = h(rh)mfpfl f( r )
hm
ja
b t—a
n

ning kontrollime lause 1.1 eeldusi (1) — (4).

13



Kasutades vordust (1.5) saame, et

fr = lim (=1)" (p m) aras Plp—ptm
I (p—m)p—m—1)...(p —m—r+1))(=1)pmPHplp—rtm
= 1m

r—+o0 rl(=p+m)(=p+m+1)...(—=p+m+r)
.

= lim —.
r—oo —p+MmMm-—+7r

Seega
lim 5, =1 (2.13)
r—00
Kui m — p > 0, siis iga r € N korral
A" f(t —rh)

lim a,, = lim h(rh)™ 77! = £ (¢) lim h(rh)™ P! =0

n—o00 h— 0 hm h— 0

ja
: = ATt —1h) ! o
_ m—p—1 — _ F\ym—p—1r(m)
lim » ay, = lim h(rh) = / (t—7) f(r)dr,
= nh=t—a r=1 a
kus 7 =t —rh ja h = =2 on 16igu |a, t] iihtlase alajaotuse iga alamldigu pikkus ([3], 1k

352). See integraal leldub, kui funktsioon f on m korda pidevalt diferentseeruv loigus
[a, 1].
Kuna 16igus pidev funktsioon on selles loigus tokestatud, siis summa Z |anr‘ on to-

kestatud iga n € N korral. Jarelikult on lause 1.1 eeldused taldetud Ja me saame,

et

‘ _p’l’L—m_ . p_m . B
é}rﬁh ;( 1)( . )A Flt —rh)

*—1 t — )yl m) () dr
—r<_p+m>/a<’f el O ()

Kasutades seda piirvaértust ja piirvddrtust (2.11), saame avaldise (2.5) esitada kujul

m—1
P f®(a)(t —a)P** 1 : m—p—1 ¢(m)
(0D = 3 S S = e e

Valem (2.14) on saadud eeldustel, et f € C™[a,b], t € [a,b] ja m on naturaalarv, mis
rahuldab tingimust m > p. Arvu m vahim voimalik véaértus on méaaratud vorratusega

—1<p<m.

14



§ 3. Riemann-Liouville’i tuletis

Selles paragrahvis toome koigepealt sisse Riemann-Liouville’i integraali moiste ja see-
jarel defineerime Riemann-Liouville’i tuletise Riemann-Liouville’i integraali abil. See

paragrahv pohineb monograafial [2].

3.1. Riemann-Liouville’i integraali definitsioon

Olgu D operaator, mis seab 16igus [a,b| diferentseeruvale funktsioonile f vastavusse

tema tuletise f’:

(Df)(@) = f'(z), x€lab].
Olgu J, operaator, mis teisendab 16igus [a, b] integreeruva funktsiooni f funktsiooniks
Jo f nii, et

(Juf)(@) = / it e fab].

Iga n € N korral hakkame kasutama stimboleid D" ja J' tdhistamaks operaatorite D

ja J, n-kordset rakendamist:

D'=D, J'=1,
D"=Dpp ' gt =g, gL

a a

Defineerime D° = [ ja JO = I.
Jargnevas huvitab meid, kas ja kuidas saame neid moisteid iildistada nii, et oleks
kaetud ka olukorrad, kus n ¢ N. Selleks esitame koigepealt moned vajalikud abitule-

mused lausetena 3.1 ja 3.2, mille tdestused voib leida vastavalt opikutest ([3], 1k 371)
ja (6], Ik 224).

Lause 3.1. Olgu f: [a,b] - R = (—o0,00) pidev funktsioon ja olgu F': [a,b] — R

defineeritud vordusega
m@:/f@ﬁ,xemw

Siis F' on diferentseeruv ja

F =

Lause 3.2. Olgu f loigus [a,b] integreeruv funktsioon. Siis iga n € N korral kehtib

Cauchy valem

2N = oty | @0 0 e o

(n—1

15



Lause 3.1 pohjal
DJ.f=f.
jaiga n € N korral
D"J'f=f. (3.1)

Operaatorite D ja J, iildistamisel soovime siilitada selle omaduse.

Definitsioon 3.1. Olgu p > 0. Operaatorit gz J?, mis on ruumis C|a, b| defineeritud

vordusega
1

(a20)(0) = g5 [ @0 ae oy 32

nimetatakse Riemann-Liouville’i p-jarku integraaloperaatoriks. Seejuures funktsiooni

rrJ? f nimetatakse funktsiooni f Riemann-Liouville’i p-jarku integraaliks.

Kui p = 0, siis defineerime 7 J? = I.
Jargnevalt esitame kaks tulemust, mida ldheb vaja edaspidi. Lause 3.3 toestuse voib
leida monograafiast ([2], Ik 14).

Lause 3.3. Olgu p,r > 0 ja f € Cla,b]. Siis
(redy(re s ) (@) = (reJET f)(2), € [a,b].
Lause 3.4. Olgu p > 0 ja (f)52, loigul [a,b] koonduv pidevate funktsioonide jada. Siis
(reJg lim fi)(z) = (lim grJ7fi)(z), = € [a,0]

TOEsTUS. Olgu klim fx = f. Siis f on pidev loigul [a,b]. Tahistame ||f|lc =
—00
sup |f(x)|. Hindame funktsioonide (grzJ? fx)(z) ja (rrJ?f)(x) vahet, kui x € [a,b].

z€[a,b]
Operaatori gy, J? definitsiooni pohjal

(2 (&) — (a2 ) (@) = | / (1) — F(O) @ — Pt

F(p/'fk ( t)p_ldt
1 Pl
< il = fl / (o =ty ar.

Kuna iga = € [a, b] korral

’ p—1 __lx_ pg”:lx_ap
/a@:—t) dt=— (o=t = =0

p

16



jal(p)p="T(p+1), siis

1

|(reJE fr) (@) — (ReJEf)(2)] < mﬂfk — flloo(z — a)”
1 p
< m”fk_f”m(b_a) :

Et || fx — f]loo — o0 protsessis k — oo, siis iga x € [a, b] korral

|(reJE fi) (@) — (reJY f)(2)] = O,

kui k — oo. O

3.2. Riemann-Liouville’i tuletise definitsioon

Tuginedes eelmises punktis sissetoodud Riemann-Liouville’i integraaloperaatori gz, J?

moistele, saame defineerida Riemann-Liouville’i diferentsiaaloperaatori.

Definitsioon 3.2. Olgu p > 0 ja m = [p]. Siis operaatorit r;,D?, mis on defineeritud

vordusega
(reDEf) (@) = (D™ Re )" P f)(2), @ € [a,b] (3.3)

nimetatakse Riemann-Liouville’i p-jarku diferentsiaaloperaatoriks, funktsiooni pyDP? f
aga nimetatakse funktsiooni f Riemann-Liouville’i p-jarku tuletiseks (me eeldame, et
funktsioon f on selline, et D™ J" P f eksisteerib).

Kui p = 0, siis defineerime D? = I.

Paneme tahele, et kui p € N siis operaator gy, DP iihtib tavalise p-jarku diferent-

siaaloperaatoriga DP.

Osutub, et Riemann-Liouville’i tuletiste ja Riemann-Liouville’i integraalide vahel

kehtib vordusega (3.1) analoogiline seos.

Lause 3.5. Olgu p > 0, m = [p|, a € R ja funktsioon f selline, et ryD?(rpJ?f

eksisteerib. Siis
(re Dy (re 3 f))(2) = f(z), € (a,b).

TOESTUS. Olgu z € [a, b]. Riemann-Liouvillei tuletise definitsiooni ja lause 3.3 pohjal
(ReDE(re 3 ) (@) = (D™ (reJy" P (reJE ) (@) = (D" reJy" f)(x) = (D™ J5" f) (),
millest saame vorduse (3.1) alusel
(D™ I ) (@) = (If)(x) = f(z).
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]

Lause 3.6. Olgup,r >0, m = [p],n=[p] jaa € R. Kui ¢ € Cla,b] ja f = g J'*" ¢,
5118

(rReD2ri DL f)(2) = (R D2 f)(2), @ € [a,b]. (3.4)

TOESTUS. Olguz € [a, b]. Funktsiooni f Riemann-Liouville'i tuletise definitsiooni poh-
jal

(reDhre Dy f)(x) = (reDire DoreJy ") () = (D™ peJy P D" e dy " reJy " 6)(x),
millest saame lausete 3.3 ja 3.5 alusel

(D™ ey P D" gy jp JETT0) (@) = (D™ geJy P D R Jy P 0) ()

(
(DmR Jm pDnRLJnRLJ qb)( )
= (D" re " P RIS 9) (@)

= (D" reJq"¢)(2)

= ¢().

Jarelikult (r DPrr D f)(x) = ¢(x). Kuna f = g JPT" ¢, siis g, DPT" f = ¢ ja seega

(re DY rL D, f) () = (R DY f) ().
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§ 4. Caputo tuletis

See paragrahv toetub monograafiale [2].

Definitsioon 4.1. Olgu p > 0, m = [p] ja f € C™[a,b]. Defineerime operaatori DP
vordusega
(D2f)(@) = (e JPD™ f)(@), € [a,b]. (4.1)
Kui p = 0, siis defineerime 152 =1.

Paneme téahele, et kui p € N, siis operaator f)g ithtib tavalise p-jarku diferent-
siaaloperaatoriga DP. Toepoolest, kui p € N, siis m = [p] = p ja D{j = pJODPf =
IDPf =DPf.

Lause 4.1. Olgu p > 0, m = [p| ja f selline loigus [a,b] mdadratud funktsioon, et
leiduvad (gL D2 f)(z) ja (f™Y)(z) loigus [a,b]. Siis

(DEf)(@) = (e DE(f = T [f;a)) (@), € [a, 0]

kus T,,—1[f;a] on (m — 1)-jarku Taylori polinoom funktsioonist f punktis a s.t.

Kuim = 0, siis defineerime T,,_1[f;a] = 0.

Definitsioon 4.2. Olgu p > 0, m = [p] ja funktsioon f selline 16igus [a,b] maaratud
funktsioon, et leidub (g D?(f —Tn-1[f;a]))(z) 16igus |a, b]. Siis operaatorit ¢ D? f, mis

on defineeritud vordusega

(eDif) (@) = (reDE(f = Tnalfsal))(x), @ € [a,b]. (4.2)

nimetatakse Caputo p-jarku diferentsiaaloperaatoriks. Seejuures funktsiooni ¢DP f ni-

metatakse funktsiooni f Caputo p-jarku tuletiseks.

Paneme téahele, et kui p € N, siis operaator ¢D? iihtib tavalise p-jarku diferent-

siaaloperaatoriga DP. Toepoolest, kui p € N; siis m = [p| = p ja

(eDe) (@) = (reDE(f = Tnalf; al)) (@) = (reDEf) (@) = (reDE(Tnlf; a]))(2)
= (D" f)(@) = (D™ (Tl fs ) (@) = (D™ f)(x)
= (D"f)(x), x € a,b],

sest m-jarku tuletis (m — 1)-jarku polinoomist on null.
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§ 5. Griinwald-Letnikovi, Riemann-Liouville’i ja

Caputo tuletiste definitsioonide vahelised seosed

Selles paragrahvis vordleme eelnevalt antud kolme erinevat tuletise definitsiooni.

5.1. Riemann-Liouville’i tuletise ja Caputo tuletise vaheline seos

Esmalt vordleme eespool defineeritud Riemann-Liouville’i tuletise ja Caputo tuletise

definitsioone.

Koigepealt paneme tédhele, et Riemann-Liouville’i tuletis konstantsest funktsioo-
nist f(z) =c¢ (x € [a,b]), el pruugi olla vordne nulliga.
Toepoolest, olgu f(z) = ¢, kus « € [a,b] ja ¢ on mingi konstant. Olgu a € R, p > 0 ja
m = [p]. Kui p € N, siis g, D? = DP ja seega

(re Dy f)(x) = (D) f(x) = 0.
Kui p ¢ N, siis definitsioonist (3.3) ldhtuvalt saame, et

(re DY) () = (D™ R Jy " f)(2))

m 1 ’ mfpflc
=D <F(m—p)/a (x —1t) dt)

. 1 I
=P pmp Tl
= D"( L c(x—a)™?)

Seega valemi (1.4) alusel saame

clx —a)P
D? =" b|. 5.1

(mDLf)(@) = s ot (5.1)
Paneme téahele, et see tuletis vordub nulliga siis ja ainult siis kui ¢ = 0. Samas Caputo
p-jarku tuletis funktsioonist f(z) = ¢ (x € [a,b]) on definitsiooni (4.2) ja lause 4.1
pohjal alati vordne nulliga:

(eDEf) (@) = (D2f) (@) = (re " PD™ ) () = 1 )/x(w — )" P dt = 0.

L(m—p

Osutub, et Riemann-Liouville’i diferentsiaaloperaatori ja Caputo diferentsiaalope-

raatori vahel kehtib jargnev seos.
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Lause 5.1. Olgu p > 0, m = [p] ja a € R ning olgu l6igus |a,b] mddratud funktsioon
f selline, et tal leiduvad Caputo ja Riemann-Liouville’i p-jarku tuletised (g DPf)(z)
ja (¢D? f)(x), kus x € [a,b]. Siis

m—1

(cDgf)(@) = (re Dy f)(® Z I k; p+ 1 —a)k?. (5.2)

TOESTUS. Olgu z € [a, b]. Siis definitsiooni (4.2) pdhjal

(eDef)(x) = (reDE(f = T [f5a]))(2) = (re DEf) (@) = (ReDETmlf; a]) ().

Kuna funktsiooni f (m — 1)-jarku Taylori poliinoom punktis a avaldub seosega

k=0
ja naite 6.1 alusel
[(k+1) _
DP kE _ p+k
(mDE) (e — )" = = g e = a)

Siis

— (z — a) Ptk
c~ k' D(-p+k+1)

_ m—1 f(k)(a) ( _ ) otk
~D(-p+k+1)

Seega

Lause 5.2. Lause 5.1 eeldustel
cDV f(x) =g DY f(x)
parajasti siis, kui

f®(a) =0 iga k € {0,1,... ,m — 1} korral.
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5.2. Riemann-Liouville’i tuletise ja Griinwald-Letnikovi tuletise

vaheline seos

Niitid uurime Riemann-Liouville’i ja Griinwald-Letnikovi tuletiste vahelist seost.

Olgu m € N ja f € C™[a,b]. Siis iga p € (0,m) korral leiduvad funktsioonil f

p-jarku Riemann-Liouville’i ja Griinwald-Letnikovi tuletised ja need on vordsed.

Toepoolest, olgum € N, 0 < m—1<p < mjaz € [a,b]. Siis vorduse (2.14)
pohjal

P Y () = Tz —a)kP xx_ m—p—1 ¢(m)
(e DL) @) (@ =04 s [ =

ja vorduse (5.2) pohjal

(reDEf) () =

Rakendades jérjest definitsiooni (4.2), lauset 4.1, definitsiooni (4.1) ja definitsiooni

(3.2), saame

(Do f) (@) = (reDy(f = T [f:a])) () = (DEF)(2) = (e " D™ f)(x)

1

_ " =1 pm) (4 gt
T / (ar — )™= O ()t

Seega
(cr Do f)(x) = (re DES) (). (5.3)
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§ 6. Niited

Selles paragrahvis leiame eri definitsioonide alusel monede astmefunktsioonide tuleti-
sed.

6.1. Naiteid Riemann-Liouville’i tuletise leidmise kohta

Alustame Riemann-Liouville’i tuletise definitsiooni pohjal tuletiste leidmist. Selles
punktis saadud tulemusi kasutame ka Caputo ja Griinwald-Letnikovi tuletiste leid-

miseks.

Olgua € R, p>0, m=[p], f:]a,b = R jaz € [a,b]. Vaatleme vaid olukorda,
kus p ¢ N, sest vastasel juhul iithtib Riemann-Liouville’i p-jarku diferentsiaaloperaator

rrD? tavalise diferentsiaaloperaatoriga DP.

Niide 6.1. Olgu f(z) = (z—a)? b > 0. Siis funktsiooni f Riemann-Liouville’i p-jirku

integraali definitsiooni alusel

_ 1 ’ -
(w27 1)@) = s [ ==
Tehes muutujavahetuse
t—a
5= ,
r—a
saame
1 T o 1 3 x (I, t)m—p—]. (t )b
gy, (=0 e [ e
1 L1 = s)mrt
— _\m—p+bd b .
F(m—p)(J: a) /0 s (x — a)ds
1 1
= r—a m_p+b/ 1 — )™ P lb(s.
Tm = p)( ) i (1—s)

Beetafunktsiooni definitsiooni pohjal

1
['(m —p)

1
1
(x — a)mp+b/ (1—s)" P sbds = ————
0 r

=) (x —a)™ "B+ 1,m — p).

Kuna vorduse (1.8) alusel

L'+ DHI'(m —p)
(m—p+b+1)

Bb+1,m—p) =
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Siis
1
['(m —p)

r'(o+1)
'm—p+0b+1)

(@ = a)" "B+ 1,m —p) = (& —a)™ =P+,

Kuip—beN;siisp>bjam—(p—>0) € {0,1,... ,m — 1}. Seetottu

m(_ Lb+1) mepiry L0+ 1) " iy
b <F(m—p+b+1)(x_a) +b)_F(m—p—|—b+1)D ((z =)™ ) =0.

Kuip—b¢ N, siis

rev+1 rev+1
D™ ( (b+1) (z — a)m—p+b) — L(x —a)7P*P,
I'm—-p+0b+1) I'(=p+0b+1)
Seega funktsiooni f(z) = (z — a)® Riemann-Liouville’i p-jirku tuletis avaldub jirgmi-

selt:

0, kuip—beN

P(b+1 _ .
%(I—a) P kuip—b ¢ N.

(reDEf)(x) =

Niide 6.2. Olgu f(z) = cja 0 <z < b. Siis vorduse (5.1) pohjal

cx™P

(re Do f)(x) = T(—p+1)

Seega

(reDE f)(x) = -

3 1
Seose (3.4) alusel g D¢ = D(grrD§). Jarelikult

) e) = D(—e) — - g3
(RLDO f)(ﬂf) _D(\/ﬁ) 2\/7_Tx :
Niide 6.3. Olgu f(z) = \/x ja 0 < z < b. Siis néite 6.1 pohjal
1 TG +1) 1 %_lr(l)_1
Dk () = pp e = A = e
ja .
(reDg f)(z) = D(ﬁﬁ) = 0.

Naiide 6.4. Olgu f(x) =z ja 0 < = < b. Siis néite 6.1 pohjal

1 B r1+1) —141 _ VT _ L
(reDg f)(z) = F(—% 14 1)‘75 - %\/E - 2\/;'
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ja

(D3 () = D2y T) = ——

Naiide 6.5. Olgu f(z) = 22 ja 0 < o < b. Siis niite 6.1 pohjal

1 r'2+1) _li9 2 3 2 3 8 3
(reDg f)(x) = xT2 = r2 = T2 = T2
° (—3+2+1) 5r(2) 27l 3y
ja
3 8 3. 4z x
Dg =D(—7=12) = —= =44/—.
(D3 (a) = Dl = 22 =gy [
Niide 6.6. Olgu f(z) = 23 ja 0 < z < b. Siis niite 6.1 pohjal
1 F(3+1) 1 6 5 6 3 16 s
Dif)x) = r72 = r2 = r2 = xr2.
B M O AN,
ja
3 16 s 8 3
(D) )x) = Dz =) = o

Naiide 6.7. Olgu f(z) = e* ja z > 0. Kuna

(redy" " f)(z) = T(m —p)

Lause 3.4 pohjal

1 x =1 1 @
- P INT g =N — )y gk gy
)/O(x ) ! Zklf(m—p)/o(x )

L(m—p

Seega néite 6.1 alusel

1 1 g 1 [(k+1)
i ¢ m—p—ltkdt — - m—p+k
;k‘f‘(m—p)/o(x ) ;k'f‘(m—p+k+1)
~T(m—p+k+1)
Kasutades gammafunktsiooni omadust (1.4), saame
Db = (3 ) =3
I'm—-p+k+1) ~I(—p+k+1)

k=0
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Paneme téhele, et Mittag-Leffleri funktsiooni definitsiooni (1.9) alusel
(rLDGS) () = 27V Eryp().

Mdirkus 6.1. Eelnevalt vaadeldud astmefunktsioonide ja eksponentfunktsiooni Griinwald-
Letnikovi p-jarku tuletised on seose (5.3) pohjal vordsed samade funktsioonide

Riemann-Liouville’i p-jarku tuletistega.

6.2. Caputo tuletis monedest funktsioonidest

Olgua € R, p >0, m=I[p], f:[a,b] - Rjaax € [ab]. Vaatleme vaid olukorda,
kus p ¢ N, sest vastasel juhul iihtib Caputo p-jarku diferentsiaaloperaator ¢ D? tavalise

diferentsiaaloperaatoriga DP.
Niide 6.8. Olgu f(z) = (z — a)®, kus 0 < z < b. Siis

. 0, kui b € {0,1,2,....,m — 1}
(Dgf)(x) =

I(b+1 _ )
F(b(+1_)p) (z —a)®P, kuib>m,

mis lause 4.1 pdhjal on funktsiooni f Caputo p-jarku tuletis (¢ DP f)(x).
Toepoolest, kui b € {0,1,2,...,m — 1}, siis (D™ f)(z) =0 ja

(D?F) () = (rJ7 P D™ f) () = 0.
Kui b > m, siis
(D" f)(z) = b(b—1)... — (m — 1)) (2 — @)™
ja
(Dé’f)(:v) = RLJC’L”’p(b(b —1)..(b—=(m—1))(x — a)bfm) _
=b(b—=1)..(b— (m = ))pe Sy "(w = a)" .

Kuna b > m ehk b — m > 0, siis néite 6.1 alusel

B Lb—m+1) (r—a
ID(b—m+1+m—p)

LT =1)

o Th—pt 1)

)m—p—l—b—m

RLJ(T—p@Z — Qa
Vorduse (1.4) pohjal

bb—1)...b—(m—1)Lb—-(m—1))=b0b—1)...0 — (m—2)['(b— (m — 2))
=...=T0b+1)
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ja seega

(D2f) @) = Doy,

(b+1—p)
kui b > m.

Naiide 6.9. Olgu f(z) = cja x € [a,b]. Siis
(D5 f)(x) = (Df)(@) = (re g D™)(e) = (ret§)(0) = 0.

Seega 1

(cD§ f)(z) = 0.
Ja )

(cD§ f)(z) = 0.

Niide 6.10. Olgu f(x) = /x ja 0 < x < b. Siis néite 6.8 pohjal

1 i 1,1
(¢D§ f)(x) = 2 xmete = o/

3
Kuna 3 ¢ Nja i <1=[2]—1, siis ei saa niite 6.8 alusel leida (¢D¢ f)(x) véértust.

Naiide 6.11. Olgu f(x) =z ja 0 < z < b. Siis néite 6.8 pohjal

DN = i =2, 2

M(—3+1+1) T

ja
(cDg f)(x) =0,
sestm=[3]=2jab=1¢€{0,m—1}={0,1}.

Niide 6.12. Olgu f(x) = 2% ja 0 < z < b. Siis niite 6.8 pohjal

o T@ED . 8
(CDof)(x)—F(_%+2+1)CC + —3ﬁx .
ja
3 r 3
(cD§ f)(x) = F(—§2++21j_ 1)x_5+2 = 4\/?

Naiide 6.13. Olgu f(z) = 2% ja 0 < z < b. Siis néite 6.8 pohjal

F(3+1) B 16 s
1 r 2T = ——x2.
[(—5+3+1) 5T

(D¢ f)(x) =
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ja
F(?)—i—l) g;_%"'?’— 8
M(—2+3+1) VT

Niide 6.14. Olgu f(r) = ¢® ja z > 0. Kuna iga n € N korral (%)™ = ¢?
4.1 pohjal

3
(cDg f)(x) =
, siis lause

(eDef) () = (redy "D™ f)(x) = (redy" " f)(2).
Kasutades Mittag-Leffleri funktsiooni definitsiooni (1.9) ja néites 6.7 saadud funktsioo-
ni ¢” Riemann-Liouville’i (m — p)-jarku integraali, saame

[e.9]

(cDhf) MR = P e .
of)le ;Fm p+k+1)x 7" Ermpi ()
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§ 7. Murrulist jarku tuletiste rakendused

On teada, et taisarvulise jarguga tuletistel on selged fiiiisikalised ja geomeetrilised tol-
gendused. Viimasel ajal on ka murrulist jarku tuletised leidnud laialdast kasutust fiii-
sikas, keemias, rahanduses ja ka mitmetes teistes teadusvaldkondades (|2], 1k 3). Selles

paragrahvis toome nendest moned néited.

7.1. Abeli integraalvorrand

See punkt toetub monograafiale [7].

Definitsioon 7.1. Olgu 0 < a < 1. Abeli integraalvorrandiks nimetatakse vorrandit

1 boo(r)dr B
)/O( = f(t), t>0, (7.1)

IN(@ t—r)le

kus f on mingi etteantud funktsioon ja ¢ on otsitav funktsioon.

Abeli integraalvorrandit on pohjalikult uuritud ja see on leidnud rakendusi mit-
metes valdkondades (néiteks viskoelastsuse kirjeldamisel).
Kui f on pidevalt diferentseeruv, siis Abeli integraalvorrandi lahend esitub seosega

1 d [ f(r)dr
r(1_a)%/0 (t—7)’

Me néeme, et kui p > 0, m = [p] ja a = p—m+ 1, siis vorrandi (7.1) lahend ¢ avaldub

t>0.

o(t) =

murrulist jarku tuletisena funktsioonist f:
o(t) = (reDGS)(E), t>0. (7.2)
Mitmete praktiliste probleemide lahendused taanduvad integraalvorranditeks, mis

esmapilgul ei pruugi omada midagi tihist Abeli integraalvorrandiga, aga mis on siiski

sellega samavadrsed. Toome nendest moned néited.

a) Vaatleme vorrandit

= , > 0, 7.3
V2 +y? 2y’ (73)

/ 9( s2+y) f(y)

kus ¢ on otsitav funktsioon ja f on mingi pidevalt diferentseeruv funktsioon. Téhistades

A p),

r
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saame vorrandi (7.3) kirjutada kujul

/DOOF(52+y2)dS = %‘z)

Tehes asendused x = 32 ja £ = 52, saame

f(/)
R

Muutujavahetus 7 = (z + £)~! voimaldab vorrandi (7.4) vasaku poole kirjutada kujul

| etra g - (7.4)

Tahistades )
t== ja ¥(r)=r2F(r"),
T
saame vorrandi
1

/0 (1 =) Bl = ()

See on vorrand kujul (7.1), kus a = % Paneme tahele, et jagades selle vorrandi molemad
pooled 1dbi arvuga F(%), saame vorduse vasakule poolele Riemann-Liouville’i %—jéirku
integraali funktsioonist 1 (t). Seega

1

1 1
P(t) = @(RLDO f)(%)

ja, tehes tagasiasendused, saame, et vorrandi (7.3) lahend ¢ avaldub kujul

t72

F(%)<RLD0§f)(t>7 t> 0.

Bt) = LF(1°) = (¢ 77) =
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b) Vaatleme Poisson’i integraalvorrandit kujul

/2 Y(rcosw) sin® ™ wdw = f(r), r >0, (7.5)
0

kus 1 on otsitav funktsioon ja f on mingi pidevalt diferentseeruv funktsioon. Osu-
tub, et vorrand (7.5) on samavéérne Abeli integraalvorrandiga (7.1). Toepoolest, peale

muutujavahetust © = r cos w saame

[ (1-%) wtas =i,

sest (arccos z)’ = (1 — 22)72 ja sin(arccos z) = (1 — 22)2. Seejérel, tahistades y = r—2

ja ply) = y_%f(y_%), saame vorrandi

N

/0 " (L= g u(e)de = ply),

mille saab teguriga y~" ldbi korrutades kirjutada kujul

jouame Abeli integraalvorrandini kujul

/0 (t—1)%¢(T)dr =g(t), t>0,

Seega
1

F(v+1)
ning jéarelikult vorrandi (7.5) lahend ¢ avaldub kujul

o(t) = (reDg9)(1),

(E) = 16(8) = oy (e D5 10) (1) = g (e D5 ) 2E0(t )
t v+1 2v+1
= m<RLDO 2T (t), >0
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c¢) Vaatleme integraalvorrandit kujul

Y 1
/0 Mw@)dl’ =fy), y>0, (7.6)

kus 0 < b < 1, ¥ on otsitav funktsioon ja f on mingi pidevalt diferentseeruv funktsioon.
Tehes asendused 7 = 2?2 ja t = y?, tihistades ¢(7) = %\@ ning jagades vorrandi (7.6)

pooli 1dbi teguriga I'(1 — b), saame Abeli integraalvorrandi kujul

1 t1 9
L'(1-10b) /0 (t — T)b¢(7)d7 = mf(\/z_f)

Seega
2

M(RLDé_bf)(\/g)

o(t) =

ning jarelikult algse integraalvorrandi (7.6) lahendiks ¢ on

¢<zf)=t¢>(1t2)=F 2t (reDSPH)(?), t>0.

L(1-1b)

7.2. Difusiooni modelleerimine

Tavalise, Fick’i difusiooni all moistetakse osakeste liikumist korgema kontsentratsioo-
niga alast madalama kontsentratsiooniga alasse. Uhemé&otmelisel juhul iseloomustab

osakeste kontsentratsiooni Gaussi jaotus ja seda kirjeldab difusioonivorrand

Op(x,t)  Op(x,t)
ot 0x2

(7.7)

Vorrandi (7.7) lahend ¢(z, t) voib néiteks iseloomustada materjali temperatuuri punk-
tis x ajahetkel ¢.

Sellel protsessil leidub erandeid. Néiteks koopiamasinates ja laserprinterites olevates
pooljuhtides toimuv aukude ja elektronide litkumine ei jargi tavalist difusiooni. Osu-

tub, et sellise erandliku difusiooni vorrandiks on

0%¢(x,1)

(reDpo)(7,t) = o2

(7.8)

kus funktsiooni ¢ Riemann-Liouville’i p-jarku tuletis on voetud aja ¢ jargi. Paneme
tahele, et kui p = 1, siis vorrand (7.8) iihtib tavalise difusioonivorrandiga (7.7). Kui
p < 1, siis on tegemist subdifusiooniga ehk osakesed liiguvad aeglaselt, ja kui p > 1, siis
on tegemist superdifusiooniga ehk osakeste kiire litkumisega. Subdifusiooni néideteks
on saasteainete lilkumine pohjavees, reostuse levik keskkonnaonnetuste korral ja val-

kude difusioon ldabi rakumembraanide. Superdifusiooni ndideteks on suurte molekulide
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liikumine kristalsetel pindadel, merelindude (nt albatrossi) lend ja reostuse levik meres
(I5], 1k 17-19).

7.3. Muud rakendused

Murrulist jarku tuletistega saab suurepéraselt kirjeldada mélu ja teiste paritavate oma-

dustega protsesse ja materjale ([2], 1k 4).

Murrulist jarku diferentsiaal- ja integraalvorrandid leiavad rakendust ka jargmistes
uurimisalades: viskoelastsed materjalid, poliimeersed materjalid, helilainete levik mit-
tehomogeensetes poorsetes materjalides (nagu néiteks inimeste luudes), maavérinate
diinaamika, elektriliinide temperatuuri modelleerimine, dérte tuvastamine masinnage-
misega, optika, geoloogia, meditsiin, statistika ja astrofiiiisika. Loodud on ka murrulist
jarku mudeleid armastusest ja emotsioonidest. On kindlaks tehtud, et need on tapse-

mad, kui tdisarvulist jirku diferentsiaalvorrandeid kasutavad mudelid ([5], Ik 20-21).
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Fractional derivatives

Bachelor’s Thesis
Marten Heinsalu
Summary

This thesis consists of five parts.

The first section contains definitions and theorems that are needed in following
sections. These mostly regard Euler’s gamma and beta functions. This includes the
domain of Euler’s gamma function, the relationship between the two functions and the

gamma function’s limit representation.

The second section consists of three chapters and provides Griinwald-Letnikov’s,
Riemann-Liouville’s and Caputo’s approaches to fractional derivatives. Each chapter
includes the definitions, the reasoning behind those definitions and some of the more

important properties of those definitions.

The third section concerns the relationships between the three previously sta-
ted definitions of fractional derivatives. Firstly, it explores the connection between
Riemann-Liouville’s and Caputo’s fractional differential operators, and secondly, the
relationship between Riemann-Liouville’s and Griinwald-Letnikov’s definitions of frac-

tional derivatives.

The fourth section gives examples on how to find fractional derivatives of some
power functions based on the three different definitions explored in this paper. The

example functions are (z — a)®, \/z, 22, 3 and the constant function f(x) = c.

The final section gives examples of the applications of fractional derivatives. It
primarily focuses on how to solve Abel’s integral equation and equations that are
equivalent to Abel’s integral equation using fractional order derivatives and how to

model some special cases of diffusion.
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Lisa 1

Monede funktsioonide erinevate definitsioonide pohjal leitud tu-

letiste vordlus

Kuna seose (5.3) pohjal on koikide siin vaadeldavate funktsioonide Riemann-Liouville’i
ja Griinwald-Letnikovi tuletised vordsed, siis jargnevad tabelid sisaldavad vaid

Riemann-Liouville ja Caputo tuletisi.

Funktsioon f(x), x >0 (RLDéf)(l‘) (CD(%f)(x)
flx)=c c(zm) 2 0

fa) = vz ik 37

@) —a 22)} 2(2)%

f(z) = a2 Syt oy
f() = P
flz) =e" \/LEEL%(@ \/EEL?'(I)

Funktsioon f(x), z >0 (RLDEf)(m) (CDéf)(x)
flz)=c —QC%x’% 0

flx) =z 0 ei leidu
fl@) == ()2 0

() =2 TESE NPT
flx)=2° 38% T2 S%x%
flz) =¢€" r72 by 7%(90) \/EE1%<x)
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