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I. О прямыхъ лишяхъ и плоскостяхъ 
въ пространств!.

§ 156. Стерео м е т р 1 я разсматриваетъ различный со- 
четашя плоскостей и лини! въ пространстве, изучаетъ гео- 
метричесюя тела и поверхности и даетъ способы ихъ измерешя.

Провести плоскость ч р е з ъ данную прямую 
значитъ провести плоскость такъ, чтобы съ нею вполне совпала 
данная прямая.

Если прямая имйетъ съ плоскостью тольку одну общую 
точку, а всеми остальными точками лежить вне плоскости, то 
прямая пересекает ъ плоскость.

Если прямая лишя пересЬкаетъ плоскость и перпендику­
лярна ко всемъ прямымъ, проведеннымъ въ этой плоскости 
чрезъ точку пересечешя, то она называется перпендику­
ляром ъ къ плоскости, а плоскость перпендикуляр­
ною къ прямой лиHin.

Прямая лишя и плоскость параллельны, если онй при 
произвольномъ продолжена не пересекаются; точно также и 
две плоскости параллельны, если не пересекаются, сколько бы 
оне не были продолжены.

§ 157. Две прямыя, лежашдя въ одной плоскости, всегда 
параллельны, если при произвольномъ продолженш не встре­
чаются. Но въ пространстве две прямыя м о г у т ъ иметь 
такое п о л о ж е н i е, что не встречаются при произ­
вольномъ п р о д о л ж е н i и, авсетаки не параллельны.
Положимъ что две плоскости С и D проходятъ чрезъ 
прямую АВ. и что изъ двухъ какихъ нибудь точекъ 
этой прямой возставлены къ ней перпендикуляры 
АС и BD, одинъ въ плоскости С, другой въ пло­
скости D; эти перпендикуляры не будутъ парал­
лельны между собою, но и не пересекутся.

D
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§ 158» Чрезъ три точки, не лежащ5я на одной прямой, 
можно провести только одну плоскость; следовательно положен!е 
плоскости совершенно определяется тремя точками, не лежащими 
на одной прямой.

Положимъ, что две точки будутъ соединены прямою, чрезъ 
которую проведена плоскость. Обращая около прямой, какъ около 
неподвижной оси, эту плоскость, мы ей можемъ дать безконечно 
большое число различныхъ положений Возьмемъ где нибудь вне 
прямой еще точку и будемъ вращать плоскость до техъ поръ, 
пока она не пройдетъ и чрезъ эту точку, тогда отъ малейшагр 
вращешя плоскость должна оставить взятую нами третью точку, 
следовательно положеше плоскости, проходящей чрезъ три дан­
ный точки, не лежашдя па одной прямой, неизменно, и все 
плоскости, проходяшдя чрезъ три обшдя точки, сольются.

§ 159. 1) Чрезъ две пересекающ1яся или па­
раллельны я п р я м ы я можно провести только одну 
плоскость, потому что все плоскости, проходяшдя чрезъ две 
так!я: лин!и, будутъ иметь три обшдя точки, не лежашдя на 
одной прямой, и потому совмещаются.

2) Чрезъ данную точку в ъ пространстве 
можно провести только одну л ин i го параллель­
ную данной прямой.

3) Чрезъ четыре или б о л е е точки можно про­
вести или только одну плоскость или ни одной.

§ 160. Пересечеше двухъ плоскостей есть прямая лин!я.

Если оы между точками, общими той и другой плоскости, 
оыли три не лежапця на одной прямой точки, то плоскости 
слились бы, а не пересеклись*

§ 161. Если прямая АВ, пересекающая плоскость М въ 
точке В, перпендикулярна къ двумъ прямымъ ВС и BD, прове- 
деннымъ на плоскости М чрезъ точку пересечежя В, то она 
перпендикулярна и ко всякой другой прямой BE, проведенной 
чрезъ ея основаые В на той же плоскости, а след, перпендику­
лярна и къ самой плоскости.
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Соединимъ двЕ произвольный точки С и 
D прямыхъ ВС и BD лшпею CD, которая пе- 
ресЕкаетъ BE въ точкЕ Е, продолжимъ АВ 
110 ДРУГУЮ сторону плоскости М такъ, что 
BF = АВ, п проведемъ АС, AE, AD, ЕС, ЕЕ, FD. 
Такъ какъ

АС = ЕС и AD = FD, то
AACDMFCD, слЕд. 2<ACD=FCD, и 
△ АСЕБЕСЕ, слЕд. AE = FE, потому 
А АВЕ ЕВЕ, слЕд. 2САВЕ = ЕВЕ, и 

потому АВ I BE.

§ 162. Если три прямыя СВ, DB, ЕВ перпендикулярны къ 
одной и той же прямой АВ въ одной и той же точкЕ В, то онЕ 
находятся въ одной плоскости, которая перпендикулярна къ пря­
мой АВ. j г г

Проведемъ чрезъ двЕ изъ этихъ линш ВС и А
BE плоскость СВЕ. Лин1я АВ будетъ перпенди- х 
кулярна къ этой плоскости (§ 161). Если положимъ, )хА 
что BD не лежитъ въ плоскости СВЕ, то мы мо- • ' ь
жемъ чрезъ линш BD и АВ провести плоскость
ABd, которая пересЕчетъ СВЕ по лиши Bd, такъ ® 
что ВС, Bd и BE оудутъ лежать въ одной и той же плоскости 
СВЕ. Гакъ какъ АВ _[ СВЕ, то АВ перпендикулярна и къ 
Bd, лежащей въ плоскости СВЕ. Въ такомъ случаЕ къ прямой 
АВ въ одной п той же плоскости ABD изъ точки В были бы 
возстановлены два перпендикуляра Bd и BD, что невозможно, 
слЕд. и лишя BD не можетъ лежать внЕ плоскости СВЕ.

СлЕдств1е. Если прямой уголъ ABD обра­
щается около однойпзъ своихъ сторонъ АВ, какъ 
около оси, то другая сторона BD опишетъ пло­
скость, перпендикулярную къ АВ.

§163. Изъ данной точни А, находящейся на плоскости М 
или BHt ея, можно провести только одинъ перпендикуляр! АВ къ 
плоскости М. 1 Р

Положимъ, что кромЕ лиши АВ еще и ВС а
линш AC J_ М, тогда проведя чрезъ АВ и ) А
АС плоскость, которая пересЕчетъ плоскость /------ У------- Ам/ 
М въ первомъ случаЕ по ли Hin AD, а во вто-

1*
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ромъ по ВС, мы получимъ въ первомъ случай 211 BAD = d = CAD, 
а въ второмъ тре—къ АВС, им^ющш два прямыхъ угла, что 
одинаково невозможно.

§ 164. Чрезъ точку А, находящуюся на прямой ВС или 
BHb ея, можно провести только одну плоскость Р, перпендикуляр­
ную къ этой прямой.

Положимъ, что EpoMB Р можно провести еще 
плоскость Q J_ ВС, тогда, проведя въ первомъ 
случай чрезъ ВС плоскость, которая пересйчетъ 
плоскости Р и Q по литнямъ AD и АЕ, полу­
чимъ 22 BAD = d — BAE. Проведя же во вто­
ромъ случай плоскость чрезъ точку А и лишю 
ВС, получимъ тре—къ ADE съ двумя прямыми 
углами. Такъ какъ оба C.IBCTBiN невозможны, 
то п самое предположено, что Q J_. ВС, также 
невозможно.

§ 165. Если изъ точки А, лежащей вн! плоскости М, про- 
ведемъ къ этой плоскости перпендикуляръ АВ и нйсколько на- 
клонныхъ AC, AD, АЕ . . . , то

1) перпендикуляръ будетъ короче всякой наклонной;
2) наклонныя АС и AD, которыхъ основашя равно удалены 

отъ основан'я перпендикуляра, равны между собою;
3) изъ двухъ наклонныхъ АЕ и АС та больше, которой 

OCHOBaHie дальше отстоитъ отъ основажя перпендикуляра.
1) Всякая наклонная, наир. АС, какъ гипотенуза 

прямоугольнаго тре—ка, болйе катета АВ.
2) Если ВС = BD, то A ABC ABD. слйд. 

АС = AD.
3) Если BE >> ВС, п если въ тре—кй АВЕ бу­

детъ проведена лишя AD такъ, что BD = ВС, то 
AE > AD, слйд. и АЕ "> АС.

Слйдств1е. Перпендикуляръ АВ, какъ крат­
чайшая л и п i я , которую можно провести изъ 
точки А и а плоскость М , с л у ж и т ъ мйрою раз сто - 
я н 1 я точки А отъ плоскости М.

А
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§ 166* Если изъ точки С, основами перпендикуляра АС 
къ плоскости М, проведемъ СВ перпендикулярно къ лиши DE. 
находящейся въ этой плоскости, то прямая АВ будетъ перпен­
дикулярна къ DE.

Отложимъ BD = BE и проведемъ AD, АЕ, CD, СЕ, 
тогда CD = СЕ, слйд. AD = АЕ (§ 165), и потому 
Д ABD 25 АВЕ, изъ чего слЬдуетъ, что X ABD — 
АВЕ, слбд. АВ J_ DE.

С л Ьд ст в in. 1) Прямая DE перпендикулярна 
къ плоскости, проходящей ч р е з ъ л и н i и А В п В С 
(§ 161).

2) Кратчайшее разстоян!е л п н i й D Е и АС, не 
и а р а л л е л ь н ы х ъ и не встречающихся, есть л и - 
н i я ВС, перпендикулярная къ о б й и м ъ п р я м ы м ъ , 
потому что соединпвъ двй друпя произвольный точки А п Е 
этихъ лиши, мы получимъ АЕ>АВ2>ВС (§ 165, 3; § 25).

§ 167» Если изъ точки А ешЬ плоскости М (фиг. § 168) 
проведемъ на М наклонную линпо АВ и перпендикуляръ АС, и 
соединимъ ихъ основами В и С, то острый уголъ АВС назы­
вается у г л о м ъ н а к л о н е н i я лин1и АВ къ плоскости М, 
а прямая ВС п р о е к ц i е ю лиши АВ на плоскости М.

Плоскость М, въ которой лежитъ проекидя линш АВ,• на­
зывается плоскостью п р о е к ц i й, а плоскость АВС — 
проектирующею.

§ 168. Уголъ АВС наклонешя линш АВ съ плоскостью М 
есть самый меньшш изъ всйхъ угловъ, которые наклонная АВ 
образуетъ съ прямыми, проведенными на плоскости М чрезъ ея 
основан|"е В, напр. съ прямою BD.

Отложимъ BD = вс и проведемъ AD. 
Такъ какъ AC J_ М, то АС < AD (§ 165, 1), 
слйд. и X АВС с ABD (§ 35).

С л едет sie. Уголъ АВЕ, смежный съ 
АВС, самый большой изъ всйхъ угловъ, кото­
рые прямая АВ образуетъ съ прямыми, про­
веденными въ плоскости М чрезъ ея осно- 
ваше В.
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§ 169. Если изъ двухъ параллельныхъ линш одна (АВ) 
перпендикулярна къ плоскости М, то и другая (CD) перпендику­
лярна къ этой плоскости.

А с

Соединимъ прямою BD основашя параллель­
ныхъ лннш, проведемъ въ плоскости М прямую 
EF J_ BD, и соединимъ точки А и D. Такъ какъ 
АВ I BD и CD (I АВ, то и CD | BD. Лин1я FE 
перпендикулярна къ плоскости ADB (§ 166, 1), 
слйд. и къ линп! CD, лежащей въ этой плоскости. 
Такъ какъ теперь CD перпендикулярна къ BD и 
FE, то CD J_ М (§ 161).

§ 170. Если двЪ прямыя АВ и CD перпендикулярны къ
одной и той же плоскости М, то OHb параллельны (фиг. § 169).

Положимъ что CD не параллельна АВ, тогда чрезъ точку 
D можно провести прямую, параллельную АВ, которая будетъ 
перпендикулярна къ М (§ 169). Такимъ образомъ мы получили 
бы въ точкй D два перпендикуляра къ плоскости М, что не­
возможно (§ 163).

§ 171. Aßt лижи въ пространств^, параллельный третьей, 
параллельны между собою.

Плоскость, проведенная перпендикулярно къ третьей ли­
нш, должна быть перпендикулярна и къ двумъ остальнымъ 
(§ 169), потому двТ первыя прямыя, какъ перпендикуляры къ 
одной и той же плоскости, параллельны между собою (§ 170).

А В

§ 172. Прямая АВ параллельна плоскости М, если она 
параллельна прямой CD, лежащей въ этой плоскости.

Если бы прямая АВ, лежащая въ пло­
скости ABCD, пересекла плоскость М, то это 
могло бы случиться только въ какой нибудь 
точкй прямой CD, т. е. общаго пересЬчешя обйихъ 
плоскостей: но АВ || CD, слЪд. прямая АВ не 
можетъ пересйчь плоскость М.

С л B д с т в I е. Чрезъ какую нибудь точку в н B 
плоскости можно провести безчисленное мно­
жество п р я м ы х ъ, параллельныхъ этой плоскости.
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§ 173. Пересечешя АВ и CD двухъ параллельныхъ 
плоскостей Р и Q третьего плоскостью, параллельны между собою.

Прямыя АВ и CD, лежашдя въ одной и 
топ же плоскости, не могутъ пересечься, потому 
что онЬ находятся въ то же время въ парал­
лельныхъ плоскостяхъ Р и Q, следовательно, 
параллельны между собою.

§ 174. Две плоскости Р и Q, перпендикулярный къ одной 
и той же прямой АВ, параллельны между собою.

Если бы плоскости пересеклись, то, соеди- 
нпвъ какую нибудь точку С, лежащую на ли- 
н1п пересечешя, съ точками А п В, мы полу­
чили бы тре—къ АВС съ двумя прямыми углами, 
что невозможно, след, плоскости Р и Q должны 
быть параллельны.

§ 175. Если две плоскости Р и Q параллельны, то прямая 
АВ, перпендикулярная къ одной плоскости Q, перпендикулярна и 
къ другой Р.

Проведемъ чрезъ АВ две произвольный 
плоскости, которыя пересекутъ плоскость Р по 
лишямъ АС и AD, а плоскость Q по лишямъ 
BE п BF. Такъ какъ AC || BE, AD || BF (§ 173) 
п zl_ ABE = d = ABF (§ 156), то и zL ВАС 
= d = BAD, след. AB P (§ 161).

§ 176» Параллельныя лин!и AB и CD, заключающаяся между 
параллельными плоскостями Р и Q, равны между собою.

Проведемъ чрезъ АВ и CD плоскость, тогда 
лиши пересечешя этой плоскости съ плоскостями 
Р и Q параллельны (§ 173), следовательно ABCD 
параллелограмъ и потому АВ = CD.

Следств1я. 1) Параллельныя плоскости во 
в с е х ъ с в о п х ъ т о ч к а х ъ равно удалены д р у г ъ о т ъ 
друга, потому что прямыя АВ и CD п въ такомъ случае бу- 
дутъ равны, когда оне перпендикулярны къ обеимъ плоскостямъ.
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2) Всякая прямая, проведенная между двумя 
параллельными плоскостями перпендикулярно 
къ каждой изъ нихъ, служитъ м4рою разстоянтя 
э т и х ъ плоскостей д р у г ъ о т ъ друга.

§ 177. Если стороны двухъ угловъ АВС и DEF, лежащихъ 
въ разныхъ плоскостяхъ и обращенныхъ отверслями въ одну и 
туже сторону, взаимно параллельны, то 1) таюе углы равны, и 
2) плоскости ихъ параллельны. *

1) Отложимъ BA = ED, BC = EF, и про- 
ведемъ AC, DE, БЕ..., тогда ABED будетъ па- 
раллелограмъ, и потому AD # БЕ. Точно 
также СЕ # БЕ, слЕд. AD # СЕ, т. е. ACFD 
параллелограмъ, откуда АС = DF. Такъ какъ 
△ ABC DEF, то 2С АВС = DEF.

2) Положимъ, что плоскости АВС и DEF не параллельны, 
и что чрезъ точку В проведена плоскость, которая параллельна 
къ плоскости DEF и пересЕчетъ прямую CF въ точке G, тогда 
GF = BE (176); но такъ какъ CF — BE, то GF = CF, что 
невозможно, поэтому плоскость ABC || DEF.

Сл1>дств1е. Если соединить концы трехъ 
равны хъ и пара л л ельныхъ прямыхъ BE, AD, CF, не 
лежащихъ въ одной плоскости, то образуются 
равные тр е — к и . к о то р ы хъ плоскости парал­
лельны. Такъ какъ BE # AD # CF, то АБ = DE. АС = DF, 
ВС = EF, след. △ АВС 25 DEF и по прежнему доказательству 
плоскости этихъ тре—ковъ параллельны.

§ 178. Aßt прямыя въ пространств! АС и DF д!лятся
параллельными плоскостями О, Р, Q на пропорцюнальныя части.

Соединимъ точки А и F прямою AF, кото­
рая перес!четъ плоскость Р въ точк! G, и про- 
ведемъ чрезъ точки A, D, F, и чрезъ точки 
А, С, F плоскости, который пересекутся съ 
плоскостями О, Р, Q по лишямъ AD, GE и CF, BG. 
Такъ какъ AD [| GE, CF || BG (§ 173), то полу- 
чаемъ (§ 97)

АВ : ВС = (AG : GF =) DE : EF.
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§ 179. 1) Неопределенное пространство, находящееся
между двумя пересекающимися плоскостями, называется дву­
гран и ы м ъ у г л о м ъ : самыя плоскости сторонами, а ли- 
шя пересечешя сторонъ — ребромъ двуграннаго угла.

' 2) Два двугранные угла равны, если ихъ можно такъ 
наложить другъ на друга, что ихъ ребра и стороны совпадутъ.

Если одна плоскость пересекаетъ другую такъ, что по 
обеими сторонами образуетъ съ ней равные двугранные углы, 
то эти углы называются прямыми, а каждая изъ плоскостей 
перпендикулярною къ другой.

3) Если изъ какой нибудь точки ребра двуграннаго угла 
возставимъ въ плоскостяхъ сторонъ перпендикуляры къ ребру, 
то образованный ими уголъ называется линейными угломъ 
двуграннаго, или угломъ наклонен!я плоскостей.

Плоскость линейнаго угла перпендикулярна къ ребру дву­
граннаго угла (§ 161). Въ какой бы точке ребра мы ни образо­
вали линейные углы, все они равны между собою (§ 177).

§ 180. Два двугранные угла BADC и bade относятся какъ
ихъ линейные углы FEG и feg.

Если двугранные углы равны, то 
и ихъ линейные углы также равны. 
Наложимъ одинъ двугранный уголъ на 
другой такъ, чтобы они совпали другъ съ 
другомъ, и чтобы точка е упала въ точку
Е, тогда лиши ef и ЕЕ, eg и EG, также совместятся, потому 
что углы fea и ЕЕ A, gea и GEA, какъ прямые, равны между 
собою.

Если же двугранные углы не равны, но соизмеримы, 
такъ что ихъ общую меру, которая также двугранный уголъ, 
можно отложить въ BADC m разъ, и въ bade п разъ, то бу- 
демъ иметь:

BADC : bade — m : n.

При отложети общей меры въ двугранныхъ углахъ линейный 
уголъ FEG разделяется на ш, а уголъ feg на п равныхъ ча­
стей, потому что равными двугранными углами соответствують 
и равные линейные углы, след, будеть

FEG : feg = m : n.
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Изъ обЪихъ этихъ пропорщй слйдуетъ:
BADC : bade = FEG : feg.

Если углы BADC и bade несоизмеримы, то разеуждая 
подобно тому, какъ въ § 57, можно доказать, что отношеше дву­
гранныхъ угловъ не можетъ быть ни больше, ни меньше отно- 
шешя линейныхъ угловъ FEG и feg, и след. будетъ равно ему.

§ 181. СлЬдств1я. 1) Двугранный уголъ из­
меряется соответствую щимъ ему линейны мъ 
угломъ. Если мы примемъ прямой двугранный уголъ за 
единицу меры двугранныхъ угловъ вообще, то числовая вели­
чина всякаго двуграниаго угла будетъ равна числовой величине 
его линейнаго угла, т. е. всякш изъ нихъ измеренный своею 
единицею, даетъ одно и тоже число.

2) Такъ какъ измереше двуграниаго угла приводится къ 
измерение соответствующая ему линейнаго, то и дуга круга, 
заключающаяся между сторонами линейнаго угла, можетъ также 
служить мерою соответствующая ему двуграниаго угла.

3) Двугранные углы бываютъ острые, прямые, тупые, до­
полнительные, смежные, вертикальные и т. д., смотря по тому, 
какое изъ этихъ назвашй соответствуем ихъ линейнымъ угламъ. 
Точно также: двугранные вертикальные углы равны; сумма двухъ 
смежныхъ двугранныхъ угловъ равна двумъ прямымъ двугран- 
нымъ угламъ, и т. д.

§ 182. Если прямая АВ перпендикулярна къ плоскости М, 
то и всякая плоскость CF, проведенная чрезъ эту прямую, также 
перпендикулярна къ плоскости М.

Проведемъ на плоскости М прямую АЕ перпен­
дикулярно къ лиши CD пересечешя обеихъ пло­
скостей, тогда прямая АВ, какъ перпендикуляръ къ 
плоскости М, будетъ перпендикулярна и къ каждой 
изъ прямыхъ CD и АЕ. Уголъ наклонешя (ВАЕ) 
обйихъ плоскостей— прямой, следовательно плоскость 
CF _L М.

Следств1я. 1) Если три прямы я АВ, АС, АЕ, 
Пересе к аюпияся въ одной точке А, взаимно пер­
пендикулярны, то всякая изъ нихъ перпенди- 
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к у л я р н а к ъ плоскости, проходящей ч р е з ъ две 
о с т а л ьн ы я, и плоскости М, CF и ВАЕ взаимно пер­
пендикулярны.

2) Плоскость угла н а к л о н е н 1 я двухъ плоско­
стей перпендикулярна к ъ каждой и з ъ н и х ъ.

3) Проектирующая плоскость какой либо 
прямой перпендикулярна къ плоскости про - 
екц!й (фиг. § 168).

§ 183» Если двЪ плоскости М и CF взаимно перпендику­
лярны, то прямая АВ, проведенная въ одной плоскости CF пер­
пендикулярно къ лин1и пересечежя CD, будетъ перпендикулярна 
и къ другой плоскости М (фиг. § 182).

Если проведемъ въ плоскости М прямую АЕ | CD, то 
211 ВАЕ = d, потому что CF М, а такъ какъ и 22 ВАС—d, 
то АВ J, М (§ 161).

§ 184» Если ABb плоскости М и CF (фиг. § 182) взаимно 
перпендикулярны, и изъ какой нибудь точки ихъ пересечежя бу­
детъ проведенъ перпендикуляръ АВ къ одной изъ этихъ плоско­
стей, напр. М, то этотъ перпендикуляръ долженъ лежать въ дру­
гой плоскости CF.

Предположимъ, что АВ не лежитъ въ СЕ, тогда въ этой 
плоскости изъ точки А можно было бы провести перпендику­
лярную къ общему сйченпо CD прямую, которая въ то ate время 
перпендикулярна къ плоскости М (§ 182); следовательно въ 
точке А мы имели бы два перпендикуляра къ плоскости М, 
что невозможно (§ 163).

§ 185» Если две плоскости Р и Q перпендикулярны къ 
третьей М, то и лижя АВ пересечежя двухъ первыхъ плоскостей 
перпендикулярна къ третьей плоскости.

Если возставимъ изъ точки А перпендикуляръ 
къ плоскости М, то онъ долженъ находиться въ 
плоскости Р и въ плоскости Q (§ 184), след, этотъ 
перпендикуляръ будетъ общимъ пересечешемъ АВ 
плоскостей Р и Q.
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II. О многогранныхъ углахъ.
§ 186. 1) Если несколько плоскостей пересекаются въ 

одной и той же точке, то неопределенное пространство, заклю­
чающееся между этими плоскостями, называется м н о г о г р а н­
н ы м ъ или телесными угломъ, а точка общаго пересе- 
чешя плоскостей — вершиною многограннаго угла.

Плоскости, составляющая многогранный уголъ, называются 
его сторонами или гранями, а прямыя лиши, по кото­
рыми пересекаются стороны, — ребрами угла. Линейные 
углы, составляемые ребрами, называются плоскими углами.

По числу граней или плоскихъ угловъ, которое всегда равно 
числу реберъ, многогранные углы бываютъ 3, 4, 5... гранные. 
Подъ именемъ частей многограннаго угла подразумеваются 
его IIJOCKie и двугранные углы, напр. трегранный уголъ имЬетъ 
шесть частей, три плоскихъ угла и три двугранныхъ.

2) Два многогранные угла равны, когда при наложеши 
другъ на друга они совпадаютъ всеми своими частями.

Въ равныхъ многогранныхъ углахъ все плосше и двугран­
ные углы однаго порознь равны темъ же частямъ другаго, но 
ооратно изъ равенства частей двухъ телесныхъ угловъ следуетъ 
равенство самыхъ угловъ только въ такомъ случае, когда соответ­
ственно равный части въ обоихъ углахъ одинаково рас­
положены. Если же равныя части расположены въ обрат- 
номъ порядке, напр. въ одномъ угле такой порядокъ слева на 
право, какой въ другомъ справа на лево, то такте многогранные 
углы при наложена совместиться не могутъ и называются 
с и м м е т р и ч н ы м и.

щи въ трегранныхъ углахъ
S, s, s' будетъ
X. ASB = asb = a's'b'
2 ASC = ase = a's'c'
2Г BSC = bsc = b’s’e’.

соответствующее двугранные углы 
уголъ S можетъ быть приведенъ въ 
не можетъ совпадать съ угломъ s', 
собою, a S и s' симметричны.

и если кроме того 
равны, тогда трегранный 

совпадете съ угломъ s, но 
Углы S и s равны между
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§ 187, Во всякомъ трегранномъ yrnb SABC сумма двухъ
плоскихъ угловъ бол!е третьяго.

Если BCB плосю'е углы равны, то пред- 
ложен!е ясно само собою; если же они не 
равны, то сл^дуетъ только доказать, что най- 
болышй уголъ мен^е суммы двухъ остальныхъ. 
Пусть ASB наибольший изъ плоскихъ угловъ. 
Соединимъ двй произвольный точки на сто- 
ронахъ этого угла прямою МР и отложимъ 

S

въ его плоскости уголъ MSN = ASC, а на 
ребрй SC лишю SQ = SN. Проведемъ прямыя MQ и PQ, тогда
A MSN MSQ, слйд. MN = MQ. Такъ какъ MQ + PQ > РМ, 
то PQ > PN. Въ тре—кахъ PSQ и PSN сторона PS общая, а 
SQ = SN, слЬд. 2Г PSQ > PSN, и такъ:

PSQ + MSQ > PSN + MSN 
BSC + ASC > ASB.

§ 18 8* Во всякомъ многогранномъ yrnb сумма плоскихъ 
угловъ meHbe четырехъ прямыхъ.

Пересйчемъ стороны угла S произволь­
ною плоскостпо ABCDE, и изъ какой нибудь д 
точки G произшедшаго мно—ка проведемъ къ /I X 
вершпнамъ его угловъ прямыя; тогда около G / / у\ 
убразуется столько же тре—ковъ AGB, BGC..., 
сколько ихъ находится около вершины S много- 
граннаго угла, слйд. и сумма угловъ какъ тйхъ, 
такъ и другихъ тре—ковъ будетъ одна и 
таже. Но по § 187

2£ABC<SBA + SBC,
2СBCD с SCB + SCD и т. д.,

посему сумма угловъ мно—ка ABCDE менйе суммы угловъ при 
основашяхъ тре—ковъ ASB, BSC . . . , слйд. сумма угловъ 
ASB, BSC... при вершин^ S должна быть менйе суммы угловъ 
около точки G, т. е. менйе четырехъ прямыхъ.

§ 189. Если изъ произвольной точки М внутри треграннаго 
угла ABCD провести плоскости перпендикулярно къ его ре- 



14

брамъ, то эти плоскости образуютъ другой трегранный уголъ 
MNOP, котораго плосюе углы дополняютъ соответствующее дву­
гранные углы, а двугранные соответствующее плосше углы пер- 
ваго треграннаго угла до двухъ прямыхъ.

Пусть ребра треграннаго угла А пе­
ресечены плоскостями въ точкахъ В, С, D. 
По самому nocrpoenilo уголъ NBP есть 
линейный двуграннаго угла при ребре 
АВ, след. 2 ABN = d и 22 ACN = d. 
Плоскости ВМ и СМ перпендикулярны 
къ плоскости ВАС, проходящей чрезъ 
перпендикуляры АВ и АС къ плоско- 
стямъ ВМ п СМ (§ 182); след, прямая 
MN LBAC (§ 185), а потому 22 MNB 
— d = MNC, такъ что BNC есть ли­

нейный уголъ двуграннаго при ребре MN. Точно также 
AMPB — d = MPD. Такъ какъ въ четыреугольнике MNBP 
сумма всйхъ угловъ равна 4d, и углы N и Р прямые, то

X NBP + NMP = 2d.
Въ четыреугольнике BACN по той же причине

X ВАС + BNC = 2d.
Такимъ же образомъ можно доказать, что

X NCO 4- NMO = 2d. и т. д.

Следств1е. чемъ тупТе одинъ изъ обоихъ трегранныхъ 
угловъ, тЬмъ более заострепъ другой и обратно.

Ребра каждаго изъ этихъ угловъ перпендикулярны къ 
сторонамъ другаго.

Каждый изъ трегранныхъ угловъ А и М называется п о - 
л я р н ы м ъ угломъ другаго.

§ 190. Во всякомъ трегранномъ угле сумма трехъ дву- 
гранныхъ угловъ больше 2 прямыхъ и меньше 6 прямыхъ.

Обозначимъ чрезъ В, С, D двугранные углы даннаго тре­
граннаго угла (фиг. § 189), и чрезъ b, с, d соответствующее 
плосше углы его полярнаго угла (около точки М), тогда (§ 189)
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В +b = 2.90°
С + с = 2.90°
D 4-d = 2.90°, след.

(B+C—D) 4- (b—c—d) = 6.90°.
Такъ какъ b4~c + d<4.90° (§ 188), то

В + С 4~ D > 2.90°
В + С 4- D < 6.90°.

§ 191. Два трегранные угла равны между собою или сим­
метричны, если въ нихъ соответственно равны :

1) три плоыпе угла, или
2) три двугранные угла, или
3) два плоск!е угла и лежащш между ними двугранный 

уголь, или '
4) два двугранные угла и лежащ!й между ними плоск!й уголь.

Докажемъ, что все части 
трегранныхъ угловъ М, m (I) 
и m (II), удовлетворяющпхъ 
одному изъ 4-хъ приведенныхъ 
условш, соответственно равны, 
при чемъ углы Миш (I), 
въ которыхъ соответственно 
равный части одинаково рас­
положены , равны между 
собою, а углы М и m (II) 
симметричны, потому что 
въ нихъ соответственно рав­
ный части расположены въ 
обратномъ порядке. Предста- 
вимъ себе что во всехъ тре­
гранныхъ углахъ грани МВС 
п mbc лежать въ плоскости бумаги, а ребра МА и та выдаются 
передъ бумагою. — Доказательство равенства частей въ равныхъ 
и симметричныхъ трегранныхъ углахъ одно и тоже. Соответ- 
ствующ1е двугранные углы многогранныхъ угловъ обозна- 
чимъ чрезъ А, В, С и а, Ь, с.
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1) Пусть X AMB — amb, 2 АМС = amc, 2BMC = bmc. 
Отложимъ на двухъ соотвЕтствующихъ ребрахъ равные отрезки 
AIN п mn, и изъ точекъ N и п проведемъ плоскости PNO и 
рпо, перпендикулярный къ ребрамъ АМ и ат. Тогда легко 
вывести, что

Д MNO 52 mno, Д MNP £2 тпр,
Д МОР 52тор, Д NOP 52 пор,

слТд. X ONP = опр, т. е. 2СА = а. Такимъ же построешемъ 
на другихъ ребрахъ можно доказать, что X В — b, X С — с. 
Изъ этого сл-Ьдуетъ равенство угловъ М и m (I), и симметрич­
ность угловъ Мит (II).

2) Пусть А = а, В —Ь, С = с. Если построимъ полярные 
углы, соответствующие данными треграннымъ Мит, то въ 
нихъ п л о с к i е углы равны, потому что дополняютъ равные 
углы до 2d, след. по предъидущему и соотвЬтствуготще дву­
гранные углы также равны. Отсюда слЬдуетъ обратно ра­
венство соотв'Ьтствующихъ л л о с к и х ъ угловъ данныхъ тре- 
гранныхъ Мит, по этому Мит (I) равны, а М и т (II) сим­
метричны.

3) Пусть 2 АМВ = amb, X АМС = amc, А = а. Если при 
ребрахъ МА и та сдЕлаемъ тоже построен1е какъ въ первомъ 
случай, тогда по нашему yC.OBil X ONP — опр. Такъ какъ

Д MNO 52 mno, Д MNP 52 тпр,
Д NOP 52 пор, Д МОР 52 тор,

то 2СВМС = Ътс, след. по первому случаю В = Ь, С = с.

4) Пусть А — а, В = b, X AMB — amb. Въ полярныхъ 
углахъ соотвТтствующпхъ угламъ М и m два плосше и лежапцй 
между ними двугранный уголъ будутъ равны, след. по 
третьему случаю и остальныя части полярныхъ угловъ также 
равны, изъ чего слЬдуетъ, что въ данныхъ углахъ М и m 
С = с, 2£AMC = amc, 2£ВМС = Ътс.

СлЬдств1е. Трегранный уголъ в по ли B опр е- 
дйляется, если даны величина и расположен!е 
трехъ его частей, соответственно одному изъ 
разсмотренныхъ случаев ъ.
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III. О многогранникахъ.
§ 192. 1) Часть пространства, ограниченная со вс-Ьхъ 

сторонъ кривыми поверхностями или плоскостями, называется 
т-Ьломъ, а граница или пред^лъ тела— его поверх­
ностью. Если мы измеряемъ тЬло съ помощйю соответствую­
щей единицы, то получаемъ его объемъ. Два тела, незави­
симо отъ ихъ формы, называются равновеликими или 
равномерными, если они имеютъ равные объемы. Рав- 
н ы м и же тела называются тогда, когда можно ихъ предста­
вить такъ наложенными другъ на друга, что они совпадутъ 
взаимно всеми своими частями.

2) Если поверхность тела состоитъ изъ плоскостей, то та­
кое тйло называется многогранникомъ. Многоугольники, 
ограничивающее многогранники, называются его сторонами; 
прямыя, по которыми пересекаются стороны, — ребрами, 
точки пересечешя реберъ — вершинами, а углы, образо­
ванные двумя последовательными ребрами — плоскими 
углами. При каждомъ ребре лежитъ двугранный у г о л ъ, 
а при каждой вершине — многогранный или по крайней 
мере т р е г р а н н ы й у г о л ъ.

Изъ многогранниковъ мы будемъ разсматривать только вы­
пуклые, т. е. так!е, въ которыхъ каждый двугранный уголъ 
менее 2d, такъ что каждая сторона многогранника при своемъ 
продолжен!!! не встретить поверхности многогранника.

3) Всякая прямая, соединяющая две вершины многогран­
ника ii не лежащая въ плоскости какой-либо его стороны, на­
зывается д!агональю многогранника. Плоскость, раз- 
сйкающая многогранники и проходящая черезъ ребро и противу- 
положную вершину или чрезъ два ребра, называется д i а г о - 
и а л ь н о ю плоскостью.

4) Многогранники называются подобными, если они 
ограничены подобными и одинаково расположенными сторонами, 
пересекающимися подъ соответственно равными двугранными 
углами.

5) Изъ определешя равенства телъ видно, что въ равныхъ 
многогранникахъ все части (стороны, ребра, плоск!е и дву-

2
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гранные углы) одного должны быть равны соответствующимъ 
частями другаго, и что равный части совершенно одинаково 
расположены, если мы поместимн оба многогранника какими 
либо двумя соответственными сторонами по одну и ту же сто­
рону какой либо плоскости.

Но обратно изъ равенства всйхи частей не всегда слйдуетъ 
равенство самыхъ многогранниковъ. Если соответственно рав­
ный части расположены въ обратномъ порядке, то многогран­
ники будутъ симметричны и при наложены другъ на друга 
не совпадутъ всеми своими частями.

Два многогранника, симметричные третьему, равны между 
собою. — Изображеше многогранника въ плоскомъ зеркале сим­
метрично ему самому.

6) Многогранники, въ которомъ две противуположиыя сто­
роны равные и параллельные многоугольники, а все прочтя сто­
роны параллелограмы, называется призмою. Эти два проти- 
вуположныхъ многоугольника служатъ основан!ями призмы. 
Совокупность площадей всйхъ параллелограмовъ составляетъ 
б о к о в у ю поверхность призмы. Призмы бываютъ трех­
сторонними, четырехсторонними . . . . , смотря по 
числу сторонъ многоугольниковъ, служащихъ основашями.

Высота призмы есть разстояше между ея основашями, 
т. е. перпендикуляръ, опущенный изъ произвольной точки верх- 
няго основашя на нижнее. Прямыя, по которыми пересекаются 
плоскости, образуются боковую поверхность, называются боко­
выми ребрами. — Если боковыя ребра перпендикулярны 
къ основание, тогда призма называется прямою, и каждое 
ребро равно высоте призмы; во всякомъ же другомъ положены 
реберъ призма называется косою или наклонною, и ея 
высота менее боковаго ребра.

Всякое сечеше призмы плоскостью, параллельною осно­
вание, образуетъ фигуру, равную основание, потому что въ по- 
лученномъ такимъ образомъ мно—кй и въ основаны какъ сто­
роны такъ и углы соответственно равны (§ 173, § 37, § 177).

Каждой вершине призмы прилежать три плоск)е угла. 
Всякая п—сторонняя призма имеетъ п + 2 ограничивающихъ 
ее плоскостей, 2п вершинъ и Зп реберъ.
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7) Если OCHOBanie призмы будетъ параллелограмъ, то та­
кую призму называютъ параллелепипедомъ, след. парал­
лелепипедъ ограничивается шестью параллелограмами.

Въ параллелепипеде каждые два противо- 
лежапце параллелограма, напр. АГ и DG, равны 
другъ другу и лежать въ параллельныхъ пло- 
скостяхъ, потому что стороны этихъ параллело- 
грамовъ соответственно равны и параллельны 
(АВ # DC, AE # DH...), сл^д. и углы парал- 
лелограмовъ равны, а потому АГ DG и АГ [| DG 
(§ 177).

Вешая две протпволежапця стороны параллелепипеда можно 
разематривать какъ основан!я. Разстояше сторонъ, приня- 
тыхъ за OCHOBariS, будетъ высотою параллелепипеда.

Параллелепипедъ, въ которомъ боковыя стороны перпен,- 
дикулярны къ OCHOBamilo, называется п р я м ы м ъ, въ против- 
номъ же случае — косымъ. Очевидно, что въ прямомъ па­
раллелепипеде все боковыя стороны прямоугольники; если 
сверхъ того и основашя прямоугольники, то параллелепипедъ 
называется прямоугольнымъ. Въ прямоугольномъ парал­
лелепипеде каждый две пересекаюпйяся стороны образуютъ 
прямые двугранные углы.

8) К у б о м ъ называется прямоугольный параллелепипедъ, 
ограниченный со всехъ сторонъ квадратами.

§ 193. Два параллелепипеда, имеющее равныя основашя и 
равныя высоты, равновелики.

Дадимъ параллелепипедамъ такое положеше, что ихъ ниж- 
шя основашя совместятся, а верхшя будутъ лежать въ одной 
и той же плоскости. При этомъ могутъ быть два случая, а 
именно будутъ ли кроме того две боковыя стороны лежать въ
одной плоскости пли нетъ.

1) Параллелепипеды ВН и AL, име- 
юшде общее OCHOBanie ABCD, органичены 
съ двухъ боковъ параллельными плоско­
стями АВКЕ и DCLH, отчего ихъ верхшя 
основашя лежать между параллельными 
прямыми ЕК и HL. — Две трехстороншя 

2*
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призмы AEIDHM и BFKCGL равны, такъ какъ легко доказать, 
что все ихъ части соответственно равны и совершенно одина­
ково расположены. Если мы отнимемъ отъ всего тела ABHL 
первую призму, то получимъ параллелепипедъ AL, а если отни­
мемъ вторую, то получимъ параллелепидъ ВН, изъ чего слРду- 
етъ, что эти параллелепипеды равновелики между собою.

2) Параллелепипеды NP и NQ имеютъ 
общее нижнее основаше ТО, а верхшя 
основашя лежать въ одной плоскости, но 
не между параллельными прямыми. Про- 
должимъ плоскости OS, TQ, ТВ, ОР, чтобы 
образовать новый параллелепипедъ NY, 
который будетъ иметь основашями ТО и 
XY. Такъ какъ по предъидущему каждый 

изъ данныхъ параллелепипедовъ равновеликъ этому новому, то 
они должны быть равновелики и между собою.

§ 194. Всяюй параллелепипедъ ABCDEFGH можетъ быть 
обращенъ въ прямоугольный, имеющш съ нимъ равновеликое осно-
BaHie и равную высоту.

Проведемъ чрезъ ребра АВ, ВС, CD, AD 
плоскости, перпендикулярный къ нижнему 
OCHOBanilO ABCD, и продолжимъ до пере- 
сйчешя съ ними плоскость верхняго осно­
вашя, тогда полученный такимъ образомъ 
параллелепипедъ ABML будетъ иметь съ 
даннымъ одно и то же основаше и равную 

высоту, а потому будетъ равновеликъ данному (§ 193). Если 
теперь АС прямоугольникъ, то прямоугольный параллелепипедъ 
ABML и будетъ требуемый.

Если же АС не прямоугольникъ, то стоить только 
чрезъ ребра AI и ВК провести плоскости, перпен- 
дикулярныя къ стороне ABKI, и продолжить сто­
рону CLMD, тогда образуется прямоугольный па­
раллелепипедъ ABPQ, который равновеликъ съАВМЬ 
(§ 193, 1), потому что за основаше обоихъ параллеле­
пипедовъ можно принять ихъ общую сторону ABIK.

Кроме того, такъ какъ въ этихъ параллелепипедахъ основашя 
равновелики, ABON = ABCD, и высоты равны, то изъ этого 
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сл^дуетъ, что параллелепипеды ABGH и ABPQ имЬютъ равно- 
велише основашя, равный высоты и объемы.

§ 195. Всяк1й параллелепипедъ ABCDabcd разделяется 
д|'агональною плоскостью на две равновелиюя трехсторонняя 
призмы ABCabc и ADCadc.

Проведемъ чрезъ оконечности ребра Аа 
перпендикулярный къ нему плоскости, тогда 
параллелепипедъ AFGEafge, образованный пе- 
ресбчешемъ этихъ плоскостей съ боковыми 
сторонами даннаго параллелепипеда будетъ 
прямой п разделяется дя'агональною пло­
скостью на две равныя призмы AFGafg и 
AEGaeg, потому что ихъ части равны и оди­
наково расположены. Такъ какъ по той же 
самой причины многограыныя тела ÄBCGF и 

с

abcgf, ACDEG и acdeg попарно равны, то половины прямаго 
параллелепипеда равновелики по одиначке косымъ призмамъ 
АВСаЪс и ADCadc, след, и эти последтпя также равновелики 
ДРУгъ другу.

Следств1е. Трехст оронн1я призмы, на кото­
рый разделяется косой параллелепипедъ дi аг о - 
н а л ь н о ю плоскостью, симметричны другъ другу.

§ 196. Прямоугольные параллелепипеды AD и ad, имеюпуе 
равныя основаняя, относятся какъ ихъ высоты.

Если высоты АС и ас соиз­
меримы п ихъ общая мЬра заклю­
чается ш разъ въ АС, и п разъ въ 
ас, тогда АС :ас=ш:п.
Представимъ себе, что по всей длине 
сторонъ АС и ас отложена общая 
мера и чрезъ полученный такимъ 
образомъ точки делен!я проведены плоскости, параллельныя 
основатямъ параллелепипедовъ, тогда AD разделится на т, и 
ad на п равиыхъ параллелепипедовъ (§ 193), такъ что

AD : ad = m : п.
Изъ обЬихъ пропорщй получимъ 

AD : ad = АС : ас.
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Эта пропорщя должна существовать и въ такомъ случае, 
когда высоты АС и ас несоизмеримы. Положимъ что эта 
пропорщя не верна, а существуетъ другая

AD : ad = AC : ag, 
где ag<ac. Разделимъ сторону АС на такое число равныхъ 
частей, -чтобы каждая изъ нихъ была <gc. Если будемъ от­
кладывать эти части на лиши ас, начиная отъ точки а, то одно 
изъ д'Ьлешй должно упасть где нибудь въ точке е между g и с. 
Проведемъ чрезъ точку е плоскость, параллельную плоскости ab, 
тогда параллелепипеды AD и af, имЬюшде соизмеримый высоты, 
будутъ относиться

AD : af=АС : ае.
Изъ обЬихъ пропорщй получимъ

ad : af = ag : ae, .
что невозможно, потому что ad>af, a agcae. Точно также 
можно доказать, что четвертый членъ nponopriv AD: ad = AC: ас 
не можетъ быть больше лиши ас, а потому эта пропорщя всегда 
должна быть справедлива.

§ 197. Измерить какое нибудь тело значитъ опреде­
лить, сколько разъ заключается въ немъ другое тело, принятое 
за единицу меры. Какъ для измЬрешя площадей пользуются 
квадратомъ, построеннымъ на единиц^ длины, точно также для 
измерен!я объемаили кубическаго содержан!я 
тела употребляютъ за единицу к у б ъ, котораго ребро 
есть какая нибудь единица длины. Кубъ, котораго ребро футъ, 
дюймъ и т. д., называется к у б и ч е с к и м ъ ф у т о м ъ , д ю й - 
момъ и т. д.

Для определешя объема тела нетъ надобности, измерять 
его непосредственно кубическою единицею, но достаточно изме­
рять линейною единицею некоторый лиши, отъ которыхъ ,зави- 
ситъ величина тела.

§ 198. Объемъ прямоугольнаго параллелепипеда равенъ про- 
изведежю трехъ его реберъ, пересекающихся въ одной изъ его 
вершинъ, или произведежю его основажя на высоту.

Эту теорему нужно понимать такъ: Если мы и з ме­
ря емъ одною и тою же единицею длины три пере- 
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сЬкающ1яся въ одной вершине ребра, и полу­
чи м ъ числа ш, и, р, то параллелей и педъ, из ме­
рянный соответствующею кубическою единицею, 
д а с т ъ число mnp.

Положимъ, что AG прямоуголь­
ный параллелепипедъ, и какая ни- 
будь единица линейной меры, напр. 
футъ, заключается ш разъ въ ребре 
АВ, п разъ въ AD, р разъ въ АЕ, 
при чемъ ш, п, р могутъ быть це­
лыми, дробными и иррацюнальными 
числами. Отложпмъ отъ вершины А 
по тремъ ребрамъ лиши AM, AN, АО, 
равныя единице длины, такъ что 
AB=m.AM, AD—n. AN, АЕ = р.АО. 
Проведемъ чрезъ точку М плоскость,
параллельную стороне АН, чрезъ точку N плоскость параллельную 
стороне АЕ, и чрезъ точку О плоскость параллельную основание 
АС, тогда полученное такимъ образомъ тело АВ будетъ куби­
ческая единица, соответствующая принятой нами линейной. 
Такъ какъ параллелепипедъ AQ и кубъ АВ имеютъ общее осно- 
Barie, то они относятся какъ АЕ : АО (§ 196), и такъ какъ АЕ 
равна р разъ взятой лиши АО, то и кубъ АВ нужно взять р 
разъ, чтобы образовать параллелепипедъ AQ, след.

AQ = р. AB.
Параллелепипеды АР и AQ имеютъ общее основаше ME и при 
томъ AD = n. AN, потому AQ должно взять п разъ, чтобы обра­
зовать АР, след.

АР = n. AQ пли АР = п . р . АВ.

Наконецъ параллелепипеды AG и АР имеютъ общее основаше 
АН и кроме того АВ = m . АМ, след.

AG = m . АР, п такъ какъ АР = п. р . АВ, то 
AG = mnp . АВ пли — = mnp.

Гакъ какъ пап есть площадь основашя, и р высота дан- 
наго параллелепипеда AG, то его объемъ mnp равенъ произ- 
ве д е н 1 ю основан)я mn на высоту р.
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Если m, п, р целыя числа, наир. 3, 4, 5, то отложивъ 
принятую линейную единицу на ребрахъ AB, AD, АЕ и про­
ведя изъ точекъ дйлешя плоскости параллельныя сторонамъ па­
раллелепипеда, мы убедимся наглядно, что они заключаетъ 
3.4.5 = 60 соотвйтствующихъ кубическихъ единицъ.

§ 199. 1) Объемъ куба равенъ третьей сте­
пени числа, выражающаго длину его ребра. Посему 
третью степень числа называютъ его кубомъ.

2) Если д в t к а к i я н и б у д ь л и н е й н ы я м b р ы 
относятся к а к ъ m : п, то соответствую шдя к у би­
че ск! я меры относятся какъ т3: п3. Напр.

1 Метръ = 10 дециметрамъ — 100 сантиметрамъ,
1 кубичный метръ — 1000 куб. децим. = 1000000 куб. сантим.
1 футъ = 12 дюймами, 1 куб. футъ = 1728 куб. дюймами.

§ 200. Объемъ всякаго параллелепипеда равенъ произве- 
дежю изъ его основажя на высоту.

Таки какъ всякш параллелепипедъ равновелики прямо­
угольному, имеющему съ ними равновеликое основаше и рав­
ную высоту (§ 194), а обнемъ прямоугольнаго параллелепипеда 
равенп произведение основашя на высоту (§ 198), то и обиемъ 
всякаго параллелепипеда равенъ произведен!«) основашя на 
высоту.

§ 201. Объемъ всякой призмы равенъ произведена ея осно­
важя на высоту.

D F

В К

1) Расмотримъ сначала треугольную 
призму ABCDEF, которой высота Ь. Проведя 
изъ точекъ В, С, Е, F лиши, параллельныя 
ребрамъ АС, AB, DF, DE, дополнимъ призму 
до параллелепипеда AG, имеющаго ту же высоту 
h. Такъ какъ AG = АВКС X h (§ 200) и призма 
ABCDEF = AG (§ 195), то

ABCDEF = - X h = ABC X h.
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2) Многоугольную призму ABCDEFGHIK 
можно раздйлпть на нисколько треугольныхъ, 
имйющихъ съ нею ту же высоту h. Объемы этихъ 
призмъ будутъ ABE X h, ВСЕ X h, CDE X h, 
слйд. сумма ихъ, т. е. объемъ многоугольной 
призмы равна

(АВЕ + ВСЕ + CDE) h = ABCDE X h.

§ 202. Слйдств!я. 1) Два параллелепипеда 
или д в й призмы, и м й ю щ i я равновеликая о с н о - 
ван! я и равны я высоты, равновелики.

2) Параллелепипеды пли призмы относятся 
к а к ъ произведен!я ихъ основан!й на высоты.

3) П ара л л е л е п и и е д ы или призмы, HMBliN 
равновелик!я основан!я, относятся какъихъ 
высоты, a HMBoIis равныя высоты, относятся 
к а к ъ о с н о в а н ! я.

§ 203. 1) Многогранникъ, котораго одна сторона много- 
угольникъ, а вей остальныя — треугольники, имйюпце одну 
общую вершину, называется пирамидою. Пирамиду можно 
построить, проведя последовательно плоскости чрезъ каждую 
изъ сторонъ какого нибудь мно—ка и точку, не лежащую съ 
нпмъ въ одной плоскости. Точка, въ которой сходятся вей 
тре—ки, называется вершиною пирамиды, а сторона, 
противолежащая этой вершпнй, — основан!емъ. Перпен- 
дикуляръ, опущенный изъ вершины пирамиды на плоскость 
основан!я, называется высотою пирамиды.

2) Пирамиды бываютъ трехсторонн!я, четырехсто­
рон н!я и т. д., смотря по числу сторонъ основан!я или по 
числу тре—ковъ, составляющихъ боковую поверхность. Самая 
простая изъ вейхъ пирамидъ — трехсторонняя, потому 
что она образована четырьмя плоскостями, а чтобы замкнуть 
пространство со вейхъ сторонъ нужно по крайней мйрй 4 пло­
скости. Вей тйлесные углы пирамиды въ такомъ случай три- 
гранны, и всякая изъ ея сторонъ можетъ быть принята за осно- 
ван!е. Всякая п—сторонняя пирамида имйетъ п 4" 1 ограничи- 
вающихъ ее плоскостей, n + 1 вершинъ и 2п реберъ.
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3) Если OCHOBanie пирамиды правильный мно—къ, и пер- 
пендикуляръ, опущенный изъ вершины на основаше, repecB- 
четъ это последнее въ его центре, то пирамида называется 
правильною. Въ ней все боковыя стороны равнобедренные 
треугольники.

4) Если пирамида пересекается плоскостью, параллельною 
основанью, то часть ея, заключающаяся между плоскостью cbyexis 
и основашемъ, называется усеченною пирамидою, а раз- 
стояше двухъ ея параллельныхъ сторонъ — высотою усе­
ченной пирамиды. Всякая п—сторонняя усеченная пирамида 
имЬетъ n -j- 2 ограничивают,ихъ ее плоскостей, 2п вершинъ 
и Зп реберъ.

§ 204. Если пирамида SABCDE будетъ пресечена пло­
скостью, параллельною основанию, то 1) ctuekie abode будетъ 
мно—къ, подобный основами) ABODE, , 2) площади подобныхъ 
мно—ковъ ABODE и abode относятся какъ квадраты ихъ раз- 
стояшй (SP и Sp) отъ вершины пирамиды.

1) Стороны мно—ковъ ABCDE и abode 
параллельны (§ 173), отчего и углы ихъ 
соответственно равны (§ 177). Кроме того 
мы имЬемь пропорщи :

АВ : ab — (AS : aS =) AE : ae = ED: ed... 
слЬд. ABCDE co abode.

2) Проведемъ чрезъ ребро SA и вы­
соту SP плоскость. Лин1и АР и ар сече- 
н!я этой плоскости съ плоскостями ABCDE 
и abode параллельны, почему Д ASP coaSp, 
а такъ какъ кроме того и Д ASBcoaSb, то

SP: Sp = SA: Sa = ДВ : ab, или SP1 2: Sp2 = AB2: ab2. Ho (§ 111) 
ABCDE : abode = AB2 : ab2, след. ABCDE : abode = SP2: Sp2

Следств1я. 1) Если пирамида разсечена 
плоскостью, параллельною основан!ю, то отре­
занная т а к и м ъ образомъ меньшая пирамида 
подобна целой (§ 192, 4).
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2) О снован1я подобныхъ пирамидъ относятся 
к акъ квадраты и х ъ в ы с о т ъ.

§ 205. Если Aßt пирамиды SABCD и PFGH, MMbtouis 
равновелижя основажя и равныя высоты, пересечены плоскостями, 
параллельными основан!ямъ, на равныхъ разстояжяхъ (Se = Pk) 
отъ вершины, то плошади nepectueHi (abcd и fgh) равновелики.

Положимъ, что 06 пира­
миды помещены своими основа- 
шями въ одной и той же пло­
скости и пересечены плоскостью, 
ей параллельною. Если SE и 
РК высоты пирамидъ, то (§ 204,2)

ABCD:abcd = SE2 :Se2
FGH :fgh = PK2:Pk2.

Ho no yC.OBil
ABCD=FGH,SE=PK, Se =Pk, 
потому и SE2=PK2, Se2=Pk2, 

сл^д. и abcd = fgh.

§ 206. Две трехсторонжя пирамиды, имеишця равновелиюя 
основажя и равныя высоты, равновелики.

Представимъ себе, что высоты обкихъ пирамидъ разделены 
на одно и то же безконечно большое число равныхъ частей и 
чрезъ точки делен! я проведены плоскости, параллельный осно- 
вашямъ, тогда каждый два сечешя обеихъ пирамидъ, одинаково 
удаленный отъ вершинъ, равны (§ 205). Каждую часть пира­
миды, заключающуюся между двумя последовательными секу­
щими плоскостями, можно разсматривать какъ трегранную призму 
(хотя строго говоря она усеченная пирамида), потому что два 
безконечно близк!я сечешя пирамиды безъ заметной ошибки 
равны одно другому. Такимъ образомъ пирамида разложится на 
безконечно большое число чрезвычайно низкихъ призмъ, и такъ 
какъ каждая изъ нихъ въ одной пирамиде равна соответствую­
щей ей въ другой, то и суммы ихъ, т. е. самыя пирамиды должны 
быть такъ же равны.
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Другое доказатель­
ство. ПомЬстимъ обЪ пира­
миды ихъ основашями въ од­
ной плоскости, и предполо- 
жимъ, что РАВС>раЬс и 
именно что

РАВС — pabc = Q.

Разность Q всегда можно пред­
ставить въ вид'Ь призмы, ко­
торой OCHOBaHie АВС, а вы­

сота х. РаздТлимъ общую высоту Н обЬихъ пирамидъ на такое 
число равныхъ частей, чтобы каждая изъ нихъ была менЬе х; 
чрезъ точки д'йлешя проведемъ плоскости, параллельный осно- 
вашямъ АВС и abc, тогда каждыя два сбчешя, равно удален- 
ныя отъ основашя, будутъ равны (§ 205). Построимъ въ пер­
вой пирамид-Ь на ея основаны и на каждомъ cšveriM внЬшшя 
призмы I, II, III...., которыхъ боковыя ребра параллельны ребру 
АР, а во второй пирамид1> построимъ подъ каждымъ сЬчешемъ 
внутреншя призмы 1, 2, 3.... такъ, чтобы ихъ боковыя ребра 
были параллельны ребру ар, тогда по равенству основаны и 
высотъ (§ 202, I) будетъ 1 = 1, 11 = 2, III = 3, такъ что ниж­
няя призма IV составляетъ разность между суммою всЬхъ внЬш- 
нихъ и суммою всЬхъ внутренныхъ призмъ. Такъ какъ

14-П + Ш4-1У>РАВС
I 2 -j- 3 < pabc, то

(I + П 4- Ш + IV) — (1 4- 2 + 3) > PABC—pabc, т. е. IV >Q.

Однакожъ призма IV не можетъ быть болЬе призмы Q, потому 
что хотя об!; онЬ им!иотъ одно и то же основаше АВС, но вы­
сота призмы IV выбрана нами менЬе х, высоты призмы Q, слЬд. 
преположеше, что PABC > pabc, невозможно. Точно такъ же 
можно доказать, что не можетъ быть PABCcpabc, а потому 
должно быть PABC = pabc.

§ 207. Объемъ трехсторонней пирамиды ЕАВС равенъ 
трети объема призмы, имеющей съ нею одно и то же основан!е 
и ту же высоту.
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Если изъ вершинъ А и С проведемъ лиши 
ÄD и CF, параллельный ребру BE, и чрезъ точку 
Е плоскость параллельную основание АВС, то 
образуется трехсторонняя призма ABCDEF, ко­
торая пм^етъ одно и то же основаше и ту же вы­
соту съ данной пирамидою. Чрезъ это постро- 
enie къ данной трехсторонней пирамид-Ь ЕАВС прибавится че­
тырехсторонняя EACFD. Проведя плоскость ECD, мы раздйлимъ 
EACFD на двй трехстороншя пирамиды EACD и ECDF, кото- 
рыя равновелики (§ 206). Но пирамиды ECDF и ЕАВС пмйютъ 
равныя основан!я DEF и АВС и равный высоты, и потому равно­
велики. Такимъ образомъ три равновелшия пирамиды EACD, 
ECDF, ЕАВС составляютъ призму ABCDEF, слйд. ЕАВС есть 
третья часть этой призмы.

§ 208. Объемъ всякой пирамиды равенъ третьей части про- 
изведемя ея основан1я на высоту.

Для трехсторонней пирамиды это
предложеше прямо слДдуетъ изъ §201 и § 207. Дл\

Многосторонняя пирамида ABCDEF // LN \ 
можетъ быть разделена на трехстороншя ABCF, 
ACDF, ADEF, имеющая съ нею одну и ту же V__ 1 у 
высоту h. Объемы этихъ пирамидъ будутъ С 1) 

zh . BCF, Jh . CDF, |h . DEF, 
слйд. объемъ многосторонней пирамиды

ABCDEF = zh (BCF + CDF Д- DEF) = |h . BCDEF.

§ 209. C.BICTBiN. 1) ДвЬ пирамиды, MMboIis 
p а в н ob e л и к! я основан!я и равныя высоты, р ав - 
новели к и.

2) О б ъ е м ъ всякой пирамиды равенъ трети 
объема призмы, имеющей т F же основан!е и 
высоту.

3) П и р а м и д ы , и м Ь ю щ i я р а в н о в е л и к i я о с но­
ва н i я , относятся к а к ъ и х ъ высоты, и м t ю щ i я же 
равныя высоты, относятся к а к ъ и х ъ о с н о в а н i я.
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§ 210. Определить объемъ усеченной пирамиды ABCD по 
данной высоте h и основажямъ Сид.

Представимъ себе, что стороны усеченной пирамиды про­
должены до пересечен!я ихъ въ вершине S, такъ что усечен­
ная пирамида дополнится до целой SAB. Обозначимъ высоту 
верхней дополнительной пирамиды чрезъ х, тогда (§ 208)

ABCD =

вся пирамида SAB = JG (ЬЧ-х), 
верхняя пирамида SCD = |gx, след, 

усеченная пирамида ABCD = 3G (hx) — Igx 
или ABCD=|[Gh+(G—g)xj. 

Для выражешя х посредствомъ данныхъ ве- 
личинъ мы имеемъ (§ 204, 2)
G:g = (h + x)2:x2 или pG:pg = h + x:x,

"н

ABCD = jh ( G -I------
V ' KG-pg

X Kg). Но

G g — (KG 4-Pg) (pG— Pg), сл’Ьд.

vä-e=VG+Vg, и потому

ABCD — h [G + ()/"G 4- ]/g) j/g] или 
ABCD = Jh (G 4- У"Gg + g).

И такъ мы получимъ объемъ усеченной пирамиды, если сло- 
жимъ площади верхняго и нижняго основашя и среднее геоме­
трическое между ними, и полученную сумму умножимъ на 
треть высоты.

Усеченная пирамида равновелика полной 
пирамиде той же высоты, но основан!е которой 
равновелико сумме верхняго и нижняго о с н о - 
в ан i я и средняго пропорц!альнаго между обо­
ими основан!ями усеченной пирамиды.

§ 211. Объемъ трехсторонней призмы ABCDEF, усеченной 
непараллельно основан!ю, равняется произведена ея основан!я
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АВС на треть суммы перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ вер- 
шинъ D, Е, F на основаже АВС.

Чрезъ вершину Е, которая ближе 
всЬхъ прочпхъ къ основание АВС, прове- *- 
демъ плоскость ЕМР, параллельную этому 
последнему; тогда Д МЕР АВС (§192,6). Р
Усеченная призма разделится на призму црДД /У 
АВСМЕР и на четырехстороннюю пира- -
миду EMDFP. Эту последнюю можно раз- —Д/ С
сечь плоскостью EDP на две трехсторон- 
шя пирамиды DMEP и FDEP. В

Проведемъ плоскость EFM, тогда
Д FDP — FMP (§ 87), и потому 
лир. EFDP = пир.ЕГМР(§206) т.е. 
пир. FDEP= пир. FMEP.

Если обозначимъ разстояшя вершинъ Е, D, F отъ осно- 
вашя АВС чрезъ h, h—m, h-|-p, то ш и р будутъ разстоя- 
шями вершинъ D и F отъ плоскости ЕМР, след, имеемъ 

h 4- h -4— h
призма АВСМЕР = ABC X h = ABC X- 3 — 

пирамида DMEP = МЕР X | = ABC X у

пирамида FMEP = МЕР X = ABC X

Сложпвъ эти три равенства, найдемъ что

ABCDEF = ABC X h + (h + ™ + Р.)-

§ 212. С л е д с т в 1 я. 1) Такъ какъ это выражеше равно 

} ABC.h + 4 ABC (h + m) +1 ABC (h+p), то 

трехсторонняя призма, усеченная непарал­
лельно основан!ю, равновелика тремъ пирами- 
дамъ, имеющимъ то же основан!е АВС, а вершины 
в ъ верши п ахъ D, Е, F.



2) Если призма прямая, то высоты ея будутъ боковыя 
ребра, слйд. о бъемъ прямой трехсторонней призмы, 
усеченной непараллельно основан!ю,равняется 
произведен!ю ея основан!я на одну треть суммы 
всйхъ боковыхъ реберъ.

женными сторонами.

* § 213. Симметричные многогранники равновелики.

Симметричныя пирамиды равновелики, потому что объемъ 
пирамиды зависитъ только отъ ея высоты и площади основашя, 
а въ симметрическихъ многогранникахъ вей соответственный 
части равны между собою. Такъ какъ два симметричные много­
гранника могутъ быть разейчены плоскостями на равное число 
попарно симметрическихъ пирамидъ, то они должны имйть 
равные объемы.

* § 214. Двй TpexcTOpoHHia пирамиды SABC и sabc подобны, 
если имйютъ по равному двугранному углу, заключающемуся 
между двумя соответственно подобными и одинаково располо-

Пусть А ASB asb, A ASC 00 ase 
и двугранный уголъ ВASC = base. 
Отдожимъ Saz = sa, Sb'= sb, Sc'—. sc 
и проведемъ чрезъ точки а', b', сС 
плоскость, тогда пирамида Sa‘b‘c‘©sabc 
(§ 191, 3). Такъ какъ A ASB со a'Sb' 
и A ASC a‘Se‘, то АВ И а'Ь' и 
АС И а'с' (§ 98). Изъ параллельности 
этихъ лишй елйдуетъ параллельность 
плоскостей АВС и а'Ь'с' (§ 177, 2). 
и потому пирамиды SABC и Sa'b'c' 
подобны (§ 204 елйд. 1), елйд. и 
SABC со sabc.

* § 215. Два подобные многогранника ABCDEF и abedef 
можно разложить на равное число соответственно подобныхъ и 
одинаково расположенныхъ пирамидъ.
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Пусть къ одной стороне ABCD, какъ къ 
основашю, прилегаютъ два четыре—ника а 
AEFD, BEFC и два тре—ника ABE, CDF. Гх" —/
Проведя д!агональныя плоскости BDE, BDF, (
мы разсйчемъ много—никъ на трехсторон- /Х..■■■■"" "х.
Н1Я пирамиды ABDE, FBDE, CBDP. Дру- ----------^с
гой много—никъ, въ которомъ TB же буквы В 
обозначаютъ соответствующая вершины, раз- е Д
сРченъ такимъ же образомъ. Такъ какъ f\XZX/
оба много—ника ограничены подобными и ///X 
одинаково расположенными сторонами, пе- кХ"" 
ресЬкающимися подъ соответственно рав- ь 
ными двугранными углами (§ 192, 4), то 
и тре—ки, на которые распадаются четыре—ки, соответственно 
подобны (§ ПО, 2), а потому (§ 214) пирамида ABDE ~ abde, 
FBDE cx) fbde, CBDF ~ cbdf, такъ какъ каждая пзъ этихъ двухъ 
пирамидъ имРетъ по равному двугранному углу, заключающемуся 
между двумя соответственно подобными и одинаково располо­
женными сторонами.

* § 216» Въ двухъ подобныхъ многогранникахъ: 1) поверх­
ности относятся какъ квадраты, 2) объемы — какъ кубы сход- 
ственныхъ реберъ.

1) Въ двухъ подобныхъ многогранникахъ стороны попарно 
подобны, и потому все соответствующая ребра пропорщональны. 
Площади двухъ соответствующихъ сторонъ многогранниковъ от­
носятся какъ квадраты соответствующихъ реберъ, почему и 
суммы площадей сторонъ будутъ относиться также какъ ква­
драты реберъ.

2) Если многогранниками будутъ две трехстороншя пира­
миды Р и р, то обозпачивъ ихъ основашя чрезъ G и g, а вы­
соты чрезъ Н и h, п каюя нибудь два соответствующая ребра 
чрезъ К и к, получимъ (§ 204, след. 2)
G : g = Н2: Ь2, след. и GH : gh = Н3: h3. Но такъ какъ fS 209) 

GH:gh = P:p, H3:h3 = K3:k3j то p:p = K3yVi 7

Два подобные многогранника разсекаются плоскостями на 
равное число подобныхъ и одинаково расположенныхъ пирамидъ 
(§ 215), а подооныя пирамиды относятся какъ кубы ихъ соот- 

3



34

в'Ьтствующихъ реберъ. Такъ какъ, кроме того, въ подобныхъ 
многогранникахъ соответствуют,! я ребра пропорцюнальны, то 
ясно, что сумма пирамидъ одного многогранника будетъ отно­
ситься къ сумме всехъ пирамидъ другаго, какъ кубы соответ- 
ствующихъ реберъ.

* § 217. Соответствующ!я ребра двухъ подоб­
ныхъ многогранниковъ относятся какъ квадрат­
ные корни изъ числовой величины поверхностей, 
или какъ кубическге корни изъ числовой вели- 
чины объемовъ многогранниковъ.

Если напр. дано построить многогранники, который былъ 
бы подобенъ данному и имелъ вдвое большую поверхность, то 
два соответствующая ребра должны относиться какъ 1 : ]Z2. 
Если же объемъ искомаго многогранника долженъ быть вдвое 
болйе объема даннаго, то соответствующая ребра должны отно­
ситься какъ 1 : J/2.

* § 218. Мо ж е т ъ быть только пять р а з л и ч н ы х ъ 
правильныхъ многогранниковъ, т. е. такихъ, которые 
ограничены равными правильными многоугольниками, и въ ко- 
торыхъ все телесные углы равны между собою.

Для образовашя телеснаго угла нужно по крайней мере 
3 много—ника, и сумма плоскихъ угловъ, ограничпвающпхъ 
многогранный уголъ, должна быть менее 360° (§ 188). Если 
3, 4 или 5 равныхъ прав, тре—ковъ (каждый уголъ = 60°) 
составлены такъ, что образуютъ телесный уголъ, то сумма всехъ 
плоскихъ угловъ, лежащихъ около вершины телеснаго угла, 
равна 3.60° = 180°, 4.60° = 240°, 5.60° = 300°, след, меньше 
360°. Но такъ какъ 6.60°= 360°, то изъ прав, тре — ковъ 
можно составить только три различныхъ прав, многогранника. 
Изъ равныхъ квадратовъ и изъ равныхъ прав, пяти- 
угольниковъ можно составить только по одному трегран- 
ному углу. Изъ прав, много—ковъ большаго числа сторонъ 
не могутъ быть составлены многогранные углы, такъ какъ 
уже сумма трехъ угловъ прав, шестиугольника равна 3 . 120° 
= 360°.
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* § 219» Правильные многогранники бываютъ 
с л B д у ю щ 1 е :

1) Тетраэдръ, ограниченный 4 треугольниками;
2) Октаэдръ, огран. 8 тре—ками;
3) Икосаэдръ, огран. 20 тре—ками;
4) Гексаэдръ или Кубъ, огран. 6 квадратами.
5) Додекаэдръ, огран. 12 пятиугольниками.

СлЪдуюпця / фигуры представляютъ эти многогранники и 
ихъ поверхности, разпрямленныя въ плоскость, но взятыя въ 
меньшемъ разм^рЪ.

з*
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IV. О цилиндръ.
§ 220, 1) Если прямая движется по окружности двухъ 

круговъ, лежащихъ въ параллельныхъ плоскостяхъ, постоянно 
оставаясь параллельною лиши, соединяющей центры этихъ кру­
говъ, то образуется кривая поверхность, называемая цилин­
дрическою; т-Ьло, ограниченное этою последнею и двумя 
параллельными кругами, называется ц и л и н д р о м ъ , каждый 
изъ параллельныхъ круговъ — ocнoвaнieмъ, лишя, соеди­
няющая центры основанш, — осью, а разстояше плоскостей 
OCHOBani другъ отъ друга *— высотою цилиндра.

2) Всякая лишя, соединяющая двЪ точки обоихъ основанш 
и проведенная параллельно оси, называется образующею. 
Эта лишя должна совпадать съ цилиндрическою поверхностью, 
потому что ее можно разсматривать какъ одно изъ положены 
прямой, которая своимъ движешемъ описываетъ цилиндрическую 
поверхность. Bet образуюпця параллельны оси, а сл4д. и другъ 
другу и равны между собою (§ 176).

Отсюда сл'Ьдуетъ, что всякое сЬчеше, проходящее чрезъ 
ось или параллельное оси — параллелограмъ.

3) П р я м ы м ъ цилиндром ъ называется такой, въ ко- 
торомъ ось перпендикулярна къ основанш. При всякомъ же дру- 
гомъ положены оси цилиндръ называется косымъ. Въ пря- 
момъ цилиндрЪ вей образующая перпендикулярны къ основанш и 
равняются его высота, въ косомъ же цилиндр'Ь высота всегда 
мен te образующей.

Если представимъ ce6t, что прямоугольникъ обращается 
около одной изъ своихъ сторонъ, какъ около неподвижной оси, то 
другая сторона опишетъ прямой цилиндръ (§ 162, слЪд.). 
Въ прямомъ цилиндpt BGt cBveuin, проходящтя чрезъ1 ось его 
пли параллельно ей, — прямоугольники.

4) Два цилиндра подобны, если ихъ оси наклонены 
подъ равными углами къ основашямъ и если отпошешя ихъ 
осей къ рад1усамъ основанi равны.

§ 221. Всякое ctuenie (emd) цилиндра плоскостью, парал­
лельною основанш, образуетъ кругъ, который равенъ основанш, 
и котораго центръ лежитъ на оси цилиндра.
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Проведемъ чрезъ ось по двумъ про- 
извольнымъ направлемимъ плоскости, ко­
торый перес-Ькутъ основан!© и параллель­
ную ему плоскость сечемя по лимямъ Аш 
и am, AN" и ап. Такимъ образомъ полу­
чатся параллелограмы АМат и ANan 
(§ 220, 2; § 173), след. АМ=ат, AN=an; 
а такъ какъ AM = AN, то и am = an, т.е.
точки m и п одинаково удалены отъ а.
Это заключеше справедливо для всёхъ точекъ, лежащихъ на 
кривой пересечения цилиндра, след. эта кривая есть кругъ, ко- 
тораго центръ находится на оси цилиндра, а рад!усъ равенъ 
рад!усу его основами.

§ 222. Объемъ цилиндра равенъ произведен|'ю плошади его 
основан!я на высоту.

Мы разсматривали кругъ какъ правильный многоугольникъ 
съ оезконечно болыпимъ числомъ сторонъ, потому и цилиндръ 
можно принимать за призму, которой основаме такой мно—къ. 
а высота равна высоте цилиндра. Отсюда следуетъ, что объ­
емъ цилиндра, какъ объемъ призмы, равняется произведешь) 
площади основами на высоту.

§ 223. 1) Если обозначимъ чрезъ h высоту цилиндра, а 
чрезъ г рад!усъ его основами, то

объемъ ц ил и ндра = г2л-Ь.

2) Цилиндры, и м е ю щ 1 е р а в н ы я основан!я и 
р а в н ы я высоты, равновелики.

3) Цилиндры относятся какъ произведен!я 
и х ъ о с н о в а и i й на высоты.

4) Ц и л и н д р ы, и м е ю щ i е р а в н ы я о с н о в а н i я , 
относятся какъ и х ъ высоты, а и м е ю щ i е р а в н ы я 
высоты, какъ основан!я, а след, и какъ квадраты 
рад!усовъ основа н iil (§149).

-5) Два подобные цилиндра (С, с) относятся 
какъ кубы рад!усовъ (В, г) ихъ основан!й или 
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какъ кубы производят, и хъ (S,s). Если обозначимъ 
чрезъ Н и h высоты цилиндровъ, то H:h = R:r = S:s, с.тйд. 
С: с = В2-Н: г2яЬ = R2H: r2h = В3: г3 = S3: s3.

§ 224. Боковая поверхность прямаго цилиндра равна про-
изведен!ю окружности его основажя на высоту.

СА

s=h

В ........ ißD 0

А Такъ какъ всякая прямая, 
параллельная оси цилиндра, и 
соединяющая двй точки, лежа- 
шдя на верхнемъ и нижнемъ его 
основаши, совпадаетъ съ боко­
вою поверхностью цилиндра, то 

мы можемъ представить ceB эту поверхность разсЬченною по 
длин£ одной изъ образующихъ и развернутою на плоскости. Та- 
кимъ образомъ получится прямоугольникъ, котораго одна сторона 
равна окружности основашя, а другая высота цилиндра. Такъ 
какъ площадь прямоугольника равна произведешю двухъ его 
перпендикулярныхъ сторонъ, то боковая поверхность цилиндра 
равна произведешю окружности его OCHOBaniN на высоту.

§ 225. 1) Если обозначимъ чрезъ h высоту 
прямаго цилиндра, чрезъ s образующую, и чрезъ 
г рад!усъ основан!я, тогда окружность осно­
ва н 1 я б у д е т ъ 2гтт, с л 4 д.

боковая поверхность ци л и п др а = 2r-h= 2t>ts.

2) Такъ какъ площадь основан!я = ят2, т о 
вся поверхность (О) прямаго цилиндра равна 
2г яЪ г2л- + г2тг, т. е. •

О = 2гя (г + h) = 2гтг (г 4- s).

3) Боковыя поверхности Ойо двухъ подобныхъ прямыхъ 
цилиндровъ относятся какъ квадраты ихъ рад!усовъ основан 1й 
или квадраты ихъ производящихъ.

Такъ какъ O:o = 2R^S:2r7rs = RS:rs, то
O:o = R2:r2 = S2:s2.



39

V. 0 KOHycb.
§ 226» 1) Если прямая АВ (фиг. § 228) движется по 

окружности BDC круга такъ, что постоянно проходптъ чрезъ 
неподвижную точку А, лежащую внГ плоскости круга, то обра­
зованная ея двпжен!емъ кривая поверхность называется кони­
ческою, а rB.1O, ограниченное этою поверхностью и площадью 
круга. — к о н у с о м ъ ; движущаяся прямая называется обра­
зующею, неподвижная точка А — вершиною, кругъ 
ВВС — основан!емъ, дишя АЕ, соединяющая вершину А 
съ центромъ Е основашя — осью, а перпендикуляръ АГ, 
опущенный изъ вершины на основаше, — высотою конуса.

2) Прямы мъ конусомъ называется такой, котораго 
ось перпендикулярна къ основашю, въ противномъ же случай 
конусъ называется косымъ. Прямой конусъ образуется дви- 
жешемъ прямоугольнаго тре—ка около одного изъ его катетовъ, 
при чемъ другой катетъ описываетъ основаше, а гипотенуза бо­
ковую поверхность конуса. Въ прямомъ конусГ высота совпа- 
даетъ съ осью и веб образуются равны (§ 165, 2).

3) Всякое сГчеше, проходящее чрезъ вершину конуса, 
есть треугольникъ, въ которомъ двй стороны — образующая, а 
третья — хорда основашя конуса. Если сГчеше проходптъ 
чрезъ ось, то треугольникъ состоптъ изъ двухъ образующихъ и 
д!аметра основашя. Въ прямомъ конусй вей его сйчешя — рав­
нобедренные тре—ки, а всГ осевыя сЬчешя образуютъ равные 
равнобедренные тре—ки, перпендикулярные къ основашю.

4) Два конуса подобны, если ихъ оси наклонены подъ 
одинаковыми углами къ основашямъ и относятся какъ радтусы 
основашй. *

§ 227. Если конусъ разсйкается плоскостью, параллель­
ною основашю, то часть его, заключающаяся между плоскостью 
сЬчешя п основашемъ, называется усЬченнымъ кону­
сомъ, остальная же часть, заключающаяся между плоскостью 
сГчешя и вершиною, дополнительнымъ конусомъ.
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Основаше конуса и площадь его сЬчешя называются 
основан!ями, разстояше основами другъ отъ друга — вы­
сотою, а лишя, соединяющая центры основашй — осью 
усЕченнаго конуса. Смотря по тому, будетъ ли ось перпенди­
кулярна къ основашямъ или нЕтъ, конусъ называется пря­
м ы м ъ или кос ым ъ.

Всякая прямая, совпадающая съ боковою поверхностю ко­
нуса и соединяющая двй точки основашй, проходитъ при про- 
должеши чрезъ вершину дополнительнаго конуса, и называется 
образующею. Въ прямомъ конусЕ всЕ образующая равны.

2) Площадь 
наго параллельно 
стоянш (AF, Af)

§ 228. 1) Всякое сЪчен!е bdc конуса, параллельное осно- 
ван!ю BDC, есть кругъ, котораго центръ находится на оси 
АЕ конуса.

основашя конуса и площадь ctuehis, проведен- 
основашю, относятся какъ квадраты ихъ раз- 
отъ вершины.

1) Проведемъ чрезъ ось въ произволь- 
ныхъ направлешяхъ двЕ плоскости, которыя 
пересйкутъ основаше и параллельную ему 
плоскость сЬчешя по лишямъ ВС и be, DE 
и de, тогда ВС || Ьс и DE || de (§ 173). Изъ 
подоб!я тре—ковъ слЕдуетъ

BE: be = AE: ae — DE: de.
Такъ какъ ВЕ = ВЕ, то и be = de. Точно также можно дока­
зать, что разстояше точки е отъ остальныхъ точекъ лиши cB- 
чешя равно be, слЕд. кривая сТчешя есть кругъ.

2) Если прямая АЕ перпендикулярна къ основашямъ ВВС 
и bdc, то изъ подоб!я тре—ковъ слЕдуетъ

BE : be = AB : ab = AE: af, слЕд. и 
BE2: be2 = AB2: ab2 = AE2: af2.

Такъ какъ площади круговъ относятся какъ квадраты ихъ 
рад!усовъ, то

кругъ BE:кругъ be = AB2:ab2 = AF2:af2.

§ 229. 1) Еели конусъ разсЕченъ плоскостью, 
параллельною основание, то полученный та-
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к и м ъ образомъ 
лому (§ 226, 4).

2) Площади 
относятся к а к ъ

м е н ын i й к о н у с ъ подобенъ ц i> - 

основан!й подобныхъ конусовъ 
квадраты в ы с о т ъ конусовъ.

§ 230. Объемъ всякаго конуса равенъ трети произведешя 
площади его основан!я на высоту.

Если разсматривать кругъ какъ правильный многоуголь­
ники о безконечномъ числе сторонъ, то конусъ можно принимать 
за пирамиду съ безконечно большими числомъ граней, изъ чего 
слйдуетъ, что объемъ конуса, какъ и пирамиды, равенъ трети 
произведена площади основашя на высоту.

С л е д с т в i я. 1)Обозначимъ чрезъ h высоту 
конуса, и чрезъ г рад!усъ его основан!я, 
тогда о с н о в а н i е = г2тг. слйд.

объемъ к о н у с а = |г2тгЬ.

2) Е с л и s б у д е т ъ образующая п р я м а г о ко­
нуса, г рад!усъ основан!я, то высота ко­
ну с а = V s2 — Г2) слйд.

о б ъ е мъ = |г2тг V s2 — г2.

3) Два конуса, и м е ю щ 1 е р а в н ы я основан!я 
и высоты, равновелики.

4) Д в а конуса относятся какъ произве­
ден i я и х ъ основан!й на высоты.

5) Д в а подобные конуса относятся какъ 
кубы и х ъ о с е й и л и рад!усовп.

Таки какъ объемъ конуса равенъ трети объема цилиндра, 
имЪющаго съ ними равный основаше и высоту, а подобные ци­
линдры относятся какъ кубы ихъ осей или рад!усовп (§ 223, 5), 
то конусы имйютъ то же самое отношеше.

§ 231. Определить объемъ усеченнаго конуса по данной 
высоте К и рад!усамъ R и г нижняго и верхняго основажй.
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Положимъ, что усеченный конусъ допол- 
ненъ до ц^лаго чрезъ продолжеше его боковой 
поверхности. Если назовемъ высоту дополнитель- 
наго конуса чрезъ х, то высота цйлаго будетъ 
x + h, сл4д. (§ 230, 1)

Ц'Ьлый конусъ = ^R2^ (h—x) 
дополнительный = |г2л-х, сл^д. 
усеченный = iR2^ (h—x)—-r2x,

= зтг [R2h + (R2 — г2) х].

Такъ какъ R:r = (h + x):x, сл4д. х = ^—, то
К — г

усеченный конусъ = (r2H В2 —г2
В —г ’

hr j

R2-r2 = (B4-r) (R—r), сл^д.
усеченный конусъ = }rh [R2 + (R Ц- у) у] = nh (R2 Rr 4- r2j

Это выражеше можетъ быть представлено въ слЬдующемв 
видЬ : jh (я-R2 -j- ст2 4- тгВг), и такъ какъ ттВг = V тгВ2.яг2, 
то о б ъ е м ъ у с i ч е н н а г о конуса р а в е н ъ о' б ъ е м у 
п о л н а г о конуса той же высоты, но основанге 
котораго равновелико сумиb верхняго и н и ж - 
н я г о о сно в анi й усТченнаго конуса, сложенной 
с ъ сре дн имъ геометрическимъ между этими 
же о с н о в а н i я м и.

§ 232. Боковая поверхность прямаго конуса равна поло- 
BMHb произведена окружности его основашя на производящую.

Такъ какъ прямая, соединяющая вер­
шину конуса съ какою-либо точкою основашя,. 
совпадаетъ съ боковою поверхностью, то мы 
можемъ представить себТ что поверхность 
конуса разрезана по какой—либо оброзующей 
и развернута на плоскости. Такъ какъ всЬ 
точки окружности основашя равно удалены 
отъ вершины, то развернутая боковая по­
верхность конуса будетъ круговой вырЬзокъ, 
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котораго рад!усъ равенъ образующей конуса, а дуга — окруж­
ности основашя. Площадь круговаго вырезка равняется поло- 
вин4 произведешя его дуги на рад!усъ (§ 147), слгЬд. и боковая 
поверхность прямаго конуса равна половин!, произведешя его 
окружности основашя на образующую.

Сл'Ьдств1я. 1) Если обозначимъ чрезъ s обра­
зующую прямаго конуса, и чрезъ г рад!усъ осно­
ва н i я , тогда окружность основан!я б у д е т ъ равна 
2гтг, с л гЬ д.

боковая поверхностьюrszr.
вся поверхность^ rsn 4- г2я = тл (г + s).

2) Если будутъ даны радьусъ г, и высота ко­
нуса h, то образующая s=Vr2—h2, сл^д.

боковая поверхность = гтг г2 4- Ь2 
вся п о в е р х н о с т ь ~ г,т (г -J- |.7 г2 + h2).

3) Окружность ‘средняго сйчешя конуса, т. е. сЪчешя, 
проведеннаго параллельно основание и дгЬлящаго высоту попо- 
ламъ, равна половин^ окружности основашя, потому что окруж­
ность основашя относится къ окружности сЬчен1я, какъ рад!усъ 
первой окружности къ радтусу второй, рад!усы же эти отно­
сятся, какъ ц^лая высота къ половин^. Отсюда видно, что бо­
ковая поверхность конуса равна произведенью 
окружности средняго сBченi я на произво­
дя щ у ю.

4) Б о к о в ы я поверхности (О, о) двухъ п р я м ы х ъ 
конусовъ относятся какъ квадраты ихъ осей 
(А, а) или о б р а з у ю щ и х ъ (S, s) или рад!у- 
с о в ъ (В, г).

Такъ какъ О:о = ВЗттыщт, и
A:a = B:r = S:s, то О:о = В2:г2 = S2:s2 = А2:а2.

§ 233. ОпредЪлить боковую поверхность прямаго ус!чен- 
наго конуса по данной производящей s и рад!усамъ Виг ниж- 
няго и верхняго основажй.
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Представимъ себЪ, что усеченный конусъ 
дополненъ до цйлаго и обозначимъ образующую 
дополнительнаго чрезъ х, а цЪлаго чрезъ s 4- х, 
тогда

боков, пов. ц-йлаго кон. =R (s 4-х) тг 
боков. ПОВ. ДОПОЛН. КОН. = ГХ7Г, слЪд.
боков, пов. усйч. КОН. ==B(s4-X) n — ГХ7Г 

= (Bs4~(B—г)х)тг.

Такъ какъ В: г = (s 4- х): х, то х = Rr СЛ1Д-
боков, пов. ус^ч. КОН. = (Rs 4- rs) 7Г = (В 4- г) ns.

Это выражеше равно (тгВ 4- ттг) s, сл'Ьд. боковая по­
верхность ус-Ьченнаго конуса равна полу- 
с у м м гй окружностей н и ж н я г о и верхняго о с но­
ва н i й , умноженной на образующую.

§ 234. 1) Если чрезъ средину осп АВ проведемъ пло­
скость, параллельную основание, тогда рад!усъ круга cbyenis

CD = -—‘ а окружность его = тг, = (В 4- г) 7Г.

Выражеше (В4-г)тг8 (§ 233) показываете, что боковая по­
верхность усечен наго п р я м а г о конуса равна 
произведегню его образующей на окружность 
средняго сгЬчен1я.

2) Вся поверхность п р я м а г о ус^ченнаго ко­
нуса равна

(В -j- г) л-s 4- В2тг + 1’2тг = л- [В2 4- г2 (В + r)s].

3) Если въ формул^ (В 4- г) л-s положимъ г = о, то полу- 
чпмъ выражеше боковой поверхности пфлаго конуса, а поло- 
живъ В=г получимъ 2гтгз, т. е. выражеше боковой поверхности 
цилиндра (§ 225, 1).

4) Если кромй В и г дана высота АВ=11 прямаго усе­
чен наго конуса, то опустпвъ изъ точки Е на нижнее основаше 
конуса перпендикуляръ EF = h, получимъ s = Уй24- (В—г)2; 
тогда боковая- поверхность М и вся поверхность О усйченнаго 
конуса будутъ равны

М = (В + г)^ И h24-(B —г)2
О = ^[R2 + Г2 + (В + Г)р" У + (Е - г)2]
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VI. 0 uapb.
§ 235. Если полуокружность вращается около д!аметра, 

какъ около осп, до тйхъ поръ, пока она не возвратится въ перво­
начальное положеше, то дуга полуокружности описываетъ ша­
ровую поверхность. TB.10, ограниченное шаровою по­
верхностью, называется ш а р о м ъ , а центръ вращаемаго полу­
круга — центромъ шара. — Всякая прямая, соединяющая 
центръ шара съ какою нибудь точкою, лежащею на его поверх­
ности, называется рад!усомъ, а прямая, проходящая чрезъ 
центръ шара и соединяющая две точки его поверхности, д i а - 
м е тр о м ъ шара.

Изъ самого образовала шара слЪдуетъ, что все его рад!усы, 
а следовательно и все д!аметры равны. Поэтому шаръ можно 
разематривать какъ т i л о, ограниченное по­
верхностью, которой все точки равно отстоятъ 
отъ одной точки, находящейся внутри шара 
п называемой центромъ.

Шары, пмеюпце равные рад!усы, равны. Если мы пред- 
ставимъ себе, что они наложены такъ другъ на друга, чго ихъ 
центры совпадаютъ, тогда и все точки ихъ поверхностей должны 
также совпасть.

§ 236. Поверхность шара есть кривая по вс1мъ направ- 
лен!ямъ поверхность.

Если бы мы предположили, что какая нибудь часть по­
верхности шара плоска, то могли бы провести на этой части 
прямую лишю, а взявъ на этой прямой три точки п проведя 
плоскость чрезъ эту прямую и центръ шара, мы получили бы 
три точки, лежапця на одной прямой и равно отстояпця отъ 
четвертой (центра шара), что невозможно (§ 32, 1).

С л е д с т в i е. Прямая л и н 1 я м о ж е т ъ пересечь 
шаровую поверхность не более какъ въ двухъ 
точ кахъ.

§ 237. Если шаровая поверхность пересекается плоскостью, 
то лин!я пересечежя будетъ кругъ.
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" Если плоскость сЬчешя проходитъ чрезъ
\ " центръ, то справедливость этой теоремы видна

] изъ самого onperbenis шара. Если же с^ку- 
щая плоскость не проходитъ чрезъ центръ С, то 
опустивъ на эту плоскость изъ центра перпен- 
дикуляръ СА и соединивъ две как!я либо точки 
В и D лиши nepecbvenis съ точками А и С. 

мы будемъ иметь △ CAB CAD (§ 27 след.), след. AB = AD. 
Этотъ выводъ справедливъ для всякихъ двухъ точекъ лин!и пе- 
рес1)Чен1я, и потому все точки этой последней равно удалены 
отъ точки А, след. лишя nepecšuekis есть кругъ.

§ 238. 1) Перпендикуляръ, опущенный изъ 
центра шара на пересекающую его плоскость, 
проходитъ чрезъ центръ круга сечеп1 я.

2) Лин1я, соединяющая центръ шара съ 
центромъ круга, произшедшаго отъ сЪчен!я 
шара плоскостью, перпендикулярна к ъ этой 
последней.

3) Перпендикуляръ, возставленный изъ центра 
круга сечен!я, пройдетъ чрезъ центръ шара, 
потому что онъ долженъ совпасть съ прямою, соединяющею эти 
центры (§ 163).

4) Перпендикуляры, возставленные изъ цент­
р о в ъ двухъ к а к и х ъ либо непараллельныхъ кру - 
говъ сечен! й встречаются въ центре шара.

5) Центры двухъ параллельныхъ с е ч е н i й 
л е ж а т ъ на о д н о м ъ и т о м ъ же д i а м е т р е, и е р п е н - 
дикулярномъ к ъ плоскостями о б о и х ъ с е ч е н 1 й.

6) Кругъ сечен!я определяется тремя точ­
ками на поверхности шара (§ 158).

§ 239. 1) Сечежя, находящ!яся на равныхъ разстояжяхъ 
отъ центра шара, равны. 2) Плоскости равныхъ сечежй нахо­
дятся на равныхъ разстояжяхъ отъ центра шара. 3) СЪчежя 
темъ больше, чЪмъ они ближе къ центру шара. 4) Изъ двухъ нерав- 
ныхъ сечежй большее находится ближе къ центру.
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Если изъ центра шара на двй сйку- 
тщя плоскости опустимъ перпендикуляры 
тип, то эти послйдше будутъ служить 
разстояшями плоскостей отъ центра шара 
п пройдутъ чрезъ центры сйчешй. Про- 
ведемъ въ обоихъ кругахъ сйченш рад!усы 
тир и соединимъ ихъ концы съ центромъ 
шара рад!усомъ R; тогда изъ произшедшихъ 
такимъ образомъ прямоугольныхъ тре—ковъ 
будемъ имйть:

R2 = r24-m2, R2 = p2 + n2, слйд. г2 + т2 = р2 -- п?.
1) Если т = п, то г2 = р2 или г = р.
2) Если г = р, то т2 = п2 или т = п.
3) Если пет, то р2>г2 или р>г.
4) Если рж, то п2<т2 или пет.

§ 240. 1) Сйчен1е, проходящее чрезъ центръ шара, на­
зывается б о л ь ш и м ъ к р у г о м ъ , вей же остальныя — ма­
лыми кругами.

2) Вей б о л ь ш i е круги одного и того же шара 
равны между собою, потому что имйютъ равные рад!усы.

3) Два б о л ь ш i е круга д й л я т с я взаимно п о п о - 
ламъ, такъ какъ ихъ плоскости проходятъ чрезъ центръ шара, 
по тому и лин!я переейчетя плоскостей пройдетъ также чрезъ 
центръ и будетъ общимъ дтаметромъ обоихъ круговъ.

4) Посредствомъ наложешя легко удостовйриться, что шаръ 
и его поверхность дйлятся пополамъ всякою плоскостью, про­
ходящею чрезъ центръ шара. Каждая половина шара назы­
вается п о л у ш а р 1 е м ъ.

5) Чрезъ двй д!аметрально противоположный точки поверх­
ности шара можно провести безчисленное множество большихъ 
круговъ, а чрезъ двй не д!аметрально противоположный только 
одинъ большой и безчисленное множество малыхъ круговъ.

§241. 1) Если плоскость М перпендикулярна къ радёусу 
АС въ концй его А, то она касается шара, т. е. имйетъ съ нимъ 
только одну общую точку.
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2) Плоскость М, касательная къ шару, перпендикулярна къ 
рад!усу АС, проходящему чрезъ точку касан!я.

@
1) Если AC I М, то соединивъ центръ 
С съ произвольною точкою В лежащею въ 
плоскости М (за исключешемъ точки А), 
\ получимъ СВ>СА (165, 1); след. В и 

\----- А- 25®—1 всякая другая точка плоскости М, за ис­
ключешемъ точки А, лежатъ вне шара.

2) Если плоскость М имйетъ съ шаромъ только одну об­
щую точку А, то всякая прямая ВС, соединяющая центръ С 
съ какою нибудь точкою В плоскости М, будетъ более рад!уса 
СА, след. лишя СА будетъ кратчайшее разстояше точки С отъ 
плоскости М, т. е. перпендикуляръ изъ точки С па плоскость М.

Слйдств1я. 1) Перпендикуляръ, опущенный 
изъ центра шара на касательную къ нему пло­
скость, пересЬчетъ эту последнюю в ъ т о ч к й 
касан 1я.

2) Перпендикуляръ к ъ касательной пло­
скости, в о з с т а в л е н н ы й в ъ т о ч к й е я к а с а н i я , 
пройдетъ чрезъ центръ шара (§ 163).

§ 242. 1) Всякая плоскость, пересйкающая шаръ, дйлитъ 
его на два шаровые отрезка или сегмента. Если сйкущая 
плоскость пройдетъ чрезъ центръ шара, то каждый сегментъ 
будетъ полушар!емъ. Площадь круга сйчешя называется осно­
ва н 1 е м ъ сегмента. Если проведемъ д!аметръ перпендикулярно 
къ основание, то часть его, лежащая между центромъ основан!я 
и поверхностью шара, называется высотою шароваго сегмента.

2) Часть шаровой поверхности, заключающаяся между 
двумя параллельными сйкущими плоскостями, называется зоною 
или шаров ымъ поясомъ, а часть шара, лежащая между 
этими плоскостями, шаров ымъ слоем ъ. Площади парал- 
лельныхъ круговь служатъ шаровому слою о с н о в а и i я м и , а 
разстояше между основашями — высотою, такъ что эта по­
следняя измеряется частно рад!уса шара, перпендикулярнаго 
къ основашямъ и заключающагося между ними. — Если одна 
изъ параллельныхъ плоскостей касательна къ шару, то обра­
зуется с е г м е н т ъ , имйющш только одно основаше.
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3) Если вырТзокъ круга сдТлаетъ полный оборотъ около 
одного изъ рад!усовъ, его ограничивающихъ, то образуется ша­
ровой вырйзокъ или секторъ, а дуга круговаго вырйзка 
опизываетъ при этомъ поверхность шароваго сегмента.

§ 243. Поверхность шара равна 4г2тг7 если г означаетъ 
рад|усъ шара.

Если около полукруга MQN, котораго 
рад!усъ г, опишемъ полуперпметръ прав, 
мио—ка ABCDEF съ четнымъ числомъ сто- 
ронъ и представимъ себТ, что вся фигура 
обращается около лиши AF, то ABCDEF 
опишетъ гЬло вращешя, а каждая изъ сто- 
ронъ — поверхность конуса, или полнаго, 
или усйченнаго плоскостью, параллельною 
основашю, или же наконецъ цилиндра. Опу- 
стимъ изъ вершинъ мпо—ка перпендику­
ляры на ось AF, тогда отрезки оси AG, 
GK, KL... будутъ высотами полученныхъ 
отъ вращешя мно—ка полныхъ и усйчен- 
ныхъ конусовъ и цилиндра.

1) Чтобы вычислить поверхность усйченнаго ко­
нуса, образованнаго движешемъ лиши ВС, проведемъ изъ 
точки В прямую BZ L СК и изъ средины Т стороны ВС, т. е. 
изъ точки ея прикосновешя съ кругомъ, прямую TH_LAF, и 
кром1> тою рад!усъ ТО —г. Такъ какъ TH будетъ рад!усъ круга 
средняго сЬчешя усТченнаго конуса, то (§ 234, 1)

поверхность ВС = 2tt.TH.BC.
Но ABCZcoTOH (§ ЮЗ, 2), слйд.
BC:TO = BZ:TH или
BC:r =GK:TH, т. е.
BC.TH = r.GK, слТд.
поверхность ВС = 2ht.GK.

2) Чтобы вычислить поверхность ц и л и ядра, образован­
наго движешемъ лиши CD, проведемъ изъ точки касашя Q 
рад!усъ QO. Такъ какъ QO — DL, то (§ 224)

поверхность CD — 2тгг.КЬ.
4



50

3) Наконецъ чтобы вычислить поверхность и о л н а г о 
конуса, проведемъ изъ точки касашя 8 прямую SR J AF и 
рад!усъ 80, тогда (§ 232, 4)

поверхность EF = 2tt.SB.EF.
Но ДЕЕРсоОЗВ, слЪд.

EF:r = FP:SB или EF.SR=r.FP, слЕд. 
поверхность EF — 2тгг.РР.

Изъ всего этого видно, что поверхность цилиндра 
и п о л н а г о или усЕченнаго конуса равняется 
окружности большаго круга (2ят), умноженной 
на высоту т B л а , такъ что

нов. АВ = 2ттг.А0
нов. BC = 2^r.GK

пов. EF = 2лт.РЕ, слЕд.
поверхность т гЬ л а вращен!я = 2лт (AG GK... .—PF)

= 2тгг.АЕ.

Увеличивая число сторонъ описаннаго мно—ка, мы можемъ 
сделать разность между его периметромъ и окружностью менЕе 
всякой данной величины. Съ увеличешемъ числа сторонъ ве­
личина оси AF приближается къ величин^ д!аметра, въ которую 
она и обращается, если число сторонъ мно—ка будетъ безко- 
нечно велико, т. е. когда мно—къ обратится въ кругъ, въ 
какомъ случай тЕло вратцешя обратится въ шаръ. Если въ 
выражен!е 2tzt.AF подставимъ AF—2г, тогда

поверхность ш а р а = 4г2тг.

Сл'Ьдств1я. 1) Поверхность шара въ 4 раза 
больше площади его большаго круга.

2) Поверхности ш а р о в ъ относятся к а к ъ ква­
драты ихъ рад!усовъ или дтаметровъ. Если Ойо 
поверхности шаровъ, Виг радтусы, Dud дтаметры, то

О:о = 4B2^:4r2^ = B2:r2 = D2:d2.

§ 244. Поверхность шароваго сегмента или пояса равна 
2ягК, если h — высота пояса, а г рад5усъ шара.
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А

Будемъ обращать полуокружность ABCD 
около д!аметра ÄD, къ которому прямыя BE и 
CF перпендикулярны, тогда дуга АВ опишетъ 
поверхность шароваго сегмента, а дуга ВС — 
шаровой поясъ, АЕ и ЕЕ будутъ высоты. 
Такпмъ же образомъ, какъ при вычислены! 
поверхности шара (§ 243), выводится, что по­
верхность шароваго сегмента или пояса рав­
няется окружности болшаго круга, умноженной D
на высоту сегмента или пояса. Если AE = h, 
то поверхность AB = 2^rh, и если EF=h, то 
поверхность ВС = 2лтЬ.

СлЕдств1я. 1) Поверхности сегментовъ или 
поясовъ одного и того же шара относятся какъ 
ихъ высоты.

2) Поверхность сегмента или пояса относится 
къ поверхности шара, какъ его высота къ д!а- 
м е тру шара.

3) Если проведемъ хорду АВ, то изъ прямоугольнаго тре—ка 
ABD получимъ (§ 197, 1)

АВ2 = AD.AE = 2г.АЕ, след. и 2лт.АЕ = тг.АВ2, т. е. 
Поверхность шароваго сегмента равняется пло­
щади круга, к о т о р а г о р а д i у с ъ р а в е н ъ линейному 
разстоян!ю вершины сегмента отъ окружности 
основан! я.

§ 245. Объемъ шара равенъ 4r3n, если г — рад5усъ шара.

Представимъ себе, что чрезъ концы д!а- 
метра АВ проведено безчисленное множество 
большихъ круговъ п безчисленное множество 
малыхъ круговъ, перпендикулярныхъ д!аметру 
АВ. Тогда вся поверхность шара разделится 
на безчисленное множество четыреугольниковъ 
и треугольнпковъ, которые по причине своей 
малости могутъ быть приняты за плоск!е. 
Если представимъ, что точки пересечен!я 

$
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этихъ круговъ будутъ соединены съ центромъ шара, то шаръ 
распадется на безконечно малыя пирамиды. Высота каждой изъ 
этихъ пирамидъ равна рад!усу шара (г), а сумма ихъ объе- 
мовъ равна сумме вс^хъ ихъ основанш (т. е. поверхности 
шара), умноженной на треть общей высоты (т. е. радтуса г). 
Такъ какъ (§ 243) поверхность шара = 4г2л-, то объемъ 
шара = 4г2тг X зг = 4r3n, т. е. объемъ шара равен ъ 
трети произведен!я его поверхности на 
ра д i у съ.

D Второе доказательство. Пусть
ABDC будетъ квадратъ, котораго стороны 

F равны рад!усу г, AD д!агональ квадрата и 
BGC четверть окружности, описанной рад!у- 

В сомъ г. Если будемъ обращать всю фигуру 
около литии АС, какъ около оси, то квадратъ 
опишетъ прямой цилиндръ, тре—къ ACD — 

прямой конусъ, а четверть круга BGC — полушар!е. Если раз- 
сйчемъ вей эти тйла двумя плоскостями, перпендикулярными 
къ АС и безконечно близкими другъ къ другу, то цилиндриче- 
скш слой EF, шаровой слой EG и коническш ЕН можно раз- 
сматривать какъ прямые цилиндры съ безконечно малою высотою, 
которую назовемъ чрезъ h. Тогда

. цилиндрическш слой = EF2.7rh 
шаровый слой = EG2.У
коническш слой = ЕН2.тгЬ.

Проведемъ линпо AG, тогда въ ДАЕС (§ 93) EG2 = AG2— AE2. 

Такъ какъ AG=EF, АЕ=ЕН, потому что 2<САН=СНА=ЕНА, то 
EG2 = EF2 — ЕН2, след. EG3rh = EF2^h — ЕН2.тгЬ, 

т. е. шаровой слой равенъ цилиндрическому слою безъ кониче- 
скаго. Три тела, цилиндръ, полушарте и конусъ, описап- 
ныя фигурами ABDC, ABGC, ACD, можно представить разу­
ченными на безконечное множество такихъ безконечно тонкихъ 
слоевъ. Между частями тйлъ вращешя, отсеченными каждыми 
двумя последовательными плоскостями, будетъ существовать вы­
веденное нами отношеше, а потому и между суммами всехъ 



53

этихъ частей, т. е. полушар!емъ, цилиндромъ и конусомъ 
будетъ та же зависимость. Такъ какъ

цплйндръ = Г37Т, КОНуСЪ = |Г37Г, то
полушар!е = г3тг — |г37г = |г3тг, или 

весь ш а р ъ = 4r3n.

§ 246* 1) Если обозначимъ чрезъ d д!амертъ шара,
d дто -=г, слйд. .

2) Объемы (К, к) д в у х ъ ш а р о в ъ относятся какъ 
кубы ихъ рад!усовъ (В, г) или д!аметровъ (D, d), 
потому что

К:k = |R3^:|r3>T=R3:r3 = D3:d3.

3) Если объемъ шара |г3тг извйстенъ, а требуется вы­
числить поверхность шара, то обозначая эту последнюю чрезъ х, 
находимъ

4г3^ —слйд. х — 4г2-.

*§ 2 47. Если около шара опишемъ прямой ци- 
линдръ, а въ этотъ послТдн1й впишемъ прямой 
конусъ такъ, чтобы большой кругъ шара былъ 
о б щ и м ъ основан!емъ цилиндра и конуса, а д 1 а - 
метръ шара общею высотою этихъ же тйлъ, то 
б у д е м ъ и мtть такое о т н о ш е н i е:

объемъ кон.: о б. шара: об. ц и л. = 1:2:3.

Если обозначимъ чрезъ г рад!усъ шара, то 
объемы конуса, шара и цилиндра будутъ |г3тг, 
|г3тт, 2г3тг, сл'Ьд. объемы этихъ трехъ тйлъ 
относятся какъ

|т3^:|г3^:21Лт = 1:2:3.

§ 248. Объемъ сферическаго BbIpb3ka равняется гд4 
г означаетъ рад!усъ шара, h высоту шароваго сегмента, ограни- 
чивающаго шаровой вырЪзокъ.
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А

F

Пусть АВС будетъ круговой секторъ, отъ 
обращешя котораго около рад!уса АС получился 
шаровой секторъ АВСЕА. Такъ какъ шаръ 
можно разсматривать какъ совокупность пира- 
мидъ, имЪющихъ безконечно малыя основашя и 
равную рад!усу шара высоту, то и шаровой сек­
торъ можно разбить на подобный же пирамиды.

Изъ этого представлешя легко найти объемъ сектора, умноживъ 
ограничивающую его поверхность шароваго сегмента на треть 
рад!уса. Если AD = h, то поверхность шароваго сегмента, опи- 
саннаго вращешемъ дуги АВ около рад!уса АС, равна 2лтЬ, 
слЪд. объемъ сектора = |лт2Ь.

§ 249. Объемъ сферическаго сегмента равняется Н2тг(г—jh), 
гд4 г — рад5усъ шара, h высота сегмента.

Если въ круговомъ секторй АВСЕА (фиг. § 248) прове- 
демъ рад!усъ АС перпендикулярно къ хордй BE и всю фигуру 
будемъ вращать около рад1уса АС, то отъ вращешя сектора по- 
лучимъ сферический секторъ, отъ вращен!я площади ABD — 
сферическш сегментъ, а отъ вращешя тре—ка BDC — прямой 
конусъ. Сегментъ АВЕ А равняется сектору АВСЕА безъ пря- 
маго конуса СВЕ. Обозначивъ АС чрезъ г, и AD чрезъ h, получимъ

CD = r— h, BD2 = r2—(г — h)2 — (2r — h) h, слфд.
конусъ СВЕ = 'ВП2Л . CD = |(2r — h) hr (r — h).
Но такъ какъ секторъ АВСЕА — |лт2Ь, то
сегментъ = |лт2Ь — 1 (2г — h) Ьтг (г — h)

= |Ьтг |2r2 — (2r — h) (г — h) j
= (3r — h) = h2t (r — |h).

§ 250. Сферическ1й слой ADEB 
равенъ разности между сегментами FABF и 
FDEF. Если даны высоты сегментовъ FK = H, 
FG = h, и рад!усъ шара г, то

сфер, слой —Н2тг(г—|Н) — Ь2тг(г — |h)

= яг(Н2— h2)- -^(Н3 — Ь3).
3
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*VII. Дополнительный теоремы къ шару.
§ 251. Подъ сф е р и ч е с к. и м ъ разстоян!емъ двухъ 

точекъ, лежащихъ на одномъ и томъ же map, подразум-йется мень­
шая изъ дугъ большаго круга, проходягцаго чрезъ эти точки.

Полюсами какого либо круга, проведеннаго на mapb, 
называются точки, въ которыхъ д!аметръ, перпендикулярный къ 
плоскости этого круга, пересЪкаетъ поверхность шара. Д1аметръ, 
соединяющей полюсы круга называется осью этого посл£дняго.

§ 252. Каждый изъ полюсовъ 
точекъ соотвЪтствующаго ему круга.

Положимъ что д!аметръ АВ пер- 
пендикуляренъ къ площади большаго 
круга CDE и малаго FGK. Дуги АС, 
AD, ВС, BD... равны между собою, 
потому что каждая изъ нихъ есть чет­
верть окружности.

Относительно малаго круга хорды 
AF и AG равны (§ 165, 2), слДд. и 
дуги AF и AG, BF и BG также 
равны (§ 46, 1).

равно удаленъ отъ всЪхъ

Сл'Ьдствтя. 1)Каждый полюсъ большаго круга 
отстой тъ отъ всякой точки этого посподнято 
н а 90°.

2) Параллельные круги имйютъ общ!е полюсы 
и о б щ у ю ось.

3) Если точка А шара отстоитъ на 90° отъ 
двухъ к а к п х ъ либо точекъ С и D того же шара, 
не лежащихъ на к о н ц а х ъ одного и того жед!а- 
метра, то она есть полюсъ большаго круга, п р о - 
ходящаго чрезъ эти точки.

Такъ какъ дуга АС = AD = 90°, то 2x1 АОС = AOD = 90°, 
а потому АО перпендикулярна къ плоскости CDE, сл’Ьд. А есть 
полюсъ круга CDE.
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§ 253. 1) У гл ом ъ двухъ боль- 
ши X ъ к р у г о в ъ или с ф е р и ч е с к и м ъ 
у г л о м ъ , наир. САЕ, называется уголъ на­

Е клонешя плоскостей этихъ круговъ, — дуги 
АС и АЕ его сторон а ми, а точка А __ 
его в е р ш и н о ю.

2) С ф е р и ч е с к i й уголъ САЕ р а в е н ъ углу НАК, 
образованному л и и i я м и, касающимися его с т о - 
ронъ въ вер шин е А. Такъ какъ эти касательный нахо­
дятся въ плоскостяхъ сторонъ АС и АЕ, и перпендикулярны 
къ лиши AD пересйчешя этихъ плоскостей (52, 2), то НАК 
служитъ мерою наклонешя плоскостей (179, 3).

3) Сферический уголъ САЕ измеряется дугою 
СЕ, описанною изъ его вершины А четвертью 
окружности бо л ь ш а г о круга, какъ р а д 1 у с о м ъ , и 
заключающеюся между сторонами этого угла. 
Такъ какъ AGC = AGE = 90°, то 2С CGE будетъ угломъ на- 
клонешя плоскостей круговъ СА и ЕА ; но дуга СЕ служитъ 
мерою углу CGE, сайд. она будетъ измерять и уголъ САЕ.

§ 254. 1) Часть поверхности шара, ограниченная двумя 
полуокружностями большаго круга называется сферически м ъ 
д в у с т о р о н н и к о м ъ. Оба сферичесше угла двустороп- 
ника равны.

2 ) Часть поверхности шара, ограниченная тремя дугами 
болыпихъ круговъ, называется сферическими треуго ль­
ни ком ъ. Сферичесше тре—ки, подобно прямолинейнымъ, бы- 
ваютъ прямоугольные, тупоугольные и остроугольные. Мы бу- 
демъ разсматривать только таше сферичесше треугольники, 
которыхъ стороны и углы, каждый въ отдельности, менее 180°.

3 ) Равными сферическими тре—ками называются таше, 
которые при взаимномъ наложены другъ на друга совмещаются 
всеми своими частями. Если же все части сферическихъ 
тре—ковъ попарно равны, но расположены въ обратномъ, по­
рядке, то тре—ки называются симметричными.

§ 255. Если чрезъ центръ шара и стороны сферическаго 
тре— на проведемъ плоскости, то получится треграиный уголъ, 
котораго плосше углы равны сторонами, а двугранные равны 
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угламъ сферическаго тре—ка. Такимъ образомъ каждому 
сфер, тре —ку соотв^тствуетъ трегранный уголъ, 
съ вершиною въ центра шара и наоборотъ, — 
каждому трегранному углу соотвйтствуетъ сфе- 
рическ!й тре — къ, который получится, если мы какимъ 
нибудь радтусомъ изъ вершины треграннаго угла какъ изъ центра 
опишемъ шаръ, при чемъ точки пересйчешя реберъ угла съ 
поверхностью шара будутъ вершинами сферическаго тре—ка.

§ 256. ВсЬ теоремы (§ 187—191) для плоскихъ и дву- 
гранныхъ угловъ треграннаго угла могутъ быть прямо отнесены 
къ сферическимъ тре—камъ, если мы вместо двугранныхъ и 
плоскихъ угловъ треграннаго вставимъ соотвйтствуюшдя стороны 
и углы сферическаго тре—ка. Такимъ образомъ мы получимъ 
следующая теоремы.

1) Въ сфер, тре — к B сумма двухъ сторонъ 
бо лйе третьей (§ 187).

2) Въ сфер, тре —кй сумма всЪхъ сторонъ 
меньше 4 прямыхъ угловъ, т. е. меньше пери­
метра большаго круга сферы (§ 188).

°) Сумма трехъ угловъ сфер, тре — к а больше 
2 прямыхъ и меньше 6 прямыхъ (§ 190).

4) Два сфер, т е — к а равны или симметричны, 
если в ъ н и х ъ попарно р а в н ы (§ 191) :

а) три стороны, или Ь) три угла, или
с) д в Т стороны и л е ж а щ 1 й между ними 

уголъ, или
d) Два угла и лежащая между ними сторона.

§ 257. Два симметричные тре—ка АВС и abc равновелики.
Такъ какъ дуги АВ и ab, АС и ас, ВС А

и Ьс равны между собою, то и хорды ихъ N 
равны, слТд. плоски! Д АВС Д abc. Если Д/—г   D мы около этихъ тре—ковъ опишемъ окруж- ъ\. О 
ности, то эти послйдшя будутъ равны между..................... а
собою, слЬд. и равно удалены отъ центра ш п
шара (§ 239, 2), а потому поверхности ша- (// ДА 
ровыхъ сегментовъ, которыхъ основашями слу- b—e 
жать эти круги, должны быть равны другъ ............ '
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ДРУГУ (§ 244, 1). Очевидно, что двухугольная фигура М, огра­
ниченная двумя пересекающимися дугами, равна фигуре m; 
подобными образомъ N = п, О — о. Отнявъ отъ равныхъ между 
собою поверхностей шаровыхъ сегмептовъ равный фигуры M,N, О, 
ш, п, о, мы получимъ въ остатке равновелише тре—ки АВС и abc.

§ 258. Поверхность сферическаго двусторонника относится
къ поверхности шара, какъ уголъ двусторонника къ четыремъ 
прямыми.

Если два сфер, двусторонника имеютъ 
равные углы CAD и DAE, то они равны, 
потому что, при наложены, взаимно совпа- 
даютъ. Если одинъ двусторонникъ ADBEA 
откладывается целое число разъ на дру- 
гомъ, AEBFA, то и уголъ перваго отло­
жится столько же разъ на угле втораго, а 
если большой круги CDEF перпендику- 

ляренъ къ сторонами двусторонника, то и дуга DE отложится 
то же число рази на дуге ЕЕ. Если при наложены получится 
остатокъ, то си помопцю такого же каки въ § 57 пр!ема можно 
убедиться, что и вн этомъ случае двусторонники будутъ отно­
ситься, каки ихъ углы. Разсматривая всю поверхность шара 
каки двусторонники, котораго уголъ = 4d, мы получимъ такую 
nponopnir: поверхность сфер, двусторонника относится къ по­
верхности шара, какъ уголъ его къ 4d, или измеряющая его 
уголъ дуга къ окружности большаго круга.

§ 259. 1) Двусторонники того же шара, и м е - 
юшДе равные углы, равны между собою.

2) Для вычислешя поверхности двусторонника Z по дан­
ному углу А и рад!усу г или поверхности О шара имеемъ:

Z:4r2n = A:4d или Z:O = A:4d, след.

У глы Aud должны быть выражены въ единицахъ одного 
и тогоже назвашя, т. е. въ градусахъ, минутахъ или секундахъ.
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3) Tb1 0 К, отсекаемое отъ шара плоскостями, проходя­
щими чрезъ стороны двугранника, заключается столько разъ 
въ шаре, сколько разъ уголъ двусторонника заключается 
въ 4d, т. е.

К: |г3л- = А: 4d, след. К = . А.

§ 260. Поверхность сферичеснаго треугольника АВС отно­
сится къ целой поверхности шара 0, какъ сферически изли- 
шекъ, т. е. разность между суммою его угловъ и 2d, отно­
сится къ 8d.

Продолжимъ стороны тре—ка АВС такъ, 
чтобы онЕ составили полные круги, тогда 
(§ 259, 2)

АВС + BCD = ABDCA = -А_ • О.
4d

АВС + АСЕ = ВАЕСБ = -L . О 
4d

АВС + ABF = CAFBC = . О
4d

Сложивъ эти равенства и вставивъ АВЕ = ВСЕ (§ 257), получимъ

ЗАВС + BCD 4- АСЕ + DCE = ^+® + С . 0
4d

Но АВС 4- BCD + АСЕ + DCE = ? О.

Вычтя это уравнеше изъ предъидущаго, найдемъ
АВС _ А + В + С — 2d 

О 8d.

§ 261. 1) Такъ какъ поверхность шара 0 —4г2я-, то 
плоскость сферическаго тре—ка выражается помощно угловъ 
тре—ка и радгуса г такъ :

Д АВС = А + В+.C-2d A+B+0-1800
8d 180° 1 *

Углы А, В, С и d должны быть выражены въ однЕхъ и 
тЕхъ же единицах!, угловой мЕры.
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2) В с 4 т р е — к и на о д н о м ъ и т о м ъ же ш а р B 
равновелики, если сумма и х ъ у г л о в ъ равна.

3) П о в е р х н о с т и сфер, т р е — к о в ъ одного и 
того же шара относятся к а к ъ и х ъ сферическ!е 
излишки. -

§ 262. 1) Тремя плоскостями, прове­
денными чрезъ центръ шара перпендикулярно 
другъ къ другу, шаровая поверхность де­
лится на 8 частей, который равны между со­
бою. Каждая изъ этихъ частей, напр. АВС, 
замкнута дугами, равными четвертямъ окруж­
ностей большихъ круговъ, пересекающихся 
подъ прямыми углами, называется сфери­
чески мъ октантом ъ.

2) 3 а единицу меры шаровой поверхности 
иногда принимается сфер, октантъ. При такой 
единице меры поверхность шара равна 8.

3) Если за единицу угловой м е р ы п р и м е м ъ 
прямой уголь, а за единицу меры сфер, поверх­
ности — сфер, октантъ, то поверхность сфер, 
треугольника равна сферическому излишку.

Такъ какъ сфер, октантъ = . 4г2тг, то г2тг = 2 сфер, октан- 
тамъ. Вставивъ это выражеше въ выведенную выше формулу 
(§ 261), получимъ

д а рс — ( А Н~ В А С — 2d \А АЬС — ------------ -------- -— ) сфер. окт.

Но d и сфер, октантъ единицы меры, след.
А АВС =А + В + С —2.

Если напр. каждый изъ угловъ сфер, тре—ка АВС равенъ 
3d, то А АВС = |Х 3 — 2 = 2, т. е. равенъ 2 сфер, октантамъ.

4) Если обозначимъ чрезъ А отношеше угла сфер, двусто- 
ронника Z къ прямому углу, то поверхность двусторон- 
ника Z равна 2А шаровымъ октантамъ, что выве­
дется изъ пропорщй Z:8=A:4.
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5) Поверхность сфер, тре — к а равняется по- 
верхнбсти сфер, дв у сторонника, котораго у г о л ъ 
р а в е н ъ половин! сфер, избытка этого тре — к а.

Обозначпмъ чрезъ х уголъ сфер, двусторонним, равнове- 
ликаго данному сфер, тре—ку, и приравняемъ выражешя этихъ 
поверхностей; тогда получимъ (§ 259, 2 и § 261, 1)

хг2тт_А4-В + С —2d „-- --  --  ---------- Г—----------- -  Г2- 1(А4-В + С) — d.d 2d

§ 203. 1) Н а п т и поверхность сфер, многоу­
гольника, т. е. ч а с т и шаровой поверхности, огра­
ниченной болйе ч й м ъ тремя дугами большихъ 
к р у г о в ъ , если дано число с т о р о н ъ (п), сумма 
угловъ (8) и рад!усъ шара (г).

Проведя изъ какой либо вершины много—ка дуги боль­
шихъ круговъ къ остальнымъ его вершинамъ, мы получимъ (п—2) 
сфер, тре—ковъ. Если обозначимъ чрезъ s, s', s"... суммы 
}гловъ каждаго изъ этихъ тре—ковъ, то поверхности ихъ бу- 
дутъ (261, 1):

S—180° s'—180° s'7—180° _
180° *Г7Г’ ~l8Õõ”'r7r’ ....180° ‘Г 7Г-* СЛ^Д’ 

мно-къ = 1±^1±^^^
180° 1 к 1800-------- г 71'

гдЬ S должно быть выражено въ градусахъ и частяхъ градуса.

2) Если принимать за единицы мйры прямой уголъ и сфе- 
рическш октантъ, то поверхность сфер, мно—ка равна 8 —2(п—2).

§ 264. Найти о б ъ е м ъ шаровой пирамиды, т. е. 
части шара, ограниченной сфер, много — к о м ъ и 
плоскостями, проведенными чрезъ стороны 
сфер, мно к а , если даны р а д 1 у с ъ (г) шара и углы 
много — к а.

Можно представить себй, что шаровая пирамида состоять 
изъ безконечно оольшаго числа безконечно малыхъ пирамидъ, 
который имйютъ общую вершину въ центрй шара, основашя 
которыхъ составляютъ ограничивающш пирамиду сфер, мно—къ, 
а высоты равны рад!усу (г) шара. Изъ этого слйдуетъ, что 
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объемъ шаровой пирамиды равняется поверх­
ности сфер, м н о — к а , умноженной н a Jr.

Если OCHOBarie сфер, пирамиды будетъ сфер, тре — къ, 
котораго углы А, В, С, то объемъ шаровой пирамиды (§ 261, 1) 

А + В + С — 180° „
? - 540° ' Г

Если же основан!е мио—къ, въ которомъ п сторонъ и 
сумма угловъ=8, тогда объемъ шаровой пирамиды (§ 263, 1)

S — (п — 2) 180° ,
=------ - ------—--- ----------- •

VIII. Задачи.
§265. (ПрямыЯ ЛИН1й и плоскости 

§ 156 —§ 185).
1) Изъ точки А, лежащей вн^ плоскости М, 

опустить на нее перпендикуляръ.
2) Изъ точки Е, лежащей на плоскости М, 

возставить къ ней перпендикуляръ.
3) Чрезъ точку Е провести плоскость, пер­

пендикулярную къ лиши АЕ.
4) Чрезъ точку А провести плоскость, па­

раллельную данной плоскости М.
5) Чрезъ данную прямую АВ провести пло­

скость, перпендикулярную къ плоскости М.
6) Провести плоскость, равно удаленную 

отъ данныхъ точекъ А, В, С, D, не лежащихъ 
въ одной и той же плоскости.

7) Провести плоскость такъ, чтобы 
каждая точка ея (напр. Р) была равно 

В удалена отъ сторонъ даннаго угла ВАС.
8) Провести прямую линпо, равно от­

стоящую отъ трехъ иараллельныхъ лишй, 
не лежащихъ въ одной и той же плоскости.
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9) Внутри двуграннаго угла провести прямую, которой
разстоянш отъ его сторонъ равнялись бы лишямъ ш и п.

10) Чрезъ прямую ОР, лежащую 
на плоскости MN, провести плоскость 
такъ, чтобы она составляла съ этою пло­
скостью уголъ, равный ш.

11) Чрезъ прямую АВ, параллель­
ную плоскости MN, провести плоскость, 
которая бы составила съ данной пло­
скостью уголъ ш.

12) Даны две лиши АВ и DF, не 
переескаюпцяся и не параллельный; 
чрезъ одну изъ нихъ (DF) провести пло­
скость, параллельную другой (АВ).

13) Чрезъ две лиши АВ и CD, не пере- 
сЬкающ1яся и не параллельный, провести две 
параллельныя плоскости.

14) Найти кратчайшее разстояше двухъ 
лишй АВ и CD, не пересекающихся и не па- 
раллельныхъ, т. е; провести прямую, перпенди­
кулярную къ лишямъ АВ п CD.

§ 266. (Многогранные углы § 186 — § 191).
1) Внутри треграннаго угла найти точку, разстояше кото­

рой отъ его граней равнялось бы прямой ш.
2) По даннымъ тремъ плоскимъ 

угламъ треграннаго угла SABC найти 
построешемъ на плоскости двугранный 
уголъ, лежащш при ребре AS.

3) Въ трегранномъ угле SABC даны 
два плоскихъ угла ASB, ASC, и заклю- 
чающшся между ними двугранный уголъ 
ВАР. Найти построешемъ на плоскости 
трет!й плоскш уголъ.

4) Въ трегранномъ угле даны два его двугранные угла 
А, В, и заключающейся между ними плоскш уголъ М; найти 
два остальные плоск!е угла и третш двугранный уголъ.
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5) По тремъ двуграннымъ угламъ А, В, С треграннаго 
угла найти его плосше углы.

6) Построить трегранный уголъ а) по премъ даннымъ пло- 
скимъ угламъ ASB, ASC, BSC, Ь) по двумъ даннымъ плоскимъ 
угламъ, ASB, BSC, и заключающемуся между ними двугранному 
углу АВС.

7) Построить трегранный уголъ, равный данному углу SABC.

§ 267. (М ногогранныки § 192—§ 219).
1) По данному ребру построить кубъ.
2) Разсйчь кубъ плоскостью такъ, чтобы лиши сйчен!я 

образовали правильный шестиугольникъ.
3) Даны длина и положеше трехъ выходящихъ изъ одной 

точки прямыхъ AB, AD, АЕ (фиг. § 192); построить паралле- 
лепипедъ, у котораго эти прямыя были бы ребрами.

4) Построить прямоугольный параллелепипедъ по данному 
ребру такъ, чтобы онъ былъ бы равновеликъ кубу Р2.

5) Построить призму по данному основанью, величине и 
положенно боковаго ребра.

6) Усеченную трехстороннюю призйу обратить въ прямую, 
основан!е которой равнялось бы сйченпо данной призмы пло­
скостью, перпендикулярною къ боковымъ ребрамъ (§ 212).

7) Начертить на плоскости поверх­
ность пирамиды, если даны а) основаше 
ABODE, высота ОР п точка Р nepecb- 
чешя основашя съ высотою, Ь) основаше 
ABODE и две смежныя грани АВО 
и ВСО.

8) Пирамиду SABCDE (§ 204) раз­
делить плоскостью, параллельною осно- 
ванпо такъ, чтобы площади основашя и 
сйчешя относились, какъ лиши m и ш 

9) Построить а) тетраэдръ, Ь) октаэдръ, с) додекаэдръ,
d) икосаэдръ, по данному ребру.

10) Начертить на плоскости уголъ наклонешя двухъ смеж- 
ныхъ плоскостей а) тетраэдра, Ь) октаэдра, с) додекаэдра, d) 
икосаэдра.
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И) Построить тре—къ, котораго пло­
щадь была бы среднею пропорцюнальною 
между основашями данной усеченной пи­
рамиды ABCDEF.

12) Усеченную пирамиду разс'йчь пло­
скостью, параллельною основан!ямъ такъ, 
чтобы площадь сйчешя была среднею про­
пор щональною между обеими основашями.

§ 268. (Цилиндръ п конусъ, § 220 — § 234).
1) Построить цилиндръ и конусъ, если даны рад!усъ г осно- 

ван!я, высота h и уголъ m наклонешя оси къ основание.
2) Даны рад!усъ г основашя и высота h прямаго цилиндра; 

построить другой прямый цилиндръ, котораго боковая поверх­
ность равнялась бы всей поверхности, а основаше — основашю 
перваго цилиндра.

3) Построить кругъ, котораго площадь равнялась бы цйлой 
поверхности а) прямаго цилиндра, Ь) прямаго конуса, которыхъ 
радгусы основами и высоты даны.

4) Начертить кругъ, равный всей поверхности прямаго 
уейченнаго конуса, имйющаго рад!усы Виги образующую s.

5) Выразить въ лин!яхъ отношеше между объемами двухъ 
данныхъ конусовъ.

6) Построить цилиндръ и конусъ, сумма объемовъ которыхъ 
равнялась бы объему даннаго ус/йченнаго конуса, а высота всЪхъ 
трехъ тЪлъ была бы одинакова.

7) Усеченный прямой конусъ разсгЬчь плоскостью, парал­
лельною основашямъ такъ, чтобы площадь сЪчешя была сред­
нею пропорцюнальною между площадями основании

8) Чрезъ точку А, данную вий цилиндра, провести пло­
скость, которая бы коснулась его по образующей.

9) Чрезъ точку А внй конуса провести. къ нему касатель­
ную плоскость.

§ 269. (Шара § 235 — § 250).
1) Чрезъ точку Р, лежащую BHB шара, провести къ шару 

касательную плоскость.
5
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2) Провести плоскость касательную къ двумъ шарамъ.
3) Разделить параллельными кругами поверхность шара на 

три части, который бы относились какъ ш:п:р.
4) Даны рад!усы а, Ъ, с трехъ шаровъ, лежащихъ на 

одной плоскости и соприкасающихся между собою, найти сто­
роны тре—ка, котораго вершины лежатъ въ точкахъ прикосно- 
вен!я плоскости съ шарами.

р , 5) Даказать, что чрезъ четыре точки
( ... ) А, В, 0, D, не лежашдя въ одной пло-
V—/' скости, можно провести только одну сфе- 

_c/42K/ РическУю поверхность.

6) Описать шаровую поверхность, 
если дана какая нпбудь часть этой по­
верхности.

7) Около данной трехсторонней пирамиды описать сфери­
ческую поверхность.

8) Описать шаровую поверхность, которая прошла бы чрезъ 
вей точки двухъ пересекающихся въ пространстве круговъ.

9) Около правильнаго многогранника описать шаръ, и въ 
правильномъ многограннике вписать шаръ.

10) Половина правильнаго многоугольника, вписаннаго въ 
кругъ, вращается около д!аметра круга (фиг. § 243). Построить 
прямой цилиндръ, котораго высота равнялась бы оси АР, а бо­
ковая поверхность — поверхности тела вращешя.

д И) Построить въ прямомъ конусе (АВС)
л шаръ, который соприкасался бы съ боковою
\ поверхностью конуса по кругу, и касался

p—А основашя конуса въ центре (D).

Д Около конуса описать шаръ, котораго
/ поверхность прошла бы чрезъ вершину ко-

D нуса и совместилась съ окружностью осно-
вашя.

13) Въ трехстороннюю пирамиду вписать шаръ, который 
бы коснулся каждой стороны пирамиды.

14) Построить шаровой секторъ, котораго объемъ равнялся 
бы объему, а ограничивающий его шаровой сегментъ — осно- 
вашю даннаго конуса.
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15) Ha OCHOBaHiH шароваго сегмента построить равнове- 
лик1й ему конусъ.

16) Построить шаровой сегментъ, котораго поверхность 
равняется поверхности конуса, им^ющаго съ первымъ общее 
OCHOBaHie, а вершину въ центра шара.

17) Построить цилиндръ, котораго OCHOBaHie равнялось бы 
большему кругу шара, а боковая поверхность была равновелика 
данному поясу того же шара.

18) Построить кругъ, котораго площадь равновелика дан­
ному шаровому поясу.

19) Построить шаровой поясъ, который относился бы къ 
площади основатя его какъ ш: п.

§ 270. ( С ф е р и ч е с к i я построен!я §251 — § 264).
1) На inapt провести кругъ, котораго полюсъ А и сфери­

чески! радтусъ b даны.
2) Провести дугу большаго круга чрезъ данный дв^ точки 

А, В на шар!).
3) Продолжить данную дугу большаго круга.
4) Найти полюсъ большаго или малаго круга, проведен- 

наго на inapt.
5) Построить сфер, мно—къ, симметричный данному сфер, 

мно—ку. ' -
6) Чрезъ данную точку на дyгt большаго круга провести 

дугу, перпендикулярную къ первой.
7) Пзъ данной точки, лежащей внй большаго круга, про­

вести къ этому кругу перпендикулярную дугу.
8) Pa3BTb пополамъ а) данную на ap» Дугу? Ь) дан­

ный сфер, уголъ.
9) При данной Tonnt большаго круга построить сфер, уголъ, 

равный данному. '
10) Около даннаго сфер, тре—ка описать кругъ.
11) Въ данный сфер, тре—къ вписать кругъ.
12) Построить сфер, тре—къ по даннымъ а) тремъ сторо- 

намъ, Ь) тремъ угламъ, с) двумъ сторонамъ и заключающемуся 
между ними углу, d) двумъ угламъ и лежащей между ними сторонгЬ.



13) Провести большой кругъ, который касался бы даннаго 
малаго круга К, и им^лъ бы полюсомъ точку Р.

14) Найти геометрическое м^сто вер- 
ширъ (С) сфер, тре—ковъ, которые им4ютъ 
одно и тоже OCHOBaHie АВ и равновеликую 
поверхность.

15) Превратить сфер, тре—къ АВС 
въ равновелики! двусторонникъ.

16) Доказать, что меньшая дуга окруж­
ности большаго круга, заключающаяся 
между двумя лежащими на inapt точками, 
мен^е дуги всякаго малаго круга, заклю­
чающейся между тЪми же точками.

Печать К. Матисена въ Дерпт^ 1887 г.
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