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Keskviaartusteoreemid ja nendega seotud
funktsionaalvorrandid

Bakalaureuset6o
Nele Rosenberg

Liihikokkuvote. Kaesolevas bakalaureusetdos esitatakse Lagrange’i, Fletti ja Pompeiu
keskvadrtusteoreemide teadaolevad toestused ja rakendused ning selgitatakse nende geo-
meetrilist tdhendust. Lagrange’i teoreemi puhul kirjeldatakse keskviartust madrava punk-
ti astimptootilist kiditumist. Fletti teoreemi erinevate versioonide hulgast toestatakse Tra-
hani ja Tongi teoreemid ning kirjeldatakse nende kolme teoreemi vahekorda. Esitatakse
iiksikasjalikud toestused Lagrange’i ja Pompeiu keskvaértusteoreemidega seotud aritmee-
tilise ja harmoonilise keskmisega méadratud funktsionaalvorrandite lahendamisest.

Mairksonad. Lagrange’i keskvaartusteoreem, Fletti keskvadrtusteoreem, Pompeiu kesk-
vadrtusteoreem, funktsionaalvorrandid, aritmeetiline keskmine, harmooniline keskmine.

Mean value theorems and functional equations
associated with them

Bachelor’s thesis
Nele Rosenberg

Abstract. In this bachelor’s thesis we present proofs of Lagrange’s, Flett’s and Pompeiu’s
mean value theorems, their less known applications and explain the geometrical meaning
of these theorems. The asymptotic behaviour of a point determining mean value is descri-
bed in case of Lagrange’s theorem. We prove two versions of Flett’s theorem -Trahan’s and
Tong’s theorems- and describe the connections between these three theorems. This thesis
includes detailed solutions of functional equations determined by arithmetic or harmonic
mean and associated with Lagrange’s and Pompeiu’s threorem.
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Sissejuhatus

Matemaatilise analiiiisi pohikursuses toestatakse jargmine diferentsiaalarvutuse keskviar-
tusteoreem, mida nimetatakse ka Lagrange’i keskvaértusteoreemiks.

Teoreem 0.1. Olgu funktsioon f: D — R intervallis D diferentseeruv. Siis punktide
x <y korral intervallist D leidub ¢ = c(z,y) omadusega

ROZTD _ po). 1)

Uldjuhul ei 6nnestu punkti c(x,y) leida. Mdnedel juhtudel see siiski onnestub, néiteks, kui

y, s.t ¢(z,y) on 16igu [z, y] keskpunkt.

. .. .. T+
funktsioon f on ruutpoliinoom, siis ¢(x,y) =

Sellest tulemusest ldhtudes tekib jargmine kiisimus. Milliste funktsioonide f: D — R
r+y
2

korral kehtib vorrand (1), kui selles ¢(z,y) = ? Konkreetsemalt, kas iga vorrandit

f(yy) - i(x) _ <SBT+@/)

(2)

rahuldav funktsioon f on ruutpoliinoom. Allpool ndeme, et vastus sellele kiisimusele on
positiivne.
Seosega (2) on méadratud diferentsiaalvorrand, kuid iildjuhul vaadeldakse funktsionaalvor-

randit
DT _ o), 3)

kus f ja h on intervallis D méaédratud otsitavad funktsioonid ja ¢: D x D — R on selline
kahe muutuja funktsioon, mille vidrtused kuuluvad intervalli D. Oluline on, et kehtiks tin-
gimus c(x,y) € [z, y], mistottu eeldatakse, et funktsioon ¢: Dx D — R on mingi keskmine.

Definitsioon 0.2. Pidevat kahe muutuja funktsiooni c: D x D — D nimetatakse kesk-
miseks, kui

1) elx,y) = cly, x),
2) c(x,x) =z,
3) min{z,y} < c(x,y) < max{z,y}
koikide z,y € D korral.
Selles bakalauseuset0os on tegemist kahe keskmisega:
1) aritmeetilise keskmisega

Tr+y

c:RXR =R, ¢(z,y) = 5




2) harmoonilise keskmisega

2xy

c: 10,00) x [0,00) = [0,00), c(z,y) = o

Aritmeetilise ja harmoonilise keskmise puhul on eespool piistitatud funktsionaalvérrand
(3) lahendatud 1989. aastal J. Aczéli ja M. Kuczma t66s [1].

Lisaks Lagrange’i teoreemile kisitletakse selles bakalaureusetoos ka Fletti ja Pompeiu
keskvidrtusteoreeme. Pompeiu keskviirtusteoreemiga seotud funktsionaalvorrand on sa-
muti lahendatud Aczéli ja Kuczma artiklis [1]. Fletti teoreemiga seotud probleemidest ja
selle rakendustest annavad hea iilevaate O. Hutniku ja J. Molnarova artiklid [2] ja [3].

Kiesoleva bakalaureusetoo iiheks eesmérgiks on esitada Lagrange’i ja Fletti keskvairtus-
teoreemide teadaolevad toestused ja nende teoreemide vihem tuntud rakendusi. Teiseks
eesmargiks on anda Aczéli ja Kuczma teoreemide iiksikasjalikud toestused Lagrange’i ja
Pompeiu keskviartusteoreemiga seotud funktsionaalvorrandite lahendamisest. Bakalau-
reusetdo on referatiivne ja pohineb artiklitel [1], [2], [3], [5], [6] ja raamatul [4].

T66 koosneb kahest peatiikist. Esimeses peatiikis keskendutakse Lagrange’i, Fletti ja
Pompeiu keskvaidrtusteoreemide toestustele ja nende rakendustele. Esimeses alapunktis
esitatakse Lagrange’i keskvidrtusteoreemi kaks erinevat toestust. Tuuakse selle teoreemi
rakendusi ja néiteid ning uuritakse keskvadrtust méarava punkti asiimptootilist kiitumist.
See alapunkt pohineb raamatul [4]. Teises alapunktis esitatakse Fletti keskviirtusteoreemi
kaks toestust, millest esimene pohineb Rolle’i ja teine Fermat’ teoreemil. Tuuakse Fletti
teoreemi kaks rakendust. Toestatakse Fletti teoreemi kaks erinevat versiooni, Trahani ja
Tongi teoreemid, ning selgitatakse nende kolme teoreemi vahekorda. Selle alapunkti koos-
tamisel kasutatakse artikleid [2], [3], [6], [5] ja raamatut [4]. Kolmandas alapunktis, mis
pohineb raamatul [4], téestatakse Pompeiu keskvidrtusteoreem.

Teine peatiikk on piihendatud keskvaartusteoreemidega seotud funktsionaalvorranditele.
Esimeses alapunktis toestatakse teoreem, mis annab lahenduse Lagrange’i keskvadrtus-
teoreemiga seotud funktsionaalvorrandile aritmeetilise keskmise korral. Teises alapunktis
toestatakse sarnane teoreem Pompeiu keskviirtusteoreemiga seotud funktsionaalvorrandi
jaoks. Kolmandas alapunktis lahendatakse harmoonilise keskmisega méiratud funktsio-
naalvorrandid.

Lopetame sissejuhatuse allpool kasutatavate vdidetega matemaatilise analiilisi pohikur-
susest.

Teoreem 0.3 (Cantori teoreem iiksteisesse sisestatud loikudest). Kui

[al,bl] D) [ag,bg] D) [ag,bg] DV



ja lim (b, — a,) = 0, siis leidub selline punkt a, et {a} = ﬂ [an, by, seejuures
n—oo
neN

a = lim a, = lim b,.
n—o0 n—oo

Teoreem 0.4 (Bolzano-Cauchy teoreem). Kui f: D — R on pidev intervallis D,
sits suvaliste y1 = f(x1) ja yo = f(x2) ning arvu A korral, mis on yy ja ya vahel, leidub
a € (x1,x2) omadusega A = f(a).

Teoreem 0.5 (Weierstrassi teoreem). Loigus pideval funktsioonil on selles loigus suu-
rim ja vahim vadrtus.

Teoreem 0.6 (Fermat’ teoreem). Olgu funktsioon f: D — R intervalli D sisepunktis
c diferentseeruv ning olgu tal selles punktis lokaalne ekstreemum. Siis f'(c) = 0.

Teoreem 0.7 (Rolle’i teoreem). Kui funktsioon f on léigus |x1,zo| pidev, vahemikus
(z1,22) diferentseeruv ning f(x1) = f(x2), siis leidub punkt ¢ € (x1,22) nii, et f'(c) = 0.

Teoreem 0.8 (diferentsiaal-integraalarvutuse pohiteoreem). Olgu f loigus [a,b]
integreeruv funktsioon. Kui funktsioon f on vahemiku (a,b) mingis punktis ¢ pidev, siis

funktsioon G, mis on defineeritud seosega G(z) := f(t)dt, on punktis ¢ diferentseeruv

ja G'(c) = f(c). ’



1 Keskvaartusteoreemid

1.1 Lagrange’i keskvaartusteoreem

Kiéesolevas alapunktis esitame Lagrange’i keskvidrtusteoreemi ja selle kaks toestust, too-
me néiteid ja rakendusi ning uurime keskviartust méaarava punkti astimptootilist kiitu-
mist.

1.1.1 Lagrange’i teoreem ja selle kaks toestust

Teoreem 1.1 (Lagrange’i teoreem). Olgu funktsioon f: [a,b] — R loigus [a,b] dife-
rentseeruv, siis leidub ¢ € (a,b) omadusega

g(x) = f(z) - ————
Kuna f on pidev 16igus [a, b], siis on seda ka g, seejuures

g(@) = () - 1O T

iga x € (a,b) korral.
Paneme tahele, et

gta) = fta) = PO =D (00— fa) =0
ja )
o) = 1) - Oy pay o

ehk g(a) = g(b) = 0. Jarelikult g rahuldab teoreemi 0.7 tingimusi, seda rakendades leiame
sellise punkti ¢ € (a,b), et

b) —
0=g(0)= ) - 1O
seega
f) = fla) _
b —a - f (C)7
mida oligi tarvis ndidata. [l

Lagrange’i teoreemi teise versiooni toestuse jaoks vajame jargmist lemmat.
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Lemma 1.2. Ku: lim w, = lim v, =a ja6 0 < p,, < 1 iga n € N korral, siis
n—oo n—oo

lim (ppun + (1 — pp)v,) = a.

n—oo

Toestus. Eeldame, et lemma eeldused on tdidetud. Peame niitama, et

lim (pptn + (1 — p)v,) = a.

n—oo

Paneme tahele, et

m (g, + (1 = pin)vn, — a) = JL)H;O((NVL“H + (1 = ptn)vn) = (pna + (1 = pn)a))

n—00
= T (o (1 — ) + (1 = ) (0 — )
= lim Mn(un - CL) + lim (1 - ﬂn)(vn - CL).

n—00

Kuna u, — a ja v, — a ning jada (u,) on tokestatud, siis

lim g, (u, —a) + lim (1 — p,) (v, —a) =04+ 0=0,

n—o0 n—0o0

s.t lim (ppun + (1 — pn)vy) = a. O

n—oo

Teoreem 1.3 (Lagrange’i teoreem). Olgu f: D — R diferentseeruv intervallis D ning
olgu x1, 9 € D suvalised punktid, kus x1 < xo. Siis leidub ¢ = c(x1,x5) € [x1, 22| omadu-

sega
(c) = flas) = flz1)
To — I
Téestus. Tahistame m := M jay = 2 —; xl, s.t y on 16igu [z, z5] keskpunkt.
Ty — 21
Saame osaligud [z1,y] ja [y, x2], kusjuures mélema pikkus on h := 22— %1 Tihistame
veel
my = f) _hf(xl) ja my = f(%)h_ f)

ning paneme tihele, et
min{my,ms} < m < max{ms, mo}.

Toepoolest, kui oletada vastuviiteliselt, et m; > m ja mo > m, s.t

flwg) = flwr) _ fly) = fle) _ 2(f(y) = f2))

oh < h - oh !
f(x2) — f(21) - flae) — fly) _ 2(f(x2) — f())
oh 7 oh !

siis nende vorratuste liitmisel saame vastuolu 2(f(zq) — f(21)) < 2(f(x2) — f(21)).
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Analoogiliselt, kui oletada vastuviiteliselt, et m; < m ja mg < m, s.t

flza) = flw1) _ fly) = flz1)  2(f(y) — f(z1))

o b oh
flao) = fla)  floa) = fy) _ 2(f(z2) = fy))
2h h 2h ’

siis saame vastuolu 2(f(x2) — f(z1)) > 2(f(z2) — f(x1)).
Meie eesmiirk on ndidata, et leidub ¢ € [x1, 23] omadusega m = f'(c).
Defineerime funktsiooni g: [x1,y] — R seosega

gty o= LT = S0)

siis g on pidev funktsioon: iga a € [x1, y] korral

flz+h) - fx)

lim g(z) = lim

z—a z—a h
1 /.. .
im0

= 2 (fla+h) ~ F(a)) = g(a)
Paneme tahele, et

[+ h) — fla) fly+h) = fy)
h h

Kuna min{ms, ms} < m < max{mq, msy}, siis lause 0.4 kohaselt leidub selline z; € (z1,¥),
et g(z1) = m. Téhistame

=my ja g(y) = = M.

g(w1) =

a1 ‘= 2 ja b1 1221+h, siis h:bl—al ja x1§a1<b1§x2,

seejuures

m=g(z) = flai +h) — f(a1) _ f(bl)_f(al)'

h h
Kordame eelnevat mottekiiku, asendades 16igu [z1, o] 16iguga [ay,by]. Sel juhul saame

f(b2) — flaz)

by — as

16igu [ag, ba| C [ay, by] nii, et m = . Niimoodi jitkates jouame loikude jadani

[z1,22] D a1, b1] D lag, b2] O ...,

kus h
lim (b, —a,) = lim — =0.
n—o00 n—oo 21

Lause 0.3 kohaselt leidub iiheselt maaratud punkt ¢ omadusega c € ﬂ [an, by, seejuures
neN

c= lim a, = lim b,.
n—o0 n—o0



fxa) — f(xl).

To — I
Eelneva arutelu pohjal on voimalik, et ¢ on mingi 16igu [ay, by| vasakpoolne otspunkt, s.t
¢ = ay mingi N € N korral, siis ¢ = a,, iga n > N puhul. Sel juhul

_ f0n) = flan) _ fbn) = f(€)

Jaab veenduda, et f'(c) =

b, — a, b, —c '
seega
n—00 b, —c T—c T —c

Analoogiliselt, ¢ voib olla ka mingi 16igu [ay, by] parempoolne otspunkt, s.t ¢ = by mingi
N € N korral, siis ¢ = b, iga n > N puhul. Sel juhul

_ f(bn) = flan) _ flc) = flan)

?

bn — ap, C—an
seega
N (O R (O N (G L B
n—00 c— Qy T—cC cC—x
Kui a, < ¢ < b, mingist indeksist N alates, siis defineerime p,, := bc —n ja paneme
n — Qn
tihele, et
0<p, <1, sest a, <c<b,,
c—a, by—a,—c+a, by—c
1_'un_1_bn—an_ b, — a, b, —a,
f C)— f G, f bn - f c
RELCES (S PRI (G
c—anp n — C
_cman fl = flan) | bo—c flbn) = f0) _
b, — a, c— ay Cp — Qp, b, — ¢
1
= ()~ Flan) + f(bu)  (0)) =
b, — an,
- n) . bn -
igan > N korral. Rakendame lemmat 1.2 juhul, kui w,, = w jav, = w
Kuna " !
i w1 FO =0 FO @)
n—00 n—00 C— Qp r—C C—X
ja
im0, — i L0 =@ @) @)

n—oo n—oo bn — C r—C r —C



siis lemma 1.2 kohaselt

- n bn - /
m=tim (o f D=L ) TEAZLDY g
Teoreem on toestatud. O

On lihtne nédha, et teoreemi 1.3 viide jareldub vahetult teoreemist 1.1. Seetottu teoreemis
1.3 asub punkt ¢ vahemikus (a,b). See on asjaolu, mis teoreemi 1.3 toestusest ei ilmne.

Lagrange’i teoreemi geomeetriline tdhendus. Diferentseeruva funktsiooni f maira-
mispiirkonnas fikseeritud 16igu [z1, x2] korral saab vihemalt iihes graafiku punktis (¢, f(c))
votta puutuja, mis on paralleelne labi graafiku punktide (x1, f(x1)) ja (22, f(22)) tomma-
tud loikajaga.

[ T e

8
[\
H"

X1

Joonis 1. Lagrange’ keskvddrtusteoreemsi geomeetriline tahendus.

1.1.2 Lagrange’i teoreemi rakendusi

Jargmised laused, mis toestatakse matemaatilise analiiiisi pohikursuses, demonstreerivad,
kuidas Lagrange’i keskviartusteoreemi rakendatakse funktsioonide kditumise uurimisel.

Tahistame intervalli D korral siimboliga D° hulga D sisepunktide hulka.

Lause 1.4. Kui funktsioon f: D — R on pidev ja f'(x) = 0 iga x € D° korral, siis f on
intervallis D konstantne funktsioon.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et leiduvad sellised punktid x; ja xo intervallis D, et
f(z1) # f(xq), olgu x; < xo. Teoreemi 1.3 kohaselt leidub ¢ € (z;, z2) omadusega

fx2) = fla1)

To — I

f'le) = 7 0,

11



kuid see on vastuolus meie eeldusega, et f'(x) = 0 iga x € D° korral. O]

Lause 1.5. Olgu funktsioonid f: D — R ja g: D — R intervallis D pidevad ning hulgas
D° diferentseeruvad. Kui f'(x) = ¢'(x) iga x € D° korral, siis f ja g erinevad intervallis
D wvaid konstandi poolest.

Toestus. Olgu h := f — g, siis h'(z) = 0 iga x € D° korral. Lause 1.4 pohjal h(z) = ¢
koikide z € D puhul, kus ¢ on mingi konstant. Seega oleme saanud, et f ja g erinevaid
vaid konstandi poolest. O

Lause 1.6. Olgu funktsioon f: D — R intervallis D pidev ja hulgas D° diferentseeruv.
Kui f'(x) > 0 iga x € D° korral, siis f on rangelt kasvav funktsioon intervallis D. Kui
f'(z) <0 iga x € D° korral, siis f on rangelt kahanev funktsioon intervallis D.

Toestus. Eeldame, et f'(x) > 0 iga @ € D° korral, olgu x; < 5. Teoreemi 1.3 kohaselt
leidub ¢ € (z1,x2) omadusega

f(x2) — f(z1)

To — 1

= f'(c),

seejuures f'(c) > 0. Seega f(x9) > f(x1), s.t f on rangelt kasvav funktsioon.
Lause teise viite toestus on analoogiline. O]

1.1.3 Naiteid Lagrange’i teoreemi rakendamisest
Jargnevad néited on voetud raamatust [4].
Naiide 1.7. Niitame, et kui > —1, siis iga n € N korral kehtib Bernoulli vorratus
(1+x)">1+nz.
Vaatleme koigepealt juhtu x > 0. Defineerime funktsiooni f: R — R seosega
£t = (1+1)".

Kuna funktsioon f on hulgas R diferentseeruv, siis ta rahuldab teoreemi 1.3 eeldusi,
mistottu leidub ¢ € (0, 2) omadusega

f(@) = f(0) = (z = 0)f'(¢)

ehk
(1+2)"—1=an(l+c)" ! > na,

s.t kehtib Bernoulli vorratus.
Olgu niitid —1 < z < 0. Teoreemi 1.3 kohaselt leidub ¢ € (z,0) omadusega

f0) = f(z) = (0—2)f'(c).

Saame, et
(1+2)"—1=an(l+c)" ' > na,

s.t kehtib Bernoulli vorratus.

12



Naiide 1.8. Veendume, et Lagrange’i keskviirtusteoreemi saab rakendada vorratuse
r>1+Inz

toestamiseks iga x > 0 korral.
Olgu f: (0,00) — R defineeritud seosega

f(t) =Int.

Kuna f on intervallis (0, c0) diferentseeruv, siis iga b > 1 korral rahuldab ta teoreemi 1.3
tingimusi, seega leidub ¢ € (1,b) omadusega

fb) = f(1) = (b= 1) f(c),

mistottu b1
Inb=——.

Kuna 1 < ¢ < b, siis

seega

1—%<lnb<b—1.

Vasakpoolsest vorratusest nideme, et

141 1<1<1
n— - .
b b

1
Vottes x = i jouame seoseni x > 1 + Inz koikide = € (0, 1) korral.

Parempoolsest vorratusest Inb < b — 1 saame, et
r>1+Inz

iga z > 1 korral.
Seega oleme nédidanud, et range vorratus x > 1 + Inz kehtib kéikide = € (0,1) ja x > 1
korral. Jarelikult, vorratus = > 1 + Inz kehtib iga z € (0, 00) puhul.

Naiide 1.9. Toestame Lagrange’i keskvidrtusteoreemi abil vorratuse
a® < (ac + b(1 — )b, (4)

kus a ja b on positiivsed reaalarvud ning o € (0, 1).
Fikseeritud « € (0, 1) puhul defineerime funktsiooni f: (0,00) — R seosega

£(t) = 1.

13



Teoreemi 1.3 kohaselt leidub ¢ € (a,b) omadusega

f) = fla)

ehk
ba_aoc_ a—1
b—a = QcC .

Kuna ¢ € (a,b) ja a — 1 < 0, siis
Ca—l > ba—l

ning
ac® > b

Vorduse (5) ja vorratuse (6) pohjal

b* —a® =ac* '(b—a) > ab* 1 (b—a),

seega

a® < b* —ab* ' (b—a) =b""(b—ab+ aa) = (aa +b(1 — a))b*

mida oligi tarvis ndidata.

Lemma 1.10. Olgu g: D — R funktsioonide f: D — E ja ¢: E — R listfunktsioon, s.t
g=wo f. Kui ¢ ja g on rangelt kasvavad funktsioonid, siis on ka f rangelt kasvav. Kui

 ja g on rangelt kahanevad funktsioonid, siis on ka f rangelt kahanev.

Toestus. Olgu g ja ¢ rangelt kasvavad funktsioonid. Oletame vastuvaiteliselt, et f ei ole

rangelt kasvav funktsioon, s.t leiduvad x1,x9 € D nii, et 7 < x5 ja

f(z1) = f(2).

Sel juhul, kuna ¢ on rangelt kasvav funktsioon,

g(x1) = p(f(z1)) > o(f(22)) = g(2),

mis on vastuolus eeldusega, et g on rangelt kasvav.
Lause teise viite toestus on analoogiline.

Naiide 1.11. Olgu

aw = (14 1) s = (10 )7

kus z > 0. Niitame, et funktsioon fi: (0,00) — R on rangelt kasvav ja fo: (0,00) — R

rangelt kahanev.
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Veendume koigepealt, et f; on rangelt kasvav. Defineerime veel funktsiooni ¢: (0,00) — R
seosega
o(x) :==1Inuz,

1 €T
siis liitfunktsioon g := ¢ o f1: (0,00) — R on méiratud seosega g(x) := In (x + -

x
Funktsiooni ¢ diferentseeruvusest jareldub, et suvalise x > 0 korral leidub selline punkt
c(x) € (z,z + 1) omadusega

plz+1) = p(x) = f'(c(x)),

seetottu

iga = > 0 korral.
Kuna

J(z) = di [m (1 + i)] _ di (n( 4+ 1) — )]

T

1 1
:ln(m+1)—1nx+x[ ——}

r+1 =
1
:ln(x+1)—lna}—$+1
1 1
- 0 (vt (7
o)

siis g: (0,00) — R on rangelt kasvav funktsioon. Ka logaritmfunktsioon ¢: (0,00) — R
on rangelt kasvav, seega lemma 1.10 pohjal on funktsioon f; rangelt kasvav.
Analoogiliselt, kui g = ¢ o fs, siis

g (z) = % [ln (1 + i) ] = % [(z+1)(In(x + 1) — Inx)]

1 1
—1 1) -1 0 |— =
n(z+1)—Inz+ (z + )Lﬁ—l-l x]
1
T

=In(zx+1)—Inzx — —
1

1
- — =<0,
x

c(x)
seega g on rangelt kahanev ning lemma 1.10 pohjal on seda ka funktsioon fs.

Niide 1.12. Keskvaartusteoreemi saab kasutada tuntud vorduse

b patl
/ z%dz =
0 a+1
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toestamiseks, kui a > 0 ja b > 0.
Defineerime funktsiooni ¢: R — R seosega

ta+1

p(t) =

a+1
Kuna ¢ on diferentseeruv, siis iga k > 0 korral leidub punkt ¢ € (k — 1, k) omadusega

ka-ﬁ-l (k _ 1)a+1
a+1 a+1

=" (8)
Kuna ¢ € (k — 1, k), siis

(k—1)% < < k“. (9)
Asendades vordusest (8) ¢* vorratusse (9), jouame seosteni

ka+1 (k‘ _ 1)a+1

kE—1)* < = < k*
( ) a+1 a+1 ’
seega suvalise n € N korral
(k—1)*< < k®
k=1 at+l 5

ehk

1 S 1 1 SN
k=1 k=1
Vasakpoolsest vorratusest saame, et

1 1 1
k< -
n"‘“; oz+1+n’

seega

n

1 1 1 1
< k< —
a+1 na“kz_; oz—i—l—i_n7

mistottu

1 <« 1
li k* = ) 10
n1—>Holo not+l ; a+1 ( )
Vaatleme 16igus [0, b] mingit alajaotust
O:$0<$1<"'<$n:b,

votame suvaliselt & € [xr_1, 2] iga k = 1,...,n korral. Riemanni integraali definitsiooni
pohjal

b n
/0 f(z)dz = A(lTiggo ’; F(&) Ay,
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kus Axy := xp — 21 on 16igu [zy_1, xx] pikkus ja A(T) := max{Axy ‘ E=1,...,n}.
Kui

b 2b 3b kb
l’OZO,ZEl:—,ZEQZ—,$3:—,...,$k:—,...,$n:b
n n n n
ning &, 1= — siis juhul f(z) = 2® saame seosest (10), et
o ko b T S
/o dw—hmefk Axk—hmz :nh_{gonaH;k
ba+1
=b**! lim

kK =
n—00 nC“Jrl Z

mida oligi tarvis toestada.

Naiide 1.13. Teatud eeldustel saab Lagrange’i keskviartusteoreemi rakendada liitfunkt-
siooni diferentseerimisreegli toestamisel. Olgu funktsioon f: [a,b] — R diferentseeruv
punktis ¢ € (a,b). Olgu ¢ diferentseeruv intervallis, mis sisaldab hulka

D:={f(c+h) | |h| <6}

mingi § > 0 korral, eeldame, et ¢ on pidev kohal f(c). Veendume, et liitfunktsioon ¢ o f
on diferentseeruv punktis ¢ ja

(0o f)(e) =¥ (f(e) [ (o).
Funktsioon ¢ on diferentseeruv hulgas D, jarelikult Lagrange’i keskvaartusteoreemi ko-
haselt leidub 0(h), mis on punktide f(c) ja f(c+ h) vahel nii, et

e(f(c+h) —e(f(e) =" (OR)[f(c+h)— flc)].
Kuna f on diferentseeruv punktis c, siis

Funktsiooni f pidevuse tottu punktis ¢ kehtib vordus }llirr(l] fle+h) = f(c), mistottu
—)

}liné 6(h) = f(c), sest O(h) on punktide f(c) ja f(c + h) vahel. Kasutades tuletise ¢’

—

pidevust punktis f(c), saame, et

lim ' (6(1)) = ¢ (1im 6(k) ) = ¢'(f(©)).

h—0 h—0

Seetottu
& (F(©))f(¢) = lim ! (8(h)) tim LEF = I ()

h—0 h—0 h

— oy | K = 1)

_ lim [so(f(c +h)— s@(f(C))}
h—0 h
= (po f)(o),
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mida oligi tarvis toestada.

1.1.4 Keskviiartust midravate punktide asiimptootiline kiitumine

Alustame kahe niitega diferentseeruvatest funktsioonidest, mille puhul keskvasrtust méa-
rav punkt c¢(z) € (a,x) ldheneb protsessis © — a+ astimptootiliselt 16igu [a, ] keskpunk-
tile, s.t

i @)= _ 1

r—a+ T — Q 2
Seejdrel toestame teoreemi, mis fikseerib selliste funktsioonide klassi, milles niisugune

keskviartust madrava punkti asiimptootiline kditumine omane on.

Naiide 1.14. Vaatleme funktsiooni f: R — R, mis on defineeritud seosega

f(t) =t

Kuna f on 16igus [1, 2] diferentseeruv, siis Lagrange’i keskviidrtusteoreemi kohaselt leidub
iga x € (1,2) korral punkt ¢(x) € (1, z) omadusega

flx)—f(1)
T — 1 - f (C),
s.t
x?—1
2c = =x+1
z—1
ehk )
c= 5(1‘—#1).
Jarelikult
_ce—1 . iz+1)-1 1
lim = lim =¥=———"— = —.
e=l+x —1 a1+ x—1 2

Naiide 1.15. Vaatleme funktsiooni f: R — R, mis on méaratud seosega

f(t) = ¢

Funktsioon f on 16igus [0, 2] diferentseeruv, jarelikult Lagrange’i keskviértusteoreemi ko-
haselt leidub iga x € (0,2) korral punkt c(z) € (0,2) omadusega

flz) =[O0 _
T a_0 f'(e(z))
ehk
ool@) _ e* —1
s.t r_q
c(r) =1In c a:_



Teatavasti iga z € R korral

seetottu

ehk

iga x € (0, 2] korral. Téhistame s(x) := Z o ja vaatleme piirvadrtust
k=1

lim c(x)——O — lim M
x—0+ xr — 0 x—0+ €x

(11)

Kuna astmerea summa s on pidev selle astmerea koonduvusvahemikus (—oo, 00), siis

© k-1 k-1
lim s(z) = lim = E lim =1,
z—0+ 704 £ k! !

seega logaritmfunktsiooni pidevuse tottu

In lim s(z) = lim Ins(z) =Inl1=0.
z—0+ z—0+
Piirvidrtuse (11) korral on tegemist mé&ramatusega —, niisiis voime rakendada selle arvu-

tamiseks 'Hospitali reeglit. Kuna astmerida voib igas tema koonduvusvahemiku punktis
liikmeti diferentseerida, siis

lim ¢ (x) 0 k—2
. Ins(z) .. s(x) oS0+ PN Z T
a:ll>r(l)1+ xr xligl—&- s(x) a lir&_ s(x) N zli{(r)l-i- s(@) = m1i>I(I)1+ p Q(k -1 k!
z— =
1 ZOO zh? 1
- m]i)]%l+ <§ + k_3(k -1 k! ) T2

Teoreem 1.16. Olgu funktsioon [ pidevalt diferentseeruv loigus |a,b] ning kaks korda
diferentseeruv punktis a, olgu f"(a) # 0. Siis seosega

f(x) — f<a> /
AL st/ 12
LI _ ety (12)
mdadratud punkt c(z) rahuldab tingimust
i (@ _ 1
z—at+ T —Q 2
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Toestus. Eeldame, et teoreemi eeldused on tédidetud. Leiame

i J@) = f(@) ~ (@~ o) (@)

T—at (x — a)?

Esiteks, Lagrange’i keskviiartusteoreemi kohaselt saame seosest (12), et

fl@) = fla) = (z —a)f'(a) _ .~ (z—a)f(c(z)) — (x—a)f(a)

xl—igl—&- (Q; — G)2 - :El—im—i- (Q? — a>2
el - F@)
r—a+ T — a
o fle@) - fla) | cl) —a
gsat o) —a  woaet T —a
= f"(a) 1 co(r) — a

Teiseks, kuna

lim (f(x) = f(a) = (x —a)f'(a)) = f(a) = f(a) =0

r—a+

tdnu funktsiooni f pidevusele ja

. N2
:vli}anJr (:I; a) 07

saame rakandada I’Hospitali reeglit:

o SO f@ - —af@

r—a+ (x‘ — a)2 r—a+ 2(.1' — &) 2

Jarelikult punktide c¢(z) € (a, ) jaoks kehtib vordus

— 1
" 1 C(x) a I "
fia) lim ——— =5 f"(a),
ning kuna f”(a) # 0, siis
— 1
im 0= L
z—=at T —Q 2

1.2 Fletti tiitlipi keskvaartusteoreemid

Selles alapunktis toestame Fletti keskvadrtusteoreemi kahel viisil ja esitame selle kaks
rakendust. Toestame Fletti teoreemiga sarnased teoreemid, Trahani ja Tongi teoreemid,
ning selgitame nende kolme teoreemi vahekorda.
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1.2.1 Fletti teoreem, selle toestused ja erinevad versioonid
Alustame Lagrange’i keskvéértusteoreemi tuntud rakendusega.

Lause 1.17 (integraalarvutuse keskviirtusteoreem). Kui g: [a,b] — R on pidev
funktsioon, siis leidub selline ¢ € (a,b) omadusega

o) =5 | alonte

Toestus. Olgu funktsioon f: [a,b] — R defineeritud seosega

Diferentsiaal-integraalarvutuse pohiteoreemi pohjal on f 16igus [a, b] diferentseeruv ning
f'(z) = g(x) iga z € [a,b] korral. Lagrange’i keskviédrtusteoreemi kohaselt leidub punkt
¢ € (a,b) omadusega

Joo(t)dt — [ g(h)dt 1 /bg(t)dt.

f'(e) = b—a b—a

1 b
Niisiis, g(c) = 2 / g(z)dz. O

Jargnev arutelu on lahtekohaks Fletti keskvadrtusteoreemiga seotud probleemiasetustele.
Eeldame lisaks funktsiooni g: [a,b] — R pidevusele veel, et

g(a) =0 ja / g(z)dz =0,

ning vaatleme funktsiooni

1 x

t)dt, kuiz € (a,b],

: [a,b] = R, ¢(x) = x—a/ag<) ui x € (a,b]
07 ku1;(::a

See funktsioon on pidev ja vahemikus (a,b) diferentseeruv, seejuures p(a) = ¢(b) = 0,
mistottu Rolle’i teoreemi kohaselt ¢'(c) = 0 mingi ¢ € (a, b) korral. Kuna

o0 = (1 [atoar) = [Totoar+ 2L

g(c) = 1/%@@

cC—a

siis

Kui tahistada

f@) = [ gt
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iga = € [a, ] korral, siis vordus f'(x) = g(z) saab punktis z = ¢ kuju

fle)=— /cg(t)dt:fjg(t)dt_faag(t)dt:f(C)—f(a).

c—al, c—a c—a

Uldisemalt kirjeldab seda tiiiipi seoseid jirgmine keskviirtusteoreem.

Teoreem 1.18 (Fletti teoreem). Kui f: [a,b] — R on diferentseeruv ja f'(a) = f'(b),
siis leidub selline ¢ € (a,b), et

Me esitame selle teoreemi kaks toestust, mis on toodud Hutniku ja Molnarova iilevaatear-
tiklites [2] ja [3]. Esimene on originaaltdestus, mis pohineb Rolle’i teoreemil, teine kasutab
Fermat’ teoreemi.

Alustame esimese toestusega.

Toestus. 1. Kodigepealt vaatleme juhtu, kus f'(a) = f'(b) = 0. Olgu g: [a,b] — R definee-

ritud seosega
f(@) — f(a) :
o) = o a kui = € (a, bl (13)
f'(a), kui x = a.

)
On selge, et g on pidev poolldigus (a, b], kuid kuna lim+g(:c) = f'(a) = g(a), siis g on
T—a
kogu 16igus [a, b] pidev. Poolléigus (a, b] on g diferentseeruv funktsioon:

flo) = (RO L)y Tz g =l fle) [ J=1e

r—a (x —a)? r—a (x —a)?

Teoreemi toestuseks piisab néidata, et leidub punkt ¢ € (a,b) omadusega g (c)
Vaatleme kolme voimalikku juhtu. Estteks, olgu g(b) = 0. Kuna g(a) = (a) , siis
Rolle’i teoreemi pohjal ¢'(¢) = 0 mingi ¢ € (a, b) korral.
Teiseks, kui g(b) > 0, siis seose (14) tottu
f')  f0) = fla) __f(b) = f(a) g(b)

gﬂg:b_a— b=ar ~ (b—a)p :—b_a<u (15)

Saame leida x; € (a,b) nii, et g(z1) > g(b): kui oletada vastuviiteliselt, et g(x) < g(b)
koikide = € (a,b) korral, siis

>0

— )

pon e g(b) — g(w)
g) = Jim =2 ——

mis on vastuolus tingimusega (15). Niisiis, g(a) = 0 < ¢(b) < g(z1). Ténu funktsiooni
g pidevusele saame 16igus [a, x1] talle rakendada Bolzano-Cauchy teoreemi: leidub punkt
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xy € [a,z1] omadusega g(zg) = g(b). Niiiid saame samale funktsioonile 16igus [z, b]
rakendada Rolle’i teoreemi, mille kohaselt leidub selline ¢ € (zg,b) C (a,b), et ¢'(c) = 0.
Kolmandaks, kui g(b) < 0, siis seose (14) pohjal

g =22 5. (16)

Nagu eelneval juhul, leiame punkti z; € (a,b) omadusega g(x;) < g(b), siis kehtivad
seosed g(z1) < g(b) < 0 = g(a). Rakendades funktsioonile g 16igus [a, ;] Bolzano-Cauchy
teoreemi, tdnu funktsiooni g pidevusele saame leida sellise x¢ € [a,x1], et g(zo) = g(b).
Rolle’i teoreemi kohaselt eksisteerib selline ¢ € (zg,b) C (a,b), et ¢'(c) = 0.
Oleme néidanud, et Fletti teoreem kehtib eelduse f'(a) = f'(b) = 0 korral.

2. Vaatleme niitid juhtu, kui f(a) = f(b) # 0. Olgu funktsioon h: [a,b] — R defineeritud
seosega
h(z) := f(z) — zf'(a).
— f'(a) iga x € [a,b] korral, seetottu h'(a) = f'(a) — f'(a) =0,
f(b), siis ka h'(b) = f'(b) — f'(a) = 0. Tdestuse esimese osa
(¢) = h(a)

h
pohjal leidub punkt ¢ € (a,b) omadusega h'(c) =

Markame, et h'(x) = f'(x)
lisaks sellele, kuna f(a) =

. Seega
£(e) = f(a) + K(c) = f(a) + h@%ﬁz(“)
— Pla) + fle) — cf’(ai: z(a) +af'(a)
)= —Ca_h;’(a) N f(ci = i:(a)
IVICESI0)
Teoreem on toestatud. o -

Esitame Fletti teoreemi teise toestuse.

Téestus. Olgu funktsioon g¢: [a,b] — R defineeritud seosega (13). Kuna g on pidev, siis
Weierstrassi teoreemi pohjal on tal 16igus [a, b] suurim ja vihim védrtus. Meie eesmiirk on
nédidata, et iihe neist vifirtustest saavutab ta mingis sisepunktis ¢ € (a, b), sel juhul Fermat’
teoreemi kohaselt kehtib vordus ¢'(¢) = 0, mis, nagu veendusime eelnevas toestuses, on

7€) = f(a)

Oletame vastuviiteliselt, et funktsioon g saavutab oma ekstremaalsed viirtused loigu
otspunktides a ja b. Olgu konkreetsuse mottes g(a) < g(x) < g(b) iga = € [a, b] korral, siis
teisest vorratusest saame, et

samavaarne toestatava seosega f'(c) =



s.t f(z) < fla)+ (x — a)g(b), seetdttu iga = € (a,b) korral
f0) — f(z) _ f(b) = fla) — (z —a)g(b)

)
Jarelikult
7o) = 1w TS o)

mistottu g(a) = f'(a) = f'(b) > g(b). Seega oleme saanud, et g(a) > ¢(b) ja g(a) < g(b),
s.t g(a) = g(b) ehk g on konstantne funktsioon 16igus [a, b]. Kuid sel juhul saavutab g igas
punktis ¢ € (a, b) oma ekstremaalse vaartuse. Saadud vastuolu kinnitab, et funktsioonil g
on ekstremaalne vairtus 16igu sisepunktis. O]

Fletti teoreemi geomeetriline tihendus. Olgu funktsioon f: D — R diferentsee-
ruv intervallis D, olgu a,b € D sellised punktid, et f'(a) = f'(b). Seega on funktsioo-
ni graafikule punktides (a, f(a)) ja (b, f(b)) tommatud puutujad omavahel paralleelsed.
Fletti teoreem viidab, et graafikul on punkt (¢, f(c)), milles voetud puutuja labib punkti

(a, f(a)).

y=fla)+ f(c)(z —a)

Joonis 1. Fletti keskvddartusteoreems geomeetriline tahendus.

Niide 1.19. Olgu f(z) := 2°, leiame sellise ¢ € R, et joonele f(x) = 2* punktis (c, f(c))
tommatud puutuja labib punkti (—2, —8). Paneme tihele, et f(x) on diferentseeruv oma
médramispiirkonnas R, ning kuna f’(x) = 3z® on paarisfunktsioon, siis saame intervallis
[—2, 2] rakendada Fletti teoreemi. Selle kohaselt eksisteerib punkt ¢ € (—2,2) omadusega

2 _ ¢ —(=2)°
3¢ = o) (—2) .

Selle leidmiseks peame lahendama vorrandi

3 (c+2)=c*+2
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ehk (peame silmas, et ¢ # —2)

F+ec—2=0,
mille meile sobivaks lahendiks on ¢ = 1. Niisiis, kuupfunktsiooni f(z) = z* graafikul
punktis (1,1) voetud puutuja ldbib punkti (-2, 8).

Jargmine teoreem iitleb, et Fletti teoreemi eeldustel leidub funktsiooni graafikul ka selline
punkt, milles voetud puutuja labib graafiku teist otspunkti (b, f(b)).

Teoreem 1.20. Kui f: [a,b] — R on diferentseeruv ja f'(a) = f'(b), siis leidub d € (a,b)

omadusega
f(b) — f(d)
"(d) = ————.
Toestus. Defineerime funktsiooni
g9: la,b] = R, g(z):= fla+b—x),
siis ¢'(x) = —f'(a+ b — x) iga x € [a, b] korral. Paneme tihele, et

g(a) = fla+b—a)=f(b) ja g(b) = f(a+b-1b) = f(a),
kusjuures
g'(a) = —f'(b) ja ¢'(b) = —f'(a).
Kuna eelduse pohjal ¢'(a) = —f'(b) = — f'(a) = ¢'(b), siis saame funktsioonile g rakendada,
Fletti teoreemi, mille kohaselt leidub punkt ¢ € (a,b) omadusega

§(c) = g9(c) —gla) _ fla+b—c)— f(b)

c—a c—a

flat+b—c)= f(b)

c—a

ehk
—fla+b—c)=

Téahistades d := a + b — ¢, saame, et

) = fld) = f(b) _ fd) = f(b) _ f(d) = f(b)

c—a Cc—a+b—b b—d

Allpool leiame tingimusest f'(a) = f'(b) erinevaid eeldusi, mis garanteerivad Fletti teoree-
mi viite kehtivuse. Jargmine néide {itleb, et selle kehtivuseks ei ole ka diferentseeruvuse
tingimus vajalik.
Niide 1.21. Vaatleme funktsiooni f: [-1,1] — R, kus f(z) := |z|. Funktsioon f ei ole
kohal 0 diferentseeruv, sellest hoolimata kehtib iga ¢ € [—1,0) korral vordus
—c—1_ flo=-f(=D
/ s / = —1 = e .
7€) = (lel) B H

Seega ei ole funktsiooni f diferentseeruvus iildjuhul tarvilik tingimus selleks, et kehtiks

vordus f'(c) = w

. Teoreem on toestatud. O

mingi c korral.
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1.2.2 Fletti teoreemi rakendused

Jargmised Fletti teoreemi rakendused on périt Hutniku ja Molnarova artiklitest [2] ja [3].

1. Niitame, et kui pidev funktsioon f: [0, 1] — R rahuldab tingimust

[ swye= [ s,

siis leidub ¢ € (0,1) omadusega

f0) = [ aros

c2

Veendume koigepealt, et letdub r € (0,1) omadusega / zf(x)dr = 0. Moodustame
0

abifunktsiooni g: [0,1] — R, mis on defineeritud seosega

(5 5 [ f@an, wuise ©.)
g(s) ==
@’ kui s = 0.

Paneme téhele, et funktsioon g on poolléigus (0, 1] pidev ning kuna

| Cfafdesf(s) f(0)
Jim g(s) = Jim B = lim == =57 =9(0),

siis jarelikult on g pidev ka punktis 0. Vaatleme funktsiooni ¢: [0,1] — R, kus

ning mérkame, et ¢ on diferentseeruv 16igus [0, 1. Lisaks sellele ¢(0) = 0 ja

1 1
o) = [ alo)s = tim [ gs
- gl—i>%l+ :é (/Osxf(x)dx> ds
i + /: %sf(s)ds)

1 1 € 1
= —/ xf(r)de + lim — xf(r)dx +/ f(z)dx
0 0

e—=04+ € 0
N d
i b @ ef@)
e—0+ £ e—0+ 1



Rolle’i teoreemi pohjal leidub selline punkt r € (0,1), et ¢'(r) =0, s.t

0= = ([ atsns) =gt == [ wrnar

jarelikult / zf(z)dz = 0.

0
Defineerime funktsiooni G: [0, 1] — R seosega

60 = [ astaan

diferentsiaal-integraalarvutuse pohiteoreemi kohaselt G'(t) = ¢f(¢) iga t € [0,1] korral.
Paneme téhele, et G(0) = 0 ning, nagu eelnevalt veendusime, leidub selline r € (0,1), et
G(r) = / zf(x)dzr = 0. Seega Rolle’i teoreemi pohjal G'(u) = 0 mingi u € (0,7) korral.

0
Kuna G'(0) = 0 = G'(u), siis Fletti teoreemi kohaselt saame leida punkti ¢ € (0,u)

Gle)=G(O)

omadusega G'(c) = 0
C —

s.t f(e) = C—lz/ocxf(x)dx.

2. Jargmine esitatav toestus on tdiendatud versioon Hutniku ja Molnarova artiklites [2]
ja [3] esitatud toestustest.

Teoreem 1.22 (Pawlikowska teoreem). Olgu funktsioon f: [a,b] — R n korda dife-
rentseeruv ja olgu ™ (a) = f™(b). Siis leidub punkt ¢ € (a,b) nii, et

[0 = I@) 5~ ()

c—a , 7!
=1

(c—a)™ f9(0).

Toestus. Moodustame iga k = 1, ..., n korral abifunktsiooni

(—1)i+!
7!

or: [a,0] = R, p(z) := Z (k—i)(z — a)' f7 D (2) 4 2 f (R ().

i=0
Seega

pr(w) = —f0 V(@) + 2 f(a) ja ¢ (z) = =" (2) + [T (a),
mistSttu @) (a) = —f"(a) + f™(a) = 0 ja ¢ (b) = —f(b) + f™(a) = 0. Kuna ¢} (a) =
¢’ (b), siis Fletti teoreemi kohaselt leidub punkt ¢; € (a,b) omadusega

_ p1(c1) — pi(a)

¢ (c1)
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ehk

—f"(e) + e f(a) + f" 7V (a) — af™(a)

— £ er) + £ (a) = p—
m=D(ey) — FoD(a) (¢ — a)f™(a
_ S 1) | o= )
(=1 (¢y) — £V (g
:_f 1(63_2 1(>+f(n)<a)’
s.t
f(n)(cl) — f(n_l)(cl) _f(n_l)(a’). (17)

Cit —a

Kirjutame veel vilja

pa(x) = Z <_1,')i+ (2 —i)(x —a) fO2)(2) 4 2 f 2D (q)

~

= BP0 0 a0 + SR 0 - 1 - ) 0@ 4 a0 )

= 27002 + (&~ @)D ) + 2/ ()

ja
py(a) = =2 V(@) + [V (2) + (& = a) f(2) + f 7 (a)
_f(n—l)(;p) + (z — a)f(”)(x) + f(n—l)(a)7

seega

p(a) = —f(n_l)(a) + (a — a)f(”)(a) + f(”_l)(a) -0
ning

#hlcr) = =f"D(er) + (1 = a) fer) + £ (a)
ehk

Ci —a Ccit —a Cit —a

phlcr) "V (e) — f7 7V (a) L (e a)f"(c1)

B _f(nfl)(cl) — f(nfl)(a) n f(n)(cl) =0

Cit—a

tdnu seosele (17). Niisiis, ¢h(c1) = 0. Kuna h(a) = 0 = ¢hy(cy), siis Fletti teoreemi
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pa(ca) — pala) ehk

kohaselt leidub punkt ¢z € (a,c¢1) C (a,b) omadusega ¢y(c2) =

Co — Q

D (e) + (e — @) f " (ca) + f7 7 (a)

_ _2f(n—2) (Cz) + (CQ — G)f(n_l)(Cg) + czf(”_l)(a)

Cy — Q
L 20) ~ (a— )/ (a) o)
Co —a
2D (er) = FD (@) | (2= )T D) + of (@) — af " D(a)
N Cy — Q + Cy — Q
_2(f" ) = fP(a) 4 (e a)(f" D (ca) + f"V(a))

Co — Q Co — Q

_ C2(f" () = V(@) + D (ey) + fD(q)

Co — Q

seega oleme joudnud vorduseni

f"P(c2) — f"P(a)

Co — Q

= 0D (ey) — %(02 —a)f™(ca).

Analoogiliselt jitkates saame parast n — 1 sammu valemi

n—1 1+1
Cn i—1 (i
f(cnll_a Cn 1_a> lf(+1)(cn—1)~
. . (_1)2+1 ( / .
Vaatleme funktsiooni ¢, () = =—(n —i)(z —a)’ 'fO(x) + xf'(a), siis
i
i=1
H—l

Pola) = —nf'(z Z

= )+ (= D)+ (1= e~ a) () = 50— 2) -2~
_ %(Tl — 2><$U — a)Qf///<SL’) + l — 3) . 3(37 _ a)2f///(x)

3"
1 3 p(4 1 3 p(4
+§(n—3)(x—a) f9 () - 4‘(n—4)-4(:x—a) fO(x) + ...

+ —(72__1):)! (n—n+1)(z—2)"2f"D(x)
# o= e - )" V) +
@)+ (= ) ") — gy (r— @)+ - ) f ) +
G P
+ o = ) o) + 7o)
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Kokkuvottes oleme saanud, et

n—l1 (=1)i+1
i!

(2 —a)' f" (@) + f'(a),

() =

i=0
seejuures ¢/ (a) = —f'(a) + f'(a) = 0. Paneme tihele, et

Pnlen=t) _ _ Sent) = fa) | "Zl s (ca1—a) D (epn) = 0

Cphe1— @ Cpho1 — @ 7!

i=1

vastavalt tingimusele (18), jarelikult ¢! (c,—1) = 0. Kuna ¢,: [a,¢,_1] — R on dife-
rentseeruv ja ¢/ (a) = 0 = ¢, (c,_1), siis Fletti teoreemi kohaselt leidub selline punkt

c € (a,c,1) C (a,b), et v (c) = M. Seejuures
/ _ - (_1>i+1 i—1 p(7) /
20 =3 e = 100 + £(a)

mistottu

enle) =) _ SO = F@) DT o s )

c—a c—a 7

Viimasest seosest avaldame

f(0) = f(@) _ eule) ~ pala) _ Z D™ e 9 Fla)

c—a c—a — 1!
_ - (_1)1 _\i—1 £(2) /
=Y ——ic—a)' f9e) + f(a)
p (1—1)!
-y U0 9 -
B
—n > E a0,

olemegi saanud, et
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1.2.3 Fletti teoreemi teisi versioone

Koigepealt toestame moned laused, milles Fletti tingimus

f'(a) = f'(b) (19)
on asendatud teatava teise tingimusega, mis samuti garanteerib vorduse

fle) — fla)

cC—a

f'(e) =

mingi punkti ¢ € (a,b) korral. Seejérel toestame Fletti tiiiipi keskvédrtusteoreemi ilma
mingi eelduseta tuletiste f'(a) ja f'(b) kohta.

Alustame Trahani teoreemiga, milles tingimus (19) on asendatud vorratusega (20). Jirg-
mine lause ja sellele jargnev lemma on périt artiklist [6].

Lause 1.23 (Trahani teoreem). Kui f: [a,b] — R on selline diferentseeruv funktsioon,
et
f(b) — f(a) f(b) = fla)
T0) A A AV I (T WA/ AR [N 2
(7o - O =I) (0 - 1O =1 2, (20)
siis leidub ¢ € (a,b) omadusega

£(0) = fla)

cC—a

f'le) =
Toestuseks vajame jargmist lemmat.

Lemma 1.24. Olgu f: [a,b] — R selline pidev funktsioon, mis poolldigus (a,b] on dife-
rentseeruv. Kui
(f(b) = f(a))f'(b) <0,
siis leidub ¢ € (a,b], et f'(c) = 0.
Toestus. Esiteks, olgu (f(b) — f(a))f'(b) = 0. Kui f'(b) = 0, votame ¢ := b, kui aga

f(a) = f(b), siis Rolle’i teoreemi pohjal leidub punkt ¢ € (a,b) omadusega f'(c) = 0.
Teiseks, kui (f(b) — f(a))f'(b) <0, siis on kaks voimalust:

1) f'(b) > 0ja f(b) < f(a),

2) f(b) <0ja f(b) > f(a).
Esimesel juhul, kuna xhi?w = f'(b) > 0, siis leidub selline r € (0,b — a), et
w > 0iga @ € (b—r,b) korral, s.t f(z) < f(b) < f(a). Kuna f on Idigus

la, b] pidev, siis Weierstrassi teoreemi kohaselt saavutab ta selles 16igus oma suurima ja
vihima vadrtuse. Seega eksisteerib punkt ¢ € (a, b), kus funktsioon f saavutab miinimumi,
Fermat’ teoreemi pohjal f'(c) = 0.
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f(x) = f(b)

Teisel juhul, kuna lim = f'(b) < 0, siis leidub punkt ¢t € (0,b—a) omadusega

x—b— r—b
— f(b
LI{() < 0iga x € (b —t,b) puhul, s.t f(a) < f(b) < f(x). Analoogiliselt, saame
T —
leida punkti ¢ € (a,b), milles f saavutab maksimumi, siis Fermat’ teoreemi kohaselt
f'(c) = 0. O

Toestame niitid lause 1.23.

Téestus. Olgu funktsioon g defineeritud seosega (13), s.t

f(z) — f(a) .
o) = {ﬁ’ kui x € (a, bl
f'(a), kui z = a,

siis g on 16igus [a, b] pidev ja vahemikus (a, b) diferentseeruv:

/0 = o (1) - L1,

Tr—a

o)~ stang ) = (L0=10 — piay) L (py - L0

— i (0 - LI (o - LO20) <,

mistottu lemma 1.24 pohjal leidub punkt ¢ € (a,b) omadusega ¢'(¢) = 0 ehk

(- 9=ty

c— c—a
St f,(C>: f(C)—f(CL) n
c—a
Téahistame pideva funktsiooni f: [a,b] — R korral
b
A(a,b) ::Mﬁ I¢(a,b): / f(t)

Jargmine Fletti tiiiipi keskvddrtusteoreem on voetud artiklist [5].

Lause 1.25 (Tongi teoreem). Olgu f: [a,b] — R selline pidev funktsioon, mis on va-
hemikus (a,b) diferentseeruv. Kui

Af(a,b) = If(a,b), (21)
siis leidub ¢ € (a,b) omadusega
f/(c) _ f(cz : z(a)



Téestus. Moodustame abifunktsiooni

h(z) = {(x —a)(A(a,2) — Iy(a,x)), kuiz € (a,],

0, kui z = a.

Funktsioon h on 16igus [a, b] pidev ja vahemikus (a, b) diferentseeruv: kuna

W) = f()+f (z —a) /f

f@)+ fla) 1 fl@) — fla)

W) = 3@ o)+ DI ) = 2 ey a) - B2

Lisaks sellele h(a) = 0 = h(b), sest h(b) = (b— a)(Af(a b)—I¢(a,b)) = 0. Jarelikult Rolle’i
teoreemi pohjal leidub punkt ¢ € (a,b) omadusega h'(c) = 0 ehk

1(e) = f(w)

cC—a

s.t f'(c) = O

Selgitame Fletti, Trahani ja Tongi teoreemide, tdpsemalt tingimuste (19), (20) ja (21)
vahekorda. On selge, et kui funktsioon f rahuldab Fletti tingimust (19), siis ta rahuldab
ka Trahani tingimust (20): kui f'(a) = f'(b), siis

(F0- 1=18) (- =1) _ (i =)

Vastupidine viide ei ole iildjuhul dige, nagu kinnitab jirgmine néide.

Niide 1.26. Kui funktsioon f: [—3,2] — R on defineeritud seosega
f(.’lf) = 1'5 - 17

siis on ta 15igus [—3, 2] diferentseeruv. Paneme tihele, et f'(z) = 52*, siis

f'(=3) =405 # 80 = f'(2),
seega Fletti tingimus (19) 16igus [—3, 2] ei kehti. Kuna f(—3) = —244 ja f(2) = 31, siis

(80 _ 31+_5244) <405 _ %) — 25350 = 8750 > 0,

jarelikult Trahani tingimus (20) on tdidetud.
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Jargnevalt néditame, et iildjuhul ei ole tingimus (21) vorreldav tingimustega (19) ja (20).

Niide 1.27. Olgu funktsioon f: [r,371] — R médratud seosega
f(x) = cosx,
siis f'(z) = — sinx. Paneme tihele, et
f/(r) = —=sinm =0 = —sin3r = f'(3m),
jarelikult Fletti tingimus kehtib. Veendume, et Tongi tingimuse ei kehti:

COS T + cos 37 -1-1
Ap(m,3m) = 5 =—5 =

—1

ja

1 3 1 31
I¢(m,3m) = 2—/ coszdr = 2—sinx =0

m m ™

ehk Ay(m,37m) # Ip(m, 3m). Seega Fletti tingimusest ei jareldu Tongi tingimus.

Naide 1.28. Niitame niiiid, et Tongi tingimusest ei jireldu Trahani tingimus. Vaatleme
funktsiooni
f:[-1,1] = R, f(x):=arcsinz,

see on pidev ja vahemikus (—1,1) diferentseeruv. Veendume Tongi tingimuse kehtivuses:

arcsin(—1) +arcsin(l) -5 +75 0
2 o 2 -

Af(_17 1) =

ning

1
Ir(—1,1) = 5/ arcsin zdzx = 0,

1

s.t Ap(—=1,1) = I;(—1,1). Paneme téhele, et funktsiooni f tuletise vddrtused 16igu [—1, 1]
otspunktides ei ole méaératud, jérelikult Trahani tingimus ei saa kehtida.

Esitame niiiid ilma tingimusteta Fletti tiilipi keskvdartusteoreemi, mille on toestanud
Sahoo ja Riedel raamatus [4].

Lause 1.29. Suwvalise diferentseeruva funktsiooni f: [a,b] — R korral leidub ¢ € (a,b)
omadusega

76~ Fa) = e~ a)(e) — PO IO gy
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Téestus. Moodustame abifunktsiooni ¢: [a,b] — R, mis on defineeritud seosega

L 1/0) - fa)

o 2
2 b_a (I a)?

ning paneme tihele, et ¢ on 16igus [a, b] pidev ja vahemikus (a,b) diferentseeruv:

) = o) - LD Dy

Kuna ¢'(a) = f'(a) = ¢'(b), siis Fletti teoreemi pohjal leidub ¢ € (a, b) omadusega

p(z) = [f(z)

(,0/<C) _ 90(6) _ QO(CL)’
mistottu saame, et
oy f'0) = ) _ o) = 555 e~ a)? — f(a)
f(C)—?(C—G)— p—
ehk
Flee—a)~ PO gy gy - ITOZTM e g,

ning avaldades f(c) — f(a), jouame seoseni

£0) ~ fla) = (e~ a)f'(e) — PO =T gy

1.3 Pompeiu keskvairtusteoreem

Jargmise keskvadrtusteoreemi on toestanud Pompeiu 1946. aastal. Tegelikult on tegemist
Lagrange’i keskvaartusteoreemi rakendusega.

Teoreem 1.30 (Pompeiu keskviirtusteoreem). Olgu [a,b] selline 6ik, et 0 ¢ [a,b].
Kui funktsioon f: [a,b] — R on diferentseeruv, siis suvaliste punktide x1,x9 € [a,b] korral,
kui x1 < x4, leidub ¢ € (x1,x9) nii, et

w1 f(22) — 2o f (1)

T — T2

= f(c) = cf'(c). (22)

Toestus. Eeldame, et teoreemi eeldused on tididetud. Kuna a < xy < x5 < b, siis kehtivad

1 1 1 1 1 1 11
seosed — < — < — < —. Téhistame x := —, y := — siis [z,y| C {E, -
a

. Moodustame
i) T a ) T

11
funktsiooni F': {5, —} — R, mis on defineeritud seosega

F(t) = tf (%) |
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11
Kuna f on 16igus [a, b] diferentseeruv, siis on F 16igus {E, —} diferentseeruv, kusjuures
a

w-()-1r()

Rakendame funktsioonile F' 16igus [z, y] C [a, b] Lagrange’i keskvédrtusteoreemi ning saa-
me, et mingi punkti d € (z,y) korral

Fx) = F(y)

T = ),
s.t ( >
dO-u (D) 1
r—y :f<a>_af (E[) (23)
Olgu ¢ := %l’ siis 1 < ¢ < x9. Seose (23) pohjal
L _ 1
o) — ef'te) = =1 — 5T
_ (xlf(%) — $2f(9€1)> (xg — xl)
N To — T r| — Ty
o f(w2) —xaf (1)
B T1 — Ty ’
s.t kehtib seos (22). o

Pompeiu keskviirtusteoreemi geomeetriline tihendus. Funktsiooni f graafiku 16i-
kaja, mis 1abib punkte (x1, f(z1)) ja (z9, f(x2)), médratakse vorrandiga

f(x2) — f(z1)

y=fla+ H2I g ),
Kui see 16ikaja libib y-telge punktis (0, yo), siis
o = Sl + LT g
T2 — X1
(w2 — 1) f(21) — 21 f(22) + 21 f(21)
B Ty — X1
~ xaf (1) — i f(z1) — a1 fxe) + 21 f (1)
- T — X1
o zof(x1) — 21 f(22)
B To — X1
o r1f(2) — w2 f(21)
B 1 — T2 '
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Kui ¢ € (z1,22) rahuldab tingimust (22), siis yo = f(c¢) — ¢f'(c). Paneme téhele, et
punktis (¢, f(c)) voetud graafiku puutuja, mille vorrand on kujul y = (z — ¢) f'(c) + f(c),
16ikab y-telge punktis (0,10). Seega funktsiooni graafiku puutuja punktis (¢, f(c)) ning
14bi punktide (x1, f(z1)) ja (22, f(x2)) tommatud 16ikaja loikuvad y-teljel punktis (0, o).

yﬂ

a"

X1 c Z2

Joonis 3. Pompeiu keskvddrtusteoreemi geomeetriline tahendus.
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2 Keskvaartusteoreemidega seotud funktsionaalvorran-
did
2.1 Lagrange’i teoreemiga seotud funktsionaalvorrand

Selles alapunktis toestame teoreemi, mis kisitleb Lagrange’i keskviaartusteoreemiga seotud
funktsionaalvorrandi lahendamist aritmeetilise keskmise korral.

Teoreem 2.1. Olgu D C R intervall. Funktsioonid f,h: D — R rahuldavad vorrandit

f(x) = fy) :h<x+y
T—1y 2

) @ueDsty (21)
parajast siis, kui
f(x)=az’+bx+c (v€D)

ja
hz) =2ax+b (x € D°),

kus a,b ja ¢ on suvaliselt fikseeritud arvud.

Toestus. Tarvilikkus. 1. Koigepealt toestame véite juhul, kui intervalle D sisemus D°
on nullpunkti suhtes suimmeetriline. Kirjutame vorrandi (24) kujul

Tty
2

F@) = F(y) = (@ — y)h( ) e,y € Doa # ). (25)

Kui f rahuldab vorrandit (25), siis iga ¢ € R puhul teeb seda ka funktsioon f—c: D — R,
mis on defineeritud seosega

(f =o)(@) = f(z) — ¢,

toepoolest,

(f = )@) = (F = ) = f@) —c— f(y) +c = f@) = fly) = (£ —y)h (+y)

Seetottu voime eeldada, et
f(0)=0.

Votame vorrandis (25) y = 0 ning jouame seoseni

fa)=ah (3) (26)

koikide x € D korral. Seega on vorrand (25) esitatud kujul

() () = - (557) g
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iga x,y € D puhul. Sellest vorrandist ldhtudes saame, et

sest kui h rahuldab vorrandit (27), siis teeb seda ka seosega
(h—b)(x) = h(zx) — b

defineeritud funktsioon h — b: D — R:

0 (3) a0 (2) = () o (2)

o (2) () o

~ G- -0 (131,

Votame vorrandis (27) = := —y, kus y € D°. Eelduse kohaselt on D° siimmeetriline
nullpunkti suhtes, jarelikult tingimuse y € D° korral ka —y € D°. Asendades x = —y
vorrandis (27), jouame vorduseni

#(2) w2

— 1
ning vottes z := Ty’ siis h(z) = —h(—z). Niisiis h on intervallis §D° = {g ’ T € DO}

paaritu funktsioon. Kui asendame vorrandis (27) muutuja y muutujaga —y, siis saame

vorrandi kujul
h (g) +yh (g) = (z +y)h (l";y) (28)

. + —
Muutujate vahetusega v =t +u, y =t —u ehk t := * 5 y) U= a 5 i saame seoste (27)

ja (28) vordlemisel vorduse
2uh(t) = 2th(u), (29)
h(uo)

———=, siis seose (29) pohjal

1 1
kus t,u € §D°. Tahistame fikseeritud uy € §D° korral a :=
Ug

5 = 2at. Kui loobume eeldusest h(0) = 0, siis saame esituse
Uo

1
h(t) = 2at + b (t € §D°) :
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Ténu vordusele (26)

flz) ==z (2&% + b) = az’ + bz

koikide z € D° korral.
Veendume, et h(v) = 2av+biga v € D° korral. Selleks asendame funktsiooni f vorrandisse
(25), siis suvaliste z,y € D° korral

a:p2+b$+c—ay2—by—c:(x—y)h(x;_y)

ehk

ol =)o+ )+ 8o —9) = - i (T5L)).

Kuna z # y, siis

a(a:—l—y)—i—b:h(x;y),

vottes v 1= xT—I—y, jouame vorduseni h(v) := 2av + b suvalise v € D° puhul.

Lopuks, kui osutub, et D # D° jad € D\ D° on intervalli D otspunkt, siis, vottes y := d,
saame suvalise x € D° korral seosest (25), et

az® +bx +c— f(d) = (z — d) (Zax;—d—i-b)

ehk
f(d :ax2+bx+c—2axm+d—bx+2adaj+d—|—bd
2
= ax’ + bx + ¢ — ax® — axd — bx + axd + ad* + bd

= ad® + bd + c.

Niisiis on viide toestatud iga nullpunkti suhtes stimmeetrilise sisemusega tokestatud in-
tervalli puhul.

2. Loobume intervalli siimmeetria noudest, kuid eeldame, et D on tokestatud. Olgu s
selle intervalli keskpunkt ning D; := {x — s | x € D}. Paneme téhele, et D; on null-
punkti suhtes stimmeetriliste otspunktidega tokestatud intervall. Defineerime funktsioonid
f1,h1: D1 — R seostega

fi(t) == f(t+5) ja ha(t) == h(t + ).

Teeme muutujate vahetuse u ;= —sjav:=y—s, st x =u-+sjay=v+s, seega
u,v € Dy suvaliste z,y € D korral. Seetottu saab vorrand (24) kuju

flu+s)— flv+s) :h<u+v+8)

U — v 2
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ehk

U —v 2

koikide u,v € D; korral, kui u # v. Téestuse eelneva osa kohaselt fi(u) = au? +bu+
iga u € Dy korral ja hy(u) = 2a1u+ by, kuiw € D} = {x —s | x € D]}. Seega

B A) _, (1r0)

f@)=filu) = au® +bu+c; = a;(xr —s)> + bi(z —8) + ¢ =
= a12% + (b — 2a18)z + (1 + a15* — bys)
=ar’+br+c
iga x € D korral, kui tdhistada a := ay, b := by —2a1sjac = ¢ +a,8%—bys. Analoogiliselt,
h(z) = hi(u) = 2a1u + by = 2a1(z — s) + by = 2a12 + (by — 2a15) = 2ax + b
koikide z € D° puhul.

3. Olgu D C R suvaline tokestamata intervall. Moodustame tokestatud intervallide jada
(D) nii, et D,, C D, iga n € N korral ning D = U D,,. Eelneva pohjal saame igas
neN
intervallis D,, esitada f(z) = az? + bz + ¢ punktide =z € D,, ja h(z) = 2ax + b punktide
x € D, korral. Osutub, et intervallis D, on funktsioonid f ja h samade kordajatega.
Toepoolest, kui
f(z) = a2 + bz + ¢ (x € Dpi1)
ja
h(z) =2z +b;  (xe D),

siis sisalduvuse D,, C D, 1 tottu
ax’ +bx+c=ar’+br+c

ehk
(ap —a)r* + (by —b)x + (c; —c) =0
iga x € D,, korral, seega a; = a, by = b ja ¢; = c. Jarelikult on kordajad a, b, c iihed ja
samad iga D,, korral, mistottu on nad ka samad kogus iihendis D.
Piisavus. Kui
f(z)=ar*+bx+c (z€D)
ja
h(z) =2ax+b (ze€D°),
siis tingimuse x # y korral

fla) = fly) _ax®+br+c—ay?—by—c alz+y)(@—y)+(@—y)b

x—y x—y x—y
— (x_y)(;L(f;y)—i_b) :a(x+y)+b:h(x;y>.
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2.2 Pompeiu teoreemiga seotud funktsionaalvorrand

Selles alapunktis toestame teoreemi, mis annab lahenduse Pompeiu keskviartusteoreemiga
seotud funktsionaalvorrandile aritmeetilise keskmise korral.

Teoreem 2.2. Olgu D C R intervall. Funktsioonid f,h: D — R rahuldavad vorrandit

zfy) —yfz) _, <w+y
T —1y 2

) @ueDsty (30)
parajast siis, kui
f(x)=azx+b (xeD)
ja
h(z)=0 (z € D°),
kus a,b ja ¢ on suvaliselt fikseeritud arvud.

Toestus. Tarvilikkus. Nii nagu eelmise toestuse puhul, esitame toestuse osade kaupa vas-
tavalt sellele, milline on vaadeldav intervall D. Eeldame, et 0 € D. Paneme téhele, et (30)
on samavadrne vorrandiga

r+y
2

xf(y)—yf(fr)z(x—y)h< > (x,y € D,x #y). (31)

1. Vaatleme koigepealt juhtu, kus D = R. Votame seoses (31) y = 0 ning saame, et

Kui x # 0, siis
h(z) = f(0) =: b.

Vottes vorrandis (31) x =1 ja y # —1, jouame seoseni

fly) =0 =y)b+yf(1)=(f(1) =b)y+b=ay+D,

kus a := f(1) —b. Veendumaks, et saadud véide kehtib ka y = —1 korral, asendame seoses
(31) z = —1 ja y = 2 ja jouame vorrandini

1) = 27(-1) = =30 (3

2
ehk ) . )
J(=1) = 5(38b = f(2)) = 5(3b— 20— b) = 5(2b— 2a) = a(~1) + b,
Niisiis jaab veel ndidata, et h(0) = b: votame seoses (31) z =1 ja y = —1, siis

ren+ s = (5)
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S.t
h(0) %(f(—l) + A1) = %(—a thtatb)=b

Seega on teoreem toestatud eeldusel D = R.

2. Olgu D = [0, 00). Votame seoses (31) y = 0 ja saame, et

of(0)=ah (5) (@ #£0),

mistottu
h(z) = f(0)=b (xz € (0,00) =D°).

Kui z =1, y € D, siis seose (31) pohjal

F) -0 = - (25

ehk
fy)=yf(1) +b—yb=(f(1) =b)y +b=ay +0.

Sellega on teoreem toestatud eeldusel D = [0, 00).

3. Vaatleme juhtu D = [0, d), kus d > 0. Kui seoses (31) votta y = 0 ja x # 0, siis
x
xf(0) = zh <§>
ehk

d
Fikseerime suvalise z; € (0, 5), siis iga y € D korral seosest (31) saame, et

() = v o) = (o= i (257

2
ehk
Y Tty
s =2 (s -1 (252)) +0
I 2
d d
Paneme téhele, et 0 < o < Bty < =, kui 0 <y < d-— 1z, seega Bty e |0,=],
2 2 2 2 2
1
mistottu h (x1 ; y) = b. Niisiis, tahistades a := ;(f(:m) —b), saame seose
1

fly)=ay+b (y€0,d—x1)).
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Niitame, et kordajad a ja b ei soltu fikseeritud punktist x;. Olgu x; < x9 < d. Korrates
eelnevat arutelu arvust xo ldhtudes, jouame valemini

fly)=dy+V  (y€0,d—xs)),
kusjuures on selge, et b = f(0) = b". Kuna [0,d — x2) C [0,d — x1), siis
O=dy+b—(ay+b)=(d —a)y (ye0,d—umx)),

seega @’ = a. Kokkuvdttes f(y) = ay + biga y € [0,d) korral.

Jaab veel veenduda, et h(z) = b koikide = € (0,d) korral. Téepoolest, kui z,y € (0,d) ja
x # y, siis seose (30) pohjal

b_x(ay—l—b)—y(ax—l—b) _ o (rty
B T —y N 2 ’

kuna {HCT‘HJ ‘ T,y € (O,d)} = (0,d), siis

h(z)=b (2 €(0,d)).
Seega véide kehtib tingimusel D = [0, d).
4. Olgu D = [0, d]. Punktis 3 saadud tulemuse pohjal

fa) =az+b (v e0,d)

ja

h(z)=b (x € (0,d)).
Jadb veenduda, et funktsiooni f esituse saab jatkata punkti d. Selleks votame seoses (30)
r=djay € D, siis

ehk

5. Olgu D iiks intervallidest (—o0, 0], (d,0] voi [d, 0]. Tahistame u := —z ja v := —y ning
fi(u) == f(z) ja hi(u) := h(x).
Seose (30) pohjal

whiv) = o) _ —ef@) +uf) _, (ﬂ) _ (“) |

U —v B —r+vy 2 2
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Eelpool toestatu pohjal

filu) =au+b,  (we€ Dy:={—x | x€ D})

ja
hl(U) = b1 (u S Di))
Seega
f(I) = a1u + b1 = —a1T + b1
ja
Téhistame a := —ay ja b := by ja saamegi soovitud tulemuse.

6. Olgu D intervall otspunktidega ¢ ja d, kus ¢ < 0 < d ja 0 € D° = (¢,d). Eelneva
kohaselt on funktsioonid f ja h esitatavad kujul

flzy=ar+b (re€DN0,0)), h(z)=>b (xr € D°N(0,00))

ja

flx)y=dz+b (reDnN(—-00,0]), h(x)=V (z € D°N(-00,0)).
Meie eesmirgiks on veenduda, et a'z + b = ax + b iga € D korral. On selge, et
b= f(0) =V, seega jaib veel niidata, et a’ = a.
Esiteks vaatleme juhtu, kus —c = |¢| < d. Olgu x € D N (—00,0) ja fikseerime 2’ € D
omadusega =’ > —x ja 2’ # —2x. Téhistame y := x + 2/, siis y on positiivne. Paneme
tihele, et
r+y 2z+a T’

=r+—<z+2 <d,

< <
csTs Ty 2 2

siis h (%) = b. Seega suvalise y € D korral

b:h($;y> _2f(y) —yflz) _ w(a(m+x’)+b)—(g/v—|—x’)f(x)
r—=y r—x—x

ax(x +2') + zb— (z + 2') f(x)

_x/

ehk
(x+2) f(x) = ax(x + ') + b(z + ).

Kuna x + 2’ # 0, siis
flx)=ar+b (reDnN(—o0,0)).

Seega on viide toestatud eeldusel, et —c = |¢| < d. Muuhulgas kehtib viide ka siis, kui
¢c=—d, st D=]—d,d) voi D = [—d, d]. Toepoolest, eelneva pohjal on selge, et

f(x)=ar+b (x€(—d,d) voi z € (—d,d])
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ja
hz)=b  (r€(=dd),

seosest
~d(ay +8) —yf(~d) _,
saame suvalise y € (—d, d) \ {0} korral vorduse
f(=d) = a(=d) +b
Teiseks eeldame, et ¢ < 0 < d ja d < |c| = —c. Tahistame D' := {—z | x € D}. Toome
sisse tahistused u := —x, v := —y ja defineerime funktsioonid fi,h;: D — R seostega

fi(u) == f(z) ja hi(u) := h(x).
Paneme tahele, et

I A )

U —0 Yy— 2 2
seetottu

fx) = filu) = aru+ by = ar(—x) + by = —ayz + by
ja

h(z) = hi(u) = by.
Votame a := —a; ja b := b; ja saamegi, et
f(x)=az+b (zeD)

ja

h(zx)=b (x € D°).

Piisavus. Kui
f(x)=azx+b (x€D)
ja
h(z)=0b (x € D°),
siis tingimuse x # y korral

vf(y) —yfle) _xlay+b) —ylax+b) bz —y) _ :h($+y)_

T—y T —y B T —y 2
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2.3 Harmooniliste keskmistega mairatud funktsionaalvorrandid

Selles alapunktis lahendame kaks harmoonilise keskmisega médratud funktsionaalvorran-
dit. Esimene neist on seotud Lagrange’i ja teine Pompeiu keskviartusteoreemiga.

Teoreem 2.3. Olgu D C (0,00) intervall. Funktsioonid f,h: D — R rahuldavad vérran-

dit
f@) =1y _, (293_3/

Ty x+y) (z,y € D,z #y) (32)

parajasti siis, kui
flx)=a+bx (ze€D)
ja
h(z)=b (z € D°),
kus a ja b on suvaliselt fikseeritud arvud.

1 1
Toestus. Tarvilikkus. Tahistame x := — ja y := —, kus x # y, defineerime funktsioonid
u v

1
fi,hi: D1 — R, kus Dy := {— ‘ x € D}, seostega
x

1 )
fi(u) = Ef(ﬂf) ja hi(u) = h(z). (33)
Kuna
2xy B 2u—1v B 2
sy 4l utw

(2 ()
T+y 2
Seega vorrandi (32) pohjal

Uﬁ@o—uﬁ@)zﬁﬁhw—%(w_,ﬂ@—f@):h<3ﬂL):hlck“v_

v—u =y

siis

g =
S =

Teoreemi 2.2 kohaselt
filu)=au+0b (ue€ D)

ja
hi(u) =0 (u € Dy),
seetottu
f(x):xfl(u):x(au—kb):x(ai—i-b):a+bx (x € D)
ja

h(z) =hi(u)=b (z € D°).



Piisavus. Kui
flz)=a+bx (ze€D)
ja
h(zx)=b (x € D°),

siis tingimuse x # y korral

fly) — f(z) _a+bx—a—by:b(x—y):b:h( 2561/).

T—y r—y rT—y rT+y
O]
Teoreem 2.4. Olgu D C (0,00) intervall. Funktsioonid f,h: D — R rahuldavad vérran-
dit
— 2
SO () yepary
r—y r+y

parajast siis, kui
1
f(x)=a—+b+cx (veD)
x
ja
1
h(z) =2a—+b (x € D°),
x

kus a,b ja ¢ on suvaliselt fikseeritud arvud.

1 1

Toestus. Tarvilikkus. Nagu eelmises toestuses, tdhistame x := — ja y := — ja defineerime
u v

funktsioonid fi, hy: D1 — R seostega (33). Siis

A@) = flw) _ Gh0) - GhM) _of@) —yf@) (%_y) o <u+> _

v—u N %—; N =y T+y 2

Teoreemi 2.1 pohjal
filu) =av® +bu+c (u€ Dy)

ja
hi(u) =2au+b (ue€ DY),
mistottu ) )
flx) =xfi(u) = (a;#—b +c>:a5+b+cm (x € D)
ning

h(z) = hi(u) = Qaé +b (xeD°).

Piisavus. Kui .
f(x) :ag—l—b—l—cx (x € D)
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ja
1
h(z) = QCLE +b  (ze D),

siis tingimuse x # y korral

i) —yfe) 7 (opthten) —ylalvbrer) a(f—2) by

rT—y r=y Y
a(x—y)(x+ - M
by @ 0 ("5 +b>:“(”y)+b
T —y r—=y e
ja
2 1 2
h( m/)ZQaM +b:—%£iﬁl+b:g@jjg+a
s.t

ol ()~ yf) (2_y>

r—y Tty
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