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SISSEJUHATUS

Kéesolev metoodiline materjal on méeldud matemaatilise
analuisi praktikumi jaoks matemaatika eriala uUlidpilastele.

Matemaatilise analiiisi aluse moodustavad pdhilised ele-
mentaarfunktsioonid, mille vajalikku tundmabppimist kooli-
matemaatika ei taga. st matemaatilise analililisi meetodite
omandamine eeldab oskust lahendada vdga mitmesuguseid vor-
randeid, vdrratusi ning nende sisteeme, siis on kéesolevas
péhiliste elementaarfunktsioonide omaduste tundmadppimine
seostatud vastavate vdrrandite ja vOrratuste lahendamisega.
Esitatud on pbhilised tded vdrrandite (Jaot. 1) ja vOrra-
tuste (Jaot.2) kohta. Edasistes jaotistes on vaadeldud mit-
mesuguseid vdrrandeid ja vdrratusi alustades algebralisteet,
millede lahendusmeetoditel p6hineb ka paljude transtsendent-
sete vorrandite ja vdrratuste lahendamine. Niisuguste funkt-
sioonidega seoses, nagu logaritm- ja arkusfunktsioonid, mil-
lele koolimatemaatika plihendab eriti vahe téhelepanu, on an-
tud ka muud laadi Ulesandeid, mis peaksid aitama paremini
omandada nende funktsioonide omadusi. Alates jaotisest 3 on
igalhes teatav arv Ulesandeid lahendamiseks (kokku 271 ules-
annet). lga jaotise alguses on viidatud pdhilistele vdtetele
vastavate Ulesannete lahendamisel ning on lahendatud néite-
tilesandeid. Viimased peaksid abistama iseseisvat td6d kées-
oleva materjaliga. L&pus on on antud vastused kdikidele esi-
tatud Glesannetele. Lisa sisaldab pdhiliste elementaarfunkt-
sioonide graafikud ning méned graafikud erinevate funktsioo-
nide vordlemiseks.

Kasutatud on jargmist stmboolikat: - hulk ele-
mentidega CL 4 ja c,[lec> i] - I8ik, [O,-&) ja(cc;E] - pool-
16igud , - vahemik. Sumbol# tahistab kdikide reaalarvu-
de hulka ning g0 tuhja hulka.



1. SAMAVAARSED VORRANDID

Vorrandi lahendamine té&hendab kdigi nende (reaal-)

arvude leidmist, mille korral antud vérdus osutub Oigeks.

sellist arvu nimetatakse vdrrandi lahendiks ning k&iki
deid koos vdrrandi

Igat
lahen-
lahendihulgaks. Vorrandeid nimetatakse sa-
mavaarseteks, kui neil on thised lahendihulgad. Vérrandite la-

hendamisel pultakse antud vdrrand taandada temaga samavaarseks
vorrandiks,
tavad.

1. Vérrandid
/M *gCx.) jJa -fCx.) = -$(*m)

on samavaarsed hulgal, kus fC*) ja Cjfa) on mdaratud (vOrrandi
méaramispiirkonnas).

2« Vorrandid

mille lahendid on kas teada vdi on kergemini lei-

Ja - -alW
on samavaarsed hulgal, kus nad on mddratud ning
3. Vorrandid
fot)= ja ju) -+ Cffc)
on samavédarsed hulgal, kus JiIx.) , Qt*-)

—120¢)hO.

ja on maaratud.
4* V@rrandid
fOc) = ~Coc) ja ~ $Cb) Cf(x)
on samavaarsed hulgal, kus £(oc) , Ja ¢O*) on maaratud
ning ® O~
55 Kui funktsioon on rangelt monotoonne, siis vdrran-
did

) =9t~"Cx)) ja fOx,) =
on saaaTttarsed hulgal,
Ndide 1. V@rrandid
iJCK—3z = /4d4+ OC ja X?-3C=<23
a1 samavéaarsed hulgal, kus XJ- 3)C~O ja ¥ ocz O .
Naide 2« Vdrrandid
(Zoi — J8) — 5~ja -Zja~~JC=5a
ei ole samavéadrsed. Siinusfunktsioon ei ole monotoonne.
Markus. Kui funktsioon $ ei ole rangelt monotoonne, kuid
on teada k&igi nende argumendi vaartuste hulk, kus sellel

kus mélemad vérrandid on maaratud*
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funktsioonil on lhesugused vaadrtused, siis saame vdrrandi
asendada teatava vorrandite hulgaga, mis on
samavaarne antud vdrrandiga.

Naide 3» VOrrand (4-JC- A)Z~ (3 —Jc)z on samavaarne kahest
vorrandist koosneva hulgaga: 4x-"/=3 —= ja Ax, - 4 -
~-(d-X,)t sest C~a')zZ- ~ =

Naide 4. Vdrrand -K, XicJ1,J1 on samavaarne vorran-
dite hulgaga

- N1 - (-1)KJC+mhsJt ,kus hbe

2. SAMAVAARSED VORRATUSED

Vérratust nimetatakse rangeks ja vdrratust
< RtX') mitterangeks. Vdrratuee lahendamine t&hendab kd&igi
nende reaalarvude Jt leidmist, mille puhul antud vérratus
osutub digeks arwdrratuseks. Igat niisugust reaalarvu X
nia.etatakse vorratuse lahendiks. Koos moodustavad need vor-
ratuse lahendihulga. Mitme vdrratuse koos vaatlemine annab
meile vOrratuste susteemi, mille lahendihulgaks on sistee-
mis olevate k&igi vdrratuste lahendihulkade Uhisosa.

Kahte vOrratust (vOrratuste sisteemi) nimetatakse sama-
vaarseteks, kui neil on uhesugused letaendihulgad.

Vorratuste lahendamisel kasutatakse jargmisi omadusi.

1. Vdrratused

jfr) < gC*-) ja - fC*-) >

on samavaarsed hulgal, kus fC**) ja on ma&dratud (vor-
ratuse madramispiirkonnas).

2. Vdérratused

fmM < ja j* - > -J—

cn samavaarsed hulgal, kus j-C*) Ja ~ X on positiivsed.
3. VOrratused

fc*-) < ja RU) $Cz) -+ <fC¥)

on samavadrsed hulgal, kus f-G") ,~Cx) ja tfix) on mdaratud.
ne Vorratused



fUO < %C*~) ja j Cx.) Cf(zi) < gCoc)
on samavaarsed hulgal, Kkus , 7CY) Ja Cffa) on maaratud
ning cpC»® >0.
5% Vdrratused

}C*)<$C*) Ja [f& ] <L ™)
on samavaarsed hulgal, kus Rx) Jja”fEcj on madratud.
6. Vorratused n n

fCx.)< $U) Ja [fC*)} << LfCc*)]
on samavaarsed hulgal, kue jar(fx) on positiivsed.
7. Kui CL>4, siis vlrratused
/ftcj < ""3  jJja aj <
on samavaarsed hulgal, kus ja on méaratud.
8. Kui 0<Cb<1 , siis vorratused

/C*; < 2<:*0 >
on samavaarsed hulgal, kus =fC%) ja on maaratud.

9. Kui £t>Y , siis voOrratused

fu) < $cx) Ja iofa.ft*') < £og*.$cx.)

on samavaarsed hulgal, kus J-C% ja on positiivsed.
10« Kui O< U,< 4 , siis vlrratused
fC*) <% <) 3a CONNACKX,)

on samavaarsed hulgal, kus fQc) jJajt*) on positiivsed.
Analoogilisi samavadarsete vdrratuste paare vdime saada
teisi rangelt monotoonseid funktsioone (nditeks, arkusfunkt-
sioone) kasutades.
11* Voérratused

p - >0 Ja fCcoOjC*)>0

on samavaarsed hulgal, kus j(x,) Jja~(x.) on maaratud.

12«_V6rratus a0c) < &/ on samavaarne kahe vorratuste
slsteemiga «
Uuc=*)boO UMSO
lyc*) <o ja 1gC*)>0

hulgal, kus ffr) Jja ~ x) on “daratud.



3. POLUNOOMI NULLKOHAD. HORNBRI SKBIM

Uhe muutuja A -astme poliinoomiks nimetatakse avaldist
+ c4x. mmeQ)

kus cofGi,, .v on etteantud arvud (poliunoomi kordajad)
ning pealiikme kordaja G. Kui Cc~= 4 , siis polunoomi

P M nime”atakse taandatud pollinoomiks, vastasel juhul taan-
damata polinoomiks» Polinoomi nullkohaks nimetatakse arvu (Z,
miie korral P(~(co)~0> Igat reaalarvuliste kordajatega po-
lunoomi P~Cx,) on voimalik esitada kujul

Rite) ~Cu(x -e) X .. (X,-g )UK 2+fiX,+M)C. . .(ar+rb+4)C

o

Siinjuures tegurgid te --) (X.-&) nimetatakBe lineaartegu-
reiks ning tegureid (Fgawm )} . . (x*+4,x, m+*), mis ei la-
hutu lineaartegurite korrutiseks, ruuttegureiks. Lineaarte-
guri X-CL puhul on reaalarv cc polinoomi nullkohaks ehk
vdrrandi Ry,te)-0 lahendiks (J1-kordseks lahendiks). Poli-
noomi nullkohtade leidmiseks kasutatakse jargmisi fakte*

Taisarvuliste kordajatega taandatud polinoomil on rat-
sionaalarvude hulgas vaid téisarvulised nullkohad, mis on
vabaliikme CO tegureiks.

Arv o on polinoomi Q (x) nullkohaks parajasti siis,kui
see poliinoom jagub avaldisega JUu —CC.

polinoomi PXx) jagamisel avaldisega N -CL saame uldjuhul,

PECb) = Qh-iM (x.- cl) -t-t ,

kus w6 on teatav arv (jaak) ja (3*-,C*)- E* *+ - _+ +K>-
Siinjuures kehtivad seosed
&n,-i — 7 N«e-3 ;
- Ao Q-hn j —Qf «+@Cp p - CO -hCHoO .

Poliinoomi Q ~te) kordajate leidmist on otstarbekas teha jarg-
mise skeemi (Horneri skeemi) kohaselt.

cf cr - €2 €9
<. ai,

cl 4-z /[43 ... < 4 t=

Naide 1. Jagame polinoomi 2,31° —bot — XX -~JC —5

2*



avaldisega on +Z

2 0 -3 -2 1 5
-6 12 -18 40 -82
-2 3 -6 9 -20 41 1 -77
Seega
2X?-3x1- - S =(x+LW 3x."- 6X?AX™-1H0 K+bly-I.

Horneri skeemi on otstarbekas kasutada polinoomi tegu-
reiks lahutamisel, sest tema abil saame proovimise teel lei-
da tdisarvuliste kordajatega taandatud polinoomi t&isarvuli-
si nullkohti, mis peavad olema vabaliikme jagajad. Seejuures
jaetakse Horneri skeemis teine rida kirjutamata (tehes vasta-
vad arvutused peast). Olles leidnud uhe nullkoha (ja&k ~-0),
otsime saadud jagatise (mille kordajad on siis meie skeemi
viimases reas) nullkohti jne. KOik need arvutused koondame
thte tabelisse.

Naide 2. Lahutame polinoomi X6- 2X- - zX, —3& —£
tegureiks.

Taisarvulisteka nullkohtadeks v3ivad olla vabaliikme -2

Et viimases reas on polinoomi X?+ j kordajad, siis po-
le mdtet enam edasi proovida, kuna see polinoom tegureiks ei
lahutu. Seega ==l et jcW on antud polinoomi kahekordseks
ning X —Z ilhekordseks linaaarteguriks, mistottu

Xs- Ix? -2z27? -3jc -2 =(ai+j)z(xi-Z)(jx,K+ 4).

Lahutada tegureiks jargmised polinoomid.

3.1. +Zv,¥- 40x? - £0 ocr -hBoc ma/8
3.2. + 45x.*%" —+ —Eﬁa

3 43 _m

3.4. -

3.5. m /OX,*
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4. KORGEMA ASTME VORRATUSED

VOrratusi
PLUO&) > O (v6i <0, 0 ,~0 )

nimetatakse korgema astme vdrratusteks. Nende lahendamisel
on otstarbekas (vOrratust vajaduse korral arvuga korru-
tades) saavutada olukord, kus polinoomi P1C*) pealiikme kor-
daja on positiivne. Olgu meil niisugune v5rratus

PALL>0.
Selle lahendihulga leidmiseks leiame vdrrandi

Pr, - 0.
k6ik lahendid ja mddrame nende kordsuse. Kanname kdik lahen-
did arvsirgele (JC-teljele), tombame l&bi nende punktide joo-
ne, alustades paremalt Ulalt (pealiikme kordaja positiivnel)e
Seejuures labime lahendit AJ-telge l6igates, kui selle lahen-

di kordsus on paaritu arv, ning puutudes, kui lahendi kordsus
on paari sarv.

Naide 3» Tjahendada vérratus
jz(x. -+-£)Z(x z--UC4-S)(sc 3)3>0 .
Kanname nullkohad 0,-2,1 ja 3 arvteljele (Joon. 4.1) ja
tdémbame vastava joone.

b V" 4 — X,
Ao 0 4 ———-"3
Joon. 4.1

Vérratuse lahendihulgaks X on nende punktide X hulk, kus
saadud joon ei ole allpool X -telge, s.t.

X =[-Z}y U[0;1]U [3;00).

Lahendada jagmised vdrratused.

4.1.
4.2, (x-4j*(x*--x-4-z)(:xz+Sx + W 4>0

c. (CEAI(AT- A

4.4, (x.4-2)r(x.z -B) O

4.5. »Je* - X.h <0

4.6. - 4 3¢ S >0
9



5. HURDVORRATU3SD

Vorratust

fflvo*) ~ I

Qmfr) =
Ke PuC3') 3a Qtoifc) on polinoomid, nimetatakse murdvdrra-
tuseks. St selline vOrratus on samavddrne vlrratusega

Pn 6*) Qu, te) < O,

siis lahendub murdvlrratua samade meetoditega, mida vaatlesi-
me eelmises jaotises. Kui on tegemist mitterange murdvdrratu-
sega, siis tuleb silmas pidada, et nimetaja Q~x) nullkohad ei
kuulu selle vorratuse lahendihulka, lugeja P*(X) nullkohad aga
kuuluvad.

Lahendada jargmised vdrratused.
cl fx +1)(ac, -+2)r
5,1 (x-3)J(*-*)* " U

Z[x,-4) ZCx+U) K -4
J-.j. —_ e = __§__ é< I
X.-Z
5.« N >/
XIr- 5-0c £
5.5.  j*?- o

nr +3x + 2

;c.&. ot%— ZotL + b A _ %
oc — -+ 3

10



6. ABSOLUUTVAARTUSTEGA VORRANDID JA VORRATUSED

Reaalarvu absoluutvdartuseks nimetatakse mittenegatiivset
arvu
a, kui X>o0,
a, kui X, < O.
Sellest definitsioonist jarelduvad jargmised samavaadrsu-
sed :
1) Ix] = CC X —CL vbi Jt = - CL -
2 Ix] < a4 <=> - cl <oc<CL;
3) IXI > a <=> x,>cl V0i cc< -cl.
mida saab kasutada mitmeta vOrrandite ja vdrratuste lahenda-
misel.
Naide 1. Lahendada vdrrand

Ix-z - 1= 6.
See vdrrand on samavdarne kahe vdrrandiga:
ocr —5x =6 Vvli Xz- =- &'

Esimese vOrrandi lahendeiks on -1 ja 6 ning teisel 2 ja 3*
Seega on antud vérrandil neli lahendit» -1,2,3t ja 6»
Naide 2. Lahendada vd@rratus
I3x wul™z.
Antud vdrratus on samavddrne vorratuste ahelaga
30e + U £ Z 9
millest saame X
-0 33< -2
ning A g _ ; .
Seega on antud vdrratuse lahendihulgaks 15ik X = £'&) ~ 3~
Naide 3» Lahendada v@rratus
JXz-3\>1.
Selline vOrratus on samavddrne kahe vdrratusega:
or-5<-A voi J1~-3>/4
ehk
X? < Z voi ocz> L .
Esimesest vOrratusest saame, et ning teisest -
X<-zZ vdi X>£ . Seega on antud vérrandi lahendihulgaks



Lahendada vdérrandid.
6.1. I13as- 41- 2

6.2. lcc- cenj =2
6.3. 14 - X*1 = g
6.4. Jfx] —z] =4
6.5. N - M-~1l = X
6.6. |I>x-4]+ 1 =¢£

Lahendada vdrratused.
6.7- 1 Xl 4

6.8. \4x -m|] ~ - 5"
6.9. I1x -5°77~ 2
6.10. 13-271 > \
6.11.14 + 3n] ~ 5
6.12. 1z- xI>-3
6.13. I xr- N <\
6.14. 1s¥- D> £

ffdjuhul tuleb absoluutvddrtust sisaldavate vdrrandite
ja virratuste lahendamisel kogu arvsirge jagada osadeks, mil
les igalhes on absoluutvdartuste markide all seisvatel aval-
distel kindel mé&rk (avaldis kas positiivne vdi negatiivne)
ning lahendada vastav vorrand véi vOrratus iga piirkonna
jaoks eraldi.

gaide 4« Lahendada vdérrand

la + 1IX -4] - 3.

Siin absoluutvaartuste markide all on kaks avaldist, mil
ledest Uks muudab marki punktis 0 ja teine punktis 1. Seega
jaotame arvsirge kolmeks osaks :(-o0+0) , [P~J ja (1] co).
Esimeses o0sas |x]|=-xja [|><4] - , teises osas Ix\~ x ja
lat-4i = -(sc-i) ning kolmandas osasfxl=alL ja Ix -41- x-"f.
Seega taandub meie vdérrandi lahendamine kolme jargmise sis-
teemi lahendamisele:

X <0 . ( x >4
X + (X-4)- 3

ehk vastavalt:



C nkKo , JjOS8Sx*'/ j X >

l1-Zzx.+1-a > [y -3 3 1Zoc =4
Teisel siisteemil ei ole lahendit. Esimesest slsteemist saame
lahendina -1 ja kolmandast 2. V3rrandi lahendihulk on

Ndide 5» Lahendada vdrratus

| jc lao4 4J< ? .

St siin absoluutvaartuse médrgi alune avaldis muudab méar-
ki punktis -1, siia saame selle vOrratuse asendada kahe sis-
teemiga:

( £ -]
1 Zx. —(a: &ri)< ~ Ja 1 Jij. + (jxi+j)< 'f

Need silsteemid on samavddrsed vastavalt silisteemidega

(A < - . 1x " -4

| x <~& LSx, < &
Esimese siusteemi lahendihulga moodustavad arvud X <-i ning
teise oma on madratud seosega - #/£0C.<-£ < Seega saame antud
virratuse lahendihulgana X - (- 00) Z) .

Lahendada jargmised vdrrandid.
6.15. IXz- 41=-1"1 -+~ 4

6.16. ix -NUNMx +2 - 1x,-31 =4
6.17. |X*-3/x] +M =ocz-2zi
6.18. lg- -3 _ 2

6.19. IXr-~«Q<-#wme£\ + 43L+40 ~0

Lahendada jargmised vdrratused.
6.20. [-32- -*-Z] ~ \Zod + 4\

6.21. IX3 - X1 " X
M 4zZI mmX >0

6.24.

~3



7. JUURVORRANDID JA -VORRATUSSD

Kéesolevas vaatleme vdrrandeid ja vorratusi, milles tund-
matu esineb juure margi all. Nende puhul tuleb kdigepealt ar-
vestada, et paarisarvulise juurijaga juur on md&dratud vaid
mittenegatiivse juuritava korral. Seega tuleb alati (eriti
vorratuse puhul) mé&&rata vaadeldava vdrratuse (vOrrandi) mad-
ramispiirkond. Ulheke vdtteks juurvdrrandite ja -vdrratuste
lahendamisel on vdrrandi (vOrratuse) mélema poole astendamine
(astendajaks tuleb votta kdikide juurijate vahim dhiskordne).
Kui aga sel juhul aetendajaks on paarisarv, siis astendades
vOoime saada mitte samavaarse vdrrandi (vOrratuse). Seda see-
tottu, et

0.*= (-«,/*“nlns V 0 F = Il«].

Kui vdrrandi puhul saame vddrlahendid kergesti eraldada kont-
rollimise teel, siis vdrratusega on lugu keerulisem. V@rratu-
ee mdlema poole astendamisel tuleb silmas pidada,et paarisar-
vulise astendaja korral ei ole vastav astmefunktsioon mono-
toonne. Range monotoonsus on vaid siis, kui astendatavad on
positiivsed. Seosed Q< B ja CL*< on samavaarsed vald
siis, kui O” cc<€£.

Halde 1. Lahendada vdrrand

\[x~--~"~-3 =0.
Voérrandi adaramispiirkonna saame seosest A + ehk
Antud voOrrandist saame, et
Vel = X + 3,

millest vahetult nahtub, et % s.t. J1*-3. Ruutu toés-
tes saame vorrandi

X mm7 = br + +9
ehk

Xx? ->3o6~Jt + £ =0,
mille lahendeiks on - - = —172 ja —-YIE—:EE * Kuna

X <-3* siis saame, et meie vorrandi ainsaks lahendiks on
* N N P

= z
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Naide 2. Lahendada vdrratus

¥>x3 - Sjc < Ix. .

Kuna vdrratuse vasak pool (ruutjuur) on alati mittenega-
tiivne, siis virratuse lahendeiks saavad olla vaid positiiv-
sed arvud. Maaramiepiirkonna leiame seosest X?~5~X~0cp Sel-
leks on hulk r-)/2; oji/jjz?«<oc). Eelnevat markust arvestades
saavad lahendid olla vaid poolsirgel TI75” 00).

Kuna vorratuse m8lemad pooled on positiivsed, siis ruu-
tu tdstes saame samavddrse vorratuse

X?—5 <U
ehk
Ot(oc - 5)(ot 0 < O.
Selle vdrratuse lahendeist asuvad poolsirgel [j5;00) pool-

18igu /75,7 S) punktid. Seega on meie vdrratuse lahendihul-
gaks poolldik X = f J5)

Lahendada jargmised vdrrandid.
7.1, V**x*- 7X 3 = \ISjc-2Z -Za&
7.2. 'Jjcz~Aac+ 3 = ~5* - 6 - 0iA

7.3. tm - 2N = 2,
7.4. —(—4:0
7.5. yjx~4 mwm ~Zfjl-4 =

4 f N
7.6 - Tmmmmmmmmmemm— e -=VS

Lahendada jargmised vlrratused.
7.7. \j4-3oL > X

7.8. \ -4 > X

7%9* W49 - x* < *KFx

7.10. 'J JC-tZ < ? - X.
7.11. VXrnas'"x - 6 >x.4-Z

4

[
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74 Lk o+ 4 >0
7.15. N4- 3c - \lz-cm >o0

A- \Joc+1
4 - \fecc+ 5 "

7 16 -

°|

Laida Jérgmiate araldiate m&aramiepiirkonnad.

7.17. i \f 1 ~h3 -
VCoc + 5-)*-
7.18. \jx I-J x mwm7 t
V3 + zoc -

7.19.

» 4 -h XL OoC- 2

V x -+ ]

7.20-

\Ix + Z \I3 - n
7.21. 4 H 3x -m7

X - 4 y x+1Z7Z
722 .

b -

723y 1-3 - x.*1

7.24. - N - - L - CL> 4

7.25.

16



8. EKSPONENT- JA LOGARITMFUNKTSIOONE SISALDAVATE
AVALDISTE TEISENDAMINE

Kui >0, siis suvaliste reaalarvude x j* 2 puhul keh-
tivad jargmised seosed:

1. N*N,ra ,*17T1 4. (O .*)* = Ct*~*
r «E .« ,*-%* 5. a.° = |
ccC S 1
6. S =
5  cc?t=
CLT- 7
Arvu X logaritmiks alusel ((X>0 , Cop 4 ) nimeta-

takse niisugust arvu (tahistatakse Cog~oc, )» mille korral

Cb o —a, @)

Siin >0 1 kuna
(1) ja 1. - 6. pohjal

8. lorCC -

9. loanrJC* = -

10.

4 - T =

11. _

12. tcfa x,* = oc ~°ha, ig* puhul

13. = * A , kui Q.o0

14. % B = Ny, o*- , kui £><9 ) &q) 1

n &
15. icjrNi o=
IC. Ch
b
16. w #=
17. < =
o
18. o 2
17



Lihtsustada jargmised avaldised.

2

8.1. tops 8.2.
8.3. " e.d. o f-1b * *
8.5. % 4 '*-b *s g. 6. H * _ ~na
8.7. 14 a In+ 8.8.

89. Zop (x2? aa </007

e.ll1. 6cy”3-log”™ mtocj” mioCjsb =

»,ttnjb-'& f L,iopCZ + te)l
8.12. £ " + O
y- logi &
- -+ Y] J

8.14. Toestada seosed 13, 15 ja 18.
8.15. Leida (foq£4- . kui &GCjr JZ5 = CL.

8.16. Leida *56 , kui ja leg 3= &
/ /j
8.17. Téestada, et A 0
loani lo™ 3

Leida maaramispiirkonnad.
8.18. 6 % rx )

8.19- V -Zx +72) > a >/t

- - - x.-
8.20. vV U f N-TT



9. BKSPONENTVORRANDID

Vérrandeid, kus tundmatu esineb astendajas, nimetatakse
eksponentvlrrandeiks. Niisuguste vorrandite lahendamise p6-
hiliseks vdtteks on antud vdrrandi viimine Uhele jargmistest
kujudest:

<z*=4, Q)
cLAU) - . (2)
Vérrandi (1) lahendiks on = Vérrand (2) on sama-

vaarne vlrrandiga £ (*.)-e~x,), mille lahendamisel saadaksegi
otsitavad lahendid.

Mitmete vorrandite lahendamisel saame kasutada eksponent-
fuhktslooni ranget monotoonsust.

Naide. leida vdrrandi -4x lahendid.

On kerge mdrgata, et ~ on lahend. Kaa aga on veel
teisi lahendeid? Antud vdrrand on samavddrne vdrrandiga

car-ter - *.
Et viiaase vdrrandi vasakul poolel on mdlemad liidetavad po-
sitiivsed ning rangelt kahanevad, siis ei saa Ukski  ega
ka Ukski ' olla selle vorrandi lahendiks. Seega antud
virrandi ainsaks lahendiks on ot=

Lahendada jargmised vdrrandid.

2 * .+ 4
9 .1 .

A A
6 drw ) v
v

9 -2 .

9 .0 4z * - % * (0,41 5 )%

5*



9.9. -1 b~%- -+11=0

9.10. 4%* -
9.11. (b +Z f6 )**~ ~2\TZ)x-=3if

o2, (PMTALF)K+H(NFXAI)X= 1

9-13. i (4 Xx-*A-'"~")-S4(Jix+Z~x)-i-'104=0

Lahendada jérgmised vorrandisusteemid.

9 1 4 f3 -1 * -

\S-zZX*4-Ax2-'-/6 =0

\Z*-V-S. 6*-*- 6*9 =0
917 —A-3x+Y +$—3* =0

i8 fr-x+3

18**V-Z21-2*N=27*-N+ 2-3*-Y*4

9.19. 5*_. 3-»
U-?2*+A-3*"y —52K=5—

jzrl+ f o=

920" I/I**+,?..F»*=<?-/6)K-<-"*

20



10. EKSFONENTVORRATUSBD

Kui antud vdrratuses tundmatu esineb astendajas, siif
kéneldakse eksponentvdrratusest, naiteks,

n*< i i, cJlr<
Niisuguste (Ja ka mitmesuguste teiste taoliste) vlOrratuste
lahendamiseks kasutatakse eksponentfunkteiooni (ka tema
podrdfunktsiooni - logaritmfunktsiooni) ranget monotooneuet,
asendades eksponentvOrratuse temaga samavaddrse vdrratusega
(vt. jaotis 2). Kasutatakse ka jargmisi aamavaarsusi.

1) Kui CL>1 ja i> 0 , eiis «ccx< i ®> oc <

2) Kui O<cc<A ja 4 >0 , siis <XK< £ <=> Qb

3) Kui A < & , siis <XX < dhp. CC>0.
4) Kui cc> L , siis J1X< £ x oc< 0,
5 Kui 1I<0 , siila CC*~ g <=> 3c e <fi
6) Kui k <0 , sila ot* N 4 <=r> € JP.

Ndide 1. Lahendada vérratus 0,5 N0, (26-25.
St antud vOrratus on teisiti kirjutatav kujul

o,5~ ~ 0,5k,
siis, arvestades eksponentfunktsiooni (alusel 0,5) ranget
kahanemist,
N1+ ehk I X 1~ JZ.
Lahend ihul gaks on seega X - G-00y~%] UL&j oo) ,
Naide 2. Lahendada v@rratus

lE*m< Z-gi*.
Seda vdrratust teisendades saame:
3-Zix Z -3

(T)**+ (TIr'64 -
See on ruutvlérratus - suhtes, mille lahendihulk on

méaratud seosega
jxJ fL\ZAs Z



it (!) >o0 1iga ct korral, siis 3=aug et riimane vdrratus-
te ahel on samavdadrne vorratusega

ra S

-b 1
U ; AT
millest saame lahendihulga X~ C’J\y/g»

Lahendada jargmised vorratused.
104, 4-4*-1- a4 Z**"=3Z"0
10.2. Z5"* + B'**4» SO
10.3* 4 * * Z *-"4 6 0

10.«<. 9*.A0-z*-+ 3 i 0

10.5. 5-4*-+Z7Z 3.5*4 ?m 10x-
10.6. =3 "+r-~3 ~-r ?7<0
10.7. Z.***4 - ft Z*+z + 4 >0
10.8. 4 '0 ,5 x'Cx*i>< 0,Z.51Ix-

10.9. 4 X - 3'Z2*" -m (0]

10.10. BMU + 3 < ~ -410N

10.11. Foyjt -5 > 7 x-
10.12.
10.13.
10«14« — __I_—__ _ A
9x* -0 3x - Y
X
10.15. < A

10.16. Jj* < vsi
10.17. 02N =JIM **1>0N 5-
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11. 1t1ogabitmvCrrandid

Logaritmvdrrandiks nimetataks« vdérrandit, milles tundma-
tu esineb logaritmi tavas. Niisuguse vdrrandi puhul on alati
vaja selgitada vdrrandi maaramispiirkond, seat logaritm on
maaratud vaid positiivse logaritmitava korral.

Logaritmvoérrandite lahendamise pdhiliseks vdtteks on nen-
de vOrrandite taandamine Uhele jargmistest vlrranditest.*

= £, ()
fyou / ~ = - (2)
Vorrandi (1) lahendiks on X,—Q?. Vorrandi (2) lahendi saame
vorrandi JC&) lahendamisel, arvestades seoseid -ffc) >0
ja Qc* > 0.
Naide 1. Lahendada vérrand
-/ = by*,**.

See on ruutvérrand 'Z-IC~Od suhtes. Tema lahendeiks on
~A—-Y ja —X e Antud voOrrandi lahendeiks on seega X1~
-2"=xja N =/~=4"

Naide 2. Lahendada vdrrandisiisteem

ty ty ~z)
N lo~rC *-y) =i
Laheme esimeses Ydrrandis Ule logaritmile alusel 2 ja

teises ~ alusel 3« Me aaame silsteemi

{ logb(v-y) =i,
mis aga on samavaarne silisteemiga

17* = * 2 - *
IxCz-g)= 3
ehk

23



Z= 0OCq - N
1 - ocy 3
Lahutades teisest vOrrandist esimese» saame viimasest silstee-
mist, et

jc*- y4* s ehk (x. -y ) - S
Viimane M@ vlrrandiga Jc(x.~m)~3 annab meile, et
N =f -

millest Yy-J1A4 . Tehes asenduse nditeks vlrrandisse x?=x.y +
4-3» saame viimase sisteemi kaks lahendit

CrF =3 (*r= -3

* =& Ja hjte= - A
Teine neist aga pole esialgse siisteemi lahend, kuna peab
olema positiivne. Isimene - £,=3 ja on meie susteemi

lahendiks, aida v0ib kergesti kontrollida.
Haide 3. Lahendada vérrand

<Trrr",= nn\
Voérrandi molemaid pooli logaritmides saame, et
{(oc-Olo”~oc = >fE£ toa* .
Siit leiame, et
IcjX,~0 voi N (fat- O = \jc .
Xeimesest saame lahendi - 4 . Teise vdrrandi lahendiks on
nr - 3 . Seega on meie voOrrandil kaks lahendit - £t=1
jJa XZ=3+ N

Lahendada jargmised vdrrandid.

li.i. toa (6x*+4Z£ w+/&) - toy (fe -hr) AN
11.2 n)2" + z teavf =2

11.3. 4 - &ar. = B TScjx,

11.4. loCjrz - 4+ Tlr - G

11.5 Coin (35~-c¢cc3) =3 loa (S'- oc)

11.6. - ZOZcBR v5 + 470
11.7

24



U -e. t,tog"MfijK.-2Z) + u)z
n.o. X —(Vx.)»
1110.(& )4 ** -4 =5

11.11. OC = ccr

11*12. V Xl + 4 —0

Lahendada jargaieed vlrrandisusteemid.

11.13.
11.15. \ bl : AN r X

16~ X #A 3 }
11.16. z ~ -4
11.17.

| £E<BA (XL-*"U) = 0O
11.18.

| n*"2=3
11.19. ) v3XA A =

I locjx (x.
11.20. ) n *

{"wna =1
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12. LOSARITMVORRATUSED

Analoogiliselt vdrranditega on logaritmvérratuste lahen-
damise pdhiliseks vOtteks nende Y&rratuste taandamine jarg-
mist tudpi vorratustele:

toar X < 4 , O)
/IM ~ m (2

Vorratuse (1) vOime kirjutada vdrratusena (2), arvesta-
des seost &-— iocjraJ* . Vorratuse (2) lahendihulga saame lo-
garitmfunktsiooni ranget monotoonsust ja addramispiirkonda
arvestades. Sellest lahtudes on vOrratus (2) samavdadrne Ulhe-
ga kahest vdrratuste ahelast:

O <f0&) blb) , kui co> 4, (B
0 < fléc) » ffa) » kui 0< 4. (B
Naide 1« Lahendada rdrratus
-4) == +4) >3,
Antud TOrratus on maaratud, kui

%~ X¥3p am X >4 =

Seega on antud vdrratus samavadrne vdrratuste sisteemiga
(X > i
L (~~ 4)>

millest (3) p6hjal saame, et

Xiuc>i
\Xz- 4> %

Viimase sisteemi lahendihulgaks on X=f3 ;00) , miBon ka an-
tud vdrratuse lahendihulgaks.

Markus. Kasutades logaritmi omadusi, tuleb arvestada, et
tsisendamlsel v@ib muutuda vdrratuse mé&ramispiirkonde Nii
on vaadeldud ndites esialgse vdrratuse madaramispiirkond (x>4)
hoopiski kitsam vdrratuse tog~Cx,9- 4)>&yz2 madramispiirkon-
nast (jc<-4 vdi ic> 4).

Vérratuste

26



fo<jfu) 2ex) < CL  T3i £°2ft*y
lahendamisel tuleb vaadelda kahte juhtu:
f(oc) >4 ja o<jcx)< /.
Haide 2. Lahendada vd@rratus
lognh(az*- x, -6]> Y.

Sellise vorratuse lahendihulga saame kahe jargmise siis-
teemi lahendamisel:

Y- 3L-G >0 (xr- oc- G>0
Xr> 4 ja j 0 <JLZ< j
Xr- c- 6> 3& - oc- G< ccz

Neist esimese lahendamisel saame:

( Cx-*-Z)(pc,~3) >0 (x,<-z Vi X >3
j x| >\ ehk x| >\
L-Jt~&>O0O @cc<—£

Seega saame, et antud vdrratuselahendihulka kuuluvad punk-
tid X <- 6.

Teise susteemi lahendamisel saame:
(0C,+Z)(x~-3)>0 (n<-Z vSi  &4>3
o< I*I< A ehk
-cc-6 <0 [ z >-6

Viimane susteem on vastuoluline, mistdttu tema lahendihul-
gake on tihi hulk.
Seega on antud vdrratuse lahendihulgaks poolsirge X =

Xr +
Naide 3» Lahendada vdrratus 5 < X * e

Kuna vdrratuse mélemad pooled on positiivsed iga jc.”0
korral, siis vOime neid logaritmida. Kasutame logaritmi alu-
sel 5« Me saame vlrratuse

Ai< *
Et >0 * sils saadud vOrratust ei rahulda Ukski nega-
tiivne arv. Kui x,>0O , siis saame vdrratuse

X?<1¢c¢c ¢
millest saame lahendihulgana X —(.0 j V A
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Lahendada jargmieed vOrratused.

12.1. ton, X -3 q

<T* 0CH-Z
12.2. (az -4 ) 4- lonhoc < £/3
12.3. ~ > 3 \
12.4*Zt CGo?q(Zaiz -*-3) < (X,z+£)
12.5.1 - f 3oc+Z)S io ft 3=
12.6. £ - £0~ 3L -+--£< 0
12 .7 . o<’z &)Z+ 1>0
12 .8. - (loy ~)Z< 4c$i(~§)

. BT
129. 1 c”™ (g -b )- logz ~ _~T >2 + tofeCK + vy)

£
12.12. < Yoo
Cognai ~» \fx~+Z
12.15. ~ (n £ )y * ot
12.14. tocj™l « ™~ ~ Z > Z)z

12.15« (cb —B ) * * Ao> 4

12*16. J£<UCjE OC I ~ ~ n RV
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13. TRIGONOMEETRILISED VORRANDID

Lihtsaimad trigonomeetrilised vorrandid ja nende lahen-
did t

4t/Moc-co <=> x - (=0 } kui 4;
CCi X * & <=> N - + cvat(Un\(Xy+Ab3c, Kkui ji
micsU Xs—G <> & — <ZA&tcUvcec m H7L -
Cof£ Ob- OL <=> # = anneein CL -+ ?

kus <v £

Uldjuhul toimub trigonomeetrilise vdrrandi lahendamine
selle vorrandi taandamisega thele (vdi mitmele) ulalmérgitud
virrandile«

Naide 1. Lahendada vdorrand % CCNn 7t = 4,

Antud juhul OOiot- voi e Seega saame lahen-
ditena
31 = =*= Az - KTY, - - A ;oa &
o= = J+JtK7c - - *~r +/NTKK "~ /v 6

Need kaks lahendite seeriat vOime Uhiselt esitada kujul

=-J —+ N'neZ,

zZ - ~ e £

Et Ulalmdrgitud lihtsaimate trigonomeetriliste vlrrandi-
te lahendeid v6ime vaadelda kui nurki, mille korral on tthe-
ja samasugune vaartus antud trigonomeetrilisel funktsioonil,
siis saame neid kasutada ka selliste trigonomeetriliste vor-
randite lahendite leidmisel, nagu

4uvf(x)= ifagot),cen fC*)~ IM  J» '&** fC*) =
Naide 2. Lahendada vdérrand
eon Zx. -h 3JL =0.

Et "Zoc =~7ic3x, siis taandamisvalemi p6hjal vbime
oma vdrrandi esitada kujul

c&nloa - da.j (Yome+ X, ).



76rrandi cc Uldlahendi valemi pdhjal
N+ 3= N Zje -+Ztt-JL,
millest saame kaks seeriat lahendeid:

X =2ZnJL ~ X = X

Markus» Trigonomeetriliste vdrrandite lahendite erineva-
te seeriate llesmirkimisel vdime kasutada iUht ja sama tais-
arvuliste vaartustega parameetrit. Kui aga on vaja erinevaid
seeriaid omavahel vdrrelda (kasvdi selgitamaks neis Uhiste
lahendite olemasolu), siis on otstarbekas iga seeria jaoks
kasutada erinevat parameetrit.

Vorrandi

A™viclx, =®Rce™ocod -d y AZ+RZd O9
lahendamisel teisendatakse see vorrand kujule

*
AL oo, e canccxc - ._C -
\JAZ -+ 6 * la*+ bz \JAr + B z

Valides wp selliselt, et

NN W o +el ja =N 4-¥
saame antud voOrrandi esitada kujul
Nbn, (cx, XL -h &7) — 2 »
T \@a* + Bx

millel on lahend, kui I<3IE£ \jAz-t-B* . Lahendid leiame voOrrandi
41h, oc,-Ol Uidlahendi valemi abil.
Ndide 3« Lahendada vorrand

\[3 Ait*, Zjc - C&NZ jc = /3

Siin AN\fS, &—4 ja (3=V3 , s.t. =2 . Antud
vorrandit arvuga 2 jagades saame vdrrandi
T = §

5t £44 J=W ja -J) siis vbime viimase vdrrandi

kirjutada kujul
_£.):
Silt
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Xx = f *(t)y>"~ -i- *bn ,

millest
A=c--/"-N > + , ez

Homogeensed trigonomeetrilised vdrrandid (vG8rrandi koi-
kides liikmetes on siinuse ja koosinuse astendajate summa
vdrdne) lahendatakse sel teel, et jagatakse vdrrandi mbéle-
maid pooli kas siinuse vB8i koosinuse astmega, kus astenda-
jaks on vorrandi mistahes liikmes olevate siinuse ja koosi-
nuse astendajate summa. Sel viisil saadakse vOrrand kas tan-
gensi vOi kootangensi suhtes.

Naide 4» Lahendada vdrrand
ncy?x. -h Z "bbbb X-canay - 3ce*zad - O .

Jagades siin vorrandi mdlemaid pooli suurusega <1 oc
(mis ei saa olla 0), saame vdrrandi

i:<XM,zyL 4 4dy'6ex*x. — 3 — O f
millest voi C= -3 < Lahenditeks on seega:
n n71 ja 0z- HJL - 3,

kus h £ > .

Lahendada jérgmised vorrandid

13.1. 3c&n x, —c&n (- %)
13.2. /s — Z2&G4zoc -0
13.3. 2 n Xs

134 "CUVOC  JIOCb

13.5. t&s 30e —+- 5% - 0O

13.6.
13.7. /Htb & -h &0y — /# -h sUIN
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*
13.8. 4olbaoc - 5nCoc(fOoc -h&cexidZ3c =0

13.9. Z + ZI&ITL'INK'X, ~ /e £C86mM =
13.10. nek Hoac -+~ Q¥4 40QC —V X 44,tv /5as
13.11. @ —lcnUoc —JE

13.12. oc = <On7L

13.13. nc*bZoc + 5 <dATQC = 4.
13.14. 4 4bb. 3X -+ B \3aC = A 2
13.15. JICb,Zocc M c&nZcc = w4

Lahendada jargmised vdrrandisiisteemid.

13 16 fC3E0C =3
+ 2b = jj-Jdc
lj, fbbITK, "h <184~ - 4
| cgn Zoc - ca™Zy =4

13.18, T /Proc = =4
Cc*v a. - =
13.19. =3
(X oC ~ = O
13 20 * 'U'tb'bj, — (oa +vy)
C/x/ “lyl - £
('touvoc ~h f£ann, n — A-
13 ) / , [/
Cw j o+ > 577
™ihcNboc — 4<,b0u
13.22. < <?
| ot —Zc&td
f'AK, Nz -
13.23.

\~£ccu,Jt &£y —_ ~-
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14. TRIGONOMEETRILISED VORRATUSED

Trigonomeetriliste vdrratuste lahendamisel pilutakse an-
tud vdrratus taandada jargnevas tabelis esitatud lihtsateks

vorratusteks, mille lahendihulgad saame vastava funktsiooni
graafikult.

vérratus lahendihulgad (n € )
nbl ocy oc (i&i<'t) Jt Hrltvj & ~ vz, e
ol (/N/<4)  Ote(*7C-CUOyth.CL-AZ CVICAttUl + £nu)
C€i7I1>CL (l<zl<1) cte (j-ancca™a, * oanoko, -m-tx”)

C&IC < ct (lci[<4) oc€(ancEena, 4JT7C>1k~c*Accma.+-£K*1,)

'tIXAsX, > QL 4ie (n/c~6ebin.co 4 Jill, « J- -h JZtb)
“bv\,gb < & ne(~X - + j OAcbbib6C + J&t)
X. >CL JC& (TH, " CUUUIO~tcL m~ )

C&t X Q@ Jt € (jXMCjCjOico <+Jlh. * 3Z + 3CK)

Naide 1. Lahendada vorratus dxMZjc” CCAdil.

Et iMAZoc — V -'UU2c lc&blsc —4 t siis saame
antud vlrratusest ruutvlérratuse c&ix. suhtes:
-4£ 0O,

mille lahendamisel saame, et
-4 « N4

Koosinusfunktsiooni graafikult (vdi siis llalesitatud tabe-
list) leiame lahendihulgad

(- - + ~ , e X
Ndide 2. Lahendada vdrratus nCcb Hoo (L&ACC.

Antud vOrratus on samavadrne vdrratusega

% /Liu, x1 6aAdoc — C&i > 0
ehk

COt (*ih,0C - -£) > O .

Saadud voOrratus on samavaarne kah* silsteemiga:
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C X. > 0O (canzec < O
n 3

4 A

Kasutades siinus- ja koosinusfunktsiooni

4

graafikuid (voi

siis Ulalesitatud tabelit), saame, et nende sisteemide lahen-

dihvilkadeks on vastavalt vahemikud

=7 Kk A X ZotH.) ja ~

kus >v ~

Lahendada jérgmised vdrratused.
14-1.

14.2. Cboc mwm/3 ££4 o, <O
14-3. 40un* Z OL 11 OC

14.4. Z'KM"OC - MsyiKsOL +3 > 0

14.5. z e+ ZbObX, - 4- >0

14.6. ~tIXAsOC -~ C&£oc N £

14.7. Y3 - Uz&INCXL > Z~ChvOC

14.8.  Z'tcutis OC < Z-0C
14.9- ~fan” je > Itttbx, 1
14.10. -Zc&uZcc m" £oc > ~CUissXL

14.11.  tcLM, X, ™ iri*, oc
14.12. JC&4 oH, 1 >> JlbCcboOC
14-13. cchdyl, > —4

14.14. 4I\.CC -b ZCC4X < Z

14.15. s Z £u6Zx. N 3 jZ'Pitvaz —i 1

14.16. /hVv Z jc - cmnZat ~ 0O

*'Zjlh A j

14-17. 4 o+ N canoc(Ae K- Nc&bic

14.18. 'Jbius X, -+ \J(&OC < v/-"

Vi-



15. ARKUSFUNXTSI0ONID

Et arkusfunktsioonidest ja ouctaoi on maaratud
vaid 16igul i «dJ, siis igasugustes kisimustes seoses nen-
de funktsioonidega on vaja pOdrata tahelepanu maaramispiir-
konnale.

Leida jargmiste funktsioonide mé&&ramispiirkonnad.
15.1. N = aSbClsulx, (4 - jc)

15.2. N = ann,cnn (A3c+3cl)
X x - -

15*=3 % ancc&o6 4r Z—XLoc ,

15.4. = Osbctcooi, \foc

Leida jargmiste funktsioonide muutumispiirkonnad.

15.5. Yy -

15.6. "~ = (XBCCM/I

15.7. (JCz- J)
15*8. A = QJvetoMs (_Zjc — }
15*9. N = ouvcder™: V4 - ocz

Nende reaalarvude X korral, mille puhul on vaadeldavad
funktsioonid madratud, kehtivad jargmised seosed:

1) cuiAbiix, ot - - an&bOo™M-0C) = - - annnuux - ane&ub T===)
2) asuLtu*> oc - evicton(-oc)- ~ - anencsa = aAcc&t y
>C V7 ~ I,
) ag, —CUtctoLU. (-oc) NMH*&0E£ CC= anmMmcb -~ = =1
v z v 1-+CC
4) ourccut OL=Jz-CVvcex>tt~0Oc) = ™ -cuurtiub OC N==X e

Neid ja teisi taolisi seoseid on suhteliselt lihtne
tdestada diferentsiaalarvutuse tddesid kasutades.

Naide 1. Tdestada, et ann/iMb3dc- "-cZ/z " XJjkui 1&11i 4 .

Selle seose tOestamiseks naitame kdigepealt, et antud
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piirkonnas on funktsioon j(x,)=oJul"Cia.a c x, konstantne.
See on aga tdesti nii, kuna

' | =—t t--- =1T1
* ] SR "™ Un
St aga
f(O) = CULCbcV O mm 0=0+~"-=7~ 2

siis sellega ongi vaadeldav seos tdestatud.

Toestada jargmised seosed.

15 00. ZOVUIUUs X - anc<u” (Zv ™ - x13), kui

15*11. Z anncen xI - cZzQz-J) > kui OsXl<
15.12. - Zu - ancesb [1x7N-4) kui -4$w1i0
15.13. Z afctl”™Wtvx. — K -+ cvecZouv , kui x1> 4
4-07
15*14. ZaJbd'tcu™x, = anc&acu, Zji. . < kui \x\< 1
i - XZ >
15.15. a/Vc¢"™OUA. X* . cvoicot £ ? kui  3&>0
15.16. OUrslswt XL = CUusfaui, x, » kui  7L>0
15.17. = QOHOBb Y4—XZ , kui Xi>0
15*18. O0/UKLCAX, — <X/IC"H, V4 —3.7} kui z>0
15.19. @ICKAX ~ - CbX~COi j/\- xIz > kui  -4~31~°0

n . - - ~ = - -
Ulalesitatud seoseid on vdimalik kasutada mitmesuguste
avaldiste vaartuste arvutamisel.

Naide 2. Leida A = CHA@THCH vy - QMAO4 -j ) .

Vahe koosinuse valemit ja kahte viimast seost kasutades
saame, et

A - ocl[an6\1” + ) 6o (cuvct& - j) + nur(anfuwcj) 40v(oacccd. Yj=

= j cablanyccon {/l - £ j + j JibkK (<xncw”™ 7/ /- JIr J=
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A VT i v a\fz
3 3 3 3 ” 9

Sdide 3« Leida <THEAE3(totvZ).

Seose 2) pdhjal saame : J -ANNNu(<un,n.1)= j~~2.
Haide 4» Leida avaldise A=an™lam,Z + A/1c6x~3 vaartus.
Summa tangensi valemi pdhjal

O, £oun(ajiAiicUb Z ) + ‘'tcub (d/u”oxA” 3j

4 — ~icuv (anc6aA” z) ica™ "'\r’vin- 3)
_ r -k 3 _ ,
V- -2-3 -~ nox
Seega On > uks nurkadest, mille tangens on -1. Et
ascttolbfL ja QLidpdl. 3 on mdlemad vahemikust » siis
kuulub a4 vahemikku (£ , S.t. A —" .

Leida jargmiste avaldiste véartused.

15*20. (Z QAsC-boti, 3 ")

15%21. (otyb&INOCCL/ Z, u~ 37
15.22. tCuCb (£ CUOOCC-6 3 )

15.23. '&<«' (Z<XAE<t&A T7fr)

15.24. (ouaiun Jt +aytercct )

15.25. (nn (an”~ck'n, C~~2))

15.26. (JL Ou't&bCt¢ 3" )

15.27. ™4 facooc'tixtv Z) ajcCs&uv3®)

Tdestada jargmised vdrdused.

15.28. /KM ~t cmwmn —= -cucct&6 ~

15.29. ouotsbCi, -h ann~"C™ % = j-
15.30. cubctcun 3 - - ONNEGen LLL

15.31. Bnekom, 4 —anc™cun, Z —Jl - alcc™ou”™ 3
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16. ARKUSPUNKTSIOONE SISALDAVAD VOHEANDID JA VORRATUSND

Lihtaaimad vorrandid ja nende lahendid:

(X/btbobs X = oc (141 ™NMJ) <=> oc-
ONCCCA JC - Cb (O s <x~ 7C) <=> oCc- Cf~CL
CUBCK<X*b JC = CU  (I<Xsl < % ) LS 3c— -&cuvCL

CUCC&t I, - OC (0< CC<Jt) <= (C= CO-tcc
Saide 1. Lahendada vdrrand
3 OMjtcuAs ~ jl 4 ajrijcia”b ~ - £, - 0.

Antud vdrrand on ruutrdrrand a/icE<Xam ~ auhtes. Tema la-
hend amieel aaame, et

ancy6cc™ Jj = 3- anclcel™ Jr = - 4
milleat omakorda
£ = anbb6bowm, i i* 1= <W W A-0= - f =
SL o >
Seega aaame antud vdrrandile kaka lahendit: ja ZoutttoUv-.
o

Lahendada jargmieed vdrrandid.

16.1. OfMlyoKeMy* A~ ~—~A-CUCCOMs -J1 -5 =0

16.2. OWMidMs (Ztcuv Zst- — A 16 ¢
16.3. 3ann6cubroc - U-Xtvuis&uvdc ~hjEz= 0
16.4. OJVCCBB3C — ZasiAsAtCUs CC

16.5. owecon rjr = daYcch6cb*b (0C ~ 4)

16.6. ancbam”~roc -+<xnacccéroc — "

16.7. %anc”bK, oc = anc-ivib TZoc

16.8. Z annconoc -+anenk™ oc - Up'

16.9. Zcuoctascb [23c u-1) —aJsicegn oc

16.10. ccben’™, jc — ajexcdoA Tt = anc”™”™ (Bac-2Z)
16.11. ancf£cuo J- + QActcuv m = anc&bm, ?

16.12. owen,K. oc -manccon (oc- s) = T
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Arkusfunktsioone sisaldavate vdrratuste lahendamisel tu-
leb arvestada maaramispiirkondi ning vastavate funktsioonide
ranget monotoonsust. Lahendite mdaramiseks on otstarbekas
kasutada vastavate funktsioonide graafikuid*

Naide 2. Lahendada vdrratus cumidn TL > cuccesin OCZ

Antud juhul arvestame arkuskoosinuse ranget kahanemist
ning tema madratust vaid 18igul C-1* 1] . Selle tdttu vdime
oelda, et vaadeldav vOrratus on samavaidrne sisteemiga

[1n1W toul £ \
Jiiaz 17 1 ehk
I 3c< nr- @>0

Viimase lahendamisel saame
clal 1
\@<O voi J>4
Seega on antud vdrratuse lahendihulgaks poolldik X-C-~jO),
Naide 3» Lahendada vérratus -txxtJ*'x,) >4.

Antud vdrratus on samavaarne vlrratusega

JEcwm Jhi1>41}
s. t*

(@JuLMsti, OI) ~ —Ij Vv3i itcU*, (o/ULICINX,)> 4 .

Bt arulMskyoc ["%)§-] aiag tangens on rangelt kasvav va-
hemikus kusjuures =4 ning siis
viimased vOrratused on samavddrsed vdrratustega

- j- < <%>uLM,tb3L<* ja | <a*C4i,«,on< °
ehk
-// < at < -x SRANEE A
Seega on antud vorratuse lahendihulgaks X —-4

Lahendada jéargmised vorratused.

16.13. asuicxu\oc > CWCCQ4, a.*
16.14. <MunlcuOc < OSulLMytb —at)
16.15. QJvCsrib, ot < an&con OC

16.16 . cvovLaAs oh > asuita”™ (Z -cc)
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17. PARAMEETREID SISALDAVAD VORRAHDID JA VORRATUSED

Kui vdrrand voi voOrratus sisaldab mingeid parameetreid,
nditeks -Wb(x-£)=Ct V'x4- tcx < £ , Zofa (gxr ~Z)<3
siis tema lahendamise all mbistame, Uhelt poolt, parameetri
(parameetrite) nende vaartuste hulga maaramist, mille korral
antud vorrandil (vdrratusel) on lahendid,ning, teiselt poolt,
vaadeldavale vorrandile (vdrratusele) kdigi lahendite leid-
mist parameetri (parameetrite) koigi. v@imalike vaartuste kor-

ral .
Raide 1« Lahendada v@rrand |x| -msmlDC+ — ~jkus cc>Q.
Vaatleme funktsioone
y = + &+l ja = J= £.

Antud vorrandi lahendamine tdhendab nende funktsioonide graa-
fikute I6ikepunktide leidmist. Et
Zx —Ou kui X<- cv?
= Xlm |-j cb kui —X< 0,
Zoc cL kui X, >07
siis saame kergesti jo0dnestada
nende funktsioonide graafikud.
Graafikult néeme, et é<a,
korral ei ole antud vdrrandil
lahendeid. Kui Cb, siis on
lahendeiks kdik reaalarvud X€
£ [-AjO]. Kui aga i>CL, siis
on antud vdrrandil kaks lahen-

3 i-au
dit: &4= Y

(vt joon. 17*1).

Naide 2. Lahendada vérratus \X - <X < £.

Vérratus on madratud, kui oc- Qu>Q , 3.t L. Et
ruutjuure vaartused on mittenegatiivsed, siis vdrratusel on
lahendeid vaid juhul, kui &>0 . Sel juhul on aga antud vér-
ratus samavdarne volrratusega

X —CC < ehk X <CL ~=£

Seega saame: 1) kui £<Q , siis lahendihulgaks on tiuhi hulki
2) kui , siis lahendid X € [<z}d g2 .
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Naide 3« Lahendada vdrrand -b ZrON(x-i-Z) = 1.

Siin (b>0 ja ccp 1 (logaritmi alus. ) ning b®O ja x> -Z.
Sel juhul on meie vdrrand samavdarne vorrandiga
x.z(~+2)z= /[
ehk
X~ (ct-hz)Z = As. (O
Kui JCet-ZjO) , siis v**-- X ning \f(x-+£)r=oc+Z,
mistéttu vorrandist (4 ) saame samavaarse vorrandi
~X,(jx+X) ~ ehk onz Zx. -~Téc ~ OO0
mille lahendeiks on

=~4 - ja xr=-"/+/"/-\lu 9
kui 4—Tcc > O ehk O< oc< 4
M6lemad lahendid ja X» kuuluvad vahemikku (~Z}0) ,

=t. on ka antud vdrrandi lahendeiks.
Kui x >0t siis vOrrandist ( A) saame samavaarse vOr-
randi
2C(ot- + Z ehk JtZ+ Zjc~{ci - O.
Selle vorrandi lahenditest

X3~-4-\N4+7a, ja J4=-4 +fTTfa
vaid 7 on positiivne ning seda iga a>0 korral.

Seega:

1) kui o<cL<1 > siis antud vorrandi lahendeiks on «*7
Xz ja X"

2) kui cu>4 , siis antud vdrrandi ainsaks lahendiks on
3d,

Lahendada jérgmised vdrrandid.

17.1. iiXx\TT - VTccT = CL

17.2. 7Ztc~Xccx) eloy™oc = - i~Z

17.3. ~cjaA CT71 fr - 2
17.4. CNZot — zz

17.5. - C&b>o0c — QL An
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Lahendada jargmised volrratused.

4
17.6. CcLOC —
N

17.7. ARt oy ootz
cl1-3) a

17«8. \X —cl] IX]+ (01 *&IN &
17.9. \31 - X\ + i+ a] <& p CVE O
17.10. \]ji1+Z > \/n-cc

17.11. Jt + {cc - CC > 0O P CC> 0
17.12. ¥xT+~cL < CC - 30C

17.13. {zccic - XC,* > CL- 3L

17»14. \ / 4-Jt mm~ - 3, N

17.15. J-Zcl'* Cl*-4

17.16. -h 4> Ztccj~cc
17.17. tcrod 4- £car ac > /j

3+ iO(}C’\X, s c rr
<

17.18.
17*19» Milliste vaartuste korral on vorrandil
\TACZH —~COn0Oc = CL

lahendeid ?
17.20. Milliste JF vaartuste korral on vérrandil

Cl (zi -1 Zo™ m9
lahendeid?
17.21. Leida parameetri oc kdik vaartused, mille korral
vorratus
4 <ie4zXC - 4 < 40-Cl

on Qige iga arvu X korral.
17*%22. Millistel cc vaartustel on vdrrandil

0JOtUyVxf30OC, 4- OCXALC64 30L = "

tihene lahend?



VASTUSED

3.1. 4)(b-4)(3c-+4)(b-3)(p+3) 3.2. (N .-&
(oc-~-G) 3.3. az(jc,+'1)(x,+£)z(jC'-3) 5*4* (jk-Z)(? L+Z)x
Cctz-+oc -+Z) 3.5. xXNI™x, -4)(3c -Z)(jx1 "6~]j

4.1. C-b}0)uCO0}3)n(4}5) 4.2.
U(Tjoa) 4.3. f* 41<JL4f4] 4.4.
4.5. C-00}0)U(0;4) 4.6. (-00j-Z)U(Z2}*™*)

5.1. [-2}U[-4j3) 5.2. (-4} 4) U(4}f) 5.3
C-6a;-4)UC3; 54. Cii~)U(3)co) 5.5.(-~j-4)U
Ut~4; 0J 5.6. Ccus® 1) (J (E- ] U(3}00) 5.7. /0 V
UC3jW 5.8.L-4:0)UCO;4]U[3:4.)

b.1. -jfl 6.2. ~-4y7Z] 6.3. £-3;3] 0.4.
/%“6,-6j 6.5.{-0,5-0tS~y~",5\ 6.6. [0j*?
6.7.C-2"~Z) 6.8. ¢p 6.9. [3;?2J 6.10. f-eo; 4)0OtZ'yoo0)
6 .(-co-Z]U[m%} 00) 6.12. /P 6.13. (0~ 6.14.
(-o0;*,?- f4Jz&)U(4}Z)U(4,5'+ V4,HS-, 00) 6.15.
| “z?0j 4j 6.16f ~8j Z 1 6.17.~-~j 2j 6.18. ~
b.19. £-4; -3j 0.20. (-<*>;-3] U[f; *>) b.2i. [OjVZ]
6.22. (-eo0; -jZ-\fZ] U [4 + \TZ$00) 6.23. £-00; ~ U

6.24. L-4-yfe ; -3)U(4;3]

7.1.05" 7.2. 3 7.3.4 7.4. + Z\Jz 7.5. xe[4jZ]
7.6.4 7.7.(-© *4) 7.8. (-00;-£] 7.9. (/?;?] 7.10.
(-*>; -3]U [4-; fg) 7.11 .(-<*>;-6](J(40;00) 7.12.
(0f4)U(Z;00) 7.13. (~CA47. 0(3;0a) 7.14. (\)Z]
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7.16. [-4 ;«) 7.17.([-3; Z)U

7.18. U[2;3) 7.19. (-4;£(&- /%)) 7.20.[-"3]
7.21. (-00--Z) UIl-Jj 4) n(4; <*2) 7.22. C-oof-iJUfaoa)

7.23. C-4~5-j-2) U(3; 0a) 7.24. n.*-5 7.25. [-40-y]

8.1.9 8.2. V) 83. £ 8.a. OJI™ 85. g 8.6."
8.7. 8.8. - J- 8.9. 8.10. f 8.11.3 8.12. 4
8.13. 8.15. 8.16. £-+£ 8.18. 8.19*
/P 8.20.(~o0c}0)

9.1. 5 9.2. J, 9.3. 2 9.4. 9.5. [jlcfzU;
fl 9.6. <H 9.7. 2-0,5; 9.8. {-0,Z-,d} 9.9. f~ 4*;
w3 9.10.4 9.11 9.12.{-Z2;2Zj 9.13-{-zj-~

G-y n, -
9IN5- 1y =*9- - X

-h *u 9nMmo.
i if*-0,5
(=0 . tkct=4 .j*3,*=7*ft, (*"6 = -2*
Vo ’4*:*’[*3/1—3 (A,G =Y

101 (—ej 4] 102 (— 03(<c<]
t0.4.10)Z] 10.5. KO- ,A] 10.6. 0 10.7. (- 00JO) U
(4JQ6) 10.8. (- o0oj —1) U (JLy oo) 10.9* /£ 10.10. [0; 4)
HO.11. tz-j&o) 10.12. 10.13. (Oj£)U (4) 00)
10.14. 10.15. C-~>0M N E »;

t0.1lb. C~coj - JCogz3 )U(QOy Vv 3) 10.17. (—CaVY- 4)

VI-



11 ele J-4; 7 1

12'%} 11.5.~

i&-,3 +1/27 11.9.

11 .12, — 11.13.
9
11.15. I* =3 1116
11.18. j’\_\T"
-t ?-5
YL eRp
(3rr
*b

12.1. (/-£; oo™ 12.2.

\rs) 12.5.
12.8. (0,0* j -/0;

(O;£] 12.0.

2. 400007 11.3. {* 114.
;3 11.6. {//06i 11.7. [48]) u.a.
11.10. 11.11.
= A A (Af-3 , Car= 9
U,y 4**3
(n=~ 1117 =E£(*"-0
19 11.20. F*«-
L'a =1 Uu,=* =~
12.3. [4; &) 12.4. C-VJ;
(jrf. AU (900) 12.7.
12.9. ("~4j 12.10. (-00j-A) 12.11.

cff GZ-\Ffi§)l) (4; Q5+firSH\JtO,5+\fi*5) 00) 12.12.

(0;4)U(A;00)

12.13. [s[6~ LiZ)U(Z-,5) 12.14.

Jt)U('f;00) 12.25. CbAM)\J(UjBo) 12.16. [£;£(Y33-{)]

15.1. =+ ~ +Zn*. 13.2. - 3 +ATDH) C-I"T
13.3. + fifts | CUm-4@Ab J -+JCH/ 13.4. (~ I<AACA<A, LN+
+hit = + 13.5.

+4)%-) (-1)nj”

J3{Unj-4 1o

(4*t -+3)-f) (4«--"-0 1 >

13.6.
13.7.

-2-#ra 13.8. —te <r/r #man™-6n™x, b 13.9. —=—

>(2*+4)w i -acuiAtoM ,~ uy-kx 13.10.
B*"NTb 13.11. *J3J T +f 13.12. na + £
13.13.

+ancEou™ N (4+ 'TS) \

—OAtt&jny~r(\/" -v)
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17.1». NE£(N 13-15- KX + 5 ¢ W - |

FRoomo*gq-> 13.17. f* - (-« * » * * * . .M.
ly=(xZ+"-)K 1% =+ f + z,Ln’'
k. = (<)L - F + «(«*.+«0
+ f mt Jt(~fc- K,)

1410 J* =(rrancnCH. T +Jt(*-4-2*) , ,, rc=-r.

k =4~
(ot- 4 . (x =0 2i Jjc = <M<rfcu(s(Z+0/8Vs:) + Kk
1~-0 ? Lty~:/t | y=aA&fa*u(JL+0,8\/5)+Xii,

13 22 PKJ1:<C - (* -ONICN&\ jr + ZicTC , (jt =-OMICE4j-tIJUz

[y = ZICH, 1 = + ztbJb Ty = + Z/bdc
13.93- Fr«$«+<)? (*=(«*-<)? f*«(ifet3)f . (r =(M)?
r~=(«kK »Ej . («*-*# {ycan-ap iw«*-0f-
«A . [Nt wem -1 ] 142, (T2 +Zizx)
14.3. £.£«7tj(JUc +f)fc] 14.4. N-4-N*tT7C)
14.5. 0 14.b. [tcTlj 14.7. (*~-+2Zk,1Z'j U2-+2kX.)

14.8. («*c-08; fcJ&J 14.9. (HKjCtJa+VQg) 14.10.(-J3 + n**
4- A QU (- %+ nfcj - cxAs&tcuisz, -h fbJu) 14.11. £fcjt]

(Z*c+4j-) 14.12. [-~jr J- +2ich\ 14.13. (- J +@2ann

?~+7Zn,K) 14.14. +JU*I} AN(k,+4)) 14.15.

[- +Ztc7Z} -g -u-Axkn] U] + 14.16. [~y

~ +thdz] 14.17. [-y +<w7i; A +27JiU[(4n-rD)Z x@n+0)|3

14.18. [Zn,-Jt} -Vz)~ %+ Akn)U(jf +

aduiisiuxs (\f§ - fo6) * J *f

15.1.[0°Z] 15.2. -4 +Va] 15.3. /£ 15.4.
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Ne:00) 15.5. [0;J] 15.6. (J j&i] 15.7. f-] ] 15.8. (-f*
f ] 15-9. *x] 15.20. 4V5 15.21. f/2 15.22. ('tfO+3)4

15.23. 15-24. 11 15.25. 15.26. ~ 15.27. A-

16.1. -btaM, 4 16.2. £ - j -cvaifabv3-j16.3.v3
16.4. £ 16.5. /X 16.6.--/ 16.7. {“ x i x | 76%8* ~
16.9. o 16.40. lii< | 16.22.\0;4 "', L 16.12.

16.13. f~4, 0) 16.14. [0;£) 16.15. 16.16.

17.1. co>0; je=2[ ( J - ]* a,<0,bve
17.2. et>01ctl=i } oc - 4apg 17.3. ~ > 0,c>cir47
oor + <0j X,=0, x*—cl=i «aj,>0,a1d17
a*+ Cz - f xXi-0 ] 4} oc3/it= 0/>(cl+1+
+ {6FTZNZZN) 17.4. Inl < 1? x
a/- n } x,~ asu,cen ~ + tcdi 17.5. Jal< J-;

Ao i jale 4,

X,B¢p m\cyj> ~ ,oc="(an"bx”("bt i)+ fvjc)
17.6. 4i$0; ; *'>0,xe(-fc>0)U(j=ioo0)

17.7. cc< 3; A~ (*8F~-3:0)'a >3j~€ (0*¥5/~-3)] 17.8.

1< 2<r, 0 3a, jx|<: e 4> 3a,
| § 3- 17.9. /Or Zcl , ne<p} £>2cl, Ix]< 17.1c.
Cb™-Z, r 6 0j cu<-Z9Jce[-Z;00) 17.11. «
e(--/;0;; a>0, (-£ - \TE~+cL ) a,] 17.12. «/ *4,

X&® } cv> 1, jece LOi-zrfc-'1)z) 17*13« <x<0 7 x €
E[F(E+vDctjoj JCcLzZO, xe [E(1-'/Z)<i)E<z]
17.14. <xX™ 0 ; 0 <0< 0,<£, xe[~a,;czj}

x e (-J<z3- -fcad* -£E&*) «cich, xed 17.15.

o0<a< f;Nn€(lo~X)0)J(loyAi;}<y>a>49X€(-co-~~)u
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v(0}io~nz) 17.16. 0<cl< 47 xe(o”a) a,>f,

(a? ) 'l) Ufa-jbo) 1717.6<&<0,5~jaco>4yxe(A;cm;
0,S<cl< 4; x. € (0} A)f kus A=

«E€ Ca"; 'Z2]

17.18. O<cL<1f
00) e cu>4, X. € (a~*»n ) 17.19. =M

17.20. |a,IWO 17.21. <x€ (/*y / 17.22. N=p3>N€(y~-"|

Lisa

POHILISTE ELEMENTAARFUNKTSIOONIDE GRAAFIKUD

Joon. 1. y= X Joon. 2. Astmefunktsioonide vérdlus



Joon. 8. Juurfunktaioonide vordlus

Joon. 9. Eksponentfunktsioonid

Joon. 10. Ekaponentfunktsioonide voérdlus



Joon. 12. Logaritm-

funktsioonid

Joon. 14. y= cos X ; COS X, = COS Xg- @ = 2kJC - Xo

joon. 15* Y= tan x ; tan x* = tan xQ, x* = kJC+ xQ
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Joon. 16. y= cot x } cot xk = cot x0, xk = kit + XQ

Joon. 17. y = arcsin x Joon. 18. y = arccos Xx
y
: Yo
?1( e e— farclsnx y-orccefx — q
2
| X '
ni\v
_______ *j <r
n ol 7 X
Joon. 19. y = arctan x Joon. 20. y = arccot x
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