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1 Sissejuhatus

Aastal 1916 publitseeris Albert Einstein artikli, kus késitles relativistliku gravitatsiooniteoo-
riat, mida tuntakse niiiid iildrelatiivsusteooriana (URT). Teooria keskne idee on see, et mateeria
koverdab aegruumi ja selle aegruumi geomeetria omakorda méédrab mateeria liikumise. See
diinaamiline tasakaal on kirjeldatav Einsteini viljavorranditega (vt néiteks [1]]). Einstein eeldas,
et universum on staatiline, kuid nende viljavorrandite jdrgi oleks universum pidanud gravitat-
siooni tottu kokku tdombuma. Seetdttu tdiendas ta aasta hiljem vorrandeid, lisades nn kosmoloo-
gilise konstandi, mis pidi tagama universumi jdéimise staatiliseks. Galaktikate litkumisi uurides
avastas Edwin Hubble 1929. aastal, et galaktikad eemalduvad meist, mis tdhendas, et universum
hoopiski paisub, ega ole staatiline [2]. Einstein loobus seetdttu kosmoloogilisest konstandist
oma vorrandites ning hiljem kutsus konstandi kasutuselevottu oma “suurimaks dparduseks”.

Algselt oli Einstein arvanud, et tema viljavorrandid on lahendamatud, kuid juba samal
aastal kui Einstein oma iildrelatiivsusteooria (URT) avaldas, suutis Karl Schwarzschild leida
Einsteini viljavorranditele tdpse lahendi. Sellele jargnesid mitmed erinevad lahendid Einsteini
viljavorranditele, millest kosmoloogia kontekstis tdhtsaim tulemus on Alexander Friedmanni
poolt aastal 1922 tuletatud vorrandid ja neile vorranditele leitud lahend [3]. See lahend kirjel-
dab paisuvat universumi diinaamikat. Lihtudes eeldusest, et universum pidi kauges minevikus
olema viga kuum, esitas G. Gamow 1948. aastal varajase universumi tuumasiisnteesi teooria,
millest ta arvutas algse vesiniku ja heeliumi konsentratsioonide suhte [4]. Lisaks ennustas ta,
et universum peab olema tididetud kosmoloogilise foonkiirgusega, mis omab musta keha spekt-
rit ning on universumi paisumisel jahtunud. Mikrolaine foonkiirguse avastasid 1964. aastal A.
Penzias ja R. Wilson ning teooriat hakati nimetama Suure Paugu teooriaks ja sellest sai kosmo-
loogia standardmudel (vt nditeks [[17], [6]).

Kosmoloogilist konstanti ei unustatud aga idra, see figureeris endiselt isegi Friedmanni
vorrandites, lihtsalt pikka aega eeldati selle vidirtuseks olevat null. Aastal 1998 analiitisisid
Saul Perlmutter’i ja Adam Guy Riess’i juhitud t6orithmad Ia-tiilipi supernoovade vaatlusand-
meid [7]], [8] ning jireldasid, et universum mitte ainult ei paisu, vaid teeb seda ka kiirenevalt.
Seetottu, et seda kiirenemist ka standardmudelis kajastada, tuli taaskord vorranditesse kirjutada
kosmoloogiline konstant. Kosmoloogiline konstant on iiks voimalus kirjeldada maksimaalset
tumeenergia energiatihedust. Tumeenergia moodustab eeldatavalt umbkaudu 70% kogu uni-
versumi energiatihedusest, samas kui nidhtav aine moodustab vaid ligikaudu 5% [15]]. Millest

koosneb aga iilejadnud 25%? Astronoom Jan Oort postuleeris 1932. aastal, et Linnutee Galakti-



ka peab koosnema rohkemast, kui lihtsalt planeetidest ning tihtedest [[16], kuna galaktika &dérel
asetsevad tihed liiguvad timber galaktika keskme kiiremini, kui peaks olema vdimalik, ilma
et nad galaktikast vilja paiskuksid. See tdhendas, et galaktikas peab olema rohkem mateeriat,
kui on néha. Hiljem tumeaineks tituleeritud mateeria ongi see iilejadnud 25% universumi ener-
giatihedusest, mis ka tdhti galaktikas koos hoiab. Standardmudeli aluseks olevates Friedmanni
vorrandites kirjeldab aegruumi geomeetriat kdveruse parameeter k, mis mairab, kas universumi
geomeetria on suletud, avatud voi tasane. Hetkel nditavad vaatlustulemused [[18] [15], et selle
parameetri véddrtus on £ = 0 ehk universumi geomeetria on tasane. Téaielikult ei saa vélistada
ka sfédrilise voi hiiperboolse geomeetriaga universumit, aga kédesolevas t60s on eeldatud, et
universumi geomeetria on tasane.

Kuigi kosmoloogia standardmudel on heas kooskolas vaatlusandmetega, esinevad siiski
probleemid, nagu nditeks niinimetatud tasasuse probleem ehk miks on universumi mateeria
tihedus nonda ldhedane kriitilisele tihedusele [10]? Nende probleemide lahendamiseks tuli eel-
dada, et pérast algset singulaarsusest vdljumist pidi universum eksponentsiaalselt paisuma. Seda
protsessi nimetatakse kosmoloogiliseks inflatsiooniks (vt néiteks [13]]). Inflatsiooniline paisu-
mine on realiseeritav skalaarvélja ¢ abil, mis liigub oma potentsiaali miinimumi poole ja tekitab
vajaliku eksponentsiaalse paisumise. Eksisteerib siiski hilise universumi probleeme, mida inf-
latsiooniteooria ei lahenda.

Hilise universumi kiireneva paisumise seletamiseks sobib fenomenoloogiliselt kosmoloo-
giline konstant. Kui algselt moeldi, et kosmoloogilisele konstandile vastavad vaakumi kvantf-
luktuatsioonid, siis nii see olla ei saa, sest sellisel juhul oleks universumi kiireneva paisumise
tagamiseks vajaliku energiatiheduse ja kvantviljateooriast arvutatud fluktuatsioonide energia-
tiheduse erinevus 102" korda. Seda tuntakse nn kosmoloogilise konstandi probleemina [12].
Osutub, et modifitseerides Einsteini vorrandite mateeriasektorit ja lisades sinna skalaarvilja
litkkme, on voimalik saada vaatlustega kooskodlas olev diinaamika. Seda tiitipi teooria modifikat-
siooni nimetatakse tavaliselt kvintessentsiks (vt niiteks [9]]). Kolmandaks, ja kdige radikaalse-
maks ldhenemiseks on voimalus, et Einsteini teooria tuleb asendada mone modifitseeritud gra-
vitatsiooniteooriaga. Uheks selliseks alternatiiviks on skalaar-tensor tiiiipi gravitatsiooniteoo-
ria (STG) [11]]. Seda tiilipi gravitatsiooniteoorias kirjeldab gravitatsioonilist interaktsiooni ska-
laarvili ®. Uldistatud gravitatsiooniteooria peab piirjuhul sisaldama iildrelatiivsusteooriat ning
mehanismi, mis iildisema teooria iildrelatiivsusteooriaks viiks. Nonda peavad ka STG kosmo-

loogia vorrandid piirjuhul iile minema Friedmanni vérranditeks. STG mudeleid URT piiril on



analiiiisinud L. Jirv, P. Kuus ja M. Saal [[14] ning tuletanud tingimused, mille puhul STG mudel
liheb iile URT ks.

Kosmoloogiliste mudelite vorrandites olevate parameetrite viirtused kirjeldavad universu-
mi geomeetriat ja diinaamikat. Neid viirtusi on aga vahetu modtmise kaudu keeruline méirata.
Kéesolevas t66s uurime STG vorrandeid, Friedmanni viljavorrandeid ja Hubble’i parameet-
rit erinevates mudelites. Lisaks kasutame Ia-tiilipi supernoovadest kogutud vaatlusandmeid,
et leida kosmoloogilised parameetrid, mis oleks kdige paremini kooskdlas vaatlustega, ning
vordleme tulemusi M. Saali ja A. FrantskjavitSiuse poolt leitud tulemustega artiklis [28]], kus
uuriti ka diinaamilise gravitatsioonikonstandi védrtust.

Kéesolevas to0s kasutame meetrikat (-1, +1, +1, +1). Valguskiirus ¢ on voetud tihikuliseks,

kui pole deldud teisiti.

To0 eesmdrgid:
e Teha endale piisaval méddral selgeks iildrelatiivsusteooria, kosmoloogilised mudelid ja para-
meetrid, Friedmanni vorrandid ning skalaar-tensor tiiiipi gravitatsiooniteooria;
e uurida ldhemalt standardmudelit ja selles esinevaid probleeme;
e tutvustada Friedmanni kosmoloogiat;
e tutvustada erinevaid kosmoloogilisi parameetreid;
e uurida skalaar-tensor tiilipi gravitatsiooniteooriat;
e luua programm kosmoloogiliste parameetrite hindamiseks y2-meetodil;
e kasutades kirjutatud programmi tidiendust, hinnata kosmoloogilisi tihedusparameetreid, ole-

kuparameetrit ja diinaamilisist gravitatsioonikonstanti.



2 Uldrelatiivsusteooria ja kosmoloogia standardmudel

2.1 Einsteini valjavorrandid

Einsteini iildrelatiivsusteooria (URT) kohaselt gravitatsioon realiseerub (mateeriast ja energiast
tingitud) aegruumi kdverdumise tdttu. See fundamentaalne seos mateeria ja aegruumi kdveruse
vahel on kirjeldatud Einsteini viljavorrandite kaudu. Jargnevalt tuletame need vorrandid mate-
maatiliselt, sarnaselt sellega, kuidas oli need tuletanud 1915. aastal David Hilbert [S].

Votame alustuseks Einsteini-Hilberti mojufunktsionaali

1
_ /¢_—gd4x [2_# (R—20) + L] . (1)

kus g = det(g,,) on meetrilise tensori determinant, R on Ricci skalaar, £y; on mateerjavilju
sisaldav liige ning A on kosmoloogiline konstant. Konstandis x?> = 87G on GG Newtoni gravi-
tatsioonikonstant. Integreerimispiirkond on iile kogu aegruumi.

Vihima moju printsiip védidab, et mdju varieerimisel liigub siisteem modda trajektoori, mille
korral mdju on ekstremaalne ehk mdju variatsioon on null. Seega, vihima moju printsiibist

(0S = 0) ldhtudes ning varieerides poordmeetrika kontravariantsete komponentide g jérgi,

saame:
— — 0 \4 pv g4 .
0=465 = / 5gW {2,{2 (R—2A)+ EM} ogdix =
B 1 5\/ —~ 5\/ — Ov/=9LM] ¢ oa
a / [252 ( 59“” 59“” 59“” 59“”) agH” } b

2
Kuna see vordus peab kehtima iga § g*” variatsiooni korral, siis on kandilistes sulgudes asuv osa
vordne nulliga. Seega, v/—¢ "ga libi jagades:
R 5\/__9+ R 2N 6\/—yg 5 oA _ —2Kk2 8\/— gL '
V=g dgm g =g dgr Togm =g g

Leiame niitid, millega vordub iga liige. Esimese ning kolmanda litkme jaoks on voimalik meet-

3)

rika definitsiooni variatsioon esitada kujul:

1 1
5\/—_ = —még = _5\/__g<g;wdglw) . (4)

Asendades vorrandi (4) esimesse ning kolmandasse liikkmesse, saame

R 0v— le/W
V=g 5g“” 277
20 0V=G
V=g 0g"

®)




Ricci skalaari definitsiooni (R = g"” R,,,) kasutades saame teise liikme jaoks

5R _ 5(9MVR#V) _ 5gMV /u/(;R,ul/ o
Sgmv Sgm R“”(Sgw *g Sgn Ry (6)

kus eelviimase vorduse teine tegur on tdisdiferentsiaal ning ei osale viljavorrandis, mistottu
Stokes’1 teoreemi tottu voib selle lugeda nulliks.
Neljas liige kaob idra, sest kosmoloogiline konstant ei sOltu kontravariantsetest komponenti-

dest. Viies liige on definitsiooni kohaselt vordeline energia-impulsi tensoriga:

2 0(v—9Lm) _
o \/__g 5g,uz/ - TNV : (7)

Seega, asendades vorrandid (5)), (6) ja (7) vorrandisse (3]), saame Einsteini viljavorrandid:

1
Rw/ - §gMVR + Agw/ = FU‘2T,u1/ . (8)

Kui Ricci tensor ning skalaar votta kokku iihiseks litkkmeks, saame viljavorrandite tuntud kuju,

kus Einsteini tensor G, kirjeldab aegruumi geomeetriat:
G, + Agy = 87GT),, . )

Lihtsana tunduv valem esitab tegelikkuses kuusteist vorrandit. Tensorite siimmeetriate tottu jadb

jarele neist kiimme sdltumatut vorrandit ning Bianci identsus
vVtG,, =0 (10)

lisab veel neli tdiendavat seost. Jarelejadnud kuus vorrandit on mittelineaarsed ning seetdttu

pole nende lahenditele voimalik rakendada superpositsiooni printsiipi.

2.2 Friedmanni kosmoloogia
2.2.1 Kosmoloogiline printsiip ja FLRW meetrika

Kosmoloogia standardmudel baseerub kosmoloogilisel printsiibil, mis iitleb, et piisavalt suures
mastaabis (vihemalt suurusjdrgus 100 megaparsekit) on mateeria jaotatud universumis homo-
geenselt ja isotroopselt. Homogeensus tihendab, et universum on igas ruumipunktis samasugu-
ne ning isotroopsus tdhendab, et universum on igas suunas samasugune. Kosmoloogiline print-
siip on kooskolas Friedmanni-Lemaitre’i-Robertsoni-Walkeri meetrikaga (FLRW), mis kirjel-
dab universumi geomeetriat.

Teame, et Eukleidilises geomeetrias on meetrika antud Pythagorase teoreemi iildistusena:
ds* = da* + dy* + d2? (11)
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kus ds? on infinitesimaalne kaugus kahe ruumipunkti vahel. Kuigi ka FLRW meetrika iildkuju
on kiill tuletatav ruumi homogeensusest ning isotroopsusest, tuleb valemisse (IT]) lisada kolm
tdiendust. Esiteks, URT’s tuleb aega ja ruumi vaadelda iihtse aegruumina. Teiseks, kuna univer-
sum ei ole staatiline, siis tuleb sisse tuua mastaabikordaja a(t). See suurus on kosmoloogilise aja
t funktsioon, mis kirjeldab kahe ruumipunkti suhtelise kauguse muutumist ajas ning on pikkuse
dimensiooniga. Lisaks v3ib ruum olla kdver, mida iseloomustatakse suurusega k& = {0, =1},
mis on tuntud kui kdveruse parameeter. Seega sfdirilistes koordinaatides on FLRW meetrika

esitatud jargnevalt:
dr?
1 — kr?

Suurus r on koordinaadisiisteemiga kaasasliikuv radiaalkoordinaat.

ds® = —dt* + a(t)?

+ 7% (df® + sin®*(0)d¢?) | . (12)

2.2.2 Aegruumi geomeetria

FLRW meetrika valemis olev kdverusparameeter & méédrab dra universumi ruumigeo-
meetria. Kirjeldame jirgnevalt kdverusparameetri kahe-dimensionaalsed juhud, kuigi tegelikult
aegruum on nelja-dimensionaalne.

Kui k = +1, siis on tegu sfidrilise geomeetriaga. See tihendaks, et kui universumit kujutada
ette justkui sfddri, mille pinnale joonestada kolmnurk, siis selle kolmnurga sisenurkade summa
oleks suurem kui 180°. Uhtlasi tdhendaks k positiivne vadrtus seda, et kui hakata iihes suunas
litkuma, siis joutakse 10puks tagasi samasse punkti, kust alustati. Seega, universum oleks 16pliku
suurusega.

Kui £ = —1 oleks universumil hiiperboolne geomeetria. Sellisel juhul oleks universum
justkui sadul, mille peale kolmnurka joonestades tuleks kolmnurga sisenurkade summa viiksem
kui 180° ning universum oleks 1dpmatult suur, kuna paralleelsed jooned ei ristuks omavahel
kunagi.

Universum oleks aga tasane ehk Eukleidilise geomeetriaga (joonestatud kolmnurga nurgad
annaksid kokku 180°), juhul kui £ = 0. Ka sel puhul tdhendaks see, et universum on 16pmatult

suur.

2.2.3 Friedmanni vorrandid

Kuigi kosmoloogia pohivorrandite tdieliku tuletamise jaoks on tarvis Einsteini viljavorrandeid
ning FLRW meetrikat, nditame siin iihe vOrrandi tuletuskdigu ldhtudes Netwoni mehaanikast,

mis on esitatud raamatus [6]].



Votame iihtlase paisuva keskkonna, milles asuvad vaatleja ning vaatlejast kaugusel r punkt-
mass m. Seega vaatleja iimber asuva sfdédri mass, raadiusega r, avaldub kui M = 4—”:?, kus p
on energiatihedus. Gravitatsiooniline vastastikmdju avaldub jirgnevalt:

_ GMm

r2

F

(13)

Sellest saame leida osakese gravitatsioonilise potentsiaalse energia, kus asendame sfaédri massi:

<o o GM 4 Gmpr?
U:—/.ﬂm:— m_ _Immer (14)
. r 3
Osakese kineetiline energia on
-2
T:@?. (15)

Siin on punktiga tdhistatud ajalist tuletist. Energia jadvuse seadusest saame osakese koguener-

giaks jargneva konstandi:

mi?  4rGmpr?

2 3

E=T+U= (16)

Kuna universum on homogeenne, siis voib laiendada valemit (16) igale kahe osakesega
siisteemile. Seega voib iile minna kaasasliikuvate koordinaatide koordinaadisiisteemile, millega

on antud osakeste vaheline tegelik kaugus 7" ning algne fikseeritud kaugus "
r=a(t)r. (17)

Siin a(t) on peatiikis (2.2.1) juba mainitud mastaabikordaja, mis kirjeldab kahe ruumipunkti
suhtelise kauguse muutumist ajas.

Koguenergia on seega
ma?x®  ArGmpa*a?

E = . 18
5 3 (18)
Korrutades mdlemat poolt ﬁ’ ga, valides k = —% ning meenutades peatiikist ll et

k% = 87 @G, saame iihe Friedmanni vorrandi:

. 2 2
k
H? = @y _Ep_ K 19
() 3~ (19)

kus H = % on Hubble’i parameeter.

Teise vorrandi saamiseks kasutame Einsteini viljavorrandeid (8). Standardmudelis
késitletakse mateeriat kui ideaalset vedelikku ning selle energia-impulsi tensor on avaldatav
kujul:

T = (p+P)UU, + Pguv (20)

8



kus p on energiatihedus, p on rohk ja U, on nelikiirus. Kasutades ka eeldust, et aegruumi geo-
meetria on kirjeldatav FLRW meetrikaga, saame kosmoloogia pShivorrandid koos kosmoloogi-

lise konstandiga jdrgnevad:

Y& k A
H? — 3p—@+§, Q1)
. 4nG(p+3p) A
H+H2:—w+§. (22)

Vérrandit (21) nimetatakse Friedmanni seosevorrandiks ning vorrandit (22) diinaamiliseks
vOrrandiks vOi Friedmanni kiirendusvorrandiks. Diferentseerides esimest vorrandit, et saada

H ja asendades selle ning H? teise vorrandisse, saame pidevuse vorrandi
p+3H (p+p)=0. (23)

See on iihtlasi ka energia jaavuse seadus.

2.2.4 Hubble’i parameeter

Hubble’i parameeter H = g kirjeldab aegruumi paisumise kiirust. Eksperimentaalselt on seda
voimalik modta, mdotes objekti poolt kiiratud valguse punanihet. Punanihe on seotud mastaa-

bikordajaga vastavalt vorrandile

1+z=i\—k= alte) 24)

kus z kirjeldab punanihet, \; ja \,, on vastavalt kiiratud ning mdddetud lainepikkused ning
a(ty)ja a(t,,) on vastavalt kiirguse kiirgamise ja moodetud ajahetkedel olnud mastaabikordajate
védrtused.

ESA Planck Surveyor uurimissateliidi poolt aastatel 2009 - 2015 kogutud kosmilise taust-

kiirguse andmete pohjal loetakse kidesoleval hetkel Hubble’i parameetri viirtuseks [[15]]

km

Hy=67.744+0.46 (25)

s- Mpc '

2.3 Universumi energiatihedused
2.3.1 Barotroopne olekuvorrand ja tihedusparameeter

Ideaalse vedeliku korral saame siduda rohu ning energiatiheduse barotroopse olekuvorrandiga
[20]:
w==-=—-1—— (26)



kus w on barotroopne indeks, mis on dimensioonitu suurus. Barotroopne indeks iseloomustab

erinevaid mateeria komponente. Mitterelativistliku mateeria (kosmilise tolmu) korral oleks w =
.o . .o 1 . ~ .

0, kiirguse ja neutriinode korral w = 3 ning A korral w = —1. Asendades selle vorrandisse ll

saame vOrdelise seose mastaabikordaja ning energiatiheduse vahel:
p= poa—3(w+1) ’ 27)

kus py on energiatihedus hetkel ;. Kui eeldada, et universum on tasane (k = 0), siis saame

avaldada kriitilise tiheduse:
B 3H?
- 871G

Tuleb meeles pidada, et kuna Hubble’i parameeter on funktsioon ajast, siis soltub ka kriitiline

Phr (28)

tihedus ajast. Siit saame avaldada dimensioonitu tihedusparameetri:

Qt) = ) (29)
Asendades tihedusparameetri Friedmanni vorrandisse @), saame
Q—1=Q;, (30)

kus Q) = —# on koverusele vastav tihedusparameeter. Sarnaselt on defineeritud ka kos-
moloogilise konstandi voi tumeenergia tihedusparameeter, mis on samuti ajast soltuv (kuigi

kosmoloogiline konstant ei ole),
A

Oy = ——
Y P

€19

ning mateeria tihedusparameeter, mis koosneb tumeainest ({2;), bartionainest ({2;) ning relati-

vistlikust ainest (kiirgus, neutriinod), mille mdju loetakse tiihiselt viikeseks:
Q= + Q. (32)
Tihedusparameetrite vdirtused praegusel hetkel on Plancki mootmisandmetel jargnevad [15]):

Q4 = 0.6911 £ 0.0062 ,

(33)
Qnr = 0.3089 £ 0.062 .
Koverusele vastav tihedusparameetri vairtus €2, on ldhedane nullile.
Parametriseerides olekuvorrandi kui
w(z) = wo + wi[z/(1 + 2)] (34)

10



ning kasutades kosmoloogilise punanihke ja mastaabikordaja vahelist seost (24)), saab Fried-

manni seosevorrandi (21)) kirjutada kujul

Hz) = Hﬂ\/ T e e R R P
(35)

Erinevaid parametriseeringuid uurime lahemalt peatiikis (5.2.1).

2.3.2 Universumi vanus

Kui eeldada, et universum on paisunud Suurest Paugust alates, siis on voimalik arvutada vilja
universumi vanus, kasutades mastaabikordajat ning tihedusparameetreid. Kirjutame Friedmanni
vorrandid kujul

a* = Hi (Quoa™" + Qoa”) . (36)

Lahendades vorrandi mastaabikordaja a(t) suhtes:

a(t) = <%?{/\\42 (cosh {\/QH(%QA,O (t— ts)] — 1)) ! , (37)

kus ¢, on ajahetk, millal mastaabikordaja viirtus on null ehk siis niidelda universumi alghetk.

Kuna universum on tasane, siis praegusel hetkel peab mateeria- ja tumeenergia tiheduspara-
meetrite vahel kehtima seos

Qo +o=1 (38)
ja seetdttu saame iihe parameetri asendada. Arvestades, et praegusel hetkel mastaabikordaja

a(t) = 1, siis saame avaldada universumi vanuse jaoks:

1 0
T=ty—t,=———cosh™" (2 A0 1) . (39)

o 3HO\/QA,O 1_QA,O
2.3.3 Kosmoloogilised kaugused

Suuri kaugusi on voimalik kindlaks méiédrata, mootes tihtedelt meieni joudva valguse heledusi
ja lainepikkusi. Tédhtedelt meile joudvat heledust nimetatakse nédivaks heleduseks, mis avaldub

toelise heleduse L ning omakauguse dy kaudu jiargnevalt:

L
l=——= 40
prcd (40)
kus omakaugus on arvutatav
" dr
dp =a —_— 41
0 = do /0 e (41)
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Siin ay on mastaabikordaja hetkel ¢y,  on objekti kaugus ning k& ruumi kdverus. Sidudes selle
Friedmanni seosevorranditega (21)) ja (22)) ning vorrandiga (35)), on voimalik avaldada heledus-
kaugus:

d(2) = 142 [ | kq OZ dz'

_ — 42
oI (42)

H(z)’
kus H (z) on antud valemiga (35)) ning

p

sin(y/|Qx])z,  kui Q < 0;
K VI] =< s, Kui Oy = 0 43)

sinh(\/ |Qk|)l’, kui Qk >0.

\
Juhul kui universumi geomeetria on tasane, ehk siis {2, = 0, saame heleduskauguse valemit

lihtsustada:

14z dz

(44)

See seos heleduskauguse jaoks on aluseks kosmoloogiliste parameetrite hindamisel. Astronoo-
mias kasutatakse heleduskaugust defineerimaks kaugusmoodulit j;;, = m — M abil, kus m on

ndiline tdihesuurus ning M on tdeline tdhesuurus:
pep, =m — M = 5logy(d) — 5, (45)

kus d;, on antud parsekites.

2.4 Standardmudeli probleemid

Uldrelatiivsusteooria on heas kooskdlas vaatlusandmetega, kuid siiski esinevad probleemid,
mistottu uurime kéesolevas to0s ka alternatiivset mudelit peatiikis (). Siinkohal toome vilja
mone tdhtsama standardmudelis esineva probleemi (kdigi jargnevate varajase universumi prob-

leemide detailsed kirjeldused on olemas artiklis [10]):

2.4.1 Varajase universumi probleemid

Jargnevad probleemid on seotud varajase universumiga. Enamus neist on lahendatud inflatsioo-
niteooriaga, mis kirjeldab universumi eksponentsiaalset paisumist 1073 kuni 10732 sekundit

parast Suurt Pauku [13]. Inflatsiooniline paisumine on realiseeritav skalaarvilja ¢ abil, mis
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liigub oma potentsiaali miinimumi poole ja tekitab vajaliku eksponentsiaalse paisumise.

e Horisondi probleem

Kosmilisest taustkiirgusest ilmneb, et universum on suurtel modtmetel homogeenne ja isot-
roopne. Taustkiirguse temperatuur erineb universumi eri kohtades vaid kuni 10~5-kordselt. See
el tohiks olla aga vdimalik, kuna rekombinatsiooni ajastul, kui universum muutus kiirgusele
labipaistvaks, polnud nédhtava universumi kauged punktid pohjuslikult seotud. Seega ei tohiks
universumi eri otstes asuvad kiirgused omada niivord sarnaseid temperatuure, kuid ometi see

nii on.

o Suuremootmeliste struktuuride probleem

Vastupidiselt horisondi probleemile on probleemiks ka universumis valitsev anisotroopia.
Kuidas on homogeenses universumis formeerunud galaktikad ning galaktikate klastrid, mis
on lausa suurusjargus 100Mpc? See eeldaks, et universumi alguses olid siiski mingi kor-

rapiratused. Uks lahendus probleemile on tumeaine, millest ka kiesolevas toos juttu tuleb.

e Tasasuse probleem

Tasasuse probleemis on tegu niidelda tdppishddlestusega. Peatiikis kirjeldasime aegruu-
mi geomeetriat, kus nidgime, et tasase ruumi korral £ = 0. Kui eeldada, et universum on
praegusel hetkel tasane vOi peaaegu tasane, siis peaks kOverusele vastav tihedusparameeter
olema vahemikus —107%° < €, < 107%. Nii tasasuse kui ka horisondi probleemile pakub

lahenduse inflatsiooniteooria, kuid selle tdpset mehhanismi kidesolevas toos ei kirjelda.

e Monopoolide probleem

Varajase universumi paisumisfaasi kirjeldatakse elementaarosakeste teooria raames. Universu-
mi paisudes temperatuur alaneb, osakesed liituvad ning mateeria energiatihedus hakkab do-
mineerima kiirgusliku energiatiheduse iile. Teoreetiliselt oleks selles faasis pidanud tekkima
ka stabiilsed massiivsed magnetilised monopoolid. Need monopoolid peaksid olema siilinud

tdnapdevani, kuid siiani pole neid eksperimentaalselt veel avastatud.
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2.4.2 Hilise universumi probleemid

Jargnevalt kirjeldame kahte hilise voi praeguse universumiga seotud probleemi. Neile voib iihe

olulise voimalusena lahendeid otsida alternatiivsetest gravitatsiooniteooriatest.

e Kosmoloogilise konstandi probleem [6]

Kosmoloogilist konstanti samastatakse vaakumi energiatihedusega ehk kvantfiilisika jirgi
kvantfluktuatsioonidest tingitud energiatihedusega. Probleem on aga selles, et osakestefiiiisika
teooriate jirgi peaks kosmoloogiline konstant olema 10'?° suurusjirku suurem kosmoloo-
gilistest mootmistest leitud védrtusest. Probleemi iiks vOimalik lahend oleks modifitseerida
Einsteini vorrandite mateeriasektorit, lisades sinna skalaarvélja liikme. Sellist tiilipi teooria
modifikatsiooni tuntakse kui kvintessents, mille kohaselt kosmoloogiline konstant ei ole kons-
tant, vaid aeglaselt varieeruv. Sellisel juhul peab aga leiduma mehhanism, mis viib olukorrani,

kus fluktuatsioonid energiatihedusse panust ei anna.

e Kokkusattumuse probleem [|19]
Universumi algfaasis domineeris kiirguslik energiatihedus ning seejdrel hakkas domineerima
mateeria energiatihedus. Huvitav on aga see, et just praegusel ajal hakkab domineerima kosmo-

loogilise konstandi energiatihedus. Miks praegune hetk on oluline, ei osata veel vastata.
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3 Tumeaine ja tumeenergia

3.1 Tumeaine

Juba 1932. aastal postuleeris Jan Oort, et Linnutee Galaktika peab koosnema rohkemast kui liht-
salt tihtedest [16]. Kepleri seaduse kohaselt peab tsentrifugaalkiirendus olema kompenseeritud

gravitatsioonilise tdmbejouga, muidu lendaksid galaktikate ddrmised tdhed galaktikast eemale.

See on avaldatav valemiga
v?  GM(R)
— = 46
R Rz 7 (46)

kus v on tdhe kiirus, R on kaugus galaktika tsentrist, M (R) on galaktika mass, mis jddb vastava

raadiuse sisse, ning G on Newtoni gravitatsiooniline konstant. Avaldame kiiruse:

GM(R)

R (47)

v =

Eeldades, et suurtel vahemaadel jddb galaktika mass umbes konstantseks, saame tidhe kiiruse
ruutjuursodltuvuse tihe kaugusest galaktika keskmest. Seega tuli see iillatusena, kui Oort avastas,
et galaktika &dértel olevad tdhed liiguvad kolm korda kiiremini kui peaks olema voimalik, mis

tdhendas, et galaktikas peab olema kiimme korda rohkemat mateeriat, kui on néha.

200 4

L

vikm s 1y

0 10 20 )
R (kpc)

Joonis 1. Tihtede kiirused galaktikas. a) mdddetud kiirused b) ennustatud kiirused [[17]]

Lisaks ei ole voimalik, et nidhtav bartionaine hoiaks koos galaktikate klastreid voi isegi
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suuremaid struktuure. Eespool, peatiikis (2.3.1), oli toodud vilja mateeria tihedusparameeter
Q= Qp + € = 0.3089. Samade Plancki andmete pohjal on bariionilise aine tihedusparamee-
ter |15

Q, = 0.04861 4+ 0.00014 (48)

ning tumeaine tithedusparameeter
2, = 0.25973 £ 0.0010 . (49)

Siit ndeme, et tumeaine tihedus on bariionilisest aine tihedusest iile viie korra suurem.

3.1.1 Kiilm tumeaine

Kuid millest koosneb tumeaine? Uheks kandidaadiks on nn kiilm tumeaine (ingl. k1 Cold dark
matter - CDM). Selline tumeaine koosneks osakestest, mis liiguksid aeglaselt vorreldes relati-
vistlike osakestega ning mis interakteeruksid norgalt elektromagnetilise kiirgusega. Jargnevad

selles alapeatiikis kirjeldatavad osakesed on selle to6 kirjutamise hetkel veel vaid hiipoteetilised.

o Uks selline osake oleks aksion, mis on kerge (suurusjirgus 10~% kuni 10=2 eV [17]) pseu-
doskalaarne boson. Aksioni eeliseks oleks kooskdla CP-siimmeetriaga kvantkromodiinaamikas.
CP-stimmeetria jiargi on osakesele mojuvad fiiiisikaseadused samad ka selle osakese anti-
osakese jaoks ning anti-osakese ruumikoordinaadid on vahepealse telje suhtes peegeldatud.

e Teine voimalus on MACHO’d (ingl. kl Massive Compact Halo Objects), mis on suured
astronoomilised kehad, nagu mustad augud, neutrontihed, valged kiddbused voi muud tumedad
taevakehad. Kuna MACHO’d on suure kiilgetdombejouga ning raskesti ndhtavad, siis on nad iiks
kandidaat tumeainele.

e Kolmas, ildiselt kdige tdendolisemaks peetav variant on WIMP’d (ingl. kI Weak-
ly Interacting Massive Particles) ehk norgalt interakteeruvad massiivsed osakesed. WIMP
oleks jddnuk varajasest universumist, kui koik osakesed olid soojuslikus tasakaalus. Vara-
jase universumi korgetel temperatuuridel toimus koigi osake-antiosake paaride vahel anni-
hileerumisi ning osakeste arv langes eksponentsiaalselt. Osakeste interakteerumise ristldige
médrab aga dra osakeste minimaalse tiheduse, kus veel annihileerumisi toimub ja teooria jirgi
on WIMP’] viiksem interakteerumise ristloige kui bariionaine osakestel. Seetottu 16ppesid
tumeaine-antitumeaine vahelised interaktsioonid enne bariionainet ning seega jdi tumeaine ti-

hedus korgemaks bariionaine tihedusest.
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Kiilm tumeaine on ka eelduseks ACDM mudelile, mida loetakse tihtipeale kosmoloogia

standardmudeliks.

3.1.2 Leige ja kuum tumeaine

Kuum tumeaine koosneks ultrarelativistlikul kiirusel liikuvatest osakestest. Uks niide oleks
neutriinod, mis moodustaksid tumeaine, kuna neid on raske detekteerida. Siiski, neutriinode
hulk universumis on liiga viike, et need saaks moodustada tumeaineks vajaliku tiheduse.
Leige tumeaine on osakeste kiiruste mottes kuuma ning kiilma tumeaine vahepealne. See
koosneks steriilsetest neutriinodest ning gravitonide supersiimmeetrilistest partneritest gravitii-
nodest. Kuid ka see teooria on ebatdendoline, sest iildiselt nende osakeste asemel moodustuvad

WIMP’d.

3.2 Tumeenergia

Nihtav ehk bariionaine moodustab umbes 5% universumi energiatihedusest, tumeaine umbes
26% ning kiirgus moodustab tiihiselt viikese osa. Ulejiinud kaks kolmandiku energiatihedusest
peaks aga ACDM mudeli kohaselt olema kvantfluktsuatsioonidest tingitud energia ehk vaakumi
energia. See energia oleks jaotatud iihtlaselt iile universumi ning energia-mateeria ekvivalentsist

saab jdreldada, et tumeenergial on ka gravitatsiooniline moju.

3.2.1 Kosmoloogiline konstant, kvintessents ja fantoomenergia

Peatiikist (2.3.1)) ndeme, et kosmoloogilisele konstandile vastava barotroopse indeksi korral

(w;e = —1) on tumeenergial negatiivne rohk ja see kiirendab universumi paisumist:
P 20
Wye=—-=—1—— = =—p. 50
e = Ve p P (50)

Hubble’i parameetriga liige kaob ira, sest kosmoloogiline konstant on ajas muutumatu, seega
H=0.
Kuid juhul, kui tumeenergia on diinaamiline ehk ajas muutuv, saab rohu ja tiheduse avaldada

skalaarvélja ¢ kaudu [21]:

p=50"=V(9), (51)
p= 38+ V(9) (52)
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kus V'(¢) on skalaarviljast sdltuv potentsiaal. Barotroopne indeks avaldub, kui

102 —V(¢)

Fv *

Wie =

Sellist tumeenergiat, mille korral <b < V(¢), kutsutakse kvintessentsiks. Ndeme, et sellisel juhul
peab kehtima w,, > —1. Selleks, et saada w;. < —1 ehk fantoomenergiat on voimalik muuta
skalaarvilja mojufunktsionaali ndnda [22], et barotroopne indeks avaldub kujul
30° +V(9)
307 = V(9)

Sellisel juhul universumi energiatihedus kasvaks ajas, mis viiks Suure Rebendini.

(54)

Wie =

3.3 Rebendid

Kuni tumeenergia on domineeriv energialiik universumis, jitkab universum paisumist. Paisu-
mise tottu mojuks mingist massiga m struktuurist kaugusel [ olevale vaatlejale inertsiaalne joud
(23]
F,, = mlg =ml (H + H2> . (55)

Kui kaks osakest on seotud jouga F{y, mis on vidiksem kui Fj},, siis nende vaheline seos katkeb.
Seda protsessi, kui seotud siisteemid lagunevad, nimetatakae kosmiliseks rebendiks. Selleks, et
universumi paisudes selline lagunemine tekiks, ei tohi energiatihedus ajas viheneda.

Juhtu, kui Hubble’i parameeter H(t) = konst teame juba kosmoloogilise konstandi stse-
naariumina, kuid see on tuntud ka kui de Sitteri mudel. Kui aga Hubble’i parameeter kasvab
ajas monotoonselt, siis on vdoimalikud erinevad rebendid [24]:

eSuur rebend, mille korral kdik seotud struktuurid, kaasa arvatud aegruum, rebenevad
H(t) 500, t—ts<o0. (56)
eViike rebend, mille korral seotud struktuurid rebenevad, kuid aegruum jaéb alles
H(t) - o0, t—o00. (57)

ePsecudorebend, mille korral teatud seotud struktuurid rebenevad, olenevalt mudeli inert-

siaaljoust (53]
H(t) = Hpoe <00, t— 0. (58)
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Kui Hubble’i parameeter ei kasva monotoonselt, siis jddvad suur ning viike rebend samasu-
guseks, kuid pseudorebendit peaks tdpsemalt analiilisima. Singulaarsuses 10pevaid rebendeid

(t — t5) on voimalik klassifitseerida ka vastavalt universumi tiheduse ja rohu arengule [25]]:

[tilip a— o0, p— o0 |p| = 0,

Mtitip a—as p—ps |p| = 0,

Ol titp a—as p— 00 |p| — 0,

IVtiip a —»as p—0 |p|—0.
Siin as ja ps on vastavalt mastaabikordaja ning tiheduse maksimaalsed viirtused singulaar-
suses. Kuigi I tiitipi kutsutakse ”suureks rebendiks”, sisaldab eespool kirjeldatud rebend (56))
koiki nelja juhtumit. II tiiiipi singulaarsust kutsutakse “dkiliseks rebendiks. Kuna iildjuhul on

analiiiitilised vorrandid suuruste a, p ja p jaoks Friedmanni vorrandites (21) ja raskesti

avaldatavad, siis on otsetarbekam kasutada definitsiooni (56)).
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4 Skalaar-tensor tiiiipi gravitatsiooniteooria (STG)

4.1 Mojufunktsionaal ja konformne teisendus

Skalaar-tensor tiilipi teooriad kasutavad nii skalaar- kui tensorvilja gravitatsioonilise interakt-
siooni kirjeldamiseks. Uldine skalaar-tensor tiiiipi mdjufunktsionaal on kirjutatav kujul [27]

1

S = / dizy/—g {2—;4@)3 — 5[5(c1>)(vq>)2 —V(®)| + S [P g, ] . (59)

Siin on sarnaselt Einsteini-Hilberti mojufunktsionaalile Ricci skalaar R, g on meetrilise
tensori determinant ja x* = 87G. A, B,V ja o on skalaarviiljast sdltuvad vabad funktsioonid.
Teine liige S,, kirjeldab mateeria mdju.

Meetrikale g,,, on vdimalik teha konformne teisendus, millel oleks kaks funktsionaalset

vabadusastet. Defineerides uue meetrika ja skalaarvilja

o= f(2), ©0)
— 27(®) 5
Juv = € Guv
mingite funktsioonide v ja f jaoks, saab mojufunktsionaali timber Kirjutada:
1 R _ o
S = / diey/—g {@A@)R — 5zs’(<1>)(v<1>)2 — V(@)} + S [eh@guy,wm . (6])

Teisendusel muutuvad aja- ja ruumisarnaste vektorite pikkused, kuid valgusesarnased vektorid
jddavad muutumatuks.

Skalaar-tensor teooriates on voimalik mojufunktsionaal viia sellisele kanoonilisele kujule,
et alles jiib vaid kaks vaba funktsiooni. Uks selline valik on kirjeldatud niinimetatud Jordani
raamiga, kus o = 0 ja B = 1; A(®) ning V' (P) on vabad funktsioonid. Jordani raamis liiguvad
vabalt langevad osakesed mooda geodeetilisi jooni. Teine valik on Einsteini raam, kus A = 1 ja

B =1.

4.2 Brans’i-Dicke’i gravitatsiooniteooria

Kui tumeenergia energiatihedus on diinaamiline, siis on tarvis Einsteini gravitatsiooniteooriat
tdiendada. Uks vdimalus on kasutada 1961. aastal Robert H. Dicke’i ja Carl H. Brans’i poolt
[26] vilja pakutud nn Brans-Dicke gravitatisooniteooriat. See teooria kasutab gravitatsiooni kir-
jeldamiseks peale energia-impulsi tensori 7}, ka skalaarvilja W. Lisaks erineb Brans’i-Dicke’i
mdjufunktsionaal URT méjufunktsionaalist (1)) selle poolest, et Ricci skalaar R on seotud ska-

laarviljaga ning potentsiaal V' (®) on piirjuht V(®) — 1. Samuti on kineetilise liikme ette
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lisatud skalaarvéli ning parameeter wpp, mida saab iildistada skalaarviljast soltuvaks funkt-

siooniks w(®). STG mdjufunktsionaal Jordani raamis on [2§]]

B 1
K2

S /d4:1:\/—_g [\I!R(g) — @V”\PV,}I} — 262V (9) | + S [9urs Xom) (62)

kus w(V) nimetatakse skalaarvilja seosefunktsiooniks ja V' (¥) > 0 on skalaarvilja potentsiaal.
Tuleb tihele panna, et konstant x? pole enam sama, mis Einsteini-Hilberti mdjufunktsionaalis
(1), kuna gravitatsioonikonstant on asendatud diinaamilise skalaarviljaga ning réddgitakse efek-
tiivsest gravitatsioonikonstandist %2 Selleks, et gravitatsioonikonstant oleks positiivne, eeldame
v > 0.

Viljavorrandid saab tuletada varieerides mdjufunktsionaali (62) meetrika jargi [29]:

K2 w(U 1 1 K2
GW = ETMV + % (VM\I’VV\I’ — EQMVVQ\IIVQ\I/) + E(VMVV\IJ — gWD\I/) — ng(\lf) .
(63)

Varieerides mojufunktsionaali (62)) skalaarvilja U jirgi, saame skalaarvilja vorrandi avaldada

kujul

R AV (D) 1 dw(D)
o= 2w(W) + 3 [T+2 (q’ dv QV(\IJ))] C2w(D)+3 4P VIRV, (64)

kus 7' = T),, on energia-impulsi tensori jilg.

4.3 STG Viljavorrandid

Kisitledes mateeriat ideaalse barotroopse vedeliku ldhenduses ja eeldades, et universum on ta-
sane (k = 0) saab FLRW meetrikat kasutades mojufunktsionaalist tuletada véljavorrandid
[28]]:

T 192 K2p  KEV(U
H=—H- + > AR ALAS.L
‘I’+6\I/2 (\I[)+‘Il3+\11 3 (63)
. T 192 A K>
2 - = - -
2H +3H* = 2H\1/ 2\Iﬂcu(\lf) 7ot \IIV(\I/) ; (66)
. : 1 dw(9) ., K2
U =-3HV - — 1 -3
2wy 3 av U T oy st WP -
22 4V (W)
— | 2V(¥) — U
o) 1 3 < W) =¥=0y )
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4.4 Tumeenergia Jordani raamis

Kuna Jordani raamis mojufunktsionaali mateeria osa ei olene skalaarvéljast @, siis kehtib ma-

teeria jaoks energia jadvuse seadus (23)):
Pm + 3H (pm + pm) =0 (68)

Tumeenergia tiheduse p;. ja rohu p;. saab aga defineerida jiargnevalt (tuletuskdigu jaoks vaata

[30], [31]):

3 .2 )
Pte:?<_H\Ij+6_\I,w_H(\D_\PU)>+V7 (69)
3 (2 . W2 U 2 .
= ZHY o+ — — SH+H*) (-, | -V 70
Dt 3 (3 +6\ij+3+(3 + ) ( 0)) 4 (70)

Siin ¥ on skalaarvilja véirtus praegusel hetkel ¢,. Sarnaselt Friedmanni vorranditele (21)),
on vdimalik timber kirjutada seosevorrand (63)) ja diinaamiline vorrand (66)) [28]:

2
2 K

H = —(pm e) s 71
3(1)()(0 + Pre) (71
. K2
2H + 3H2 = _\Il_(pm +pte) . (72)
0

Kasutades tumeenergia tiheduse ja rohu vorrandeid (69), (70) saame avaldada tumeenergia

jddvuse sarnaselt eespool ndidatud mateeria jadvusele (68]):

pm + 3H (p + p) = 0. (73)
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S Ia-tiilipi supernoovade vaatlustulemuste analiiiis

5.1 Ia-tiilipi supernoovad, heleduskaugus ja kaugusmoodul

Arvatakse, et la-tiilipi supernoova elutsiikkel algab iildiselt aeglaselt keerleva valge kéddbusena
kaksiktihesiisteemis [32]. Umber teise tihe tiireldes kogub valge kiiibus tihelt massi, kuni saa-
vutab Chandrasekhari massi ehk umbes 1.38 Pidikese massi. Sellise massi juures kukub val-
ge kidbus iseenda gravitatsiooni mojul kokku ning suurenenud tiheduse ja rdohu mojul tduseb
temperatuur tuumas niivord palju, et hakkavad aset leidma termotuumareaktsioonid, mille ta-
garjirjel tiht plahvatab la-tiilipi supernoovana.

Kuna see protsess toimub vaid kindla massi juures, siis selle tottu on la-tiilipi super-
noovadel karakteristlik heleduskover, mille pédrast on neid kosmoloogias hea kasutada “stan-
dardkiiiinaldena”. Nende absoluutne heledus maksimumis on iipris konstante. Lisaks on la-
tiilipi supernoovad piisavalt heledad, mistdttu on neid néha ka kaugetes galaktikates.

Alates 1990. aastatest on tehtud méarkimisvairsel arvul Ia-tiiiipi supernoovade vaatlusi ning
moddetud nende punanihkeid. Punanihet kasutades on meil voimalik arvutada kaugusmoodu-
leid ja heleduskaugusi, mille abil hinnata universumi paisumise diinaamikat. Vorreldes vaatlus-
test kogutud tulemusi teooriaga, on vdoimalik hinnata ka erinevate kosmoloogiliste parameetrite

vadrtusi.

5.2 Hindamisprogrammi Kirjeldus

Kéesolevas to6s kasutame kosmoloogiliste parameetrite hindamiseks Jacob Moldenhauer’i,
Keenan Stone’i, Zeke Shuler’i ja Larry Engelhardt’i poolt kirjutatud vabavaralist programmi
EJS Fitting Cosmological Data Launcher [34]. Programmi lihtekoodi on modifitseeritud ja
tdiendatud vastavalt vajadustele.

Lahtekoodi on lisatud erinevad dimensioonitu Hubble’i parameetri arvutamise valemid ning
diinaamilise gravitatsioonikonstandi parametriseerimine. Veel on lisatud y? funktsiooni vajali-
kud for-loop’id, et programm arvutaks automaatselt y? etteantud vahemikus parameetrite jaoks.
Lisas (vt allpool) on kirjas koodiosad, mis on lisatud nimetatud programmi iseseisvalt. Kasu-
tatud on Union 2.1 supernoovade andmeid (kittesaadavad Supernova Cosmology Project vee-
bilehekiiljelt [39]), et hinnata universumi energiatihedust, barotroopset indeksit ja efektiivset
gravitatsioonikonstanti.

Matemaatilises statistikas on voimalik kasutada XQ—testi toovahendina, et vaatlusandmeid
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kasutades leida minimaalsele x*’le vastavad parameetrid. Kui 11,55 (z) on supernoovade vaatlus-
test saadud kaugusmoodul ja j141,(2) on teoreetiline kaugusmoodul, siis y? avaldub jirgnevalt:
N 2
2 [:uth(zl) - Mobs(zi)}
= 74
=) o ) (74)

=1 g

kus o; on vaatlusandmete koguviga. Teoreetiline kaugusmoodul on peatiikis (2.3.3)) antud va-
lemi @ tdpsem versioon, kus voetakse arvesse, et Chandrasekhari mass soltub efektiivsest

gravitatsioonikonstandist G :

15 Geps(2)

pun(2) = 5logy[Dr(2)] + po + 1 logy (75)

Gerro
Siin Dy, = % on Hubble’i heleduskaugus ning avaldub dimensioonitu Hubble’i parameetri

E(z) kaudu ndnda:

Dp(z)=(1+42) /OZ H]E[;)/)dz’ =(1+2) /OZ E(lz/)dzl _ (76)

Glefy0 on gravitatsioonikonstant, kui punanihe z = 0. Efektiivse gravitatsioonikonstandina ka-

sutame M. Saali ja A. FrantskjavitSiuse poolt vélja pakutud avaldist [28]], mis on inspireeritud

Li-Zangi tumeenergia parametriseeringust [33]]:

Gerr(2) = Gesro [1 — Gy sin <§1—7T2 In(1 + z))} . (77)

Lisaparameeter

fo = —dlogq h +42.38 , (78)

kus h = Hy/100 ’j\T on soOltumatu vaatluspunktidest. Tdpsema tuletuskdigu lisaparameetrile
s-Mpc
leiab Nesseris’e ja Perivolaropoulos’e artiklist [33]].
Kuna 1o on sdltumatu vaatlusandmetest, siis on vdimalik y? minimiseerida /.o suhtes rittaa-
rendust kasutades [33]]:

X2 =A—2uB + u2C (79)
kus

[,uobs(zi) - Mth(zi; Ho = O)]Q
B )

]
-

i=1 g
N .

B Z Jobs (%) — /L:;(zi7 fto = 0) 7 (80)
z]:Vl 1

.
Il
—
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Valemil on iy = B/C' jaoks miinimum kohal

. B?
X%:A—ZT. (81)

Seega y? minimiseerimise asemel vdime minimiseerida ¥?, mida kiiesolevas tods ongi tehtud.

5.2.1 Tumeenergia parametriseerimine

Tumeenergiale on voimalik valida erinevaid parametriseeringuid, olenevalt tumeenergia ole-

kuvorrandist, mis on antud iildiselt kujul
Wie = Wo + Wlf(z)u (82)

kus w( on olekuvorrandi vaba parameeter = = 0 jaoks ja w; on vaba parameeter tumeenergia
diinaamika kirjeldamiseks. Nagu juba varem rohutatud, eeldame siin, et universum on tasane

e Chevallier-Polanski-Linder’i (CPL) parametrisatsioon

Chevallier’i ja Polanski [36] ning Linderi [37] poolt vélja pakutud olekuvérrand on kujul

z
142’

Wie = W + W1 (83)
millele oleme juba Hubble’i parameetri vadrtuse leidnud valemis (35)). Programmis kasutame

aga mugavuse tottu dimensioonitut Hubble’i parameetrit (%j)), kuna H, taanduks vélja Hubb-

le’1 heleduskauguses niikuinii. Seega, CPL parametrisatsiooni korral on dimensioonitu Hubble’i

parameeter antud kujul

E(z,QM,wO,wﬂ:\/QM<1+2>3+<1—QM> <1+z>3<“““°””exp(ngf)]‘ &

Parametrisatsioon (84) tootab histi korgetel punanihetel ning on piiratud, kui z — oo, kuid

kasvab kiirelt juhul kui z — —1.

e Ma-Zhang’i I-tiitipi (MZ I) parametrisatsioon
Ma ja Zhang pakkusid vilja kaks mitte-hajuvat parametrisatsiooni [38]], millest esimese ole-

kuvorrand on
In(2 + 2)

T —1n2} . (85)

Wte:WQ+W1|:
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Néeme, et punanihke kahanedes jouame piirini w(z) — w(—1) = wo + w1 (1 — In 2). Hubble’i

parameeter on I-tiilipi parametrisatsiooni jaoks jiargnev:

E(z, QO Wo, We) = \V (1+ 2)3 + \/26W1(1 — Qur) [(1 + Z)S(HWOJFWIUJM)) X

5 (86)
+z
-3 In(2 )
x\/exp { W1 (1 —|—z) n( ~|—z)]
e Ma-Zhang’i II-tiitipi (MZ II) parametrisatsioon
[I-tiitipi parametrisatsiooni olekuvorrand avaldub kujul
in(1
Wie = Wo + W, {% _ sin(1)] . (87)

Sellisel juhul on z — —1 korral w(z) — w(—1) = wo + w;(1 — sin(1)). Hubble’i parameetri

vaartus on

E(z, Qar, wo, wi) = /s (14 2)° + \/(1 — Q) [(1 + Z)3<1+wOfwlsin<1>>} «

88
x\/exp {3W1 [Ci(l +2)—Ci(1) — <% - sin(l))” o
kus integraalne koosinus C'i(z) on
Ci(z):—/OOCOSZ,dz'zv%—lnz%—iﬂ, (89)
. 2 “— 2k(2k)!

kus v = 0.5772156649... on tuntud kui Euler-Mascheron’i konstant. Hindamisprogrammis ar-
vutame summa vélja kuni £ = 32 liikkmeni.
e Li-Zhang’i (LZ) parametrisatsioon

Li ja Zhang’i poolt vilja pakutud parametrisatsioon [335]]
Wie = Wo + wysin[AIn(1 + 2)], (90)

mis vOtab arvesse olekuvorrandi parameetri voimalikud vonkumised punanihete O ja 2 vahel.
Parameeter A médrab nende vonkumiste sageduse ning on valitud A = 37” artiklis [35]. VOrrand
(90) on piiratud punanihke -1 juures, kuid vonkesagedus kasvab 16pmatusse punanihke kasva-

des. Hubble’i parameeter on sellise parametriatsiooni korral

E(Z,QM,Wo,Wl) = QM (1+Z)3+

O

+\/(1 — Q) [(1 + z)?’(HWO)] exp [3%[(305[/1 In(1+ 2)] — 1} :
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5.3 Parameetrite hindamine ja tulemused

Tegime EJS programmiga kokku neli erinevat parameetrite hindamist, parametrisatsioonidega
CPL, MZ I, MZ 11 ja LZ. Hindamine kdib ndnda, et kdigile uuritavatele parameetritele vali-
takse mingi vahemik, milles neid hinnatakse ning samm, mille vahemikus liigutakse. Teades

parameetrite eeldatavaid viirtusi, valisin vahemikud jirgnevalt:

Qmin — 0.260, QT =0.320,
wi' = —0.950, wi'* = —1.050,
Wi = —0.100, wi"** = 0.100,
G = —0.005, G = 0.005 .
Samm oli kdigil parameetritel 0.001.

Lisas (vt allpool) on antud x? arvutamise tipne kood, kus on niiha, et kdigepealt arvutatakse
minimaalsete parameetri védrtustega koigi 580 supernoova jaoks teoreetiline kaugusmoodul,
millede abil saab x? viirtuse. Seejirel tdstetakse G| védrtust sammu vorra ning arvutatakse
x? viirtus uuesti. Nonda tegutsetakse, kuni GG; saavutab oma maksimaalse viirtuse, misjirel

laheb see miinimumi tagasi ning w; vaartust tostetakse sammu vorra. Niiviisi kdiakse 1dbi koik

voimalikud parameetrite kombinatsioonid ning leitakse viihim 2 viirtus.

Tabel 1. Parim tulemus iga parametrisatsiooni korral

Parameeter - )
Q. Wo W1 Gy XSN/V
Parametrisatsioon
CPL 0.285 | —1.011 | —0.011 | —0.002 0.9761
MZ1 0.285 | —1.009 0.005 0.002 0,9761
Mz 11 0.278 | —1.025 0.044 | —0.003 0.9761
LZ 0.285 | —1.009 0.006 | —0.003 0.9761

Tabelis tdhistab v vabadusastmete arvu, mis meie mootmiste puhul on vabade parameetrite
arv lahutatud moddetavate supernoovade arvust (v = 580 — 4 = 576). Nideme, et x*/v ~ 1,
nagu peakski tulema [41]]. Vordluseks lisame artiklis [28] saadud minimaalsele x?’le vastavate
parameetrite vadrtused. Nende tulemuste arvutamiseks kasutati stimbolarvutusprogrammi Ma-

ple.
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Tabel 2. Artiklis [28]] saadud tulemused

Parameeter - )
Qm Wo Wi Gy Xen/V
Parametrisatsioon
CPL 0.280 | —1.008 | —0.016 | 0.001 0.9761
MZ1 0.279 | —1.007 0.011 | 0.001 0,9761
MZ 11 0.281 | —1.012 0.015 | 0.001 0.9761
LZ 0.289 | —0.970 0.158 | 0.003 0.9760
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6 Arutelu

Jargnevalt arutleme saadud hindamistulemuste ja t66 jitkamise vOimaluste iile.

Tabelis 1 leitud vidirtustest ndeme, et leitud parameetrid soltusid mérgatavalt valitud tume-
energia parametriseeringust. On niha, et kolme parametriseeringu korral on GG; < 0 ehk efek-
tiivne gravitatsioonikonstant on kahanev, mis toetab universumi kiirenevat paisumist. Lisaks
ndeme, et koigil juhtudel tumeenergia olekuvorrandi parameeter wy < —1, mis vastab fantoom-
energiale. Universumi energiatihedus kasvaks ning kosmiline 16ppstsenaarium voiks olla min-
git tiitipi rebend (vt tdpsemalt peatiikk (3.3)). Tuleb aga arvesse votta mootmistulemuste suu-
ri mddramatusi (viimased kajastuksid kontuurjoonisel suurte piirkondadena parameetrite stan-
dardhilvete jaoks) ning asjaolu, et leidsime vaid minimeeritud x? viirtuse.

Nieme, et kiesolevas to0s saadud tulemused on kiill lihedased artiklis [28]] saadud tu-
lemustega, kuid siiski esinevad erinevused. Erinevused tulevad ilmselt sisse teoreetilise kau-
gusmooduli erinevatest arvutusviisidest, kuid vdivad olla pohjustatud ka erinevate programmi-
de eripiradest (y? arvutamisel kasutatakse vihemalt kiimnendasse komakohta ulatuvaid arve).
Union 2.1 andmete kohta Suzuki ef al poolt tehtud analiitisiga [40] on tulemusi raskem vorrelda,
kuna seal ei kasutatud diinaamilist gravitatsioonikonstanti, ega ka olekuparameetri selliseid pa-
rametriseeringuid. Fikseeritud w; = 0 korral olid €2, = 0.281 ja wy = —1.011 [40], mis on
siiski iipris 1dhedased ka kédesolevas to0s saadud tulemustega.

Kahjuks ei olnud t66 kirjutamise hetkel olemas uuemaid supernoovade andmeid kui Union
2.1 (publitseeritud 2011. aastal). Samas on hetkel kdimas modtmised Euroopa Kosmoseagen-
tuuri Planck’i sateliidiga, mis moddab kosmilist taustkiirgust. Nende andmete abil on voimalik
anda kosmoloogilistele parameetritele tipsemaid hinnanguid [[15]. Lisaks oleks voimalik kom-
bineerida supernoovade, kosmilise taustkiirguse ning bariionide vonkumise vaatlusandmeid,

mis vdoimaldaksid oluliselt kitsendada parameetrite varieeruvust.
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7 Kokkuvote

Kiesolevas t60s tuletasime esmalt Einsteini véljavorrandid, mille abil saime tuletada Friedman-
ni véljavorrandid. Friedmanni vorrandid méérasid Friedmanni kosmoloogia, mida hiljem ka-
sutasime kosmoloogiliste mudelite kirjeldamiseks. Lisaks uurisime Hubble’i parameetrit, mis
kirjeldab ruumi paisumist ning mida on vdimalik leida tdhtedelt meieni joudva valguse puna-
nihke kaudu. T66 esimeses osas defineerisime ka kosmoloogilised parameetrid, nagu barotroop-
ne indeks ja tihedusparameetrid. Need parameetrid méiédravad universumi diinaamika, olenevalt
kosmoloogilisest mudelist.

To0 teises osas kisitlesime tumeainet ja tumeenergiat, mis eeldatavalt moodustavad ligikau-
du 95% kogu universumi energiatihedusest. Kuni tumeenergia on domineeriv energialiik, jitkab
ACDM mudeli jargi universum kiirenevat paisumist. Kui juhtub, et energiatihedus ajas kasvab,
siis voivad tekkida kosmilised rebendid, mille klassifikatsioonidest oli antud alajaotuses juttu.

Kuigi standardmudelit kirjeldav iildrelatiivsusteooria on tehtud vaatlustega heas kooskdlas,
on siiski ka standardmudelis lahendamata probleeme, millest moned said kirjeldatud ka t66 esi-
meses osas. Seetottu otsitakse standardmudelile alternatiive, millest iihte tutvustasime kdesoleva
t00 kolmandas osas. Selleks on skalaar-tensor tiilipi gravitatsiooniteooria.

To60 viimases osas kasutame Union 2.1 poolt moddetud Ia-tiilipi supernoovade vaatlusand-
meid kosmoloogiliste parameetrite hindamiseks. Hinnatakse mateeria energiatihedust (mis on
seotud tumeenergia tihedusega), tumeenergia olekuvorrandit ning efektiivset gravitatsiooni-
konstanti. Parameetreid hinnatakse nelja erineva Hubble’i parameetri parametrisatsiooni kor-
ral. Hindamine kiib programmiga Easy Java Simulations, mida modifitseerisime minimaalse
x? leidmise jaoks, lisades ka vajalike parametriseeringute arvutamise meetodid. Arutlus saadud

tulemuste iile on toodud td6 16pus.
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8 Tanusonad

Tahan siidamest tinada koiki, kes aitasid kaasa selle t66 valmimisele. Ténan juhendajat Margus
Saali, kes suurendas minu huvi relatiivsusteooria ja kosmoloogia vastu juba erirelatiivsusteooria
kursustel ning kes aitas pithendumisega kaasa selle t60 jaoks vajalike teadmiste omandamisele.

Lisaks tdnan Andrjus FrantskjavitSiust, kes aitas kaasa hindamisprogrammi valmimisele.
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Finding cosmological density parameters and the dynamic

gravitational constant from type-Ia supernovae observations

In this paper, we first derived Einstein’s field equations, which helped us derive Friedmann’s
field equations. Friedmann’s equations were used to describe different cosmological models
through Friedmann cosmology. In addition we scrutinized the Hubble parameter, which gives
us the normalized rate of expansion for the universe. In the first part of the paper, we also defined
cosmological parameters, such as the barotropic index and density parameters. Depending on
the cosmological model, these parameters define the dynamics of the universe.

In the second part, we took a look at dark energy and dark matter, which supposedly make
up around 95% of the energy density of the universe. According to the ACDM model, the
universe will keep expanding at an accelerated rate, as long as dark energy is the dominant form
of energy. If energy density does increases, then cosmological rips (of which we also talked in
the second section) are possible.

Even though the theory of general relativity, which describes the standard model, is in good
accordance with observations, there are still unsolved problems within the standard model. So-
me of these problems are also described in the first part of this paper. Due to these problems,
alternative models are looked for, one of which we took a closer look at in the third section of
this paper. An alternative theory is the scalar-tensor gravitational theory.

The final chapter describes, how we used tpye-la supernovae data, collected by Union 2.1, to
fit cosmological parameters. Parameters being fitted include the energy density of matter (which
is dependent of dark energy’s density), the dark energy equation of state parameter and the
effective gravitational constant. Four different parametrizations were used for parametrising the
Hubble parameter. Easy Java Simulations is the program used for fitting, which we modified by
adding functions for finding the minimized x? and for necessary parametrizations. Conclusion

of results is at the end of the final section.
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Lisa

Globaalsed muutujad

double ¢ = 2.998E5;

double zmin = 0.0;

double h = H 0/100.0;

double mu_0 = 0.0;

double Omega_v = 1.0 - Omega_m;
double hc = ¢/H_0;

long[] factorials = new long[10002];

long[] sums = new long[590];

//The following variables are all defined depending on the
parametrization

double Gl, Gl_max, w0, wO_max, wa, wa_max, Omega_m, Omega_max;

Dimensioonitu Hubble’i parameetri arvautamine

public class InverseH implements Function {

// This 1s where we define the model of the Universe

double E;

public double evaluate (double x) {
/ *
//CPL
double wz = 3.0%x(1.0 + wO + wa);

double we = (-3.0*wa*x)/ (1.0 + x);

double gz = Math.pow((1.0 + x),wz)x*xMath.exp (we);

E = Math.sgrt (Omega_m*«Math.pow (1.0 + x, 3) + Omega_v*xgz);

//MZ T

double wz 3.0x(1.0 + wO + wa*x (1 — Math.log(2.0)));

double we (=3.0xwa* (x + 2.0)*Math.log(x + 2.0))/(x + 1.0);
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double gz = Math.pow((1.0 + x), wz)=*Math.exp (we);

E = Math.sqgrt (Omega_m*«Math.pow (1.0 + x, 3) + Omega_vxMath.pow (2,

6*xwa) *gz) ;

//Mz IT
double csl = 0.5772156649 + Math.log(l + x) + sums[snumber];

double cs2

0.5772156649 + Math.log(l) + sums[snumber];

double wz 3.0(1.0 + wO - wa*Math.sin(1.0));
double we = 3.0*wa* (csl — cs2 - (Math.sin(x + 1.0))/(x + 1.0) +
Math.sin(1.0));

double gz = Math.pow((1.0 + x), wz)+*Math.exp (we);

E = Math.sgrt (Omega_mxMath.pow (1.0 + x, 3) + Omega_vx*qz);

*/

//LZ

double wz = 3.0% (1.0 + wO);

double we =
((2.0/Math.PI)*wax (Math.cos ((3*Math.PI/2)*Math.log (1.0 + x)) -
1.0));

double gz = Math.pow((1.0 + x), wz)x*Math.exp (we);

E = Math.sqgrt (Omega_mxMath.pow (1.0 + x, 3) + Omega_vxJz);

return 1.0/E;

Integraalse koosinuse summaliikme arvatamine

public void factoring(int n, int k) {
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long fct = 1;

factorials[0] = 1;

for (int i = 1; i <= n; i++) {
fct = fet » i;

factorials[i] = fct;

for (snumber = 0; snumber < supernovaedataset.length; snumber++)

long sum 0;

double x

supernovaedataset [snumber] [0];

//Calculates the cosine integral series

for (int s = 1; s < k; s++) {
double top = Math.pow(-Math.pow(x, 2), s);
double bottom = 2+s*factorials([2%*s];
sum += top/bottom;

}

sums [snumber] = sum;

Teoreetilise kaugusmooduli arvautamine

public double integrate (double mu_0) {
// This is the integration routine we call for calculating the
distance modulus

Function f = new InverseH();

//Check each possible case of Curvature (Omega_k).
if (Omega_k == 0) // If curvature is zero

D L= (1.0 + z) % Integral.romberg(f, zmin, z, 1000, tol);
else{ // Otherwise

double OmegaK_root = Math.sqgrt (Math.abs (Omega_k));

if (Omega_k < 0) // If positive curvature
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D_.L = (1.0 4+ z) * (1.0 / OmegaK_root) =* Math.sinh (OmegaK_root =*
Integral.romberg(f, zmin, 2z, 1000, tol));
else // If negative curvature
D_.L = (1.0 4 z) * (1.0 / OmegaK_root) * Math.sin (OmegaK_root =*

Integral.romberg(f, zmin, z, 1000, tol));

double G_eff =1 - Gl » Math.sin((2  Math.PI % Math.log(l1.0 +

x)) /Math.log (2));

//Theoretical distance modulus

return 5.0+«Math.logl0(D_L) + mu_0 + (15/4)+Math.logl0 (G_eff);

Y2 arvutamine

public void chi_sn () {
double A;
double Bj;

double C;

double w0O_begin = w0;
double wa_begin = waj;
double omega_begin = Omega_m;

double Gl_begin = G1;

double min_chi 10000;

double best w0

0;
double best_omega = 0;

double best_Gl = 0;

double best _wa 0;

//Four loops, one for each parameter, that go through values from
min to max,

//by the step given

for (double m = Omega_m; m <= Omega_max; m += 0.001) {
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Omega_m = m;

for (double wi = w0; wi <= wO_max; wi += 0.001) {
w0 = wi;
for (double wj = wa; wj <= wa_max; wj += 0.001) {
wa = wj;

for (double G_temp = Gl; G_temp <= Gl_max; G_temp += 0.001) {
Gl = G_temp;

diffs_sn = 0.0;

A = 0;
B = 0;
C = 0;

// Again, a for loop to use the data we read

for (int 1 = 0; 1 < supernovaedataset.length; i++) {

double xx = supernovaedataset[i][0]; //redshift

double mu_obs = supernovaedataset[i][1l]; //distance modulus
double error = supernovaedataset[i][2]; //error

// Now using the redshift data points in our integration
Z = XX;
// Call the integration

double mu_th = integrate (0);

// Compare the difference between distance modulus of theory
(muth)
// and the observational distance modulus

double residual = mu_obs — mu_th;

A += Math.pow(residual, 2)/Math.pow(error, 2);
B += residual/Math.pow (error, 2);
C += 1/Math.pow(error, 2);

mu_0 = B/C;
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diffs_sn

if

min_chi =

best_w0

best_omega =

best _G1 =
best_wa =
}

_println(
_println(

Gl: "

wa =
}
w0 =
}
_println ("best
_println("best
_println("best
_println ("best
_println("best
Omega_m =

}

= A - Math.pow (B,

2)/C;

(diffs_sn < min_chi) {

diffs_sn;
w0;

m;
Gl;

wa;
"chi sg: " + diffs_sn);
"omega_m: " + m + ", wO: "

+ G1);

Gl_begin;

wa_begin;

w0_begin;

chi sg: " + min_chi);

omega_m: " + best_omega) ;
wO: " + best_w0);
Gl: " + best_Gl);

wa: " + best_wa);

omega_begin;

wa:

"

+ wa +

n

41



	Sissejuhatus
	Üldrelatiivsusteooria ja kosmoloogia standardmudel
	Einsteini väljavõrrandid
	Friedmanni kosmoloogia
	Universumi energiatihedused
	Standardmudeli probleemid

	Tumeaine ja tumeenergia
	Tumeaine
	Tumeenergia
	Rebendid

	Skalaar-tensor tüüpi gravitatsiooniteooria (STG)
	Mõjufunktsionaal ja konformne teisendus
	Brans'i-Dicke'i gravitatsiooniteooria
	STG Väljavõrrandid
	Tumeenergia Jordani raamis

	Ia-tüüpi supernoovade vaatlustulemuste analüüs
	Ia-tüüpi supernoovad, heleduskaugus ja kaugusmoodul
	Hindamisprogrammi kirjeldus
	Parameetrite hindamine ja tulemused

	Arutelu
	Kokkuvõte
	Tänusõnad
	    Viited

