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EESSONA

Ulesannete kogu sisaldab nditeid ja iilesandeid mate-
maatilise analiilisi alalt integraalarvutuse ja ridade teoo-
ria ulatuses ja on mGeldud matemaatilise analiiiisi prakti-
kumi lédbiviimiseks prof. G.Kangro Spiku "Matemaatiline ana-
liiis” I ja II osa jdrgi Tartu Riiklikus Jlikooiis, Ulesan=
nete kogu on sobiv kasutamiseks ka teistes ENSV kiSrgemates
koolides.

Ulesannete kogu igas osas on antud lithike teoreetiline
sissejuhatus, kus on &dra toodud pohilised mGisted, valemid
ja teoreemid, mida ldheb vaja vastava osa ililesannete lahen=-
damisel. Samuti on toodud rohkesti nditeid tiilipiliste la-
hendusvgtete rakendamise kohta,

Kigile arvutusiilesannetele on antud vastused. Tdrni-
kesega (*) midrgitud lilesannetele on vastuses antud kas la-
hendust pdhjendav mérkus, Jjuhised lahendamiseks voli on

dra toodud kogu lahendus.



Trigonomeetrilised valemid

sinzat + cos“x = 1

tano coto = 1

4

—
cos &«

=1 ¢+ tanzo(.

sin 200 = 2 sin« cosx

cos 2¢ = cosx - sin“ol

Sinzd =

Co8 L

1 - co2 2

sino = tan ot

1 + tan’®
cosol =

1 + tan®x
tan 2 - 1o

1 - tan™,

2
-1

cot 2x = cot oL

2 cot ot
4 sin31x = 3 sinot = sin 3
4 cos3o(. = c08 3 + 3 cosx

2 sino sinp = cos (oc—P) - cos (X +8)

2 cosx cosp = cos (aL—IB) + cos (x +/5)

2 sin;xcosp: sin (K -

sin (« +/3)

cos (« + P)

tan (« + B)

+ 8in

(a +p)

sin« CO8p3 + cO8c s:l.nP

cos ogcos/s + sin« sinlb

tanx % tanp

1 + tano tanp
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I.MAARAMATA INTEGRAAL
§ 1. Vahetu integreerimine

Funktsiooni F(x) nimetatakse fumktsiooni f(x) alg-

funktsiooniks piirkomnas X, kui piirkonnas X
F'(x) = £(x)
ehk, mis on sama,
dF(x) = £(x)dx.

Igal 13igus pideval funktsioonil on olemas algfunkt-
sioon selles ldiguse.

Avaldist F(x) + C, kus F(x) on funktsiooni £(x) min-
gl algfunktsioon ja C suvaline konstant, nimetatakse funkt-

siooni f(x) médramata integraaliks ja mérgitakse siimboliga

If(x)dx = F(x) + C. )

Valemis (1) nimetatakse funktsiooni f£(x) integraali-
aluseks funktsiooniks ja arvu C integreerimiskonstandiks.
Funktsiooni f(x) médramata integraali leidmist nime-

tatakse funktsiooni f£(x) integreerimiseks.

Mddramata integraali definitsioonist jdreldub, et
kehtivad valemid

d(f(x)dx = £f(x)dx
de(x) = F(x) +C,
Seegs, ldhtudes  diferentseerimise pdhivalemitest,

==



sa8me jJirgmissed imtezreerimise pShivalemid.

1)[oax.c. 3)I%=-1+c,
2)[dx-x+‘c. 4)I = 2vx + C.
- x +1 vE
5)Ix dx = +C, kui ot £ =1,
ok 41
6) [uxdx- +C. 10)Icosxdx=sinx+c.
Ina«
7)fe‘ax=.‘+c. M) (= _ = =cot x + Co
4 8in%x

8) I—: lnix| + Ce A
x 12)[ ' = tan x + C.
cos

9)|ainxdx=-coax+c.

13) ( ’___.=arcsinx+c=-arccosx+c1.
14)[ =arctan X + C = - arccot X + .
15)Ishxdx=chx+c. 17) J ==c¢cthx +C.
16)}’chxdx=ahx+c. 18) I—dz;=thx+c.

Algfunktsioonl dsfinitsiooni jérgi loetakse algfunkt-
siooni P(x) médramispiirkonnaks integraalialuse funktsico-
ni £(x) médramispiirkonda X. Néditeks valemis 4) algfunkt-
siooni 2Vx' médramispiirkonnaks X osutub vahemik (0, =),
mitte aga funktsiooni y = 24X miédramispiirkond [0, 0). Va-
lemis 13) on X = (<1,1), mitte aga  funktsiooni
y = arcsin x mééramispiirkond [-1,1].

Integreerimisel kasutatakse jdrgmisi tehetega seotud .

-8~



reegleid:

1° Jecu(x)dx = c[u(x)dx, kus ¢ const,

2° J'[u(x) + v(x)}dx (u(x)dx + Iv(x)dx,

I[u(x) - v(x)] dx

J u(x)dx ] v(x)dx,

kus integraalide olemasolust paremal jareldub integraalide
olemasolu vasakul.

Méddramata integraali leidmist integreerimise pGhivale-
mite 1) - 18) ja reeglite 1° - 3° abil nimetatakse vahetuks

integreerimiseks.

Ndide 1. Leiame integraali
J = {%:—_
(1 +x
Lahendus. Et 1 + 2x = (1 +x ) + x2, siis reegli 2°
ning valemite 3 ja 14 alusel saame
J = {(%+-—-—2)dx=--+arctanx+c.
b'e 1+ x b'a

Néide 2. Leiame integraali

] (tanx + sin® I2‘-)dx.

Lahendus. Et 1 + tan°x = cos™°x ja 1 - cos x = 2sin® 5

siis reeglite 1° ja 3° ning valemite 12, 2 ja 10 pdhjal

leiame

‘(——2—-1 +-;---gcosx)dx=

cos X

1 1 X 1
= | (/= - - —cos x)dx = tan x -=sin x + C =
J cosx 2 2 2 2

- = —8in x + tan x + C.
2 2



Ulesanded.

Vahetu integreerimise teel leida jédrgmised mé&éramata

integraalid.
T ) ax 16. [5%e* ax
2. [+ w)ax 7. f IE + Do -
. Jx«lx‘dx 18. fi?__li’. dx
. jVEVi?i;dx 19, I(e5x + 1n 2)dx
5. J(;;Z -5 Ja 20. (1 + e)2x
6. I(x5 - 12ax 2. S(zx - 3%)2ax

7. 1((5.41(_0’17 + —é‘)dx 22. ((cos x -~ 3sin x)dx

2 —
8. 5 (" - x|\ +-5‘/X2ldx 2%, gsin(ﬁ + x)dx

9, U 1+ 0°, l 24, Jcos(ﬁ + x)dx

10. (arcsin x + arccos x)dx

1. Ij\/x(arccot x + arctan x)dx

S dx 25, S(B - cos2 %)dx
13% ((x/x + D(x = vx' + 1)dx
14, S(az x3)3d3 26 . j(}sin2 é - 281112 %)dx
15. S‘IOx dx 27. ((cosu- cos x)dx

-10-



L I R L2 _ 4
) cos 2x + sin“x 39. | &
) x< +1
29. (1 roos x 4 40. S(shE-sh x)dx
71 + cos 2x
30 5°°5 2x_dx w10 (14 sn?x ax
cos"X 8in x /
31, {cotzx dx 42% j 3ch® ¥ dx
433 ((2 - 0% ¥
‘ 2 . 2
33, (tan x - cot x)“dx 44 th™x dx
3y e—— 45% J cthzx dx
5 - 5x°
35. I(Z - %)dx 46, I———d—L——
2 - 2x2 ch 2x - sh x
— dx 1 + ch x
36. f—;——-" 47, j-—-——— ax
x + 1 1 + ch 2x
. 2
(1 dx
37, j O+ x)” dx 48. ( ch 2x X
x(1 +x ) J ch x eh™
28« —_— 49, f
ch™x shzx

§ 2. Muutujate vahetus

Kui funktsioonil f{u) on olemas algfunktsioon F(u)
piirkonnas U ja u = u(x) on piirkonnas X diferentseeruv
funktsioon, mille vd&drtused kuuluvad piirkonda U, siis keh~-

tib valem

=11~



ff {u(x)] ut(x)ax = Jf(u)du. (2

Valemit (2) nimetatakse m#iramata integraali muutujate

vahetuse valemiks,

Seega nimetatud eeldustel, kuna

[f(u)du F(u) + C,
on

Flu(x)] +cC. (3)

Jf [u(x)] u'(x)dx
Et u'(x)dx = du(x), siis

If Eu(x)] u'(x)dx = [f [u(x)]du(x)
ja valemi (3) voib esitada kujul
[£[um]au = #lam] « c. )

Integrasli leidmist valemi (3') jérgi nimetatakse integree-

rimiseks diferentsiaali mirgi alla viimise teel. Nagu n&ha

valemist (3'), ei ole uuel muutujal u(x) omaette tdhistust
u erinevalt valemist (2).

Erijuhul, kui u = ax + b, kus a # O, saame valemist
(3) vdi (3"), et

jf(ax + b)ax = gF(ax + b) + C. (4)

Mdnikord on voimalik ja otstarbekohane kasutada vale-
mit (2) teisiti, vottes funktsiooni u = u(x) asemele tema
poordfunktsiooni x = x(u). Siis

]f(x)dx = Jf[x(u)]x'(u)du, (5

eeldusel, et x = x(u) on diferentseeruv vaadeldavas piir-

konnas.

12



Nédide 3. Leiame integraali
dx

J = e
) coa“xy3 + 2tan x

diferentsiaali mérgi alla viimise teel.
Lahendus. Et
ax_ - - d(2tan x) = - d(3 + 2tan x),
cos™x 2 2
siis valemi (3') pohjal saame (antud juhul u = 3 + 2tanx)

J = ra(3 + 2tan x)
2¥y3 + 2tan x

+ 2tan x + C.

Ulesanded.

Kasutades valemit (3'), leida jédrgmised integraalid.

50. (cos x dcos x 53, (42 +1nx)
J Jsin (2 + 1ln x)

m

51. |tan*x dtan x 54, je“n X 4gin x

sp, 44 + x°) 55, rdarcsin x

Leida jédrgmised integraalid diferentsiaali mérgi alla
viimise teel.

56. S x4 60, (—6%X - 5)dx
(x= + 2) 3x2 -5x + 6
57 ———— 61, e
J -5x + 3 JeX + 1n 3
58. | 2 ___ 62, (& ax
e + 4
59. jlhh - x° dx

63. ;sin 2x dx
2 - coszx

13-



64,

65,

66.

67.

68.

69.

70.

7.

72.

73

( dx
x 1ln x
( ‘
syt - x2 arcsinax
(cos X 4x
J/ gin x
\ 0033x sin 2x dx

{excos Bx

( n 2x
lcosz'l +

|x2exp x

g& dx

X

5%

N1 -9

A

! -x

ax

dx

0052X

dx

2
- e ¥ )x ax

(arctanix a
) 1 +x

74, X

75. 5

1+ xz)arccotzx

76. Etan x dx

77 scct x dx

2X - arcsin.ihd
o e
79 { —=——=dx
V1o 52
80. j———dlz—x

g1, [ —SBX

Néide 4. Leida integraal

Lahendus, Valemi (4) kasutamiseks teisendame integ-

J =

raali sobivale kujule:

ax

J=r

dx

—
2 - 9(x + 2)2

J

- [3(x + 2)]2

=5 dx

V2 - (3% + 6)2

. P

X



Sl

dx
=

-(.2____§\
\E
Seega a = 3/y/2. Niiiid pohivalemist (3) ja valemist (4) saa-
e
J = — —arcsin +‘ ©,c= 1arcsin —— + C.
V2 3 V2 3 2
Ulesanded.
Kasutades valemit (4), leida jdrgmised integraalid.
8. | (x - 3" ax 93. g dx
cos (2 = 5x)
ax -2
84, | —m— 4, 3x - $)ax
) (ox - 397 9 jcos (3x ﬁ
85. | 7 -xax 95. S o=2X43
86 S dx ' 9%6. S53x+1n 2 ax
V5 - 9x
87. 97. S dx -
Jox -7 {1 - 16x°
8s. j £0 98. S dx
ax + b \3 - x2
89. Xcos 3x dx 99. S dx
V4 - ox?
90. fsin(x - 4)dx 100. ‘S" +d;x‘
9. Scos(ﬂ - 2x)ax 101, Sz_adx_g
X~ +
92. 5 102. S——d-x———*
sin (2x - 5) 1+ (5x + 1)

-15-



104%

105-

106.

107.

{ dx

i~ - (2x - 3)?
\/‘I-X -3 - xz

2

42 - 6x - 9x

cos x dx

J
548+6x-9x
B rpm—pe
f

108. | ain®x
1 =-2¢

109. j

110,
1 + cos X

111,

112. [——————dx
1 - 8in x

Leida jédrgmised integraalid, kasutades diferentsiaali

mérgi alla viimist ja valemit (4).

113,

14,

115,

116.

117.

118,

119,

( X
4 xJ1 - 1n2x

( | (tanax =2) ax

cos X

1
o
o
0
M

a
M

-~
PR PR
|

120, g(tan‘x + tan4x)dx

121,

I cos 2x 4dx
1 + 8in x cos x

122, {
cos x

123, S c033x dx

sin x

124. S sin
Jeos x

Ja

1250 j
co8 X

16—



126. s__d_}. 137, {x + (arccos 3x)' 4
sin x J1 _';;5
2
128" Scan“x dx 139, 5 O " ax
4
2
1 ¢ x x< dx
129. S——- dx 1404 f———*rov
J1 - x° (1 - x)
130, j — dx 141% S x41 - 3x dx
x~ + 9
131, garctan 2X ax 142, g dx
1o xJ5 - ln2x
132, S(e_x + _2x)dx 143, (x cos x° dx
133, g 144, g(‘l + e}X)Z e3x dx
1344 (————— 145, S_de
J (1 + x)x sin“9x
135, Ssin - Q_J;_ 146, S;‘_’;__
X X cos 7x
1%6. jg_;________ Varcsin X 4, . S(smw/x + expy®) ax

—_—3
o2
Ndide 5. Leiame integraali
Jd = ___di_
e =1

Lahendus. Teeme muutuja vahetuse eX -1 = z, kust

X _ 1 = 22, Diferentseerides mdlemaid  pooli, saame
e¥ dx = 2z dz ehk dx = =& . Seega

-19-



_ﬁr.éfL_ = 2 arctan z + C.

5 __dz _ 2[
z
exJ;? z° + 1

J =

Asendades tagasi endise muutuja x, saamegi vastuseks

J =2 arctan»jgfj + C.
Arvutuste lidbiviimisel on mdnikord sobiv jagada leht
pooleks ja lisaarvutused teha lehe iihel poolel ning integ-
raali leidmine teisel poolel. Kui lisaarvutusi on  vahe,

siis v3ib nad mirkida vordusmdrgi voi integraali alla, n#i-

teks
dx ( 2z dz _ 5 "~ dz _
Jex -1 s exJza J z2 + 1
ex_,\=zz e dx=2zdz
= 2arctan z + C = 2arctan-/ X - 1 + C.
z=Jex—1
Ndide 6. Leida integraal
J = (:—de
Vo - 222
Integraaiialune funktsioon on m&&dratud piirkonnas

X = (=-1,1). Teeme muutuja vahetuse x = sinu. Et oleks x ¢ X,
vdtame uc¢ (- %). Seetdttu dx = cos u du, kus cosu>0, ja
valemi (%) jédrgi, arvestades, et niilid |cos ul = cos u, saa-

me

7 - __eos udu _ ( cos udu _ (cos udu _ ( du
; \)(1 - sj_nau)3 \’cos u icosBuI ! cosCy

SIn
Ei—£+c=___.£_+c.

cos u vq _ x2

= tan u +C =

-16-



Kui nditeks votta ae(k, 2§), siis ka x (-1, 1),  kuid

sel korral {cos u| = - cos u ja

u = -J; - x°

Ja jalle
g=(gosadu _ _(_d4 _ _ianuac-=
s jcos”ul 7 cos u

sitnu o _ X __

-Go8 U VA - x°
Ndide 7. Leida integraal

7 = (_ dax
sin 2x

shendus. Muutuja vahetusega tan x = ¢ saame.

cos™%x dx = At ehk dx - cosx dt. Seega

g -l cos®x dt . 1 (cos x dt
2sin X cos X 2. sin x

=1;1z11t:| + C =~ ln|tan x| + C.

l‘
Naide 8. Leida muutuja vahetusega u = x + - integraal

J_(x‘?-'! dx

x" + 1 JXQ .1
4
Lahendus. Ssame du = (1 - —})d:: = = dx ehk
x- x
(¥~ = 1) dx = x du. Sesga

I =i x~ du _ du

)(x' + Dyx™ + 1 }(x+1)’x2+12
x

_.de
u-/nf - 2

-19-



Tehes veel kord muutuja vahetuse u = , Kust du
-z

Saame

z u

J=_j__._.§-2__=_j dz =_f dz
2 L.T_ﬂ PR FINPYS V1 - (7 )¢

= — arccosy2' z + C = — arccos ¥2 +C =
\H V2 "

1 x¥°'
= == arccos — +C.
N2 x< +1

Ulesanded.

Leida jirgmised integraalid (sulgudes on mirgitud

sobiv muutujavahetus).

148, a sin v)

~
]
1]

149, sinzu)

1=

voi x = a ch w)

151, (x =¥2 tanz v3i x =

X2 + x
xwa - x° dx (Ja - x2 =y)

153, ) xJa = x'dx (Ja - x' = s8)

5
5
150. j: (x ==, x =
J
|

152,

:x—l)

2
154, Sx + 1 (t

x* -1 [&

Leida sobiva muutujavahetusega jirgmised integraalid,

e

155 ax 156, ¥ -1 ax

-20-



157, 9% Y163, —— ax

JeX -1 ’ x
ds8 { e ax 164, S_._H_.._
S|
&Jex -1 szxz + a°
«’ P
(R {m"ié’é‘_ ax 165, (x4 - x2 ax
160, (X dx * g6, [ —dx
1 + l_;Jxﬁ ) xz‘sz -9
161, 1x<2x - 1 dx 167. j ln tan x ax
sin x cos x

162, 141 = x° dx

§ 3. Ositi integreerimine

Kui piirkonnas X funktsioonid u = u(x) ja v = v(x) on
diferentseeruvad ja on olemas integraal [v du, siis on

olemas ka integraal )u dv ja kehtib v3rdus
)u dv = u v - }v du. ()

Valemit (6) nimetatakse mddramata integraali ositi

integreerimise valemiks. Valem (6) taandab integraali

Ju dv leidmise uue integraali jv du leidmisele.

Seepdrast on valemit (6) otstarbekohane kasutada sel
juhul, kui uus integraal } v du on lihtsamalt leitav. Integ-
raali J v du leidmiseks v3ib jdlle kasutada valemit (6).

Ndide 9. Leida integraal

( arcsinyx’

dx.
Vi - X

=-21-



Lahendus, Mirkides
u = arcsinvx, dv = —ax
JII
v - X
saame, kasutades valemit (4) ja pshivalemit 4),

1 ax - - = 241

Seega valemi (6) pohjal

- 247 = x arcsinVx + ( =

J
)} oNx

- 2¥1 = x arcsinyX + 2vx'+ C =

= 2(Jx =7 -~ x arcsinJx) + C.
Ndide 10. Leida integraal
J = ,(arctan-Jx dx.
Lahendus. Markides

u = arctanyJx, d4av - dx,

saame
du:.—._’l._- .-d_x' V ~ Xe
1 +x 2Vx

Seega pchivalemite 4 ja 14 ning valemi (2') p3dhjal

J

]

X arctanvx J N . S

(1 + x)2vx

x arctanVyx - | —— —
s (1 + x).?\T

X arctan’ -} ax . -
2Vx 1T+ x

it

X arctanvx' - + arctan'x' + C =

it

=X+ (x + 1) arctanix' + C.



Integraalide

)(Pn(x)f(x)dx

leidmisel, kus P (x) on n-astme poliinoom ja f£(x) on iiks
funktsioonidest adx, sinux, coBaX, shoax voi chax, tuleb
valemis (6) votta

u = Pn(x), dv = f(x)dx.

Tulemuseks saame uue integraali

n_q(x)f(x)dx,

kus Pn_q(x) on juba (n-1)-astme poliinoom. Kui Pn_q(x) £
# const, ziis tuleb veel kord rakendada valemit (6). See~
ga esialgse integraazli leidmiseks on vaja valeait (&)
jédrjest rakendada n korda. Niisugustel juhtudel om sobiv

kagsutada nn. jfildistatuod ositi integreerimise valemit

uv(n)dx Z_‘ (- 1)E: (k) (n—l-é) + ,_1)n( (n)vdx,
k=0

mis kehtib, nditcks kui funktsioonidel u ~ u(x) ja v - v(x)

on clemas pidevad n~-jarku tuletised u(n) = u(n)(x) ja

v o (B gy,

Ulesarded.

Leida jargmised integraaiid.

168. | x sin x dx 173,
x ax 174.
- Msin 2x ax 173, |
171, x-=2x+1)cos 3x dx 76 ( X e dx
sin 2x 4dx 177. (

(

)
169. I x

j &

) ¢

{ x2
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178. | ® - 3x + 2)e 2 ax 179, | x® a* ax

Integraalide
J R(x)g(x) dx

leidmisele, kus R(x) on ratsionaalne funktsioon ja g(x) on
Uks funktsioonidest 1ln Pn(x), arctan «x, arccot ex, arcsina«X
v3i arccos« X, tuleb valemis (6) vdtta u = g(x) ja dv =
= R(x)dx (uues integraalis esinev g(x) pole enam transt-

sendentne, vaid algebraline funktsioon).
Ulesanded.

Leida jdrgmised integraalid.

180. JIn x dx 189. jx arctan x dx
181. } dx 190. SxB arccot x dx
<°
182. Iln&z dx 191, Sar031n x dx
183, Sx In(x - 1) dx 192. iln(x +\J1 + X ) ax
184. S(x?- + 3)In 2x dx 193, Sx In 1+ X gy
1 - X
185. sxz In(x + 1) dx 194, S~Ix lnax dax
186. Sx“ln X dx («A-1) 195, g (1
2
187. Sln(x +1) ax 196% ax
J

(’1 + x)‘
188. Sarctan x dx

Integraalide

ﬁedx sinpx dx, )edx cos Bx dx
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leidmiseks tuleb valemit (6) rakendada kaks korda jérjest.

Tulemuseks saame vorrandi otsitava integraali jaoks.

Ulesanded.

Leida jdrgmised integraalid.

ﬁ97> [ex sin 2x dx
X
198, ) eX cos 2x dx

199. |e % sin 3x ax

200. je-2x cos 3x dx

-X X
201, Je cos = dx
-X

202. {e sin § ax

205, IeBx(sin 2x - cos 2x)dx

Kasutades muutuja vahetust ja ositi integreerimist,

leida integraalid.

204, |
) sin x

205. S —— &

cos’x
206. (sin 1n x dx
207. fcos 1n x dx
208. (x tan®x ax
209. |x cos®x dx
210. S(x - 5)sin2x ax

211, S(x + 2)cot2x dax

212. {xacoszx ax

213, |arcsin2x dx
J

214. | x arctan®x dx
J

215.
41 + x2
216. jiii¥§-
tan x

217, (e’xsinzx ax
218. e2xcos2x dx
219. )x sinyx dx

220, [sin<éJx"dx

221, [e'* ax
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222. Jcosqx ax 230. J—J’—ﬁ’-"—x ax
4(1 + x%)%
223, Jln(’l PR ax 231, j x° expiX dx
224, j > exp x> 232, gx7 exp(-x ) dx
225. fx2 arctan x dx 233, Scos‘V_’dx
226. g(x2 + 1)arccot x dx 234, js 24 x + 2 dx
2074 { arctan X s, 235, gx arccos X_ 4y
# e \lm x2)>
228,  Bresin X gy 236. j In X ax
a3 V(x2 - 2

229, (x exp arctan X 4.

§ 4. Ratsionaalfunktsiooni integreerimine

1. Ratsionaalfunktsiooni lahutamine osamurdude summaks.

Ratsionaalfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni

£
x5 (7)

kus f£(x) ja g(x) on remalarvuliste kordajatega poliinoomid,

m

£(x) box + + eee + bm_1x + bm,

_ n n-1
p(x) = a.X" + 84X + ... + 84X +a .,

£ul m<n, siis ratsionuulfunktsiooni (7) nimetatakse lihtmupr-
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ruks, kui agam»n, siis liigmurruks.
Kui (7) kujutab liigmurdu, siis vdime poliinoomi f£(x)
Jagamisel polinoomiga g(x) eraldada téisosa poliinoomi q(x)

ja leida jd&gi poliinoomi r(x), nii et kehtib

- a0 + 2, ®)

kus r(x)/g(x) on juba lihtmurd.

Vorduse (8) pdhjal vdime kirjutada

I%i% = Iq(x)dx + Jg; dx,

kus paremal esimene integraal on leitav pohivalemi 5) alu-
sel. Sellega taandub ratsionaalfunktsiooni  integreerimine
lihtmurru integreerimisele. Seepdrast eeldame Jjargnevas, et
ratsionaalfunktsioon (7) on lihtmurd.

Lihtmurru (7) integreerimiseks lahutatakse ta osamurdu-
de summaks jérgmiselt.

a) Kui nimetaja g(x) kdik nullkohad a,b,...,h on eri-
nevad ja reaalsed, see on

g(x) = a (x - a)(x = b)...(x - n),

siis kehtib vordus

_ _A B H
=T = A= L ()

kus kordajad A,B,...,H on iheselt leitavad reaalarvud.
b) Kui nimetaja g(x) kdik nullkohad a,b,...,h on vdrd-
sed ja reaalsed, see on
g(x) = a (x - a)",
siis kehtib vordus

fux - A + B T oo +-—-—-—'l——l
g(x) x-a (x - a)f (x - u)




kus kordajad A,B,...,H on iiheselt leitavad reaalarvud.
¢) Kui nimetaja g(x) kdik nullkohad on imaginaarsed
ja erinevad, see on
g(x) = ao(x‘ 4+ DX + Q)ee.(x + Ix + 8),
kus ruutpoliinoomide kordajad on reaalarvud ja diskrimi-

nandid p2 - 4q<0,..., T° - 4s<0, siis kehtib vordus

£(x) . __Px+Q ., _Rx+S 1)
g(x) X +pX +q X 4+ I'X +8

kus kordajad P,Q,...,R,S on iiheselt leitavad reaalarvud.
d) Kui nimetaja g(x) koik nullkohad on k = n/2
kordsed kaaskompleksarvud, see on
g(x) = ao(x2 + DX + q)k,

kus p ja q on reaalarvud ning p2_ 4q<0, siis kehtib

vordus
£(x) _ __Mx+N  _ Px+Q s Sx+T
= oot —rm——— (12)
g(x) x2+px+q (x2+px+q)2 (x“+px+q) ’

kus kordajad M,N,P,Q,...,5,T on iiheselt leitavad reaal-
arvud.

e) Kui nimetaja g(x) erinevad reaalsed nullkohad
a,b,... on vastavalt k,l,... kordsusega ja erinevad ima-
ginaarsed nullkohad vastavalt ¢ , A ,... kordsusega kaas-

kompleksarvud, see on
g(x) = ao(x-a)k(x-b)l...(x2+px+q)x (x“+rx+s)”
kus ruutpoliinoomide kordajad on reaalarvud ja p2 ~ 49 <0,

r2 - 48<0,..., siis on iiheselt leitavad sellised reaal-
arvud A-"Bj'”"PJ’Qj'Rj’sj'"' , et kehtib v3rdus
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£(x) __M 4 A

+ +o 0 o + —m———u +
g(x) x-a (x-a) (x - a)
. B B, By

+ tooot =" 4+
b SR ) (x - b))~ (x - b)

+ o o ¢ ¢ o e s o e s 0 0 0 0 0 o *+

P.x + P +Q PpX + Qu

+ —1 + 12x 22 +o 00t —erm———e—
X +pX+q (x” +px+q) (x +px+q)
R.X + sz Sa Rax + S,

+ + +ooot —?—_T +
X +TX+8 (x +rx+8) {x“+rx+8s)

+ o s ¢ o e ¢ o o o e o 06 0 0 o 8 & o o 5(13)

Valemeid (9) - (13) nimetatakse lihtmurru (7) osa=-

murdudeks lahutamise valemiteks.
Valemites (9) - (13) leitakse tundmatud kordajad lu-
gejates mddramata kordajate meetodiga, nagu esitatud all-

pool ndidetes.

2. Osamurdude integreerimine. Nagu valemitest (9) -

(13) ndeme, taandub ratsionaalfunktsiooni G)) integree-

rimine jargmist tiilipi integraalide leidmisele:

= II = (k>1)p
1 Jx - a } (x - é;E
111 = j P ax, 1v = J S dx (%> 1),
X“+pxX+q (x +px+q)

Integraalid I - II on vahetult arvutatavad.
~——— = 1n{x - a| +C,

s dx - . 1
) (x - a)E k-1 (x-a)f

.T‘l-U-
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Integraali III arvutamiseks eraldame poliinocris.

2 Lo
X~ + px + q tadisruudu (x + p/2)2:
5 5 2 ne
X +px +q=(x"+28x+ E) +a- =

(x + 5% +a-

Niiiid teeme muutuja vahetuse X + p/2 =2z Jja tahistame

b2 =q - gE’ siis

x9 +px +q = z2 + b2
ja seega
Px + ( Pz + R -
7—de= S dz (R =Q=Pp/2),
x“+px+q / z2"+b
kus
zdz _1 1n(z2 + ba) +C =-— ln(x2 + DX + Q) + C,
2407
—25—* = — arctan — = — arctan — = + C,
z +b b b b b

Ka integraali IV korral teeme muutuja vahetuse x + p/2 = z,

giis
( - ax = J Fz + R ag,
J (x + px + q) (z + b%)
kus
{ = i c
= = - : . + C.
) (2% + b°)* 22-2 (2° + by~

J&db leida integraal

_ dz _ dx
T [ N y 2 ®
) (x° + px + q)
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mille jaoks kehtib rekurrentne valem

T - 1 Z . _2® =3
% o

X + 2 %® =3

= (1a)
b (22¢- 2) (x2+px+q) T b?Z&— 2)

Joe A,

Valemit (14) rakendame jark-jargult nii mitu korda, kuni

jouame integraalini

1. - (_4dz
- 2 :El
L J x +b

mis oli arvutatud eespool.

Ndide 11. Leida integraal

J = ( EE.* x4 -8
) x7 = 4x

dx.

Lahendus. Et integraalialune funktsioon on 1liig-

murd, siis eraldame tdisosa ja saame

4 2
+x” =8 _ x2 P X + 4 + 4x° + 16X - 8.
x° - 4x x(x + 2)(x = 2)

Nimetaja nullkohad on kdik reaalsed ja erinevad, valemi
(9) pdhjal saame siis

2

4x° + 16x - 8 _ A + B . C

x(x + 2)(x - 2) X X +2 X =2

Korrutades vorduse mdlemat poolt nimetajaga x(x+2)(x-2),
saame vorduse

4x2 + 16x - 8 = A(x - 2)(x + 2) + Bx(x - 2) + Cx(x + 2).
Vottes viimases vorduses x=0, x=2, X==2,leiame kordajad

A, B ja C. Arvutuse v3iime paigutada jérgmiselt:
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x =0 ’ -8 = A(-4) A=2
x =2 40 =C-2-4 c=5
X = =2 =24 = B(-2)(-4) B=-3
Seega
J = J (x2 +X +4 4+ % - i‘%‘? + ;-2-3) dx =

3 42 )
= + X 4 4x + 2ln|x|- 31nlx + 2|+ 5ln]x - 2|+ C=
= - (2x3 + 3x2 + 24x) + 1n x1x ____  s+cC.

6 Ix + 21”7
Ngide 12. Leida integraal

64 x dx

Jd =
(2x - 1)°(4x° - 16x + 15)

Lahendus, Et lugeja aste on vdiksem nimetaja ast-

mest, siis valemi (10) pdhjal vdime kirjutada

o4x A B C D

T e — +

(2x1) (bx 16x415) 2% (2x1)  2%x-3  2%-5

Nimetajates kirjutasime x - 1/2, x - 3/2 ja x - 5/2 ase-
mel 2x -1, 2x - 3 ja 2x - 5, sest see méjustab vaid
kordajaid A, B, C ja D, mis on veel mddramata. EKorruta-
des niiid vorduse mdlemat poolt nimetajaga

(2x - 12 - 16x + 15) = (2x - 1)2(2x - 3)(2x - 5),
saame

e4x = A(2x - 1)(2x - 3)(2x - 5) + B(2x - 3)(2x - 5) +

+C(2x = 1)2(2x - 5) + D(2x - 1)2(2x - 3).

Vsttes x = 1/2, x = 3/2 ja x = 5/2 leiame kordajad B (
ja D. Kordaja A saamiseks virdsustame x° korda ad

Arvutused vdime paigutada jargmise tabelina:
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x = 32 = B(-2)(-4) B=#4
96 = C 4(-2) C = 2
X = 160 = D 16'2 D=35
= 8A + 8C + 8D
=A+C+D=A-12+5=4-7
=7
Seega
J=j(— *—— 12 ax =
zx-1 (2x-1) 2x=3 2x=5
= - + 2L in|2x-1| - 6 1n|2x-3|+ 2 1nl2x-5/+ C.
2x-1 2

Ndide 13. Leida integraal

5 4x = 12 ax
C(x° + 4)

X

Lahendus, Arvestades, et nimetaja nullkoht x =0
on kahekordne ja poliinoomi x2+4 nullkohad on imagi-

naarsed (nimelt arvud *2i), siis valemi (13) pohjal

X +4x 12 _A B ,Cx+D

2 . 2
x(x" + 4) x X< + 4
kust saame vorduse
3 _ 2 2 2
x? 4+ 4x - 12 = Ax(x“ + 4) + B(x“ + 4) + (Cx + D)x“.
Vottes x = O, saame kordaja B méddrata. Vottes x = 21
ja vordsustades saadud vorduses reaal- ja imaginaarosad,
saame leida kordajad C ja D. Lopuks vdrdsustades veel
z .
astme x kordajad, leiame ka kordaja A. Arvutused vgime

paigutada jédrgmiselt:
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x =0 12 = B 4, B =<3

x = 2i 12 = (2Ci+D)(~4) = -8Ci~4D
o=-8€, C=0
-12 = 4D D=3
1= A4C = A A =1

J=$(—f§ S =

1nix| + ;a-ctan % + C.

[}
[ N
+

Ndide 14. Leida integraal

;- S (gx‘2 - 12)dx
(x= - 6x + 13)

Lahendus, Arvestades, et nimetaja nullkohad on ka-

hekordsed ja imaginaarsed, siis valemi (12) pdhjal

5x2 -12 _ _ __Ax +B Cx + D
(x2 - 6x + 13) X - 6X + 13 (x - 6x + 13)"

kust
5x2 - 12 = (Ax + B)(x“ - 6x + 13) + Cx + D.

2

Kordajad A ja B saame mddrata astmete x5 ja x kor-

dajate virdlemisel. Kordajate C ja D médramiseks v3i-

2 _ 6x + 13 nullkohti x = 3 ¢ 2§

me kasutada poliinoomi X
v6i x = 3 - 2i. Samuti saame need kordajad 1leida, kui
vdtta x = 0 ja x = 1. Arvutused viimase juhu jaoks on
esitatud jédrgmises tabelis:

0 =A

5 = B-6A = B
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]
]
o
]
=S
N

]

13B + D =65 + D, D = =77

X = =7 =8(A+B) +C+D=40+C=-77,C =30
Seega
=J 30x"77 dx.
- 6x + 13 (x -6x +13) _

Teeme muutuja vahetuse z = x - 3, siis

302413 .
J = SF;i- + dz = < arctan = - — + 133,
22)2 2 2 oz 44 ’
Kasutades rekurrentset valemit (vGttes 2 = 2 ja b = 2),
saame
J, = 4 Ja =
4:-2 z + 4 4.2
——— s A arctan + C.
8(z + 4)
Seega
g ————————— & ( 2 + 2) arctan - + C =
8(z + 4) 16
1§x ~ + 22 arctan —=2 + C.
8(x° - 6x + 13) 16 2

Kui lihtmurru f£(x)/g(x) nimetajal g(x) on kordseid
(eriti kordseid imaginaarseid) lahendeid, siis integraa-
1i arvutamine rekurrentse valemi (14) abil on tiilikas.

Sel korral kasutatakse Ostrogradski meetodit. Selleks

esitame murru £(x)/g(x) nimetaja g(x) kujul g(x) =
= g1(x)g,(x), kus ga(x) on poliinoomi g(x) kGikide erine-
vate lineaarsete ja taandumatute ruuttegurite (vGetuna

esimeses astmes) korrutis. Siis kehtib Ostrogradski va-

lem
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£5(x)

15)
) &8x(x) ax, ¢

J dx = +
g(x)

kus lugejad £,(x) ja £,(x) on md&ramata kordajatega PO~
liinoomid, mille astmed on iihe vdrra védiksemad vastavate
ninetajate g,(x) ja g,(x) astmetest. Poliinoomide  £4(x)
ja fa(x) kordajate leidmiseks diferentseerime samasust
(15) ja kasutame seejédrel mddramata kordajate meetodit.
Praktiliselt otsida lugeja fz(x) kordajaid pole otstarbe~
kohane, vaid sobivam on kohe integraali mdrgi all vale-
ris (15) murd f2(x)/ga(x) esitada osamurdude summana,
Ndide 15. Ostrogradski meetodiga leida integraal

5= [(x® = 12)ax
- 2
J (x° - 6x + 13)

Lahendus, Siin integraali all on lihtmurd ning
B (x) = gg(x) = X~ - 6x + 13. Seega antud juhul Ostrog-

radski valem (15) annab

(5x° - 12)dx AX + B + [ Cx +D

(x - 6x + 155¥ x° - ox + 13 ) xj - 6x + 13

ax,

kus A, B, C ja D on mddrameta kordajad. Nende leidmiseks

diferentseerime viimast vordust muutuja x jérgi, saame

vorduse
2 _ 4 2 p
. 5x° - 12 L - A(xT-6x+13) - (Ax+B)(2x—6, .
(x” - 6x + 13)" (x°-6x+13)°
. Cx+D
X —-6x+13
kust

5x2-12 = A(x2-6x+15) - (Ax+B)(2x-6) + (Cx+D)(x2—6x,13)_
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Kasutades mééiramata kordajate meetodit, saame jérgmise ta-
belil

| o=c¢
x2 | 5 = A-24-6C+D = —=A + D
X =0 [-12 = 134+46B+13D
x =1 =7 = BA+4A+4B+8C+8D = 12A+4B+8D
Seega C = 0 ja D = 5 + A, Arvestades seda, saame tabell

kahest viimasest reast
=7 = 12A + 4B + 40 + 8A = 20A + 4B + 40 = 4(5A + B + 10)
=12 =134 + 6B + 65 + 13A = 26A + 6B + 65,

kust
54 + B+10=-%
26A + 6B + 65 = =12,
Viimase siisteemi lahendamine annab A - Ja B =-

Jarelikult D = 5 +

Seega
J = ;}X = 159 + ( =
8(x° - 6x +13) / 8(x - 6% + 13)
=_._’]2(_:_|.ﬂ__ +22 arctan + C

8(x° - 6x +13) 16
nagu nditeski 14,
Vaadeldava integraali J leidmiseks vGib enne teha

muutuja vahetuse z - x = 3, Siis x = 2z + 3 ja

ning Ostrogradski valemi (15) jérgi

2 + 302 + 233 4, - — . I €z ¢D o .
J 25 + 4 °

+ 4) z- + 4
_3‘7_




Diferentseerides viimast samasust saame
522+502+33 = A(z°+4) - 2z(Az+B) + (CZ+D)(22"4)'
Edasi leiame kordajad, nagu ndidatud  jérgmises  tabelis.

z =2i 13 4+ 601 = -4i(2Ai + B) = 8A - 4Bi
A = 13/8 B = =15
z° 0 =C
z=0 33 = 4h + 4D =13/2 + 4D D = %;
Seega

J:M.}Z (__..dz—

8(z" + 4) 8 z + 4

=_12x_‘l§2_+2arctan———é+c.

8(x -6x +13) 16 2
Ndide 16. Ostrogradski meetodiga leida integraal

P L
(x + 1)(xd + 1)

Lahendus, Integraali all on siin lihtmurd ning Ost-

rogradski valemi (15) pohjal saame

2 2 3 2
(_(x*=D)" d§3 _ Ax +§x +Cx+D JoE Ex+G) gy,
x+#1)(x + X" # X+ x"#
) (x+1) (x #1) (x"41) ’ 1 7
kus paremal integraali mérgi all murru esitasime kohe

osamurdude summana. Diferentseerides saame

2

(x2-1)2 _ (3Ax2+23x+0)(x2+1)‘-(Ax§+Bx +Cx+D)2(x2+1)2x

(x+1)(x2+1)5 (x +ﬂ)4

. E " Fx+G

e L
x+1 x“4#1
kust

(x2-'l)2 = (5Ax2+2Bx+C)(x2+ﬂ)(x+1)-4x(Ax3+Bx2

+Cx+4D) (x+1) +
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+ B(x241) 2 +(Fx+0) (x#1) (x241) 2.
Edasi mddrame kordajad vastavalt jdrgmisele tabelile.

x = -1 0O =E 8, E=0

x =i 4 = —43(-Ai-B+4Ci+D)(i+1) = —4(-Ai-B+Ci+D)(-1+i):
= =4(A+B-C-D)-4i(A-B-C+D)
[A+B-C-D = -1
| AB-C4D = O
24-2C - 1, C=A+ )
O=E+F =F,F =0
x O = 3A-4A4G+F = -A+G, A =G
X =0 |1=C+4B+6=C4G, G=A4=1C=5-4, A=7

G=g, C=2, BD=-

x =1 0 = (3A+2B+4C)4~8(A+B+C+D) +8E+8(F+G) =
= 6+8B-8-8B-8D+2 = -8D
Seega D =0, B = - l.
3
X7 - x
J = LS ——— * 5 e = + 1arctan x + Co
(x4+1) x +1 4(x #1) 4

Ulesanded.

Leida integraalid, kus nimetaja juured on erinevad

ja reaalsed.

237. 239, x ax
27 j (x + 1)(2x + 1) 79 J (x + 1(x + 2)(x + 3)
238, ——=2XtJ5 T

(x - 2)(x +5) 2x° - 3x = 2

=39~



241,

242,

243,

244,

249

250.

251,

252.

254,

255.

2X 4+ 41x = 91 ax 245-f dx
(x = D + 3)(x - 4) 6 -?; - 3x
L

x _+1 { x dx

dx 246, | ="

5x< + 6x xX“+x -2

I 32x dx 247,IL5._‘__1. dx
(2x - 1) (4x = 16x + 15) 4x - X

6 4 2 2
X - 2 +;$:c3 - Ox“ + 4 2x~ = 5)dx
S X 2 ax 248. lf—L———-zﬂ—

X - 5%° + 4% X" - 5x° + 6

Leida integraalid, kus nimetaja juured on reaalsed.

2 3
1) ax 2564 (7= =
J(x + D (x=-1) X - 5x + 6X
2 2
j(’”z) — 257. [(———x—-—) ax
x =1 X X =-3x +2
3 2
x7 + 1 X
—_— 258.
[ ’x3+5x2+8x+L

)f X_=3x + 2 ax 259. Lx2-2x+i)dx

x(x + 2x + 1) ) (x = 1)(x° - 4x° + 3x)
260% | 4=
J(x +1)(x + 2)
=2 ax 261. R
(x - 2) Jx? - 3x + 2
J x° _ax
(x + 2)d(x + ll-)2

Leida integraalid, kus nimetajas esinevad ka imagi-

naarsed erinevad juured.

262.

dx dx
263, 94X _
I(x + (S + 1) ?

~40-



264. S dax 09 c‘:x
*(x2 + 1) (x + D" + 1)
1 N
265. ( %axm 272, (x° - g)ax
x’ + 1 ::LlL + box + 8
266. j 273, l"xz 1-: + 4x + 4 ax
J + 2% + 2%~
2e7. [ x =x= 20 | e
(x-1)(x-2x+5) X o+ % 41
268, I (x* L 1)dx 2757 | ax
- X +x -1 I xT w1
269. dx aper | =&
(x + D" + x) Jx e
270, g

J(x = 4% ¢ &)(% = 4% + 5)

Leida integraalid, kasutades rzkurrentset valemit (14).

dx dx
277, | 0% 283, (s X
J(x” + %) (xze-::-r—’l)'
f___dx (_(x +2) dx
278, | ey 284, T e
J(x= +9) J(x + 2x + 2)
h
279, [-—%_ g5,  *+1yax
(x + 9) (x~ +2x + 2)-
280, X 286. S -
(x~ + 2x + 2) x{(x" + 1) {x" + 4)
dx 5 4x dx
281, ot 287, =
JC? « 2% + 10) (=% + D%x + 1)
282, ax
(x° + 2)'

4=



288.

290.

291,

292,

293.

294,

Ostrogradski meetodiga leida

dx
295.
I (x + 1)3
dx 297.
j(x + )2 (x = 1)
2
J D 298.
(x° + 2x + 2)
2
f e 5 299.
(x = 1) (x= + 1)
I x° + x + 1)dx .
x5 _ iz
(3) 4 2
X~ 4+ X = 4x° =2
- dx 301,
j b'e (x2 + 152

Leida tingimused, mille korral jargmised

integraalid.

(x2 - ﬂ\2
I (x + 1) (x

+ 1)

[y

dx

I x2 + 3X = 2

2 - d
(x - ’l)(xZ + X + 4)Z *

(x2-x"-26x ~24 -25
) 3 23 &
(x +4x45)°(x“+4)

integraalid

kujutavad ratsionaalseid funktsioone.

302,

2
(ax“ + bx + ¢ ax

03.
) x(x =1 702

( ax2 + 2bX + ¢

dx
) (pij + 20X + r)d

304% Olgu m ja n naturaalarvud ning

J=j dx
(x + a)0(x

Ndidata, et d on kergesti leitav,

X + a
£+ a,
X + b

u =

Leida jargmised integraalid,

sandest 304,

+ b)?

kui teha asendus

kasutades asendust Ule~



305.

I (x + 1)/(x + 4)”

306. | dx
) (x - 2)%(x + 3)?

307. f—z——'—

§ 5. Monede mitteratsionaalsete funktsioonide

integreerimine. Integraalide ratsionali-

Seerimine

Uheks pohiliseks meetodiks mitteratsionaalsete funkt—

ratsionaliseerimi-

sioonide integreerimisel on integraali

ne, s.t. sobiva muutujavahetusega teisendatakse integraal

ratsionaalfunktsiooni integraaliks.

Olgu R(x,y) ratsionaalne avaldis muutujatest x ja ye.

Integraali

ratsionaliseerimiseks tehakse muutuja vahetus

—va-————— u vei

Ndide 17. Leida integraal

ratsionaliseerimise tezl

Lahendus. Muutuja vahetusega

saame 1 - X = u2(1 + x), millest

43



ue - 1 -4u du

ja seega

J = l+u9du B T
J@E D@ ey I -

Saadud ratsionaslfunktsiooni integrazli leidmiseks kasgu-

tame ceamurdudeks lahutamise votet. Selle pohjal

4u2 +Cu+D

ut - ua+1 q - u= + 1

kust
2 2 2 2
485 = A(u-1)(u"+1) + B(u#1)(u®+1) + (Cu+D)(u“-1).,
Leiame kordajad A, B, C ja D.

u=1| 4 =B-2-2, B =1;
u= A 4= A(=2)-2, A =1
w=4i !=4= (Ci +D)(~2), 2=Ci «D, C =0, D =2,
Jérelikult
J J( - o) 0 = i "4 2arctan u + C.
u + 7 u- + 1 fn + 1

Asendades tagasl esialgme mautujs x ja arvestades, et in-
tegraalialuse funktsiooni mddramispiirkond orn

X = {(~1,0),(0,1)}, saame

' X
— - 1
lni-—f-l:——- + 2 arctanwf JY“TE +C =

N

1n M1 =%x-~1 +x
Y1 = x +4/1 + x

.

+ 2 arctan 7"—-—-’-;-@0:

15 - —Lj-‘-i--—-- + 2 arcten [ — + C.
4 #ﬂp‘ 2 %’1 ¢ X

4




Antud integraali saab ratsionaliseerida ka asendusegsa

1
a

s,t. asendusega

K

= U,
Sel korral
2
u© -1 4u du
X = [c b QR — .2 T
AN (a + 1)

ning nagu ennegi

o - T
Iu -1
+ X _
= 1ln _/_,r-:_:-—&_ - 2 arctan q—%-'—x-rca-
-\‘,q—:—x+1
= +2 arctan-./lI = ;j+ Ca
1 +_JH _ % V1 + x
Nédide 18. Ratsionaliseerimismeetodiga leida integraal
I'\Ix_d-’\ —_:I_ ax.
X + 1 + 1

Lahendus. See integraal on sama tiilipli mis ndites 17,

sest voime kirjutada

J = e dx.
T C IS D L

Sellepdrast saame integraali ratsionaliseerida asendusega

x+1=u,

—45-



kust

x +1 =, dx = 6u’ du.

8eega
-1 5 .
J=r‘7—6u du=6{(u - ot u3+u +u-=-1-= Jdu=
7 u= + 1 4 u +1

%u + u +5u2-6u-51n(u2+1)+

+ 6 arctan u + C,
6

kus u = \y x + 1,

Ulesanded.
Leida integraalid.
308. 16. |
j’\ +x ? ) x(1 +2wl)_c‘+éJx)
509. [EXE ax 319, (X
X +4/x + 2 Nx(1 +&V’x)5
- x -
310. g‘\/x 72 X=DE + 2 518-[ E—z—L—dx
- d
311. j_v ; + 1 Tx 319. J
Jx+1T 4+ x +17
312, 320. dx
jé\/(x-ﬁ'\)(x- 1)4 Ixe_‘/m
313. J (n =1,2,...)
(x + a)"'l (x + b))
314, 321, 2| x
Sx(\/x.’_\/’?) Xl dx
315. dx
Jw/?+é\/x’+ 2 J¥x 322. Ié\/ 2, P
x“(x -



323, ( ax 325.{\/-(-"—*—113 ax
xz-\[ 2x + 3 (x-1
324, dx 326. [ dx
Vox -1 -q/2x -1 ! —E'\/(x-")7(x + M2
Integraali

jR(x, ax2 + bx + c)dx

ratsionaliseerimiseks kasutatakse nn. Buleri asendusi.

Juhul a> O kasutatakse Euleri esimest asendust

Vax® +bx +¢c =t =a x
'\)ax2+bx+c=t X,

millega minnakse integraalis iile uuele muutujale t.

voi

Juhul a <0 peab olema b? - 4ac 20 Ja ct;ép , kus
ja 3 on polinoomi (reaalsed) nullkohad. Seega
ax2+bx+c=a(x- )(x-,ﬂ)

ning sel korral kasutatakse Euleri teist asendust

-Jax2+bx+c=t;(x_e()

voi
o s ox e = b(x - )
Juhul ¢> O vdib kasutada ka Euleri kolmandat asen-
dust
ax2+bx+c=tx+—(€
voi

j/axz +bx 4 ¢ =tx -+cH

Juhul ¢ = O langevad EBuleri teine Ja kolmas asendus iihte,

47~



Npide 13, Leida integraal
J = j dax

1 +—\/x2 +2x + 2
Lahendus. Teostades Euleri esimese assnduse

-\lx2+2x+2=t-x,

2¢2x+2=t2-2tx+x2, kust

8aamg X
t24 2t + 2 .
= e e dX = dt, 1 + t -~ X = ——mmm—e
2(t+1) 2(t + 1)° 2(t + 1y
Ja seega
(65 s 26 ¢ 2)2(k 1) g4 = [ + 2t + 2
I 2(k + Dt + 2) J (6 + 1)(t +2)°

Lahutades integraall margi all ratsionaalfunktsiooni osa-

nurdude summaks. sasme

J»={" - at - lnit + 4+ + C.

e+ (t+2)j t +2
R

Et t = x +yx + 2% » 2, siis

J= 1n|x + 1 +2x + 2] C=

X +2 e3/x° ¢ 2x 4 2

_x+2-J5 S
- xi'!’ax“a*lnlx-f"+x/x2+2§c+2I+C

1-Jx® s 2x 2
= X+ T + ! +"+-v/x?+b:+2|+c,”

kus Cq =C + 1,
Naide 20, Rateicnalimeerida integraal
Jd = S ax —
x —\/?—- x +1

Lahendus, Siln on soblv tsha Eulsri esimerne asendus

48~



kujul
2
-\/x ~x+'1=t;+x.

sest siis integraalis nimetaja on -t ning saame

2 2 2
tS -1 2t + 2t + 2 28 + 4+ 1
e o X 2ap = -2t D)y,
T ar . A2
2t + 1 (2t + 1) (2t +1)
ja seega
J =2 §t2+i.+
t(2t + 1)

Ndide 21. Leida integraal

=f _ax

X2 + X = X%

Lahendus, Et 2 + x = X* = =(x + 1)(x - 2), siis tehes
Euleri teise asenduse, nditeks

-\/2+x-xzzt(x+1),

saame =(x = 2) = t2(x + 1), kust

2
=2 )
X = = =-(1- )dx_—__—__,-—-..
: £’ (t +1

t(x+1) = ;%E‘T )
+

t7 4 t +1)
Ja seega
J=j (2%t at  _ Qb A (A A4
(& -2)3t(t°41)° t°=2 VZ/ -2  t4~/2
t=V2|, o
Ve t+

Et aptud juhul x € {(-1,0),(0,2)}, siis

£ =2 +  xH(x+1) =v2 = /x5

ning
_ J2=x =~/2x+2 o (f2-x' - /2x+2)2
= L 1p [Y2X =M |, ¢ 2 1n +C =
V2 V2-x +-/2x+2 V2 -3x

-49-



=—‘lnx+4—2-\k(2+x-xz)l— 1n|x|+C,|.
Néide 22. Leida integraal

- [ x dx
2 +\/4 + X = x2

Lahendus. Bt siin Euleri esimest asendust teha el saa

ning teist asendust teha pole otstarbekohane (kuna ruutpo-
liinoomi juured on irratsionaalsed), siis teeme Euleri kol-

manda asenduse (teise kuju)

NI x2 = tx - 2,

mis annab
2 -
_ 4t 4 l ax = =2 2t< + 2 dt, tx = (4t + ¢t
+1 (¢ + 1): t +1
Jja seega
((21;2 + 6 =2)(t2 +1)
J = dt =

2) (£ + 1)t + DE(L° + 1)

2
_2[21; rE =2 40
662 + 1)°

Edasi kasutame Ostrogradski meetodit ja saame

I “-t __&5:_1

t

) dat =

= P—— + 41n|t|- 21n(t~ + 1) =~ arctan t + C,

kus t = (2 +/4# +x - X )/x.

Ulesanded.

Easutades Euleri asendusi, leida jirgmised integraalid,
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______ﬂ-o-x dx

2 +X

327.

332." I

dx
jJ:"‘(x +4/1 + x° )

328, 333, [X=vxX

X + x2+x+1 )x+w/x2+3x+2

334, [ (2x +

(x® + 2x + 3) X +2x 4

335, dx

r
1 +-\/‘| - 2x - x° J [‘1 ++/x(1 + x)]a

2
331, j xdx 336, (X #x"+ dx

——

-2 4 x+‘|+-\/x2+x+’|

330.

|
329. J
J

Rakendades sulgudes antud Euleri asendusi integraalile
g dx
»
VA -

tdestada jdrgmised valemid ja leida nende kehtivuspiirkon-

nad X,

337, arcsin x = 2arctan X W1 =x =tx +1)
1 +\/‘l - X

338, arccos x = 2arctan\/’i-;_—x (\/1 - = t(x + 1))

339. arcsin x = % - 2arctan\/3|-—x (\}1 - x° = t(x + 1)

340, arccos x = Zarctan-\[,,——’—; [QY x2 = t(x - 1))

Ayl = x- V""1‘2('1. 2 . tx - 1)
X

341, arcsin x = 2arccot X

342, Ndidata, et integraali
dx

2
ax” + bx + o

-51-



saab asendusega u = X + teisendada integraalike

1 ( du

|
lal —\1A+u2

Néidata, et kehtivad valemid

arcain —— + C,
A Va (16)

( du ln|u+-\/u2+3|+cr

Leida integraalid, kasutades ilesandes 342 tuletatud

valemeid.
343, ‘-—_:—95___.-__-—'- 46, ( Tﬁ
Jw/x2+2x—1 2x° - 6x + 5
g, ( 347, ax
1 x-x° 'V'xa"}x'z
345, ( dx 348, e
————
4x2+4x-3 )'\/5-21-512

349% Tdesteada, ot iga n-astse poliiroomi P(x) korral
leiduvad #limalt (n-1)-astme poliinoom Q(x) ja konstant
Ay il et kehtib vdrdus

= Q.(x)\/ax2 +bx +c ¢f—hdX (17)

"\/ax2 + bx + ¢

‘ [——
J

Vax? + bx ¢+ ¢

Nédide 2%. Leida integreal

7= |- ax - o2 ax,

kasutades iilssannetes 349 ja 742 tuletatud valemeid,



Lahendus. Et
J A= 4x - x2
)
: \/‘1 - 4x - x2
siis valemi (17) tGttu vSime kirjutada

dx,

J=(Ax+B)-\/‘l-lsx-x2+} D dx
V1 - ax - x°
Tundmetute kordajate middramiseks diferentseerime saadud

vorduce mGlemaid pooli, saams

A

2 ——
J;.E—-:-l-—:‘-\/']_q.x_xa.’ +
V1 - ax - x? 201 - 4x - x°

D——
1]

4x

kust

2 2 A(1 - 4x - x°) - (Ax + B)(2 + X) + D.

Edasl mddrame kordajad A, B, ja C, paigutades arvutused

1=-4x =X

Jdrgmiselt:
x2 | 1 =-a-4, 4-1/2
x olf = =i = 2A = B, =B = =4 + 6A = =1, B =1

x =0 1=A4A«<2B+D=1/2=24+D, D=25/2,
Seega esimese valemitest (16) tdttu
J=(-2x+1)'\/1-4x-x2+§(~——3£ .
' 2
Y, 4x - X

%(x«t-a)‘\ﬂ -ll»x-x2 + [—_.—__dx_
V5 - (x + 2)2

=%(x+2) 1-4:-x2+ arcsin + C

=53=



= zl(x +2)\/1 - 4x - x2 Sarcsin - + Co

Ulesanded.

Kasutades iilesannetes 349 ja 342 tuletatud valemeid,

leida integraalid.

350. f 2x° - 3x) dx 356. (_x? =x+1 4
\/22 2x + 5 \/x2+2x+2
351, f\/m 357, (%% - 3x +1 ax
-X
1 « 2x - x2 'ﬂ/xz + 1
353, g 359, (——=S8X 5 4
ch + 4x +5 ’*Jxa -4x =7
3
354, gg + 11x - 6 360, ( x dx

'\/x + 4x + 3 ’w/x2+ux+5
355, (/22 = 2x - 1 ax

361, Olgu P(x) iilimalt n-astme poliinoom. Niidata, et
asendusega px + q = 1/u saab integraali

P(x) ax
(px + q)n+1wf312 +Dbx +c
teisendada kujule
S Q(w) du
kus o , F, Ja 3 on konstandid, Q(u) ilimalt n-astme

poliinoom.

Leida jérgmised integraalid, kasutades ilesandeig

54~



361, 349 ja 342 antud seoseid,

362, f ax 367, f_(x-1) ax

xﬂ/;Z +x +1 x°/2x? - 2x + 1

363, g dx 368, r x dx

x-\/x2+2x—1 (x-1)2'\/1 +21-x2

364, S dx 3694 ( (x3 x - 1) dx

(x - 1)w/xe +x 4+ (x - 1) sz +2x -1

365. S dx 370. X’ ax
(2x - 3)\/J4x - x2

366. g dx 3 | ax® e2x s 4 ax
(x + 1)-\/x° + 2x ~ 3 P -2

372. Leida tingimus, mille korral integraal
2
( PX” + gX + T 4o
lVaxz +Dbx + ¢

on algebraline funktsioon.

Leida jérgmised integraalid, kasutades asendusi (vt.
nédide 8)
1 .
X+==u Voi x~— = v,
2
-1 dx 4
373, f X 390, (X 5y
a1 .4.1-24-1 "l-x
1
374 ”‘2* dx 378, ;x-1 _dx
T x -1Vx 41 x +1 '\/x2 +x +1
-1 c
375, (——FEm—— 379, gx -1 _Jx
xy/x* + 3% 41 x° x° +x +1

376, |

1/:“ + 5x5 - 2x2 - 3x + 1

=55~



§ 6. Diferentsisalbinoomi intesreerimine

e I A S e

Diferentsiaalbinoomi integraal

‘x"‘(axﬂ . b), dx
kujutab elementaarfunktsiooni kolmel juhul, nimelt kui

1 ~
3!,._0__._.

voi
on tdisarv. Nendel kolmel juhul saab diferentsiaalbinoomi

integraali ratsionaligseerida.
1) Kui 3 on tédisarv, siis saab integraali ratsio-

naliseerida asendusega

= u,
kus n on murdude o jJa iihine nimetaja.
2) Kui (A + 1)/43 on tdisarv, siis saab integraali
ratsionaliseerida asendusega
ax* + b = ¥,

kus m on murru 3 nimetaja.

3) Kui } + (ot +1)/B on tédisarv, siis saab integ-
raali ratsionaliseerida asendusega

axﬂ + b
x

m

=a+bx-'6 =u,

kus m on mupru ¥ nimetaja.

Kui  iikski  arvudest ¥, (ot + ’I)/p voi
F+(ots 1)/ﬂ el ole téisarv, siis Tasebdfovi teorsemi
kohaselt diferentsiaalbinoomi integraal ei kujuta elemen—

taarfunktsiooni.

=56



Néide_24. Ratsionaliseerida integraal

J = 5 dx
x—é/x5 + 1

Lahendus, Siin & =-1, fB=5ning JF = -1/3, Bt

(ot +1)/3 -0, siis integraali J saab ratsionaliseerida

asendusega
xs + 1 = uao
Seega
sx* dx = 30 du, dx = w® du,
ning

(-4

5-2 u_dugfudu_zj_g__

> [xQ x —é/;? > 5 '
Régide 25. Leida integraal

J = ( dx

Lahendus, Siin -1, /3 =4 ning ¢ = -1/2.

Et
1
_°_L_Bt_1=_2, i/.g__ + P = -3,

siis integraali J saab ratsionaliseerida asendusega

+ X u”.
x
Seega
-3 1.5
~4x~7 dx = 2u du, dXx = -~ = X” u du,
x4 + 1= x4 uz,
ning

57~



___uda _ _ a j du
21x'11 4 2 2

Et x % = u2 -1, siis

J =-%{(u2-1)2du=-%j(u4- 2u2 + 1)du =

]

2
_zu(-b.--gg—-o-’l)-tc.

Ning 1Gpuks, asendades tagasi

_ /x4 + 1 ~/xt 1
a = ] »
saame
J = -\/x4+1 (xq'-o-'l)z 2(x + 1) 1
= - - — +

+ C.
2x2 5xb 3x

Néide 26+ Leida integraal

5 ax

NIV 4\/;?.

Lahendus, Siin o == 3/2, B =3/4, ¥ =-1/3, Et
oL+ 1 o + 1

B 3 3 ==

siis integraali J saab ratsionaliseerida asendusega

4—
= 5\/x-3-9-"|=u3

1 +

e,

ning

-58-



J = S /% «? au =_4(x7/4 uw’ du
/2 3 [ Dl ® /L
= -2u® + C.
Asendades u = }\/x'3/4 + 1 saame
J = =2( é\/x'yq’ + 1)2 + C.
Ulesanded.
Leida integraalid.
380, j-\/x “ +:\/x')4 dax 390. S dx
( VE(Vx + 1)2
381, [ ——g— 31, (— QX
I x(1 + V)3 ) 13
dx
382. (— 392,
Jx 3 /%% +1
. gxs-:'\/(x3+’1)2 dx 393, S—(__,-?ﬁ
dx dx
384, —— ——
Sé /xa + 1 st x2 - 1
385. j: 395, 5x7 X2 +1 ax
1
386. fx5(1 + 2x°) édlx 396, ( XX
IJx® - 4
387, (—— 397. ¢
x* \/x * x2 + 1
8
388. j dx 398, (X _dx
x4\/x2 +1 -\/xa -1
dx
389. | 399, ( ————
7 x2 (20 +2)°3 Sx7\./x4 +1

=-4Su du



405

406.

408.

409.

410,

411

(-2/:(1 - x2)' dx

Smu
S-\lx +x

)2/5x-x3dx

53 x+1dx

416.

4170

418,

419,

420.

421,

422,

Xi/xz -~x
5 3/x ax

x/x' + </X)

Sx’ dx

V1 -

dx _
Jryres

Leida integraalid, kasutades diferentsiaalbireomi

ja (Jjuhtum 3) analoogilisi asendusi.

423,

S dx
4 4

(x +1)—\/2x4+1

424,

( ax
P (5% +3)

—_—



Nédidata, et jédrgmised integraalid ei kujuta endast

elementaarfunktsioone.

425, J~/x> + 1 ax 429. J( = dx
X
426. | + 3 dx 430, ( ———
S Vx> -
2
427. )sz + 2 dx 431, (x__-g_In__Z ax

VX + 5
428, | XV + 4 ax © 432, I _x* - ain2 ax

x5 + tan 8

Milliseid tingimusi peavad tditma ratsionaslarvad T,

et jédrgmised integraalid kujutaksid endast elementaér-
funktsioone?
433, j‘\/xr +1 ax 438, I xx/zr + 1 dx

a1 —
w4, ) x5 A /x% 4 x ax 439. S x*/xF + 6 dx
435. | x (x - 2)ax 440. | x2(x* - 2)T ax
436.{xrx+5dx 441,5_.’.‘.‘1" =

(x7 + 1)

437. { xF/x2 = 3 ax

§ 7. Trigonomeetriliste funktsioonide

integreerimine

Integraali
JR(sin x, cos x)dx,
kus R(x,y) on ratsionaalne avaldis muutujate x ja y suhtes,

saab vahemikus x € {~JT, JT ) alati ratsionaliseerida asen-
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dusega

Sel korral
1 = u2
dx=—2——d-$e, sinx:——‘?ll-. co8 X = — 3
1+ 1+ 1+

Et selline asendus viib sageli véga komplitseeritud arvu-
tustele, siis praktikas kasutatakse vdimaluse korral ka
jérgmisi asendusi.
1) Kui R on paaritu sin x suhtes, s.t. kui
R(-sin x, cos x) = -R(8in x, cos x),
siis kasutatakse asendust
CO8 X = U,
2) Kui R on paaritu cos x suhtes, s.t. kui
R(8in x, -cos x) = -R(8sin x, cos x),
s8iis kasutatakse asendust
sin x = u.
3) Kui R on paaris sin x ja cos x suhtes, s.t. kui
R(-s8in x, =-cos x) = R(sin x, cos x),

siis kasutatakse asendust

tan x

"
[+

voi
cot X = u.
Trigonomeetriliste avaldiste teisendamisel on eriti

olulised Jjérgmised valemid

ainzx + cosax =1 1 + cot2x = _—1-
2x sin x
1 + tan = ==
cos"x cos X tan x = 8in x
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cot x = 1 +cos8 x =2 cos2 5
tan x
cos“x - sinax = cos 2x 1 =-cos x =2 sin2 >

2 8in X cos x = sin 2x

Ndide 27. Leida integraal

J = g dx
5«4 sin x + 3 cos x

Lahendus, Siin on voimalik integraali ratsionalisee-
rida ainult ildise asendusega
u = tan
Saame

J 2 du

("+u2)(5-412“2+5 —4
+ U

( 2 du _ du .
) 5 + 5&2 -8u + 3 - Bua J HZA; 4u + 4

du 1 +C = ———uu— +C.

(u-2) u-2 2 - tan %

Niide 28. Leida integraal

J = ( cos® x ax
J sin x

Lahendus. Siin integraalialune funktsioon on paaritu
sin x suhtes. Seepdrast teeme asenduse
cos x = u,
kust
-sin x dx = du,

du
sin x

dx = -

-
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2 2
J--(—-‘-‘,_du—f“d“ 5(1+-——-—)du-
J sin x u -1 a -
=u+p gy dus
= U+ lnl———mrl +C =
1 —
=cosx+§ln‘-—— | +C =
- Sin'z
= CO8 X + =% 1n + C =
2 X
cos
= cos x + ln|tan §| +C.
Nédide 29, Leida integraal
3
cos
= ([ 2 ax.
2 X

1 + 8in i
Lahendus, Siin integraalialune funktsioon on paaritu
cos % subhtes. Seepdrast teeme asenduse

sin % = u,

kust
dx = 2 d:
0052
Seega
2
2co8 = du P e
7= ——T=2(~——-sdu=-2j(1-——— du =
’ 1 +u 1 +u 1 +

—2(u - 2 arctan u) + C =
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= =2 8in = + 4 arctan sin E + C,

Naide 30. Leida integraal

7-(— dx
) 4 - 3cos x + S8in x

Lahendus, Siin integraalialune funktsioon on paaris
8in x ja cos x suhtes, Secepédrast teeme asenduse

tan x = u,
2

kust dx = cos"x du.
Seega seose 1 + = 1/cos’x tattu
2
« _ | cos“ x du _( du -
} 4 - 3c08°X + 58in“x | —tem = 3 4 55°
cos
S du _ du _s du
4(1 + u°) =3 + 50° 7 9u” + 1 1+ (30)°

= arctan 3u + C = arctan(3tan x) + C.
Naide 31. Leida integraal

7 1 +d:an x
Lahendus. Siin integraalialune funktsioon on paaris
sin x ja cos x suhtes. Seepdrast teeme asenduse
tan ¥ = u,
Seega

(cos® x dau _ du

! 1+ © (u + 1)(u2 + 1).

-

Lahutades murru osamurdude summaks, saame

(¢

— du =
2 u=+1 u + 1

J =
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%[}nlu + 1= 5 1n(u® + 1) + arctan u] +C=

3[1n|1 + tan x|- % In(1 + tanex) + x] +C

%[inlﬂ + tan x|+ ln|cos x|+ x| +C =

1 (x + 1n|cos x + sin x|) + C .

Ulesanded.

Leida integraalid.

42, jsin’x coszx dx 4524 1 -
J cos”’x
443, 500332)( sin 2< dx  453. S_d.,:..
cos”x
uny, Ssin32x dx 454, |
Jcos x
s, | 455, | ax
/ cos X - J 8in x
Gae, |- 456, [ co8’x dx
) sin x J sin’
(w47 S—TSinBX ax 457 J X
. . —T—_—'—
cos x sin'x cos"
4480 | ——— 458. jcot“x ax
J cos x sin’x
@49. | L S &59. Stanjx ax
/ cos’x sin”x
( 4
450. dx 460. {cot8x dx
/ cos x J
451, S—-—%— (464. 5 sin x dx
sin’x (1 = cos x)°
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462,

463,

464,

465.

466,

467.

468,

469

470.

471 .

472,

473,

474,

S dx
(2 + cos x)sin x

S cos x dx 476,
(1 = cos x)

ax
; (3 + sin x)cos x

477 .

( cos X dx
J gsinx - 68in x + 5

478.

(_4dx

479,
J tan x cos 2x
4 . 4
(cos X +sin’x 5o 480,
’ cos 2x

{—ox___ 481,
)5 - 3ces x
Sﬂ + tan x dx 482,
sin 2x
j 483,
5 + 4s8in x
( ax 484,
) sin 2x - 2sin x
2
j51n % dx 485.
1 - tan x

{ cos x dx (o0,

J 8in“x = cos”’X

(

) sin x + tan x

487 .

1 +# sin X + cos X

dx
4 + tan X + 4cot x

\ tan x dx
71 4+ tan x + tanzx

(cos x + sin X 4
4 sin 2x

dx

S 28inx +cos x +3

2sin X = cos x + 5

(_9x
J1 - s8in x

f dx
_ax
J1 = cos x

S
S

cos X + sin x

7co8 X - 4sin x + 8

( dx
) 5cos x + 3sin2x

J sin2x+ESianosx-coszx



488, f dx 491, j cos X — 38in X
ainzx—ﬁsinxcosx 1 -cosx +38inX

489. j————c“ 2x _dx 492, [ —9%
cos x + 8in x J 4 4+ tan X
dx sin 2x 4x
a90. (—9x 495. j—r
0 S1+sinx cos x + sin'x
Integraalide

j sin mx sin nx dx, Icos mx cos nx dx, Jsin mx 8in nx dx
leidmisel kasutatakse valemsid
sin a sin b = 3|cos(a - b) - cos(a + b)] ,

cos a cos b = l[cos(a - b) + cos(a + bﬂ ’

sin a cos b

Elsin(a - b) + sin(a + b)] *

vol

sin a + 8in o 2 8in i cos

cos a +cos b = 2 cos cos &=

-2 sin 2P gin - . P,

cos a - co8 b

Haide 32. Leida integrasl

Jd = ( cos x coazix dx.

Lahendus,

l\cos x (1 + cos 6x)dx =
1

J

8in x + l(cos X cos 6x dx.

Midrame a ja b nii, et oleks

a+b _



Liites ja lahutades neid vérdusi, saame vastavalt

= 7x ja b = 5x.

Seega

495 L

496,

497,

498-

499,

500.

501,

502.

o
[l

=2 sin x + Ej(cos 7x + cos 5x) dx =

%sinx+1 sin?x’-t- 1 8in 5x + C =

___sixdxx+sin51+sin21+c.

Ulesanded.

Leida integraalid.

cos X sin 3x dx sinwt sin (wt “P) at

sin 5x cos x dx 504, cos X cos8 2x cos 3x dx
cos 2x cos 3x dx 505. sin x sin® 3! dx

sin x sin 2x sin 3x dx
ein 10x sin 15x dx 508, | sin x sin % sin ¥ dx

cos cos § dx 509.

511,
Scoa(ax-c-b) cos(ax~-b) dx

8in 3x cos 41 dx

cos 21 cos Bx dax

|
5
f
jsin 2x sin 5x dx  506.
5
|
|
f

503. |
|
f
|
sin 3x cos 5x dx 507. S cos 2x sin”x dx
5
|
f
gainBZx cos®3x dx

512. Toestada, et juhul a + b # O voib leida sellised

konstandid A4 ja B, et kehtidb valem
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kus u = a cos x + b sin x.
Kasutades seos. (18), leida integraalid.

513, sin X = cos X 4 s Zcos X + 7sin X dx
81n X + 2C08 X 5coS X + 2sin X

dx 2cos X + 3sin x
j 3 + Stan x 516. ; 3605 X # 2510 X X
517. Toestada, et juhul a2 + b2 £ O voib leida kons-

tandid A, B ja C nii, et kehtib valenm

i 1
pcosx+951nx+r'A+B%_+ (19)

kus u = a cos X + b sin x + ¢,

Kasutades seost (19), leida integraalid.

s18. S 2 = sin X 4o 522. (_sin x dx
2 +#coSs X J1 - sin x
3 +cosx 4 523, (_cos x + 2sin x ax
3 ¢+ 2sin x 4cos X + 3sin x - 2
520. jcos x dx 524, | 8in x + 2cos x - % ax
1 + cos x J sin x - 2cos x + 3
521. J sin x Jdx . 525, j (cos x + 5) dx
cos X + sin x +-/2 2cos x - 3sin X + &4
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II.M AXRATUD INTEGRAAL

§ 1. Médratud integraali mdiste ja olemasolu

Olgu funktsioon f£(x) antud ldigus [a,b], kus a<b,
Jaotame 13igu [a,b] mingil viisil n osaks punktidega
4 = Xo<Xq< e0e <Xy q<X =D
ning igas tekkinud osalgigus
ey = [xk-’l’ xk] (k =1,25000yn)

valime vabalt punkti %keek ja moodustame summa
n

kus
Axk = Xy = Xy qe
Summat O nimetatakse funktsiooni £(x) (Riemunni) integ-

raalsummaks 1lgigus [a,b]. Olgu

A= maxX Ax. .
kgn

Arvu J nimetatakse integraalsumma J  piirvédrtuseks
protsessis A 0, kui iga arvu £> O korral leidub arv
8> 0, et kehtib

ls -~ al<t¢

niipea kui A< , sdltumata 1igu [a,b] jaotamisvii-
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sist ja punktide &, valikust, ja kirjutatakse

Jd =iim g.
A o

Kni on olemas piirvéértus J , siis funktszooni . (x)
nimetatakse integreeruvaks lgigus [a,b] ja piirvéédr.us. J

nimetatakse funktsiooni f£(x) miidiratud integraaliks \ehk

Riemanni integraaliks) 1digus [a,b] ja kirjutatakse

) f£(x) ax.
Seejuures arvu a nimetatakse integraali alumiseks ra-
jaks ja arvu b ililemiseks rajaks. Loiku [a,b] nimetatakse
integreerimisldiguks.

Funktsiooni f£(x) integreeruvuseks 13igus [a,b| on tar-
vilik funktsiooni f£(x) tSkestatus selles 1ldigus.
Olgu f£(x) tokestatud 1ldigus 'La,b]. Tdhistame

= sup £(x), m, = inf £(x).
xee, Xee.
Summasid
o n
5 = 2 A%, s = Zk=,| my

nimetatakse vastavalt Darboux' iilemsummaks ja alamsinmmaks.

Lsigu |a,b] sama jaotusviisi puhul kehtivad vdrratused
s €0« S,

Arvu J nimetatakse Darboux' iilemsumma S piirvéér-
tuseks protsessis A - 0, kui iga asrvu £E> 0 korral
leidub arv d > O, et kehtib vsrratus

l9 -sl<e,
niipea kui a<d , sdltumata 15igu [a,b] Jaotamisviisist,
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kirjutatakse

J = 1lim S,
A0

Analoogiliselt defineeritakse Darboux' alamsumma s
piirvddartus protsessis A == o.
Kui funktsioon f(x) on integreeruv 1digus [a,b], siis

kehtivad vordused
b

‘ f(x) dx = 1im S = 1lim s .
a A o A=o0

L3igus [a,b] tSkestatud funktsioon on integreeruv sel-

les 15igus parajasti siis, kui

lim (S - 5) = 0. )
-0
Téhistades = My, voime viimase tingimuse esitada
kujul n
lim 2, & A% = O. (1a)
A0 k=1

Kehtivad jéargmised teoreemid:

I. Loigus [a,b:] pidev funktsioon f(x) on integreeruv
selles 15igus.

II. Loigus [a,b] tokestatud monotoonne  funktsioon
f(x) on integreeruv selles 1digus.

III. Kui 15igus [a,b] tGkestatud funktsioonil f£(x)
on 13plik arv katkevuspunkte selles 15igus, siis £(x) on
integreeruv selles 13igus [a,b].

Midratud integraali moiste laiendatakse ka juhtude-
le a=b jiirgmistg vordustegas

S f(x) dx = £(x) ax,

b
7%=



j £(x) dx = 0.
a
Ndide 1. Kasutades médratud integraali definitsiooni

arvutada integraal
4
J =f (2 + x) dx.

=1
Lahendus. Et funktsioon f(x) = 2 + x on pidev 13igus

[—1,4], siis teoreemi I t3ttu on f(x) integreeruv selles
lcigus., Et antud juhul on ette teada piirvddrtuse J ole-
masolu, siis tema arvutamist v3ime taandada jada piirvddar-
tuse leidmisele, valides sobivalt punktid ja ; See-

pérast jaotame integreerimislaigu[-1,4j vordseks n Osaks

punktidega
xk=x°+kAxk=-1+
kus
_4 -1 _5
Axk— o =8
ning valime
=X, = =1+ 2k
Siis
n
2(2"‘ =
k=1
=Z(2—1 =
k=1 * g K n’
- 21 4+
=5+ @ EBa-5. 3 L,
Seega



j (2 +x) dax = linfs +-225(1+1)] =5+ 32 =17,5
-1
Nédide 2. Léhtudes mddratud integraali definitsioo-

nist, arvutada integraal

J = QE .

2

14 X
Lahendus, Et £(x) = 1/x“ on pidev 13igus {1/4,2J ,
siis teoreemi I jdrgi integraal J on olemas. Jaotades sel-

le 16igu osadeks e. suvaliste punktidega

Kk
/4 = X< K < el Xy 4 X = 2,

n
voime valida % - €e sest x-2 <X X <x2'
k Kk? K=1S Tkt kS TP
Siis
n n n
FAY S
k
6= B(E)AX =2, —E = (
= S0 A% k=1 k-1 k k=1 k-1
1_1 1
= e e m—= 4 - =3,5=J. .
x, ~ X 2 ’

Nédide 3. Veenduda, et funktsioon

" ET x ¢ [—— T
£f(x) =
| 1, ki x =1,
kus k = 1,2,..., On integreeruv 1ldigus LO,‘I| ja arvutada
1
J = j £(x) dx.
o

Lahendus Vaadeldaval funkitsioonil f£(x) on kill 13p-
matu hulk katkevuspunkte, kuid ta on tlkestatud ja mono-
toongelt kasvav 1ldigus [0,’1] . Seega beoreemi II pohjal on

ta integreeruv selles ldigus.
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-gu
Integraali J arvutamiseks jaotame integreerimisio &

- katke
n osaks, valides jaotuspunktideks jérgmised f(x) B

vuspunktid:
1 k =1 n=1 4
. O, » 2'e gosey n ] .
Saame osaldigud
1 _ k
81 = O,? Bk— — E——;—TJ,-».,
. _|n- 2 n-" e - 1!,
€p1 T | =T n |* "n " [ _
Moodustame integraalsumma suvaliste punktide Eke ey
korral
n n=-1
g = f(%k)Axk= f(Ek) (_m———r—) +
n=1 .
+ 2(E )0 - —— gf’_.’_ﬂ TESoryE + O 3 =
n=1 i n-1
- - - 1) =
'Z(E +’IHE+25+°(1)";(E+’1 E+'2)+°()
1 1
=z -gwr oM.
Seega
J = 1lim T = l
N O

Nédide 4., Naidata, et funktsioon

fxz, kui x on ratsionaalne,

f(x) =
l-1, kui x on irratsionaalne

el ole integreeruv iheski 15igus [a,b].
Lahendus, Jaotame 15igu [?,b] osadeks €, ratsionaal-

sete punktidega
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&=x°< <oo.<xk<ooo<xn=

Et igas osaldigus ey leidub nii ratsionaalseid kui ka ir-

ratsionaalseid punkte, siis m, = -1 ja = max{xi_q,xE}
ning wy = M, - o, = M, + 1> 1, Jédrelikult
n n
S—B=§__, (lk+1)ﬂxk>2A!k=b-a’
k=1 k=1

seega vaadeldaval juhul tingimus (1) ei ole tédidetud, mis
iitleb, et £(x) pole integrseruv 13igus [a,b].
{lleganded.

Léhtudes Riemanni integraali definitsioonist arvu-
tada jérgmised integraalid.

b
526. f x dx. 531% ) x* ax, “1.
527. | xax. 532, S o,
2 4
3 N/
528, j e*ax. 533 s sin x dx.
o o
10 n
529, | 2%ax. 53. [ sin x ax.
1 o
530% S xdx.

Néidata, et jdrgmised funktsioonid on integreeruvad
15igus (0,1].

535, £(0) = |—m| - 536 £ =

53
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537. jm' kui xg[-E—}.,r’ %) s K =T yee0es

| 21, kuix=1

5387 f£(x) = sgn (8in —)

539% 3 -
£(x)
0, kui x

0]

T5estada, et jdrgmised funktsioonid ei ole 1integree-
ruvad 13igus [0,1].

540, j‘ 2, kui x on ratsionaalue,
f(x) =
| =1, kui x on irratsionaalne.
541, I x>, kui x on ratsionaalne,
£(x) =

| 2, kui x on irratsionaalne.

5424 (1, kui x on ratsionaalne,
£(x) =
| x, kui x on irratsionaalne,
543, (1/2, kui x on ratsionaalne,
f(x) =

2x, kui x on irratsionaalne.
Ndide 5. Lédhtudes mddratud integraali definitsioonist

arvutada piirvadrtus
lim A , kus A_ =
D=== 00 o

lugedes, et
1

)lnxdx:-‘l,
(4]

Lahendus., Arvutame logaritmi:

1n An = 1 Inny - 1nn =



1
=n(1n1+1n2+... ln n) = 1n n.
Jaotame 1l3igu [O,‘l} punktidega
xk E (k = 1,2,...'n)

n vordseks osaks. Siis Axy = 1/n, ning valides

sSaame
n

n n
U:Zln x=—L1nE=— Zlnk—nlnn:
5 Ak nk=1 n n(k=1 )

n
= - ln k- lnn=1n A .
n/_J‘ n
k=

Seega

lim ln A = 1lim O = ln x d&x = =1,

Ne=e 0O Y= CO

O "

Et logaritmfunktsioon on pidev oma méédramispiirkonnas,
siis

lim 1n A_ = 1ln lim A
D-» o0 o N-eoo B

ja seega

lim A_ = .
D= OO n

Ulesanded.

Esitada jédrgmiste jadade {A,} piirvadrtused médédratud
integraali abil, vaadeldes An sobivalt valitud funktsioo-

ni integraalsummana l3igus l0,1].

n "y
Si4. A =% R 546, A = P—
k=1 k=1 4% - k
1 1 & 1
S45. A = b Ot 547, A =%
n k=1n" + k Bk 2Tk



Arvutada jdrgmiste jadade {An} piirvédrtused miaratud
integraali abil, kasutades iilesannete 528-533
ning vaadeldes A sobivalt valitud funktsiooni integraal-

summana mingis 1digus.

2n
o 3k 0. A = 241
548. A, ng exp < 55 1 % A
n
c 22 k7
549, A = f?"]' k 551, A, -né sin =

§ 2. Integreeruvate funktsioonide omadused

I, Aditiivsus. Kehtib vGrdus
c b
£(x) dx = j £(x) dx + j g(x) dx,
a a c
kusjuures integraalide olemasolust paremal jédreldub inte-

graali olemasolu vasakul, ja vastupidi, kui c e [a,b], siis
integraali olemasolust vasakul jédreldub mSlema integraa-

1i olemasolu paremal,

Jdreldus. Kui £(x) on integreeruv 1lgigus [a,b]
on ta integreeruv ka igas osaldigus |c,d] C ra,b'_i .

II. Linesarsus. Kui funktsioonid f£(x) ja g(x) on integ-
reeruvad ldigus [&.b], siis mistahes konstantide o ja A

korral funktsioon o f(x) + g(x) on samuti integreeruv

15igus ‘!a,b] ja kehtib vordus

b b
S Idf(x) + pg(x)]dx = o j £(x)ax +F g g(x)ax,
a

a a

Jéreldused: 1) Eui funktsioon £(x) on integreeruv 15i-
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gus [é,bJ ning « = const, siis

0 ~——o

o f(x) dx = o g £(x) dax,
a

8.t. konstantse teguri voib tuua integraali mirgi alt integ-
raali margi ette;
2) kui funktsioonid f(x) ja g(x) on integreeruvad 13i-

gus [a,b].siis

b b
S[}(x) + g(x{de = jf(x) dx + ) g(x) dx,
a a a

s.t. summa (vahe) integraal vordub liidetavate integraali-
de summaga (vastavalt vahega).

III. Korrutise integreeruvus. Ldigus [a,ﬁ] integreeru-

vate funktsioonide f(x) ja g(x) korrutis f(x)g(x) on integ-
reeruv 1l3igus [a.bJ.
IV. Monotoonsus. Kui 18igus [a,b], kus a<b, integree-
ruvad funktsioonid f(x) ja g(x) rahuldavad vdrratust
f(x) £g(x),
siis b

b
s £(x) dx SS g(x) dx.
a a

Jarelduss kui f(x)=0 (vastavalt f(x)<O0) ning a<b,

siis b b
{ f(x) dx=>0 (vastavalt jf(x) dx<0).
a a

V. Absoluutne integreeruvus. Ldigus i},b] integreeruva
funktsiooni f(x) absoluutvaidrtus If(x)l on integreeruv 15i-

gus[a,b], kusjuures juhul a<b kehtib vdrratus
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‘[ f£(x) dx Sj |f(x)|dx.

VI. Miiratud integraali esimene keskvadrtusteoreem.

Olgu funktsioonid f(x) ja g(x) integreeruvad 1digus X =
=[a,b] ning

m = inf f(x), M =sup £(x),
xe X xeX

Kui g(x) s&dilitab mirki 1digus X, siis leidub arv

mis rahuldab vorratust

m< ¢))
et kehtib vdrdus
b b
I £f(x) g(x) dx =/,4,‘ g(x) dx.
a a
Jiareldused: 1. Kui funktsioon f(x) on integreeruv

15igus [a,b], siis leidub arv 4 , mis rahuldab vGrratust

(2), et kehtib vdrdus
b
j £(x) dx = (b - a).

2. Kui 13igus [a,b funktsioon f(x) on pidev, funkt-
sioon g(x) aga integreeruv ja sdilitab mirki, siis leidud

arv 5 € [a,b], et

b b
| 260 g0 ax = 2(8) [ g0 ax.
a a

3. Kui funkteioon f on pidev 15igus[a,bl, siis leidub
arv ¥ € [a,b], et
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j £(x) ax = £(£)(b - a). )

a
Ulesanded.

552. Olgu £(x)< g(x) pidevad funktsioonid 13igus [a,b],
kus a<b, Toestada, et kui £(x)< g(x) mingis vahemikus
(c,d) c [a,b], siis

} £(x) dx < ) g(x) dx.
a a
Jdrgmisi integraale arvutamata otsustada, kas nad on

positiivsed voi negatiivsed.

553, ‘ e Xax. 556, ‘ X cos X dx.
L A
9 -

554, f xzexdx. 557, 5 axs
3 -8
4 0

555, { x cos x dx. 558, [ arccos x
2 _4'| / 2

Jdargmisi integraale arvutamata teha kindlaks millist

mérki nad on ja kumb kahest integraalist on suurem.

1 1 ., /2 a/2
559, x dx, 5 x~dx sin’x dax, j sindx ax
0 (¢} o [}
? 2 1 1
N 2 x x2
560. x ax,  x%4x s63. | e* ax, { & ax
/'
/2 x/2

561, sin x dx, [ x ax

o 9
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564-

565.

566.

567.

568.

569.

570,

571.

572

573.

a
cos x dx, } cos’x dx

J/2 /2

_ -1

(o™ ax, |&Fa
-3 =3

1 1

(x ax, } 2sin x dx
o ()

) 1n x dx, j lnzx dx
1 1

Y 1n x d4x, j 1nx ax
3 3

1 1

\ 1n x dx, S ln}x dx
1/e 1/e

1 1

e

(Vﬂ + x2 dx, ) x dx
o

xzeinzx dax, s xsinzx dx
()
2m

e~Xcos%x dx, I e %cos’x dx
)

2w
x 8in x dx, 5 X sin x dx

—y o—Y oO—=2 0

Ndide 6. Keskvddrtusteoreemi abil hinnata integraal

Lahendus. Leiame integreeritava funktsiooni
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20(x) = 4
rajad m ja M, mille vahel asub arv M vorratuses (2). Bt
£(x) on pidev integreerimisldigus X -[2,4], siis m Ja N
on funktsiooni f£(x) globaalsed ekstreemumid. Viimaste
leidmiseks arvutame tuletise

r'(x) = -l—n:—x-&l'

kust saame f£(x) ainukese kriitilise punkti x = e. Seega
£(x) globaalsed ekstreemumid vSivad olla vaid punktides
X =e,X=2Jax=4, B¢

f(e) = e = 2,718..., £(2) = £(4) = = 2788000y

siis

m = min £(x) = o, M = max £(X) =y, =
xeX x6X

Arvestades vorratust (2), voime jérelduse 1 pdhjal kirjo-
tada
e(4 -2)s T < (4 -2)
ehk
5,43 < J < 5,78.
Ulesandes 552 antud vdite pdhjal kehtib range vorra-
tus tegelikult md5lemas viimases avaldises.

Nédide 7. Hinnata integraal

J = } x arctan x dx.
N3
Lahendus. Integreeritav funktsioon

¢(x) = x arctan x
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or kahe kasvava funktsiooni korrutis. Seega on (x)

vav ning

—;;— < P(x) <

6 3

kust keskviddrtusteoreemi jdrelduse 1 pdhjal saame

— —2 £J < '&I’ 2'
6/3/3 3 V3%
ehk

%g"’g 27

-3"0
Vahetult keskvddrtusteoreemist saame kiesoleval juhul pa-
rema hinnangu, Votame f£(x) = arctan x ja g(x) = x. Siis

(vt. iilesanne 525)

V3 V3

| e(x) ax= 1 xax =,
143 e
Seega vorratuse

E$f(x)‘§

tottu saame keskvddrtusteoreemist, et

Siin alumine tGke on suurem eelmisest ja iilemine tGke viik-
sem eelmisest, KokkuvSttes saame seega

21 &1

SIS
Ulesanded.

Kasutades keskvdidrtusteoreemi jédreldusi hinnata in-

tegraalid,
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574.

575.

576.

577.

578,

§ nii, et antud mddratud integraali puhul kehtiks valem(3)

583,

584,

585.

} exp(x2 - x) dx
c

e
{ xaexp(—xe) dax
1/e
n/4
{ xvtan x dx
/6
Jg/2

(VZ +sin%cd.x

o

\ X arccot x dx

b
yxdx
a

( x2 dx
2
3

1 .
e dx

579. {\/1 + x* ax
(o]
a/2

580, | 2B X gy
/4
100

Arvestades iilesannete 526 - 53%3 vastuseid, leida

4
586. | x° ax
1

se7. | —
1
J/2

588. | sin x ax
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§ 3. Mdlratud integreal raja funktsioonina

Kui funktsioon £(t) on integreeruv 1digus [“'b.l' siis
funktsioon

G(x) = } £(t) dat

a
on pidev selles lGigus.

Kui 13igus [a,b] integreeruv funktsioon £(t) on pi-
dev kohal t = x, siis funktsioon G(x) on diferentseeruv
kohal x, kusjuaures

& o(® = £(0).

Nédide 8, Arvutada funktsiooni

exp <0

tuletis vahemikus X = (1, o0),
Lahendus. Funktsioon t¢/ln t on kdikjal vahemikus X
pidev. Mddratud integraali aditiivsuse omaduse pdhjal on

mistahes arvu a ¢ X puhul

? - exp X exp X° x°

- t dt _ t d¢ t dt

v=lTat * f 7t = | m'fzﬂ-
x2 a a a

Liitfunktsiooni diferentseerimise reegli kohaselt on

)
y' = eXp X K3 exB__ x2 _da x2=
ln exp x- dx ln x° dx
(exp )2, 2 x% 2 2>
= 3x° - X 2x_ _ Zexp(2x?) _
x° 2 1ln|x| x ln x
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Dlesanded.
Leida jirgmiste funktsioonide tuletised kohal x.
x

2
589, y = ‘ 1-t+ 4650, y= g 1n%t at

oVl ¢+t 2+ ¢t x
2x
5. 7 = Big ¢ g 595. y = ( ein t2at
©
3 10
591, 7= N1+ t2at 596. y= [ cos t2 at
2
X
1 co8 X
592, y = ( 597. ¥y = \ cos(JTta)db
x2 sin x
Qxln N 15
593, 3 = | = dt 598, y = r————
2 ¢ iz-\"i + e

599, Leida tuletis ilmutamata funktsioonist

y x
{exp t-dt + S cos t2dt = 3,
1 1

Leida paramesetrilisel kujul antud funktsioonide tu-
letised.

& t°
[x:jr——-dz fx= | z1ln z dz
600. 2 1
t 1
{

22 In z dz

2
’ e? dz y =

Leida funktsiooni H(x) tuletis miirgitud punktides

x =a jax =bhbe
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Vi+tdat, a=2, b="Vo4

602. H(x) = [
X
603. H(x) = j e=%“dat, a =0, b =3
X
vx'
604. H(x) = cos t2dt, a =1, b = 71/2
1/x

Leida funktsioonide teist jdrku tuletised.

2 X
605% y = I\/[t(t -t1)5t7 *2) 3t 608. y = ; 2818 2 4,

1/2
5 2
J/ e )t - V% 4z
x2 1
20 — x
607. y = j sin2t dt 610, y = 5(c2+n)51n LT
x o

Leida funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.

1
611, y = qgs(I——E I;g:)du 612, y = ,
x
613. y = | t(2 - &) exp(t - ) at
=3
X
64, y = { e E - arctan t) dt
=1
x
615, y = g (1 + 1n wu'*? gy
0,1
x 2
616. y = e* (4x’ - 5) ax
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Leida funktsioonide kumerus- ja ndgususpiirkonnad ning

kddnupunktid.

617. z4 9. f t2 - 3t + 8 at
2 -
x2 1 ex — —

s18. [ w24y 620. {3/ - 10-2)2 az
1 0,5

621, Olgu £(x)>0 ja pidev hulgal X = |0,c0)., Toesta-

{ te(t)at
H(x) = e

| £(t)at
o]

on kasvav hulgal X,

Leida jérgmised piirvédrtused.
x

u
622, lim- | cos t?at €24, 1lim- [ 83BX gy
X~ 0O [o] Q== O o)
2 2 X
625, lim oy { e*"ax 625, 1im " | sin t2at
Z=—e O (o) Xe=a O o)
sin x /tan x
626, 1lim (fan v at/ | sin t at
X 04 O / o

§ 4, Maaratud integraali arvutamine

Kui 13igus [a,b] integreeruval funktsioonil £(x) om
olemas algfunktsioon F(x) 1ldigus [a,b], siis kehtib Newton-
Leibnizi valem

b
5 £(x)dx = F(b) - F(a).
a
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Arvutustes on otstarbekohane tihistada viimase. -ale-

min

F(b) - F(a) = F(x)

siis saab Newton - Leibnizi valea kuju

(*)

D
[ £(x)ax = P(x)

Kui 1Gigus [a.b]. kus a<b, integreeruval funktsioonil

om olemas algfunktaioon F(x) vaid vahemikus (a,b), siis
b
j £(x)dx = P(b-) - P(a+)

ehk liihidalt
)
S £(x)ax = P(x) (5)
a+
Ndide 9. Arvutada
/2
J = S (Jx -ﬁl + 8in x)dx.
=

o e - =

jal v3ime kirjutada

w/2 n/2
J = j Ix-ﬁldxt- f 8in x dx .
-IT -J7

Bt avaldis |x - /4| on vahemikus (-31,77/4) negatiiv-
ne, vahemikus (7 /4, J7/2) aga positiivne, siis
(%= koi x e (7 /4, x/2),

X -T“ =
E-X, kui xe(-rr, w/a),
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Seega aditiivause omaduse pGhjal

n/4 w/2 n/2
Jaf(*--x)dx-t f(x-.})dx-r [ ein x ax.
-7 /8 = |

Easutades Newton - Leibnizi valemit (4), saame iga imteg-

raali korral

/a4 /2 (/2

3 (e - %)

- 008 X

n/a -

16 32

- cosgocos(-:ﬂ) s 13 -1,

Néide 10. Arvutada integraal

1{2 »
J = [;] dx.
/7
Lahendus Funktsioon [2/x] on t3kestatud 151igus
[\/n , 172 ja on katkev vaid punktides x = 1/3 ja x = 2/5.
Jérelikult teoreemi III § 1 pohjal integraal J eksisteerib.

Aditiivsuse omaduse pShjal vGime kirjutada

1/3 2/5 172
= 2 2 2
J 1% [x]dx + 1;3[x]dx + z)ls[x]d;.

Et vahemikes [ , 1/3], (1/3, 2/5] ja (2/5, /2] funkt-
sioon [2/x] on virdne vastavalt arvudega 6, 5 ja a4, siis
nendes poolldikudes funktsiooni [2/x] algfunktsioonid on

vastavalt 6x, 5x ja 4x. Valemi (5) pShjal saame siis
1/3 2/5 1/2
J = 6x + 5x + 4x
1/ 1/3+ 2/5+
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s6g-—) +5(B -9 +4z-B = -a-

Ulesanded.,
EKasutades valemeid (4) ja (5), arvutada jargmised
integraalid.
-1
f (x2 - 2x + 3)ax 636, f 4
1 =5
8 o
628. [ /2x Z/Dax 637, (sin® % ax
o =77
' 2
629, | 14X ax 638, ( 2X 22x” +1 4
10 g X +7
]} n/2
630, | —iE— 639, S cos x dx
2 X - 1 A
/4 27
631, ax 640. | 392
}/ = 1 Ax
1/v/2 _ax /4 .
632. f 641. j = 4
A 4 - <2 /7 x4+ 1
o 2
633. 3 (2 + tan x)ax 642, | X " *3 a5
/4 2
in 3 1
634. f 92' 643, ) ch x dx
1n 2 ch™x A
1
dx
635. | —SX
22 5 1 +x

Kui integreerimisldik on siimmeetriline nullpunkti suh=
tes, nditeks 13ik [-a,a], siis
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a
_L £(x)dax = 0,

kui £(x) on paaritu, ning

g g(x)ax = 2 { £(x)ax,

-8

]

kui £(x) on paarisfunktsioon.

Ndide 11, Arvutada

77

J = g (einzx + tan -)dx.

=-Jr

Lahendus, Et tan.g on paaritu,

sioon, siis

o44 .

645,

646,

J

J k1l

=JT
g

( (1 = cos 2x)dx = 7 = lsin 2x

Ulesanded,

Arvutada integraalid

647.

649,

=95-

| 1
N O

1/2

)

=1/2

sin2x on paarisfunkt-

r
)sin‘ﬁ:dx+jtan3dx=2$einxdx-
=JT o]

F1}

(o]

1n(x xz)dx

(x5 + 3t . '15x5 + 4)dx

| + x
ln,T—dx



Kui fuuktsioonidel u = u(x) ja v = v(x) on 151gus

(a,5] olemas integreeruvad tuletised, siis kehtib mEaratud
integraali ositi integreerimise valem

[+

- 5 v du. (6)

Niide 12. Arvutada integraal
1

J = ) xzeI dx .

Lahendus, Ositi integreerimise valemi (6} rakendami-
seks vitame u = x°, dv = e¥dx, siis du = 2x dx ja v = e,
Seega valemi (6) p6h?al on
J = xzex - [ 2xe¥dx = e - 2 { xe*dx.
) o )
Paremal oleva integraali arvutamiseks rakendame veel kord

ositi integreerimise valemit (6), vdttes u = x, dv = e%ax.

Siis du = dx, v = e ja valemi (6) p5hjal

xe dx = xe edx = e =@ =1,

Seega
J=e -2,
Kui véhemalt iiks funktsioonidest u vgi v pole médratud
integreerimisldigu otspunktides a ja b, kus a<b, sils
mddratud integraali ositi integreerimige valenm (6) esitudb

kujul

judv:uv

- S v du. (?7)
a

a+
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Integraalide
b
J = I Pn(x) f(x)dax
a

arvutamisel, kus Pn(x) on n-astme poliinoom ja f(x) on iiks
funktsioonidest a**, sin X, €OS oX, Shdx vVv3i chat x

tuleb valemis (6) v5tta

u - Pn(x), dv = f£(x)dx

Tulemuseks saame uue integraali
b
) Pn_1(x)f(x)dx,
a

kus P, _4(x) on juba (n-1)-astme poliinoom. Kui P _q(x) £
# const, siis tuleb veel kord rakendada valemit (6). See-
ga integraali J arvutamiseks on vaja valemit (6) Jjdrjest

rakendada n korda. Niisugustel juhtudel on sobiv kasutada

nn. iildistatud ositi integreerimise valemit

b
vow®ax = (=) Ep(K) g (n=1-k) +
k=0 a
+ (=N g u(n’vdx,
a
mis kehtib, nditeks, kul funktsioonidel u = u(x) ja

v = v(x) on 15igus [a,b]| olemas pidevad n-jdrku tuletised
u® - (@ () ja v o oy,

Ulesanded.

Arvutada integraalid, kasutades ositi integreerimist.



R 1

650. gx sin x dx 6s4. | xe ax
=7 o
1/2 1

651, ( arcsin x dx 655* j x ln x dx
o o
3 a

652, S In(x + 3)dx 656. g x2cos x dx
1 n/2

65%. { x arctan x dx 657% ( eXsin x dx

o

Kui funktsioonil f£(x) on olemas algfunktsioon 13igus
[a,b] ja x = ¢ (u) on mingis 13igus |«,@] diferentseerw
funktsioon, mille vddrtused kuuluvad 13iku [a,b], kus juu=-

res Y(at) = a, p) = b, siis kehtib valem

)
g £(x) ax = ff[(p(u)] @' (u)dy, (8)
a «

eeldusel, et integraalid mdlemal pool eksisteerivad.

Ndide 1%. Arvutada

J=?L —_— dx

2 X
Lahendus. Teeme muutuja vahetuse

X = 2/sin u.
Vana muutuja x rajade a = 2 ja b = 4 asemel saame vdrran-
ditest 2 = 2/sin u ja 4 = 2/sin u vastavalt muutuja u
uuteks rajadeks arvud o =37/2 ja @ =7/6. Et 15igus
[31/2, JT/6] on funktsioon x = 2/sin u pidevalt diferent-
seeruv ja tema vdidrtused x kuuluvad 13iku [2,4] , Siis on
see muutuja vahetus lubatud. Seega
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ax = 22808 U g, -/ ¥2 _ by -

sin u sin u
m cos u =2 cot u
Jja
n/6 4 n/2
J =A-{ 2|cot u| 3—592—2 du = - cos?u sin u dus
nv/2 sin"u n/6
n/2 . - /2 '
cos?u d cos u = % 22%—3 =5 (0 - 2ﬁé)=_-
/6 n/6

Vorreldes valemit (8) m3&ramata integraali muutujate
vahetuse valemiga, nieme, et md@dratud integraali arvutami-
sel pole vaja tagasi minna vanale muutujale x pidrast funk-
siooni £ EP(uX]P'(u) algfunktsiooni F [¢ (u)] leidmist 15i-
gus Dx,p] , kus F(x) on funktsiooni f£(x) algfunktsioon
1G6igus [a,b]. Kui valemis (8) paremal oleva integraali
arvutamisel Newton - Leibnizi valemi abil on raske leida
rajasid <« ja p , siis voib leitud algfunktsioonis
F Dp(u)] minna tagasi vanale muutujale x asendusega
x = (u). Pulemuseks saame funktsiooni f£(x) algfunktsiooni
F(x) 1loigus [é,b] ja voime kasutada otseselt valemit (4).

Ndide 14. Arvutada integraal
1

L
J = j1/1 + x2 ax.
o)
Lahendus. Teeme muutuja vahetuse

x = sh u,

siis
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dx = ch u du

w/‘l + x2 =1+ sh2u = ch u,

sest ch u> 0O, Téhistades F& - arsh 1, saame

p p e,
J = ichzudu=%)(1+ch2u)du=zu + ¢ sh 2u
o o )

Et sh 2(3 arvutamine on ebamugav, siis léheme vanale

muutujale tagasi ja saame

sh 2u = 28h u ch u = 2x~/1 + x2.

Seega
J =% u
1
3p =
= 2 in ( 1 'Y
sest arsh x = ln(x x“).

Mddratud integraali arvutamisel kasutatakse ka dife-
rentsiaali médrgi alla viimise votet., Et sel korral ae
uue muutuja jaoks uut tdhistust sisse ei too, siis el
tule integraalis rajasid muuta.

Néiteks

b b

jf(dx"'ﬁ)dx=l sf(dx+{5)d(o(x+ Y.
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Seega, kui F(x) on funktsiooni f(x) algfunktsioon 15igus
a,b|, siis

‘f(cax-r‘a)dx:-F( x+ﬂ) . 9)

Néide 15. Arvutada integraal

Lahendus.Kasutades diferentsiaali mérgi alla viimase

votet, saame

3/4 2 3/4
T M dx = 2 I arcsinz’-\/x d arcsinvx'=
172

3/4

| o
= arcsin +/x

(arcsin® g - arcsin“vzﬁb -

1/2

- [ewape ot

Ulesanded.

EKasutades valemit (9) arvutada jérgmised integraalid.

6 n/w
658, j\/x - 2 dx 662, , sinz(wx + 'Po)dx
2 )
-3 16 4
659. 663. &=
L-\Bx + 25 2 5 -\/x -
n/4 2/3
660, [ cos®x dx 664 . j dx
)o 4 + 9x°
7 1/10
661, I shx dx 665, | —o———
V1 25x2
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Kasutades diferentsiaali midrgi alla viimise votet,

arvutada jadrgmised integraalid.
2

e 4 N
666. S — 672. 5 xVx2 + 9 ax
e )
f s:.n in z o, 673, s (¥ - 1)4 ¥ ax
1 o
n/2 e
668. 5 sin’u du 674 j —_—
° -\/1 - ln X
w/2 n/2
669. | cos x sin’x dx 675. ( \/cos X - cos’x dx
o -ni/2
1 n/2
j cExx 676. 5 cos’x sin 2x dx
o ()
n/4 5 a/2
671, é 1+ tan’x . 677. { s‘ién 2x dx x
o 2cos8“x + 7sin x

Kasutades muutuja vahetust, arvutada jargmised integ-

raalid.
1
6780 ( DE— 682. —2————
o 1 X" +4x + 5
r \/fdx dx
“"_"',l T 683, —————;
2"\/5 + 4x = X
ax .
680. Sm sas. | dx
1 +vV1 + 2x
( Ve

xdx 685. J\/z - x2 ax
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686,

88,

689.

690.

691 .

692.

695 .

694.

695.

696.

697.

O |

/2
dx
3 + 2cos X

)
7T
51n4 % dx
o
1n2
3 -\/ex -1 dx

—_—
R —

-0,54/8 + 2x - x

687,

Arvetada jeargmised integraalid.

698. I _eTax

X
5 1T+ e
699, S
a4 4x =9
n/4

700. — dx
J cosx

701, s e dx

J3/2
202. f——il-x—
oV - x2
(o]
703. j dx
=11 +-a/1 + X
5
704, (_:g_x__
'VS + 4x
1n3 %
205, 1-e ax
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2 m/2
708. S x°1n x ax 4, I sin x cos X dx
1 (s}
1 /4
709 S\/Zx + x° ax qee ( _ten x dx
o Jo 1 + 2tan X
/4 4
X 81n X
210. go EE3E ax 716. !‘\j|?| ax
.\/.’? I s x2 '? 3
711, ) T dx 717. ) cos’x}sin x ax
1 °
1 A—Z—, Ir
712, f —_— ax 718. fh - 2sin xlax
W F
2 /3
713, | aIcten ax U ("¢ xl+|tan x|)dx
-2 2% + x —n/4

Jéirgmistes iilesannetes arvutada integraal
b

j £(x) dx

antud funktsioonist £(x), vdttes integreerimisldiguks [3:

funktsiooni
720. £(x)
721, £(x)
722, £(x)
725, £(x)

f(x) méddramispiirkonna.

2
X ,

cos x , kui - ¥<x<0

kui =1<x<0

kui O0<x<1,

= {1-x2, kui O=x<1,
Inx , kui 1gx<e.
arcsin x, kui |x|<1,
" arctan x, kul 1 <ix|<.f5.
- arcsin|x|, kui |x|=<1,
- arctan x, kui 1 <|xj=+/3.
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{arcsin x, kol |x|<1,

724, £(x) =

larctan x, kui 1<xs .,
725. f£(x) = /1 - |xl/+ arcsin(x -
726, f£(x) = 1n(1 + x) + arccos(x - 0,1).
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III.PARATUD INTEGRAALID

§ 1. Tokestamata funktsiooni integraal

I. Kui funktsioon f£(x) on integreeruv  1digu  [a,b]
(a<b) igas osaldigus [a,c] (c<Db) ja on tSkestamata punkti
b {imbruses (joon. 1), siis funktsiooni f(x) integraal

15igus [a ) ] defineeritakse

: vordusega

: b c

! S f(x)dx = lim Sf(x)dx,('l)
, A c— b=

eeldusel, et piirvaddrtus pa-

remal eksisteerib ja on 1lop-
Joon. 1 lik.,

II. Kui funktsioon f(x) on integreeruv 13igu [a,b]
(a<b) igas osaldigus [c,b] (a<c) ja on tdkestamata punkti
a lUmbruses (joon. 2), siis
funktsiooni  f(x) integraal
15igus l_a,b] defineeritakse

v
1
1
1
1
'
'
'
1
1

vordusega

b
Ef(x)dx = 1lim s f(x)dx, (2)

Joon. 2 C—~a+ /

eeldusel, et piirvddrtus paremal eksisteerib ja on 13plik.
III. Kui funktsioon f(x) on tdkestamata 13igu [a,b]
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sisemise punkti 1 Umbruses, siis defineeritakse

b 1 b
j f(x)ax = j £(x)dx + 5 £(x)dx, 3)
a a 1

kus integraalid paremal on m#dratud vastavalt definitsioo-
nidega I ja II.
IV. Eui funktsioon f(x) on tdkestamata 1ldigu [a,b]
punktide 14, 12,...,1k umbruses, kusjuures
asly<ly<..e<1. <b,
siis jaotatakse 13ik [a,b] suvaliselt osaldikudeks punkti-
dega 3 CopeeeyCy q nii, et igasse osaldiku

(ascq] o Teq ,02]...., [°k-‘l'b]

jédks vaid iks punkt 1, (1<igk), ja defineeritakse

b ¢y b
5 f(x)dx = 5 f(x)dx + 5 £(X)AX + eoe + ‘ f£(x)dx,
a a 01 Ck_:‘

kus integraalid paremal on m&aratud definitsioonidega I, II
ja III.
Kui nditeks funktsioon f(x) on tdkestamata vaid 13igu

I:a,b] mdlema otspunkti a ja b ilmbruses, siis integraal

b c b
jf(x)dx - f £(x)dx + i £(x)dx, (%)
a a (]

kus ¢ on mingi vd&drtus a ja b vahel, aga integraalid pare-
mal on mddratud vastavalt definitsioonidega II ja I.
Valemitega (1) ja (2) defineeritud integraale nimeta-

takse paratuteks integraalideks ehk t3kestamata funktsioo-

ni integraalideks. Kui piirvadrtus vorduse (1) paremal poo-

lel eksisteerib ja on 13plik, siis deldakse, et paratu in-
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tegraal (1) koondub, muudel juhtudel Geldakse, et ta hajub,
Samasugused mbisted defineeritakse ka integraali (2) kohta,

Integraalide (1) - (3) arvutamisel kasutatakse jérgmi-
si valemeid.

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon F(x)

piirkonnas [a,b), siis paratu integraal (1) arvutatakse
valemiga
b-
S £(x)dx = F(x) )
Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon F(x)

piirkonnas (a,b], siis paratu integraal (2) arvutatakse

valemiga

\ f(x)dx = F(x) (6)

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon F(x)
piirkonnas X = {T},c), (c,b]} , siis pdratu integraal (3)
arvutatakse valemiga
+ P(x)

S f(x)dx = F(x) ?7)

c+
Kui funktsioon F(x) on pidev 13igus fé,b], siis arvu-

tusvalemid (5), (6) ja (?) taanduvad kujule

j f(x)dx = F(x) (8)

Viimane valem (8) laiendab Newton -~ Leibnizi valemi

tokestamata funktsiooni integraalile.

Pératute integraalide (1), (2) ja (3) korral kehtivad
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aditiivsuse, lineaarsuse ja monotoonsuse omadused. Paratu-
te integraalide arvutamisel algfunktsiooni F(x) leidmiseks
kasutatakse ka ositi integreerimist ja muutuja vahetust.

Ndide 1. Arvutada pdratu integraal
1

5 1n x dx.
[
Lahendus. Integraalialune funktsioon on pidev piir-

konnas (0,‘1] ja on tokestamata punkti a = O iimbruses. See-
ga vaadeldav funktsioon on integreeruv igas osaldigus

[c,ﬂ] < [0,’1] . Et funktsioonil f(x) = In x on olemas ka

algfunktsioon F(x) =x1ln x =x piirkonnas (0,1], siis
viime kasutada arvutusvalemit (6). Seega
1 1
(ln x dx = (x 1n x - x) = =1 = 1lim x ln x = =1,
o+ X—> 0+
0
Ndide 2. Arvutada integraal
e
( dx

17e X~/1ln x
Lahendus. Tegemist on pdratu integraaliga funktsioo-
nist f£(x), mis on tokestamata integreerimisldigu ﬁ/e,e]
sisemises punktis 1 = 1. Ulejé&dnud punktides, S.0. piir-

konnas X ={[1/391)s(1!e]} y On f(x) pidev. Valexi (7) poh-

jal saame e
3
__ax dlox _3 + % 1n° x
- fzf= e
ex—\/lnx 17510 x 14

%(0-1)+%(1-0)=

Et vaadeldaval juhul on algfunktsioon
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F(x) =% "\5/ 1n°x

pidev integreerimisldigus [’Ve,e] , siis vdime valemi ¢

asemel kasutada valemit (8), mis otsekohe annab

e 3
c ;'\/lnzx =%("-")=0'
1/ex_3\/lnx 1/e

Ngide 3. Arvutada integraal
o

S % exp(- l) .dx.

-2 X
Lahendus, Tegemist on pdratu integraaliga funktsioo-
nist f£(x), mis on pidev piirkonnas (0,1] ja on tdkestamata

iilemise raja b = O imbruses. Valemi (6) pdhjal saame

|

( exp(- 1) dx = s exp(- ;)d(- ) = exp(- 1)

A X -
= lim exp(- E) - e =co
X~ 0=

Ndide 4., Arvutada integraal
2
J = f f£(x)ax,

kus
N - 2%, kui xe[0,1),
/2, kui  xe[1,2].

Lahendus, Funktsioon £(x) on pidev piirkondades [0,1)

£(x) =

ja [1,2], on tokestamata punkti 1 = 1 {mbruses, kuigi sel-
les punktis 1 =1 on tal 13plik vddrtus. Et funktsiooni

f£(x) algfunktsioon
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aresin x, kui xe[0,1),

F(x) =
nx/2, kui xe(1,2]
on pidev integreerimisldigus [0,2], siis vGime kasutada
valemit (8). Saame
2
J = F(x) = - arcsin O =7,
o
Ulesanded.
Arvutada jadrgmised integraalid v3i veenduda nende
hajuvuses.
12
dx dx
J 7334 j X In X
o ()
2 1
728, | = #34) S e
A o
1 1/2
dx
2 | B [ e
;2 Giz? x 1n“x
) (s}
3 n/2
70, | —— 736. | cot xax
1 =-x)
() o
1 1
751, S X 737. S a:°°°t X ax
/ 2 + X
oV - x
1
732, ( __dx
=13/1 = x2

Arvutada pdratud integraalid jdrgmistest funktsiooni-
dest, vdttes integreerimisldiguks funktsiooni md&ramispiir-

konna,
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738.

739.

740.

7.

raal koondub vdi hajub, kusjuures paratut integraali ennast

el ele tarvis arvutada. Selleks kasutatakse paratute integ-

arcsin X 3 x¢[0,1),

£(x) =
,2/8, kui xe[1,3].
, kui x€[-1,0),
1+ 12)-\5/ arctan“x
f(x) = 1 kil x = 0‘
arctan 8
tan x, kui xe€ [0, :/2),
.f(x) =
tan 1, kui xe€[ar/2,77] .
1 4+x, kui xe[-2, <1],
£(x) = { 1n(1 + x), kui x e (-1,0],

2(1 = x) +1/yx, kul x€(0,1].

§ 2. Tokestamata funktsioonide integraalide

koonduvustunnused.

Sageli on vaja ainult kindlaks teha, kas pdratu integ-

raalide vordluslauseid ja koonduvustunnuseid.

Olgu funktsioonid £(x) ja g(x) integreeruvad igas osa-

15igus [a,c] < [a,b], kus a<b, ning tSkestamata punkti

imbruses.

tus

Esimene vordluslause. Kui raja b iimbruses kehtib vorra-

0sf(x) <glx),

8iis integraali

“1p-



b

| e ax )
a

koonduvusest jéreldub integraali
b

j £(x) dx @

a
koonduvuss teiselt poolt, integraali (F) hajuvusest jérel-—
dub integraali (G) hajuvus.
T2ine vordluslause. Kui raja b iimbruses on
£(x)>20 ja g(x)>0
ning on olemas 1lGplik piirvddrtus

11:-;—88- = M>0,

X+ b-

siis integraalid (F¥) ja (G) iiheaegselt koonduvad v3i haju-
vad.

Analoogilised vdrdluslavsed kehtivad ka alumise raja
a jaoks.

Kui pératu integraal funktsioonist  |£(x)| koondub
siis ka pédratu integraal fumktsioonist £(x) koondub.

Kui pératu integraal funktsioonist  |£(x)| koondub,
siis deldakse, et paratu integraal funktsioonist £(x)
koondub absoluutselt. Koonduvat integraali, mis ei koondu

absoluutselt, nimetatakse tingimisi koonduvaks.

Kui £(x)> 0, siis kirjutised
b b
£(x) dx <o ja £(x) dx = oo
a a

téhendavad vastavalt, et pdratu integraal koondub ja bhajub.
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Nditeks paratu integraal

e
I T

koondub (vt.'ndide 2) ning integraalialune funktsioon on

13igus (1,e] positiivne, siis v3ime kirjutada
e

Praktikas teise vordluslause rakendamisel on  kiillalt
ndidata ekvivalentsust
£(x)~ Mg(x)
vaadeldavas piirprotsessis.
Sageli on integraali koonduvuse v3i hajuvuse {ile kerge
otsustada jdrgmise koonduvustunnuse abil,

Koonduvustunnus. Olgu £(x)= 0 ja tdSkestamata punkti

1€ {a,b] tmbruses. Kui leiduvad arvud k ja M, et protsessis

Xo—e 1

siis integraal

L £(x)dx

koondub, kui k<4, ja hajub, kui k=1,

Ndide 5. Ndidata integraali
/]

koonduvust.
<M Y



Lahendus. Integraalialune funktsioon on pidev igas osa-
13igus [O,c:_] < [O,’\] ja on tGkestamata punkti b = 1 iimbruses.,

Et kehtib vorratus

-\/1 - x2' -\/‘l -x2

ja
J 1
( dx
 ——]
Vi -
siis esimese vGrdluslause pohjal

1
((8in X 40 < oo

o1 - x2

Naide 6.+ Naidata integraali

1
( dx

koonduvust.
Lahendus, Integraalialune funktsicon on tokestamata
punkti b = 1 iimbruses. Piirprotsessis x—1- aga on
1 _ 1 1 1
— ! 2 0
3/ - ¥ 23/ A e -x) 24 3 -x

Seega koonduvustunnuse pthjal

1
S dx
o - xt

seat k = 1/3<1,

Ndide 7. Otsustada, kas integraal
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1 _—
S (sz +2 , __ arctan
=1

“5/ x° izl
koondub v3i hajub.

Lahendus. Siin integreeritav funktsioon on tGkestamata

punkti 1 = O iimbruses. Kuna protsessis x—= 0 on

05512+2*5\/arctan‘§_2+o(1)+ +4o(x2/52_
3/ %2 “/x x2/3 /2

_24+0() 1 so) 2
b4 1X X 2!

siis koonduvustunnuse pGhjal pdratu integraal koondub, sest
k = 2/3<1,

Ndide 8. Rdidata, et integraal
1

{ arctan(ox + 2) 5.
=1 /1 _ x2’

absoluutselt koondub.

Lahendus, Integraalialune funktsioon on pidev vansmikus
(«1,1) js tokestamata rajades a = =1 ja b =1. Kt kehtidb

vorratus

0 |arctan(5x + 2)I < T 1
V1 -2 A

- X 2

Ja

siis esimese vGrdluslause pShjal

1
{ laratas(5x + 2)!

dx < oo
| '\/1 - x
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mis iitleb, et vaadeldav integraal koondub absoluutselt.

Glesanded.
Naidata jérgmiste integraalide koonduvust, abseluut-

gelt koonduvust vii hajuvust.

2
72 | 79, | E2l o
° -1
- 7 1.3
(k| —— 750, | LR 2VD o
A AF
1 1
7443 nX ax 751,
) v® gpw -
(785.) ( S ax 7520 ( ———
2(x = 2)(3 - x) iﬁ(ﬂ-éy
746, ‘f’ 753. j e ax
1/ (x = 3)(% = x) K x
1 ar
747, — 754, (8TSSOE X 4o
o'l-x2+2~[\_-x2 J'\/w-x
1 1
748, 755 | -
5 -
_!,(3-1)\/’1-12 f* =

§ 3. Lopmatute rajadega integraalid

Kul funktsioon £(x) en integreeruv igas 13igue [a,c],

kus ¢> &, ja eksisteerib 1&plik piirvédrtus
c
lin | £(x) dx,
cm oo &
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siis seda piirvidrtust nimetatakse funktsiooni f£(x) psra-

tuks integraaliks rajast a rajani o ning kirjutavahse

oo [
j £(x) dx = lim ) £(x) dx. )]
a Cwae 00 g

Kui funktsioon £(x) en integreeruv igas 15igus |c,b],

kus c<b ja eksisteerib 1gplik piirvdédrtus
b
lim ( f(x) dx,

siis seda piirvdidrtust nimetatakse funktsiooni f(x) péra-

tuks integraaliks rajast = co rajani b ning kirjutatakse

b b
j £(x) dx = 1lim j £(x) dx. (10)
-Cc0 Ce=e =00 C

Integraale (9) ja (10) nimetatakse ka lopmatute raia-
dega integraalideks.
M5lema 1opmatu rajaga paratu integraal defineeritakse

jédrgmise vordusega

[~ -] C o0
jf(x) ax = { 2(x) ax » | 2(x) dx, 1)
-0 - 0o c

kus ¢ on suvaline arv.

Kui piirvddrtus vorduse (9) paremal poolel eksisteerib
ja on 10plik, siis deldakse, et pdratu integraal (9) koon-
dub, muudel juhtudel deldakse, et ta hajub. Samasugused
mdisted defineeritakse ka integraali (10) kohta.

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon ®(x)
igas 18plikus loigus [g,c] Ja eksisteerib 13plik piirvadr-

tus
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F(o9) = lin F(x), (12)
X OO

siis pdratu integraali (9) arvutamiseks kehtib valem

£(x) dx = F(x) (13)

Kui funktsioonil £(x) on olemas &algfunktsioon F(x)
igas 15plikus 15igus [c,b], ja eksisteerib 15plik piirvddr-
tus

F(=o0) = lim F(x), (14)

Xt = 0O

siis pdratu integraali (10) arvutamiseks kehtib valem

£(x) dx = F(x) 15)

Kui funktsioonil £(x) on olemas algfunktsioon F(x)
igas 13plikus 1digus, ja eksisteerivad 1oplikud piirvdédrtu-
sed (12) ja (14), siis piratu integraali (11) arvutamiseks

kehtib valem
oo
£(x) dx = F(x) (e)

Valemid (13), (15) ja (16) iildistavad Newton-Leibni-
zi valemi 1l3pmatute rajadega integraalidele.

Pdratute integraalide (9), (10) ja (11) korral kehti-
vad aditiivsuse, lineaarsuse ja monotoonsuse omadused. Pé-
ratute integraalide arvutamisel algfunktsiooni F(x) leid-
miscks kasutatakse ka ositi integreerimist ja muutuja vahe-

tust,
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Hdide 9, Arvutada paratu integraal
o

| e

Lahendus., Integreeritav funktsioun on pidev ja seega
integreeruv igas 1lgigus E1,e|, kus ¢c>1, Seega valemi (13)

pohjal

j————dx:S (= +x2) dx = (- = = -=p)

0-(-2) =2,
4 &

Ndide 10, Arvutada pédratu integraal

oo
( _G4x
+ (2x - 5)2

Lahendus. Integreeritav funktsioon on pidev  kgikjal

vahemikus (-o0,o®) ja seega integreeruv igas 13plikus 15i-

gus. Seega
L oo
S:l—_ix_—_fg- (21_3)‘ 1[£_(_zr.)]=
dol t(2x =3 2 —o2 L2 2] 2
Nédide 11, Arvutada pdratu integraal
f ax
1[;2 O+ xz)arccetZ;J
Lahendus, Lineaarsuse omaduse rakendamiseks uurime
osade
(. o
41X (1 + x )arccot“x
koonduvust .
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Esimene integraal kocndub, sest

oo
S ax = 1%,
—Z - - )
1
Valemi (13) pohjal
g oo
\ dx { 4 arccot x
2, 1+ x“)arccotex ; arccotx
1 oc
——— = oo
arccot x
sest arccot 1 = ja lim arccot x = O,
X=tn OO

Seega teine integraal hajub. Jdrelikult ndites antud
integraal hajub.

Nédide 12. Arvutada pédratu integraal
o0

= 1 - =) dxX.
J S ¢ 1+ x )arccobﬁc) *

Lahendus. Arvestades ndite 11 lahendust, ndeme, et

rdx =00 ja S dx

o (1 +x )arccotzx

Siin me ei saa kasutada lineaarsuse omadust Ja jédreldada
8iit, et nditeks antud integraal hajub. Integraali arvuta-

niseks leiame algfunktsiooni

F(x) = X -~ ————
arccot x
piirvddrtuse, kui x-» oo, Teostades muutuja  vahetuse
x = 1/u, saame
A=



lim F(x) = lim (1 - m) =
+

p <L oY ] u-= 0o

- lim (= =

U 04 arctan

. arctan u = u

- --B —garctan u

u=» o0+

o
u= 3+ o(uz) -u
= lim
u-e 0+ u

= lim |- » + o(u)J = 0,

u-> 0+
sest protsessis u - O on arctan u~u ja Taylori valenmi
péhjal punkti u = O imbruses on arctan u = u = + o(ua).

Seega valemi (13) pdhjal

J = F(x) “:o-(o-i-):
(o]

Ulesanded.

Arvutada jdrgmised integraalid voi veenduda nende ha=-

juvuses,
o oo
756, | -9% e T
1 * @-m X" 4 4x +
I oo
757+ S % 761.( xj_F
1 x x
* o0
758, g = S xe.xedx
2 xK )
oo oo
759. S L — 765, | &"%*ax, o3>0
| x 5
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4 oo
dx .
764, — 770. X sin x dx
i x 1n"x £
oo oo
765 ( x 771, ‘ e™" cos fx dx, «>0
o
o9 o
( x dx -vx'
766. ——— 772. s e dx
{ x**%+1 ®
oo oo
%7, | 3 775, | sin x ax
x< + 1
-9 o
o0 o0
68, [ 32 o74, | aretan_ oy
/ )] X5 + 2x + S 3 &2
qo
769. | dx

§4, Lopmatute rajadega integraalide ovon-

duvustunnused

Analoogiliselt tdkestamata funktsiooni integraal
kehtivad jargmised pdratute integraalide vdrdluslcu ea
nendest jadrelduvad koonduvustunnused.

Olgu funktsioonid f(x) ja g(x) integreeruvad ig-s Lo
gus fa,cJ, kus c¢c> a.

Esimene vordiuslause. Kui raja <o umbruses (vabewul

kus (c,90), alates teatavast ¢> a) kehtib vdrratus
0g £f(x) € &(x),

siis integraali
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5 g(x) dx (6)

a

koonduvusest jdreldub integraali
o

I £(x) dx ®)

a
koonduvus; teiselt poolt, integraali (F) hajuvusest jérel-
dub integraali (G) hajuvus,

Teine vdrdluslause. Kui raja oo iimbruses on

£f(x)>0 ja g(x)>0

ning eksisteerib 13plik piirvéértus

f(x) _

siis integraalid (F) ja (G) iiheaegselt koonduvad v3i haju-
vad,

Analoogilised vdrdluslaused kehtivad ka integraalide
b
£(x) dx “D

jaoks,

Kui pdratu integraal funktsioonist |f(x)| koondub,
slis ka pédratu integraal funktsioonist f(x) koondub.

Analoogiliselt tdkestamata funktsiooni integraaliga
kasutatakse absoluutse ja tingimisi koonduvuse mdisteid
ning siimboleid < oo ja = oo mittenegatiivse funktsiooni
pératu integraali vastavalt koonduvuse ja hajuvuse téhis-
tamiseks,

Praktikas teise vordluslause rakendamisel on kiillalt
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nédidata ekvivalentsust
£(x)~ Mg(x)
vaadeldavas piirprotsessis.
Sageli on pédratu integraali koonduvuse voi  hajuvuse

ile kerge otsustada jérgmise koonduvustunnuse abil.

Koonduvustunnus. Olgu £(x)= O iilemise raja oo iimbru=—

ses, Kul leiduvad arvud k ja M, et protsessis x-=»

siis integraal (¥) koondub, kui k>1, ja hajub, kui k<1,
Analoogiline tunnus kehtib ka integraali (17) jaoks.

Néide Otsustada, kas integraal

oo

koondub voi hajub.
Lahend Et vahemikus [1,e0) on integraalialune

funktsioon pidev ja kehtib vorratus

siis esimese vordluslause pShjal

o0

1

Ndide 14, Otsustada integraali

A e™X sin 3x dx
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koonduvuse ile.

Lahendus. Et vahemikus [1,00) on integraalialune funkt-
sioon pidev ja kehtib vorratus

e sindxl< e,

siis esimese vordluslause pohjal ndites vaadsldav integraal
koondub absoluutselt.

Néide 15. Otsustada, kas integraal

I X arctan x 4.
+2x + 3

koondub vGi hajub.

Lahendus. Siin integraalialune funktsioon on vahemikus
[O,oo) mittenegatiivne ja pidev. Kuna protsessis x-» oo on

x arctan x =x[Jr/2+o'|)]_:n 1
X +2x +3 x”l+o(’l)] 2 x

siis koonduvustunnuse pdhjal pdratu integraal kcondub, sest

k=2>1,

Ulesanded.

Nédidata jédrgmiste integraalide koonduvust voi hajuvust.

O
775
eran

o6, ( X ox oog. | VX dx
2 (1432 7 5\ 1+ x>
oo =l
dx
777 —— 780. X dx
]2 /1 +x { +1
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Otsustada, kas jdrgmised integraalid koonduvad abso-
luutselt voi tingimisi,

785  S08 x dx 788" j' sin x° dx
o
786. ( sin a dx 289" j si
o °
( 2 4x ooa ta
787, )cosx 790. I Ic n
2 1 ¢ x# 2os 1 + X
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IV.INTEGRAALARVUTUSE
RAKENDUSTI

§ 1, Tasandilise kujundi pindala arvutamine

M55tuvate tasapinnaliste kujunditepindalade arvutamisel
kasutatakse jargmisi pindala omadusi. Olgu kujundite K,
ka K, pindalad vastavalt S, S4 ja sa.

1° Monotoonsus. Kui E1<K,, siis S,< Sz.

2° Aditliivsus. Kuil kujund K jaotub osadeks K, Jja Kz,
millel pole ihiseid sisepunkte, siis

S = 51 +* 32.
1. Olgu funktsioon £(x)= 0 pidev 1ldigus La,b] . Siis
kdvertrapets, mis on piiratud (vt. joon. 3) vasakult Ja
J

paremalt vastavalt sirgete-
ga x = a jax =b ning alt
x-teljega ja ilalt kdvera-
ga y = £(x), on m3dtuv ja

tema pindala S on arvutatav

valemiga
x
0 a b }{)
S =1 £(x) dx. 1
Joon.3 A x ™
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2. Olgu 13igul [a,b] funktsioonid f(x) ja g(x) pidevad
ning g(x) < f(x). Siis kdver-
trapets, mis on piiratud (vt.
joon. 4) vasakult ja paremalt
vastavalt sirgetega x = & ja

X = b ning alt kdveraga y =

= g(x) ja ilalt kdveraga

y = £(x), on m3dtuv ja tema
Joon. 4 pindala S on arvutatav valemi-
ga

S = S[f(x) - g(x)de. (2)

3. Olgu funktsioon h(y)=0 pidev 1digus Ic,d]. Siis
kdvertrapets, mis on piiratud
(vt. joon. 5) alt ja ilalt
vastavalt sirgetega y = ¢ ja
y = d ning vasakult y-teljega

ja paremalt kdveraga x = h(y),

on mootuv ja tema pindala S

Joon. 5 on arvutatav valemige

= ‘ h(y) dy. (3)

4. Olgu funktsioon r(y)>0 pidev 13igus [a, ] .Siis
sektor, mis on piiratud (vt. joon. 6) kiirtega ¢ = «
ja p=pg ning kéverage r = r(¢ ), on mdstuv ja tems

pindala S on arvutatav valemiga
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Joon. 6

=3 [Py ap ()

5. Kui tasapinnalist kujundit saab jaotada 18plikuks

arvuks k3vertrapetsiteks, siis see kujund on mGdtuv ja adi-

Joon. /

tiivsuse omaduse pdhjal
tema pindala S on  vdrdne
uksikute kdvertrapetsite
pindalade summaga. N&iteks
joonisel 7 antud kujund
on jaotatav kolmeks «over—
trapetsiks, mille pind-

a

alad S4, S. ja Sy on

arvutatavad valemiga (2). Seeza kujundi pindala

o

- 3. +S"+S3'

6. Kui kdvertrapets on simmeetriline y-telje suhtes

Joon, 8
130=

(vt. joon. 8), s.t. ta ou
piiratud vasakult ja pare-
malt vastavalt sirgetega
X ==b jax=">» ning
ulalt ja alt vastavalt

kdveratega y - £(x) ja



y = 8(x), kus £(x) ja g(x) pidevad paarisfunktsioon-4,

siis tema pindala

S =2 | [f(x) - gx)adx. (5)

Kui aga kdvertrapets on siimmeetriline x=-telje suhtes
(vt. joon. 9), s.t. ta on
piiratud vasakult ja paremalt

vastavalt sirgetega x = a ja

X = b ning ilalt ja alt vas-

tavalt kiveratega y = £(x)

ja y = -f(x), kus f(x on

Joone 9 pidev, siis tema pindala

S =2 § £(x) ax (&)
a

Ndide 1. Leida kujundi pindala, mis on piiratud joon-

tega y = x° ja y2 = Xeo
Lahendus, Jooniselt 10 on ndha, et vaadeldav kujund on
¢ kdvertrapets, mis on mdotuv
funktsioonide y = x° jay =/%
pidevuse tottu, ja tema pind-
ala S on arvutatav valeniga

(2). Integraali ulemise raja

mddramiseks tuleb laida joon-
Joon. 10 te 18ikepunkti T abstsiss,
nmis osutub vordseks 1-ga. Antud juhul £(x) =+/X ning

g(x) = x . Seega otsitav pindala valemi (2) pdhjal on

131~



2 x 2_1 1
= S WX - xa)dx = % x© -3 3% 3
Ndide 2. Leida joonega
(x2 + y2)3 = 27x2y2
piiratud kujundi pindala.
Lahendus. Minnes iile polaarkoordinaatidele, saame

joone vdrrandiks

r = ;-\/3‘ sin 2sp .

Seega vaadeldav joon, nn. neljaleheline roos (vt. joon.11),

on pidev ja temaga piiratud kujund on seepdrast m55tuv.

Joon., 11

4t kujund on simmeet-
riline koordinaattelgede
ja koordinaatide alguspunk-
ti suhtes, siis pindala
aditiivsuse omaduse t3ttu
on kiillalt arvutada kujundi
selle osa pindala, mis asub
koordinaatteljestikus esi=-
meses veerandis, Kujundi

kogu pindala S on siis neli

korda suurem. Seega valemi (4) pshjal

n
-

o
z 2

S = 4.n ( -2_.-1Z sinaztpd(p = 5L } %(" - cos ‘Hp)d =
0 )

sin 4¢



Ulesanded.
Leida pindalmd, mis on piiratud Jdrgmiste joontega.

7M. y=21-12, X +y=0

792, y = |logx|, y=0, x=0,1, x =10
2 w2
795. =+ Ly =1
2R

704, 32 = x2(a? - x%)

> a2
Yay, y = —_— (S) 0)
x“~ + 4a

795. x

796, x° +3° = 4px, 3¥° = 2px

797 y:lenx, y=0

798. (y - arcsin x)“ = x = x°

799, 1r = a(1 + cos 'P) (kardioid)
800. r = a ain 5‘P (kolmeleheline roos)
801. r =

2a(2 + cos 'P)

802. (12 + y2)2 - 321:2 - b2y2 =0

803, (x2 + y2)2 = a2(12 - y2) (Bernoulli lemniskaat)
804, (x2 + y2)3 = 4a° xy(12 - yz‘)

80%. X = a cos3t, y=a sinz’t

H

806, x=2aco8 t —aco8 2t, y=2asint - a sin 2t

2

207, r =\/1 - ta, p=arcsin t +y1 - ¢
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Lahendada jérgmised iilesanded.

808. Leida selle kujundi pindala, mis on piiratud joo-
nega 1212 = 4(x - 1) ja selle joona kdénupunkte lébiva sir-
gega.

809, Leida selle kujundi pindala, mis on piiratud joo-
nega y = sin’x + cos X ja x-telje selle 1ldiguga, mis {ihen-
dab selle joone kahte jérjestikust 1lGikepunkti x-teljega.

810. Leida selle kujundl pindala, mis on piiratud tsiik-
loidi

x = al{t -s8in t), y =a(1 - cos t)
ihe kaare ja x-teljega.

Leida kujundite pindalad, mis on piiratud jédrgmiste
joontega ja nende asiimptootidega.

811% (1 + x°)y = 1

812, y = x exp(=x~/2)

2
813% y = x%e™¥

814, xy2 = 8 - 4x

815, ’L =

§ 2o Eeha ruumala arvutamine

HGGtuvate kehade ruumalade arvutamisel kasutatakse
Jéargmisi ruumala owmadusi, Olgu kehads K; %4 Ja K, ruuma.ad
vagtavalt V, V. ja V-,

1° Momotoonsus. Kui K,‘c.Ka, siis Wy=sV,,

2° Aditiivsus. Kul keha K jaotub osadeks K. ja
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millel pole iihiseid sisepunkte, siis

V=Vq +V2

1. Olgu keha piiratud tasanditega x = a ja x = b(vt,

Joon,12

joen. 12). Vaatleme keha 13ikeid tasanditega, mis on ris-

ti x-teljega. Kohal x v3etud 15ike pindala téhistame S(x)

abil. Eeldame, et iga kahe 13ike korral iihe projeutsioon

teisele asetseb tdielikult selle sees (vt. joon. 12). Kui

S(x) on pidev funktsioon oma madramispiirkonnas La,b],

giis vaadeldava kujundi ruumala V on arvutatav valemiga

V= S(x)dx.
J

a

Joon.13

135~

(7)

2. Olgu joon AB 13igus a,b! pideva funktsiooni f£(x)

graafik. Vaatieme
poocdkeha, iis tekib
k¥Svertrapetsi abBA
poorlemisel lmber x-
telje (vt. joon. 13).
See poordkeha on m35=
tuv ja tema ruumala V

on arvutatav valemiga



V=7 j £2(x)dx. (8)

3. Olgu jooned AB ja CD vaatavalt 131gus [a,b] pide-

Joon. 14

vate funktsioonide
£(x) ja g(x) grae-
fikud, kus
Osg(x)< £(x).
Vaatleme p6ordkeha
ais tekid kdver-
trapetsi CDBA
poorlemisel iimber

x-telje (vt. joom.

14). See poordkeha on mGotuv ja tema ruumala V on arvuta-

tav valemiga

= J7 j i-f:(x) - ga(x)| dx. 9)

4. Olgu joon AB lGigus I:a,b| pideva funktsiooni

Joon,15

f£(x) graafik. Vaatle-
me poordkeha, mis te-
kib kSvertrapetsi abBA
poéorlemisel lUmbsr y-
telje (vt. joom. 15).
See poordkeha on mdo-
tuv j& tems ruumala V

on arvutatav valemiga
b

vV = 2a I xf(x)ax. (i0)
a‘:'{kj‘:



Néide 3. Leida piiramiidi ruumala V, kui puramiidi
pohja pindala on S ja kirgus L ning piiramiidi tipu pro-
jektsioon piliramiidi pGhjale asetseb viimase sees,

Lahendus, Paigutame piiramiidi nii, et tema p3hi aset=

seks yz-tasandil ja

tipp oleks x=-telje

I poeitiivsel poolel

| | 7 (vt. joon. 16). Vaat-

| leme piramiidi 13i-

keid, mis on risti

pohjaga. Kohal X ve-

Joon. 16 tud 13ike pindalsa

tédhistame S(x) abil. Vaadeldaval juhul iga kahe 15ike

korral iihe projektsioon teisele asetseb tédielikult selle

sees.

Nagu teada geomeetriast; vordub piiramiidi kahes rist-

15ike pindala suhe nende kauguste (piiramiidi tipust) sub-
te ruuduga. Seeg:

S(x) _[b - x\°©

kust

S(x) = ;S,, (x = h) .

Et S(x) on l3igus [O,h] pidev funktsioon, siis valem: (7)

pohjal saame

Vs j(x-ch)zdx=—‘--’-g(x-h) = w Sh.
h 3h

~
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Néide 4. Leida tiivikoonuse ruumala ¥V, kul tiivikoonuse
pdhjade raadiused on R ja r ning kdrgus on h,

Lahendus, Tiivikoonus tekib hariliku trapetsi abBA
poéérlemisel iimber x-telje

(vt. joon. 17). Leiame

sirge AB vorrandi

J = IX + Co

R=-r
5>

x Saame m = tand =

Joon. 17 c =T,

Seega valemi (8) pdhjal
h

v JT[(&TI'xq-r)zdx:——T(RErx

+

— == (RB -r5) =-J;T-(R2 +Rr+r2).

Néide 5. Leida keha ruumala, mis tekib kiveraga y =
= 8in x, kus X = [0,7],
Ja sirgega y = O piiratud
kujundi pédrlemisel iimber
y=telje.

Lahendus. Et kdver

T X  y = sin x on pidev, siis
Joon, 18 tekkiv kujund on m3stuv,
Kasutades valemit (10), saame (vt. joon. 18)

ar
=2:njxsinxdx:ZJT(sinx-xcosx)

2 (M -0)=27 ,
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Ulesande lahendamiseks v3id kasutada ka valemit (9),
lugedes integreerimismuutujaks y, kuid lahenduskiiik on
pikem. Tuleb lahendada y = sin x muutuja x suhtes, arves-
tades, et ye [0,1_1 o Saame lahenditeks (vt. joon. 18)

g(y) = arcsin y, kul x €

x

£(y) =1 - arcsin y, kul x€ LSE-,JT] .
Valemi (9) pdhjal

v

;
= ([P - Ew)]er -

1
J , L(W - arcsin y)z - arcsin%]dy =
o

1
= a2 g (31 = 2arcsin y)dy =

=Jr3-2J12(yarcsiny+ 1-y)l

nd-2nlE -1 - 272,

Ulesanded.

Leida nende kehade ruumalad, mis on piiratud jirgmis-
te pindadega.

816. ) =1, g==-x, 2=0
a

]
N
(-4

818.



819, x° + y2 = 32, y2 + 52 = a?

8§20, x2+ + z =a’, x2+5r‘2=gx

A\
[\¥]

821. 22 = b(a - x), x° + = ax

Leida nende kehade ruumalad, mis tekivad jargmiste
joontega piiratud kujundite poorlemisel iimber x-telje.

822, y=s8inx (O<sxsn), y=0

82%, xy=4, y=0, x=1, x=4

824, x° - xy + yz = a°

2
@, v =v|F|

826. y=1°, y° =x

825. y

827. (x-4)3y° =x(x-3), y=0
828, y =aresinx, y =0, x =1

829% y =X (0O<xx=< o), y =0

830, Leida kera ruumala, kul kera raadius om r.

831, Leida kera segmendl ruumala, kui kera  raadius
on r ja segmendi korgus on h,

832, Lelda kera sektori ruumala, kui kera raadius omn
r ja sektorlt moodustava koonuse kdrgus on h.

Leida nende kehade ruumalad, mis tekivad Jargmiste
Joontega piiratud kujundite podrlemisel iimber y-telje.

8%, y +x=-4=0, x=0
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838, 2 =(x+8)>, x=0
836. Vx'+v/y' =-+/a, x =20, y=0
837, x = a eirt, y = b cost (Ost<2n)
x = a(t - sin t),
333.{ 7 = a(l - cos &), (0st<27), y=0
839% On antud kujund, ais polaarkoordinaatides on
nddratud seostega
0 syp=<gso
Osrsr(p).
Toestada, et selle kujundi podrlemisel iimber polaartelje
tekkinud keha ruumala or.\6

= [ rj(:p)sinpdya.
of
840, Leida selle keha ruumala, mig tekibd kujundi
VRS 2nn, Osr<a(l + cos p) pdérlemisel imber

a) polaartelje,

b) sirge r cos = -

841% Leida joonega (::2 + yz)2 = 12(12 - yz) piiratud
tujundi poérlemisel iimber

a) x-telje, b) y-telje, ¢) sirge x = y
tekkinud keha ruumala.

§ 3. Joone kaare pikkas

Sirgeetuva tasapinnalise joone kaare pikkuse arvutami-

gsel kasutatakse jidrgmisi kaare pikkuse omadusi. Olgu
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Joone kaarte AB, A4B4 Ja ‘ZB? pikkused vaetavalt s, Jja
85,

1®, Monotoonsus. Kui kaar on kaare osa,

siis
845 85
2° Aditiivaus., Eul kaar AB jaotub kaheks kaareke,
A.B4 Ja A B,, elile

1. Olgu funktsinonil y(x) olemas pidev  tuletis
y' = y'(x) 13igus [a,b]. Siis joon
y = y(x), kus a<x<b,

on sirgestuv ja tema pikkus 8 on arvutatav valemiga
e = (\/1 + y'z (1)

2. Olgu funktsioonidel x(t) ja y(t) pidevad tuletised

x = x(t) ja y = y(t) 13igus [a +3] « Siis joon
{Z=X(e)’ kus dstsp,
y = y(¢),

on sirgestuv ja tema pirkus s on arvutatav valemiga
A
e = ]-\/iz + ¥ as. (12)
o

3. Olgu funktsioonil r(¢ ) olemas pidev tuletis
r = (@) 13igus o Siis Jjoon, mille vdrrand poclaar-
koordinaatides on
»=r(P), kus &< ¥ < f3,

on sirgestuv ja tema pikkus s on arvutatav valemige
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=I-\/r +x dey, 13)

Naide 6. Leida joone (nn. poolkuupparebooli)
¥ =4 -1}
selle osa pikkus, mis asub parabooli 12 =3 B8ees,
Lehendus, Diferentseerides joone virrandi mGlemat
poolt x jérgi, saame

2yyt = 2(z - 1)20
kust

y'

Joone ja parabooli 1l3i=

kepunktide (vt. Jjoon.
Joon. 19 19) leidmiseks saame
vorrandi

$x -1 =3,

kust x = 2,

Arvutades 1'2, saame

4 4
-2=.<.£-_1.).=1(_).5=-“ a 3(x - 1),
i v 2(x = 1) 2(x

kust nideme, et tuletis y' on pidev 1ldigus [1 .2]. Seega on
vaadeldav joon sirgestuv. Valemi (11) pdhjal, kasutades

kaare pikkuse aditiivsust, saame

8 =2 -1)'u=§(gﬁ-1).
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Niide 7. Leide kardioidi
(x2 + y2)2 - 2ax(x2 + y2) = aayz
pikkus s.

Lahendus, Valemi (13) rmkendamiseks avaldame kardi-
0idi v3rrandi polaarkoordinaatides. SBeoste r = r cosp,
y=rsinyg tottu

r"’ - 2&r5 cos ¥ = a2r2 sinzp
ehk
r’ - 2ar cos @ - a2 sinzwp.
Liites niild vdrrandi m3lemale poolele a2 cosatp s Saame
(r - a cos P)z = az,

kust

H
n

a(1 + cos qp).
Bt tuletis
r = =8 Bin.p
on pidev 13igus [0,2ar] , siis kardioid on sirgestuv. Ar-
vutame

. o~
'\/lr2 + I r\/(‘l + cos ¢)2 + sinag; = ay2 + 2 co8 v =

2a|cos .

Kardioidi vorranditest nseme, et kerdioid on simmeetrili-
‘ w T m

: - ne x-telje suhtes (vt. joon. 20).
Seega, kasutades kaare pikkuse

aditiivsust, saasme valemi (13)

8= 2; aalco&Lﬁ'd\P -

Joon.20



- 4a ] cos- dp = 8a ein¥-, = 8a.
o

842" Leids ringjoone pikkus, mille raadius on r.

843, Leida joone 9y2 = 4(3 - x)” kaare pikkus selle
joone Jja y-telje l3ikepunktide vahel.

Leida jérgmiste joonte puhul kaare pikkused nérgitud
punktide vahel.

B4, 3 = HlxTVIZ = 1 = In(x +Vx2 - 1), 1, =

I
S

X, =a+%

845, y = 1n x4 =8a, x,=0b
e =1

846, y =1 -1lmcosx, X4 =0, X, =5

1.2 _1
847, x =gy  -mlny, yg =1, y,=e
848, y=achE, X =0, x, =D
849‘ y = Xx? = 0, 12 = gﬂ
Leida Jérgmiste joonte pikkused.
850. 12/3 + = 32/5 (astroid)

2 ) 3 C2 3 - < .
851, x = — cos”t, y = - sin t, ¢~ =& - b° (ellipsi

evoluot)

852, x = a(t - sin t), y = a(1 = cos t) (O=s t= 2n)

853, r = ay (Os w< 2n ) (irhimedese spiraal’
854, 8r -1 + coe ¢ (kardioid®

855. r = & sin’ %

856. r = & th & (O< 210



857. P = 2(1‘ + -f) (1srs 3)

858. ¥y =\/x - x° + arcsinvx
859, (y - arcsin x)€ =1 = x°
x
860% y = fwéos t dt
-n/2

861, Leida hiiperboolse spiraali ry = 1 kaare  pikkus
punktide (2, =) ja (%, 2) vahel.

862. Leida kdvera ryp = 2 suurima kaare pikkus, mis
asetseb kiirte % Ja p = % vahel.

863. Leida logaritmilise spiraali
r = ae®¥
kaare pikkus, mis asetseb ringis r = a.

864. Arvutada joone
€ t
x= | 20824, ,=£Bin2az

kaare pikkus nullpunkti ja selle ldhima punkti vahel, kus
puutuja on vertikaalne.

865. Toestada, et joone y = 8in x  ithele perioodile
vastava kaare pikkus on vordne ellipsi pikkusega, kul ellip-
si poolteljed on~/2 ja 1,

§ 4. Poordpinna pindala

Asetsegu xy-tasandil sirget ¢ mitteldikav sirgestuv

joon. AB. Joone punktid ¥ = (x,y) asetsegu joonmest ¢ kau-



gusel

h = h(s), se[0,L](14),
kus 8 on muutuva kaare
AM pikkus (vt. joon. 21)
Ja L on joone AB pikkus.

Siis joone AB poorle~

misel iimber sirge ¢

Joon. 21 tekkinud poordpinna

pindala S on arvutatav valemiga

S=z2m Ih(s)ds. (15)

1. KEui sirge ¢ on x-telg ja joon AB on antud para-
meetriliste vdrranditega
Ix x(t),

l ¥y (),
kus punktile A vastab parameetri t vddrtus o Jja punktile

t € [otsp] (1e)

B védrtus 2 ning funktsioonidel (16) on olemas pidevad
tuletised x=x(t) ja y=y(t), siis valem (15) esitub kujul
I

S =27 [ yVx° + y° at. a2

2+ Kui sirge ¢ on x-telg ja joon AB on antud v3rran-
diga

y = y(x), x€[ab], (18)

kus punktile A vastab argumendi x vddrtus a ja punktile B

véddrtus b ning funktsioonil (18) on olemas pidev tuletis

¥' = y'(x), siis valem (15) esitub kujul
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b
3 =27 ; yV o+ 12 ax. 19

a
3, Eut sirge ¢ on polaartelg ja joon AB on antud

polaarkoordinaatides vorrandiga

c - c(w), v € [d.,/s] (20)
kus punktile A vastab vadrtus o ja punktile B védr-
tus 3 ning funktsioonil (20) on olemas pidev tuletis

r =r( ), 3iis valem (15) esitub kujul
3

S =27 r sin ‘ + r2 dy . 1)
ot
Naide 8. Leida tsiikloidi ihe kaare poorlemisel iimber
x~-telje tekkinud pinna pindala.
Lahendus. Tsiikloidi iihe kaare vorrandid parsmeetrili-
ael kajul on
a(t - sin t),

x
y = a(? = cos t),

Bt tuletised

(x

{

\§ = a sin t,

a(1 = cos t)
"te {0,2a7)

on pidevad, siis poordpinna pindala arvutamisel vGime ka-

sutada valemit (17). Selleks arvutame

B 1
1/12 + 32 =1/32(1 - cos t)2 + aasinét =

a1 - 2 cos t + coa~t + sin®

a\/2(1 - cos t) = a\/Lsin2 g =

2a sin % dt,

(]

t =

L}

Il



kuna antud juhul sin O. Seega
2n

S =2n | a(1 - cos t)2a sin % dt =

2n 27
47 8% ( 2sin’ —", at = 8ara® , (1 - cos”* -Z-)simgdt =

u

2m 27
= 8173“! J sin % dt + 2 cos? ¥ 4 cos ==
{o
27 2 ~
= 87;a 2 cos +§ cos’ = @542,
o

Jédide 9. Leida Bernoulli lemniskaadi
2 . y2)2 - a2(]‘,_2 _ y2)

noorlemisel {imber x-telje tekkinud pinna pindala.

{x

Lahendus, Nagu vorrandist néha, on lemniskaat siimmoet«
riline koordinaattelgede suhtes (vt. joon. 22). Seepérast
voime piirduda lemniskaadi osaga, kus x,y> 0. Kogu lem-
niskeadl pdérlemisel iimber x-teljs tekkinud pooérdpinna
pindala S on siis kaks korda suurem lemniskaadi vaadeldava

os8a poorlemisel tekkinud pinna pindalast. Minnes iile po-

learkoordirnaatidele, ssame lemniskaadi vaadeldava osa
vorrandiks
r? = a= cos 2¢, \pero,-ﬂ-],
sest selles 15igus on

cos 292> 0., Diferentseeridos

vorrandi mglemat poolt ¢

jérgi, saame
a2rr - -23291n 2
Joone22 4
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kust
2
R -
r= rsin2p

Et tuletis r on pidev, siis lemniskaat on sirgestuv kGver,
Valemi (21) rakendamiseks arvestame, et

P sin® 2¢ =-12(r"’+a4 sin22p) =
r

r

= - cos® 2p + sin? 2¢p) =
r

Seega
/4 -
%S =270 { reing—dp=
o
x/4 /4
= 2ma® | singdy = -271 a2 cosy
o

= -2 a?(F - N=7al(2 -v2),

kust

8 = 2ma2(2 -VvD.
Ulesanded.

Leida jérgmiste joonte pdtrlemisel iimber x~telje tek-
kinud pindade pindalad.

866. y° = 2x, O<x<%
867. 3y - =0, Ogx<a

868. ¥y ach%. Os<x<a

869, y = tan x, Osx<
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870. 22 & (y - b)2 = a2, (b= a)
871. /3 4 y2’/3 = a?/3

872. x =e%sint, y=e®coet, O<t<H

Leida jédrgmiste joonte poorlemisel iimber y-telje tek-
kinud pindade pindalad.
873, 3x° + 4y° = 12

3
8., x =4 -5, y= ;- (piirduda osaga, mis  jadb

koordinaattelgedega l3ikepunktide vahele).

875. x =a(t -sin t), y = a(1 - cos t), Os t<2n

876, Leida kardioidi r = a(1 + cos ¢) pédrlemisel
imber polaartelje tekkinud p6érdpinna pindala.

877*° Leida selle pinna pindala, mis tekib  joone
r2 = a2 cos 2¢p pdérlemisel

a) limber polaartelje,

b) lmber telje =
c) iimber telje ¢ =

878" Tsiikloidi iiks kaar p6érledb iimber oma siimmeetria-
telje. Leida tekkinud poéoérdpinna pindala,

879, Agtroid x = a coa5t, y=a sinBt p6drledb iimber
8irge y = x. Leida tekkinud pédrdpinna pindala,

880. Joone y = e"X (x> 0) ldpmatu pikkusega kaar
podrledb iimber x-telje., Leida tekkinud 1l3pmatu pinns pindala,

881, Joon x = cos t + 1ln tan %, Y = sin t pddrledb iim-

ber x-telje. Leida tekkinud ldpmatu pinna pindala.
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§ 5. Masskeskme koordinaadid

Olgu funktsioonid x(s), y(s8), £(x), g(x) pidevad vaa-
deldavates piirkondades.
1° Uhtlase joontihedusega materiaalse Jocne
x =x(8), y = y(8) (0ss<L),.
kus parameetriks s on kaare pikkus, masskeskme koerdiraadid

(; »N ) avalduvad valemitega
L L

5 =2 } x(s)ds, n = % Jy(s)ds.
° °

2° Papp - Guldini I teoreem: joome ptorlemisel teds

mitteldikava telje iimber tekkinud pdordkeha pindala vordud
selle Joone pikkuse Jja joone masskeskme pcolt moodustatud
ringjoone pikkuse korrutisega.
%° Uhtlase pindtihedusega materiaalse tasandilise ku~
Jundi
agxsb, g(x)cys£x)
masskeskme koordinaadid (£ ,7)) avalduvad valemitegs

b b
Eeg ) x(tf@ - e@]ax, =g |[P@ - fo)ax,
a a
kus S on kujundi pindala.
4° Papp - Guldiri II teoreem: tasandilise kujundi

poorlemisel teda mitteldoikava telje ilimber tekkinuvd poord-
keha ruumala vérdub szelle kujwadi pindala ja kujundi mass-

keskme poolt moodustatud ringjoore pikkuse korrutisegs.
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Ulesanded
Leida jargmiste joonte masskeskmec.
8s2. x° +y° =a% 320

883, x22 +y¥ =a¥2, y20

884, x = a(t -~ ain t), y = a(t - cos t), Ost<s2>
885, x = a coth, y=a2a sin’t, (013 A

886, ¢= a¥, < a

887. a(l #cosp), O Y 7

Leida jérgmiste joontega piiratud kujundite masskesk-

med.
888, y =/r° ~x%, y -0
889, Vx'+ /y'=va, y=0, x=0

2
890, %= +I_ =1, y=0, x=0
a

891, y=s8inx (0sxsg7), y=0
89z2. y2=ax3-x‘+

893, x = a(t -s8int), y=a(1l =cos t) (0Ost<2w),

894, X - a cos’t, y = a sin’t, y=0, X =0

895. Korrapérare kuusnurk poorleb ilihe kiilje Umber
Leids selliselt tekkinud keha ruumalsa.

896. 4stroid podrledb lmber sirge, mis 1&bib astroid
kehte naabertippu. leida tekkinud kehs ruumwels je pindala

-1 50—



897. Ruut poorleb tippu lédbiva sirge iimber, kusjuu-
res ruut ja sirge asuvad iihes tasapinnas. Milline peab
olema sirge ja ruudu vastastikune asend, et tekkinud ko=
ha ruumala oleks suurim?

898, Eelmise iilesande kiisimus kolmnurga kohta,

§ 6, Madratud integraali fiilisi-
kalisi rakendusi

Et mingit suurust Q saaks leida médratud integraali
abil 1digus [a,b] s pPeab Q kujutama endast teatavat funkt-~
siooni 13igu [«, 8] c |a,b! suhtes, s.t.

Q=
ja olema aditiivne, s.0.
Q(a,b) = Q(a,c) +Q(e,b),
kus ¢ on suvaline arv 13igust [a,b]. Niisugusteks aditiiv-
seteks suurusteks Q on kivertrapetsi pindala. joone
kaare plkkus, poordpinna pindala, 13bitud tee pikkus, mass,
jou toimel tehtud t66 jne.
Pahistame
AQ = Q(xyx + AX).

Kui leidub 13igus [a,o]integreeruv funktsioon  £{x),

nii et kehtib seos
AQ = £(x) Ax + o, (22)
kus o on protsessis Ax--O kdrgemat jdrku ldpmata  védike,

kul Ax, 8.0, o = 0o(AX), Biis
b
Q= | teoax. (23)
a
™



Seosest (22) on niha, et
AQ ~ £(x) Ax,
kusjuures viga o = o(AX), ja et funktsiooni
Q(x) = Q(a,x)
diferentsiaal dQ avaldub kujul
dQ = £(x)dx,.

Materiaalse punkti N = (x,y), mille mass on m,

staatilised momendid koordinaattelgede suhtes on vastavalt
= my ja Qy = mx, inertsimomemdid - vastavalt - my2
Ja Iy = me.

Nédide 10. Leida ringi inertsimoment diameetri suhtes,
kui selle ringil pindtihedus §- 1.

Lahendus, Siimmeetria t3ttu on inertsimomendid k3ikide
diameetrite suhtes vordsed. Olgu ringi raadius r. Valime
y-teljeks vaadeldava diameetri. Seega tuleb meil leida
inertsimoment y-telje suhtes. Et ring on sliimmeetriline
koordinaattelgede suhtes, siis ringi inertsimoment y-telje
suhtes vordub koordinaattasandi

esimeses veerandis asuva osa
neljakordse  inertsimomendiga,

Vaatleme iht ribakes. laiusegs
Ax (vt. joon. 23), Selle riba

mass on ligikaudu y-aAx, kus-

Joon. 23 Jjuures selle ligikaudse vordu-
8e viga on kbrgemat jdrku lopmata vdike Ax suhtes, 0lgu
riba kauguseks y~-teljest x. Sel juhul vaadeldava riba punk-

tide kaugused y-teljest erinevad suurusest x mitte rohkem
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gul Ax vdrra. Seega vaadeldava riba inertsimoment y7-tel-
je suhtes on ligikaudu vordne suurusega

TYAX,
Kusjuures viga siin on «orgemat jdrku ldpmata vdlke, vdrrel-
des suurusega AX.

Seega saame, et

o= 4 x‘zy dx = 4 12-\/1‘2 - x2 dax.

o
lehea muutuja vahetuse x = r sin saame, et
n/2
J - '+,l' rsin“¥r cosPr coswd @ =
fo)
nip n/p2
_ar" | sin-wcoso d 0 = r'*[ sin2 d =
) )
ni2
- et [ =(1 - cos ap)d P =
>
T/

Vo ! ) | 1
t¥Y —~ ¢ 3in 49| - =fr

:-SI‘

Jaide 7, Leaida t69, aida on vaja teha vedru <okku=

surumisel 2 uhiku vorra,
Lahendus, Y6tame <-telje vedru kokkusurumise suunas
**J——'; 11ng <oordinaatide alguspunktiks 9
'adru vaba otsa idhteasendi (vt. joon.

lastavalt tHooke'i seadusele on

. Hiendatav joud vordeline  <okkusuru-
777777 .

/s ad vahemiku pikkusega, s.t. £ = ux.
100D, 24
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Vedru vaba otsa surumiseks punktist x punkti x +Ax on
tarvis teha t66d ligikaudu cx Ax, kui AX on inillalt
viike. Kogu $66 hulk on seega
3 . a

x&

W = cx dx = ¢ =
Ndide 12, Kui suurt t66d on vaja teha silindrikujnlise
.pohja raadius r ning kGrgus h) paagi veest tiihjaks pumpa-
miseks, xui paak on asetatvd ihe-

le péhjale.

I Lahendus., Valime x-telje, nagu
on n#idatud joonisel 25. Veekihi

(paksus on Ax ja asub siigavusel

x) wdljapumpamiseks paagist on

foon.25 teda vaja tosta kdorgusele X,

s,t. teha tood (:rrzgsx)x iihiku vorra. Seega kogu to$ hulk

a 5 | h

2 4 1
«V:}_rrrde=JTr?£-5 = ' rln?,

Ulesanded.

Jargmistes ulesannetes loeme kujundi joon- v3i  pind-
s.1neduse vordseks tihega.

899. Leida 15igu AB (pikkus on l)inertsimoment telje
guhtes, mis asub 13iguga AB ihes tasandis ning mille kau-
gus punktides A ja B on vastavalt a ja b.

900. Arvutada kesknurgale « vastava ringjoone (raa-
dius on r) kaare inertsimoment selle kaare iht otspunkti

ldbiva diameetri suhtes. Milline on inertsimoment « = 2=
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korral?
901, Leida ringjoone inertsimoment telje suhtes, mie

asub ringjoonega iihes tasandis ning ei 1l3ika seda ringjoont.

902, Leida ellipsi = 1 esimeses veerandis asu-~
a b

va osa staatiline moment x-~telje suhtes.
2
« Leida Jjoontega y = a = x° piiretud ku-
903 J gy :—:—;2 Ja y P

jundi staatiline moment x-telje suhtes.

904, Sama y =sin x jJa y = % korral.

905, Sama y = z2 ja y =-+/X korral.
906. Leida kolmnurga stactiline ja inertsimoment aluse
suhtes.

2 2
907. Leida ellipsiga —y + b = 1 piiratud kujundi
a

staatilised ja inertsimomendid koordinaattelgede suhtes.
908. EKeha liigub kiirusega v =+/1 + t Leida esi-
mese 10 sek jooksul ldbitud tee pikkus,
909. Harmoonilisel vonkumisel médda x~telge iiigub ke-
ha kiirusega

v - g% = gil ooa(gils * pods
kus t on aeg, T vonkeperiood; i, - algfaas. Leide kena

asend ajamomendil %,, kui on teada, et ajamomendil t4 asub
ta punktis x = x4,

910, Millise jouga mGjub iilitlase tihedusega materiaal-
né rongss (mass — M, raadius - R) materiaalsele punktile C

(mess - m), kui ses punkt asub ronga keskpunkti ildbival
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ning ronga tasapinnaga ristuval sirgel aing asub ronga kesk-
punktist ksugusel a?

911. Millise JjSuga m3jub materiaalsme joon y = |x| + 1
joontihedusega ¢ materiaalsele punktile massiga m, mis
asub koordinaatide alguses?

912. Cheopsi piiramiidi mG5tmed on ligikaudu j&rgmised:
kdrgus h = 140 m, pdhja (ruut) serv 230 m. Tema ehitamisel
kasutatud kivi erikaal on ligikaudu 2,5 Leida t60,

ais tehti pliramiidi ehitamisel raskusjsu iiletamiseks.

913, Leida t66, mida on vaja teha paraboolse reservu-

aari (vt. joon. 26) tiih~-

Jjakspumpamisel veest. Ol-

gua=0,7m b=1,2n
T ) JaH:"m.
Joon. 26
914, Ristkiilikukujuline plaat (md5tmed a = 50 cm ja
b = 40 cm) podorleb konstantse nurkkiirusega w =3 -1

imber kiilje a. Leida plaadi kineetiline energia, kui plaa-

di paksus on d = G,3 cm ja tihedus ¢ =8 -
c

915, TLeida joud, millega vesi surub vordhaarse trapet-
si kujuliseles tammile, teades, et iilemine alus & = 6,4 m,

alumine b = 4,2 m ning kdrgus H = 3 m.
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916. Ristkiilikukujuline mdu on téidetud vordses kogus-
tes vee ja Sliga (viimase erikaal on kaks korda kergem vee
omast). Tdestada, et rohk igale seinale véheneb ; varra,
kul vesi asendada Gliga. (Arvestada, et vesi pole segunenud
o6liga).

917. EKera (erikaal 1) asetseb vees selliselt, et ta
puutudb veepinda., Leida t66, mis on vaja teha selle kera
védljatombamiseks veest.

918% Poolkerakujulise reservuaari (raadius R = 43 cm)
pohja tekkis auk pindalaga S = 0,2 cmg. Kui kiiresti Jook-
seb see reservuaar veest tiihjaks?

919% Keha tewperatuuriga 25° asetacakse termcstaati,
milles on konstantne temperatuur 0°, Millise aja Jjooksul
Jahtub keha 10°-ni, kui teame. et 20°-ni jahtub ta 20 min
jooksul?

920. EKeha, mille temperatuur oli 30°, jahtus 0°=se
temperatuuriga termostaadis 30 min jooksul 22,5°-ni. #il-
line on keha temperatuur 3 tundi pérast katse algusi?

921% Millise kujuga peaks olema reservuaar, mis kujuo-
tab endast poordkeha, et vedeliku kahanemine temas vél ja-
Jjooksmisel oleks iihtlane?



V.READ
§ 1. Arvrea koonduvus
1. Rea koonduves iu mmma. Olgu antud rida
iﬂnﬂuo-fu.‘o...ou_ . )
n=o0

Reast (1) avaldist nimetatakse selle rea uldliik-
meks .

Jada {sn}, Kus

S_ = i U, (n = 0,1,000)' (2)

k=0

nimetatakse rea (1) osasummade jadaks

Osasummade jada (2) abil viime rea (1) liikmed aval-
dada kujul

uo = soc

%:S - (n=‘E,2,...).<
Arvy S nimetatakse rea (1) summaks. kul eksis-
teerib piirvédartus

lim Sn

n
w
o

3
je kirjutatakse
>
3 =S-
n=c “n
Kui S on 18plik, siis deldakse, et rida {1) koondub

summaks S. Kui piirvddrtus (3) ei eksisteeri voi  omn
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lopmatu, s.t. osasummade jada (2) ei koondu, siis OGeldak-
se, et rida (1) jub.

Kui rida (1) koondub, siis koondub iga D = 0,1,000

.
R = 2. u ()
n k:n:“ kK’

korral ka rida

wida nimetatakse rea (1) jéddkliikmeks. Rida (1) koondub
prarajasti siie, kui mingi n korral koondub tema Jaskliige
).

Eui rida (1) koondub, siis kehtib vdrdus

S = Sn + Rn
ning
1im % = Q.
>~} .-}
Rea summa lineaarsus. Kui read > "u ja .V
n=o n=o

koonduvad vastavalt summadeks U ja V, siis mis tahes arvude

)
A ja 4 korral koondub ka  rida >i(a o+ - v)
summaks AU + 4V, s.t. kehtib v3rdus
A +uvien o +/.¢Zvn.

n=o0 n=o

Nédide 1, Leida rea
o0

1
§ @+ 0
osasummade jada ja summa,

Lahendus, Esitame rea iildliikme

Yn *mam +N)
kujul
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Saame (néditeks médramata kordajate meetodiga) A=B=1,

Seega osasummad

1 1
------- sn=§'“k= E-g+m =

P r@=Prlg=g) oot Gogmn =

1

“n e

kuat rea summs

S=lm (1= =) =1,
Ulesanded.

Leida jédrgmiste ridade osasummade jadad ja summad.

oo' o)
922. = T 928. (Vn+2' = 2yn+1 + /1)
w_ oo )
A A R
n= v;_—‘
- 1
924, n;: E 3y 930,
925, Z T 7y 931,
. 1
926, » , —22t1 932. S ' n
=1 j (n + 1)% n=o
927. D+ ! . 2
ngo| (2n + 1)2(2n + 3)? 9% ngo "

Leida read, kul nende osasummade jadad iga n = 0,1

korral on jérgmised.
934. S, = 1n(n + 2) 935, S, =+/n + 2
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.o+ ; _ _.n
936. Sn v+ M0, Sn = ?_;_5
— 1
= = 1 1
957. S, = . S, = En(n +1)(2n + 1)
938. Sn =n + w2, Sn - lnsndﬁ- 1 )]

39, 8, = &y

{asutades rea summa lineaarsust, arvutada:

M1 ¢ 13‘1 s |4 r)BH |
W3, L= + = + [l A
n=1L3n n n=1
9 }oo, ( 5 - 2 \ 6 — A "_n\ﬁ]
44. /. n .n’ UE. 4, = 4 b
a=e ¢ =0 2% 3%
0
=, ;n a B
MS5. ‘—?L WS — cos =BL
n= 6 a=1 28

2. Rea iildised koonduvustunnused. 3elleks et rida

(1) oleks koonduv, on tarvilik, et
tim = 0. 5)

Seepédrast rea (1) koonduvuse uurimisel tuleb koige-
pealt kontrollide tingimust (5). Kui tingimus (5) ei ole
tédidetud, siis rida (1) on hajuv. EKui aga tingimus (5) on
tédidetud, siis sellest veel ei jéreldu, et rida (1) on
koonduv. Sel korral tuleb odasi kasutada teisi koonduvus-
tunnuseid.

Cauchy kriteerium. Rida (1) koondub parajasti siis,
kul iga arvu £> O korral leidub arv N = N(¢ ), et

[%ne1 * Uggp *eeet Unap|<t o

iga naturaalarvu p puhul, kui n> N.
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coonduvuse tarvilikku tunnust ja Cauchy kriteeriumi.

48,

“9,

250.

3%

954 L]

takse positiivseks. kui lildliige u > (o]
korral, Positiivne rida (1) koondub parajasti

sema osasummade jada (2) on tdkestatud, s.v.

Jlesanded.

urida jdrgmiste ridade koonduvust, kasutades

S (-3
a0
W pwer

. A/ 10

i=

__\ —
—“ /gn -1

> i -
- e
20 N

« ;i {a =y -a=+1)
1=0

1
by -
pe t :1 a

43 J¥
nes 2" tan 41

255

“560

a57.

o584

959.

160,

<
L
n=0

tan

(-n2

)
n=25nn

§ 2. Positiivsed arvread

4>0, et iga a = 0,1,..,. korral

w <M< oo

ECm

»

siis,

leidub

rea

1, Positiivsete ridade vdrdluslaused. Rida (1) nimeta=-

iga n=0,'1,..-

kui

arv



Seepdrast, kwi positiivne rida (1) wn koondwv, siis kirju-
tatakse

(==

< oo

n=o0 ‘n
kui aga om hajuv, siis kirjutatakse
4= o

n=o

Positiivsete ridade esimene viirdluslause. Kui ridade
S L )

n=0

a
3 oo

4

n=o "n
korral mingist indeksist alates kehtidb virratus
WS Vo
8iis rea (V) koomduvuse¢st jdreldub rea (U) koonduvus ning
rea (U) hajuvusest jidreldub rea (V) hajuvus.
Positiivsete ridade teine ySrdluslausc. Kul positiivse-
te ridade (U) ja (V) puhul oa

4y~ vy,
ninzi konstsandi C>0 korral, siis need read koondazvad voi

hajuvad iihteaegu. B

Nende vordluslausete abil saame iihe rea koonduvust VGl
hajuvust kindlaks teha, kui vorrelda seda rida teise posi-
tiivse reaga, mille koonduvus v3i hajuvus on teada. Prak-
tikazs virreldakse uuritavat rida kdige sagedamini geomeet-
rilise vG1 harmoonilise reaga.

Geomeetriline rida
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> a®
n=o
koondub, kui |g|<1, ja bajub, kui |q[(>1. Harmooniline rida
o0

1 1
ng;;:" T(n+1)“

koondub, kui o > 1, ja hajudb, kui o<1 (vt. ndide 5).
Ndide 2, Uurida rea

' arccot ( 71 + n) sin
n=o0

zoonduvust.
Lahendus. Vaadeldav rida on koonduv esimese vdrdluslau-

se pohjal, sest iga n korral

0 <arccot (T + n) sin;<_:n— = gr

ning geomeetriline rida ' (1/2)%< oo
n=o

Nédide 3, Uurida rea

1

o0

n“?‘ arctan (3 + 71 n)
n=1 vot +2n -sinn

koonduvust.

Lahendus, Vaadeldav rida on hajuv teise vordluslause
pohjal, sest

n arctan(3 + 7 n) _ nlﬁ *
+2n-sinn 22/1 + o(1)
[ od][F ro]z=% 5+ T w

ning harmooniline rida

n=®
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Ulesanded.

Kasutades vSrdluslaussid, tesha kindlaks, millised
Jargmistest ridadest koonduvad v3i hajuvad.

o= 1 22
1. - a
P T 2 o (1 meeed
o0 oo
62. e b
%2 2y T 7. 2 n iy

963.

q
g DI N
w/nz + 2n + cos(sn) n=0 VYo' +1

964, i —— 975. 2__4, arcein
n=

n=1 n° ¢n -1

965. g\,’(:—"!;] 976, " aretan Lo

2+ n="

966e :Z: G -va-T) 7. > 1m(1 +[3)

o
n

967. & + T -vn=1) goe, > 124 4,\/%)

96s8. ;; ;1; (‘V‘na +n 4 -x/nz -p =1

969. 2, 2° sin L. 1631 e
n=o o 3R 99 n=" 173 +-)

970‘ l Zn tan 980. > ln(‘] + 8in 2—)
R: n=¢ °
&

971, - sin Z- 981, :>:5 1n cos &
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n=o

982, D log(1 +4/n#l - /n" 983, . | —eeee Ty B D
n=e

984, Z. (2n) E In(% + 8in 37

n=": D
985. f arc:u:gz +grn) 990: >
986. nZ:l . : . gﬁ?
9. > La=1" 992. £

n=1 o a= .
988. g ;2_:"’_.;;_1“ 993. g’; l:dn
989. nZ_: srecot 994. ?;é In o

995. ' (4=r) log(1+arcsin
n=? n

J
99%. ., E-—W arctan 1n(%1 + arcsin =

2+ Cauchy, DAlembert'i ja Reabe tunnused. Positiivse

rea (U) korrai téhistamc

[& -:b_~ D= EEIF E = n{(% « D_;
n = Vi n TR 0/

Cauchy tunnus. Kui eksisteeribt (15plik voi 13pmatu)
plirvadrtus
lip Cp =G
siis rida (U) koondub, kui 0<C<%, ja hajub, kui C>1,

D'Aiembert'i tumnus, Kui sksisteerib (15plik w33l 1op-
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matu) piirvédrtus
lim Dn = D’
siis rida (U) koondub, kui 0<D<1, ja hajub, kui D>1,
Raabe tunnus. Kui eksisteerib (1Gplik v5i 15pmatu)
plirvdartus
limn R = R,
siis rida (U) koondub, kui R>1, ja hajub, kui R<1,
Néide 4, Milliste parameetri a> 0 vddrtuste puhul
koondub ja milliste puhul hajub rida
oo n
> (3=
n+71/°
n=o
Lahendus, Rakendades Cauchy tunnust, saame
A . _&n a

n - ’
n+1 11’1—1

kust

C = a.
Seega vaadeldav rida koondub, kui a<1, ja hajub kui a>7.
Kui aga a =1, 8iis C = 1, ja Cauchy tunnus vastust ei
anna. Sel korral rida hajub, sest rea iildliige ei rahulda

koonduvuse tarvilikku tingimust, kuna

n _ __1 .
(n+’f) '(1 *E)n s £0

Néide 2. Milliste parameetri a>0  vddrtuste puhul
koondub ja milliste korral hajub rida

oo

> (en - N1 al

n=1 al (2n + 1)2 ’

kus (2n = 1)1 =1-3-5-,,,.-(2n = 1),
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Lahendus. Et rea iildliige sisaldab faktoriaale, siis
on loomulik rakendada D'Alembert':l tunnust. Saame
- (2n+‘|2!lan*1 ni(2n + 1)° =20+ 1 (2n + 1)° a
D (n+1)8(2n + 3)° (2n - 1)11a" n+1 (2n + 3)~
kust

D = 2a,
Seega vaadeldav rida knondub juhul a<% ja hajub Juhul
a> " Kuia= :,, siis D =1, ja D'Alembert'i tunnusega ei
saa otsustada rea koonduvuse iile., Sel korral aga rea iild-
liige
Cen-i 1 1 (en-Du i

‘a 2l B (zm+ 12 (2ail (2m + D2
1 1 S
24 *2n (2n + 1) (2n + 1) (n + 1)

je seega esimese vdrdluslause pdhjal rida Z% koondub,
ssst harmooniline rida ) ———m < ©
(n#1)“

1
Viimasel juhul, s.t. juhul # = v3ime rakendada ka
Raabe tunnust, Tdepoolest, sel korral

2
2041 (2o +1)% 1 _20 4120 1\ _

D =
B p+1 (on + 2 2n+2\2n + 3/
= - - =
=1 - )[1.. + :
2n + 2 2n +3 (2n + 3)°.
-1 i ____4__+ 1
2n +2 2n + 3 °
Seega
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4
Ry =00 =0 =53+ + ()

aing
1
= Lim Rn == + 2>1,

KokkuviGttes vamdeldav rida koondub, kui a< =, ja
hajub, kui a> ;];.
Jlesanded.

Kasutades Cauchy v4i D'Alembert'i tunnust otsustada,

millised jérgmistest ridadest koonduvad ja millised haju-

vad,
oo 1 <
iy ST 3 n
997. n:’f "E!’ 205 o ;_:J ar !3)
1006, S 27B (B
a0 (n MHT = '
[>=] .
&9 =2, 2
999. —_ %07, 4 _ 3B
r{Ei 1n"n o7 éﬁ' ( a)
— 2n n o fg' n M n')
1000, Ve -n g%
2 (sm=) o8, 2 570 (22l
1001, . ST =n
nL=‘|‘ o+ 717 009, L{ 2
1002, E :% ‘00, Z: oarcsin Z, >0
n=o 2

1003, :4; (2 + )™ . (2n - 1)1t

o=t 32 ny
n N,
1004, éﬁm 11 > |n; By
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T (om)tt e\d . n
1013, > | 1015, .
o1 “A (2n + DI (1) ns. . (ope » 1N/2

104, \_' g 23! (e)
a7 (on + D112
Rasutades Raabe tunnust otsustada, kas jargmised read

toonduvad v5i bajuvad.

n
1016. ,~/ml .
n=’i' k=1 2 +~/k
1
m,?. b(b 41)..-(5 +n) b)O)
108t ﬂ/ [ J——
=2 '\/lc +3 =2
o (@ £ 2)
————————— )
o=
{asutades rea koonduvuse tarvilikku tingimust ?)

naidata, et jargmised piirvddrtused on vGrdsed nulliga.

1020, lim 24 i022. lim ——3-2
: (nt
021, lim 023, lim
5. Integraaltunnus. Kul rea (U) liikmed avalduvad

zujul w, = £(n), kus funktsioon f(x)> 0 monotoonselt ka-
aaneb poolldigus {a&,90), siis rida (U) koondub parajasti
siis, kui paratu integraal

UP(x) dx < oo,
a

Kui rida (U) koondub integraaltupnuse pdhjal, siis
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rea (U) jadkliikme
= k=u+1 %
Jaoks kehtidb hinnang

Rn < | £(x) dx.
n

Nédide 6. Milliste psrameetri o > O vddrtuste puhul

koondub rida .

ol 14 -
5—' n 1 o 1
- n 1 += —r
n=1 n n'*
Hinmata rea jddkliiget.

Lahendus. Et

1+1

A B zr= [ v oo+ o)

+o(-g)~ e
n- n*

siis teise v3rdluslause pohjal vaadeldav rida koondub para=
jasti siis, kui bharmooniline rida

o0
> A
=" a

koondub. Viimane rids integraaltunnuse pdhjal koopdiub para=
Jasti siis, kui

o0

1

koondub. Teades (vt. peatiikk III iilesanne nr. 758 ), et

(o =4

5 ix <001 kul & >1,
ol

=ocoy kul o <1,

Pl



saamegl, et vaadeldav rida koondub parajasti siis, kui

od > 1,

Jédb hinnata jadkliiget

oo k
= 2 k+MEQ +%) f—.

k=n+1
] k
ki o> 1. Bt (k + DE = oxp BV o5 50 (1 4+ D) <3,

siis juhul « > 1 on
oo
1
R <9 -—<9
B 7 g=n# k%

8

u\ -
LN >Y
LS ]

]

= —2 2or |
1-d xd-T[

n

Ulesanded.

Kasutades integraaltunnust otsustada, millised jarg-
nevatest ridadest koondauvad ja millised hajuvad. Koonduvuse
korral hinnata ka jédkliiget.

1026, D —tme 1026, D_
n=2 nlnmn n=2 nln n

1
1025, gm 1027, 2

=3 nlnn ln“1lnn
Mitu liiget tuleb vGtta jérgmistes ridades, et saa-

da rea summa veaga alla 0,001,

o0 [==d
1028, 2 1029, D —mge—— 8in —
n=1 n n=1 1ln (n+1) n
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\ 1n(1 -
1036, 3 =~ 1031, 2_ m n( *n)

n="
Otsustada, millised jirgmistest ridadest koonduvad

ja millised@ hajuvad.

d

oo
4 n + 1
10%2. Z —— 1040, E'\’T—"
’ n=1 n n=ovn + 2

1033, , 22D 1041, > . 1n®cos™'(7/n)
n=o 2 n=2

1034, > n tan 1042, dapt
n=o 2 n=2 Vn n -1

- 2 < AN YR -
1035. > _ o sinf—,; 1043, ; B prracws )

n-¢
o oo
10%6. 2, 1044, Yﬁ-\/na -~ 20 + 3 4 COB D
n=2 nVn n=c 20% + 30 + 4
(o2~}
& be}
1037. 2 ein — 1045, O —._
n=2 1n’n 4n n=1 1
oo
. S 4 =
1038, ~_ == 1n(1 + ;) 1046,
n= 1o n ) n=3 n lp nlnflnn
1 Ji
1039, . == 8in &
n=1 o n

§ 3. Suvalised arvrsac

1. Vahelduvate midrkidegs read. Riae
2 (D' a, a>u (6)
n=o

nimetatakees vahelduvate midrkidega res
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1. Leibnizi cunnus. Vahelduvate midrkidega ride (6)
koondub, kui & ldhenedb monotoonselt nullile.
Kui vahelduvate mdrkidega reas (6) suurus a  lédhenedb

monotoonselt nullile, siis tema jadkliikme

= > =

k=n+1
jeoks kehtib hinnang
Ry < 8p4ne (?7)
2. Ridade absoluutne ia tingimisi koonduvus. Rida
n>::=° u Q)
nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui rea liikmete

absoluutvadrtustest moodustatud rida
> |wl (8)

on koonduv.

Kui rida (8) koondub, siis ka rida (1) koondub, s.t.
iga absoluutselt koonduv rida on koonduv.

Eui rida (1) koondub absoluutselt ja rea (1) summa
on U, siis eldakse, et rida (1) koondub absoluutselt sum-

maks U, Rea (8) summa v3ib olla erinev arvust U.
Kui rida (1) koondub, aga rida (8) hajub, siis rida
(1) nimetatakse tingimisi koonduvaks. s.t. koonduvat rida,

mis el koondu absoluutselt, nimetatakse tingimisi koon-
duvakBo
Rea (1) absoluutse koonduvuse nditamiseks vGime kasu=—

tada positiivsete ridade koonduvustunnuseid, sest (8) on
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positiivne rida. Kui aga rida (8) hajub, siis sellest veel
ei jdreldu, et rida (1) hajub, sest ta vGib osutuda tin-
gimisi koonduvaks. Seepdrast rea (1) hajuvuse niditamiseks
ei saa kasutada positiivsete ridade koonduvustunnuseid,
néditeks Raabe tunnust ja integraaltunnust. Kiill 233 saame
kasutada Cauchy ja D'Alembert'i tunnuseid, kui  viimastes

Cn ja Dn asemel vitta

il

= |u,) Ja D, = "n41

Un

Ndide 7. Kas rida

nIno

on absoluutselt vGi tingimisi koonduv. Hinnata rea jadk-
liiget.
Lahendus, Kuna vaadeldav rida on vahelduvate mérki-

dega rida, siis tdhistades

a = =
n n inn n lnn

ndeme, et

=
a>a, 4 - 0.

Leibnizi tunnuse pGhjal vaadeldav rida koondub. Vorratu-

sest (7) saame tema jadkliikme

R =
o k=n+1

jaoks hinnangu

al<tmFrmETT -

Vaadeldav rida aga ei koondu absoluutselt, sest integraal-
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tunnuse abil saame, et
00 oo

dx d 1n x _ [
gx—m=g mx -lrlE, =
Niéide 8. Milliste parameetri a vddrtuste puhul koon-

dub absoluutselt rida

S (v

n=0 (n + 1)}
Lahendus. Et rakendada D'Alembert'i tunnust, arvutame
1212V @ + D e 1

(n +2)1 1a1®/n

Dn=

kust D* = lim D;_ = |al-0/e = 0<1, Seega vaadeldav rida
koondub absoluutselt iga a korral.
Niide 9. Milliste parameetri a vddrtuste puhul koon-

dub absoluutselt rida

n

o
> —
n=o

Lahendus. Et

D* = a2t ' (n + 1O+ n! _ Ial(n +1)n -
n

(a + 1)} lal® ot n

lal (1 +H2 = ]ale,

siis D'Alembert'i tunnuse pdhjal rida (9) koondub abscluut-
selt, kui laj< s Ja hajub, kui |al> —~. Kui aga la |=

1 1

s.t. a = voi a = - siis rea (9) iildliige on

n
W = O (§) T
kust
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o
%) ={3) =
Kasutades Stirlingi valemit

ni ™~ yarn (‘E)n7

saame
™ no1 m®_ 1 21
== T
2 Zﬁn(e} /2 /n
ning teise vGrdluslause pshjal on ride o j najuv,
oo o=
388t harmooniline rida ./ . = cc, Seega rida (9) juhul
2=1 Va
8 - = on bhsjuv, seat sils 'u | = Kuna 3 0 ja
Ilﬁl‘ﬁ’l:D‘:i(ﬂ 1' 10:1
i u, n- e n/ = 8 7
siis
lunl 'ua+1|
Leibnizi tunnuse pdhjal on rida w, juhul as=-=
a=o
xoonduv.

Kokkuvottes 3aame, et rida {9) on absoluutselt koonduv,

.
xui |aj< ' on tingimisi koonduv, kul a = - * on hajuv, kul
1aj> = w54 a = %9

Jlesanded.

Millised jargmistest ridadest 20soluutsel:  koonduvad,
aillised tingimisi koonduvad ja milliised hajuvad?

00
< -
1047. =02 ~oug. -
nL=1' 9 Z
tg_\ o0
1048, 2, (<) ——— 050, cos aa
2=t (2n - 1) 0. 4 Tow
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1051 060, , (-1)? ——o
a=1 ~/n néoi
> p—
052, (=P =2 061, :
= o+ n&='6 Fa s 7/
1053, > (=1)® —- 10628 2 —tIld
=1 n s a=2vn + (-1)2
2
-1 n ’
1054, (=12 1063, i
7 a-! ol = (2a + 1)
o 2 =
1+ a n
1055, 7 —— 1064 . a® arcsin -
55 o e
1 2 a
1056, {(=1)2 o 1065, (=12 va + {(~1)%I
7 2=1 l\/ n '32?
m1
1057, «Z-s A% Op=Ty=2,000
o 2 (2n + 100\2 > a
1058, 2___; {=1) (W) 1066, Z (=1
n
K -1 a - N a7+ 1
10592 L rTEs, 1067, !

3. dldade zorrutamine, Ridads (W) ja (V) Cauchy korru-

7iseks rimetatakse rida

=,
2 Fps (10)
=0
kus
ST
Fo= J 4 7, = Uy ¥
2% £ "k Tx £=5 'x o=t
ja kirjutatasse
- . e
n=o ‘a a0 2 f= =B

Caucnhy teoreem. Kui read (U) ja (V) koonduvad absoluut-
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selt vastavalt summadeks U ja V, siis nende ridade Cauchy
korrutis (10) koondub absoluutselt summaks W = UV,
Néide 10, Leida ridade

oo 2n+1 -l 2n
s(a) = (-1)® ————— ja C(a) = (-2 2

2= 2o "t
Cauchy korrutis. Milliste parameetri a vddrtuste korral

Cauchy korrutis koondub absoluutselt?

_Lahendus. Mdlema antud rea korral on D* - D* = 0<1
ja D'Alembert’i tunnuse pohjal mGlemad read koonduvad absc--
luutselt parameetri a iga vddrtuse korral. Seega Cauchy teo-
reemi pchjal nende ridade Cauchy korrutis koondub absoluut-

selt iga a korral, Leiame Cauchy korrutise. Siin
2n-2k+1
W

n -0° 7 ey -1 mzyr

ayn _2n+1 1
R @D = TR -

-n® z%glm T

k=0

2n+ 2n+1
a
€ (2o + 1)¥ S:ﬂ \ 2k )'
Arvestades Newtoni binoomvalemit

(u+ %) = ZL—'(k) By ®
k=0
Ja et selles paariskohtadel asuvate kordajate snmms v5rdub
paaritukohtadel asuvate kordajate summaga, siis seosest
(1 + 1)211"‘1 - 2211"‘1
k=o ! k s
saam:
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B, 2pen 22n+1
K=0 l 2k )- z

Seega on

1
(=1" §2a22n+
¥n - n + :

ning kehtib valem
2 S(a) c(a) = S(2a).

Ulesanded

Ndidata, et kehtivad jargmised vordused.

oo \ [==)
> oq® =) (n+Md |q|<1

n=o n=o

e
1069, ' .

n=o0 m n=o

Ndidata, et kehtivad jdrgmised vordused parameetrite
a ja b iga vddrtuse korral, kus C(a) Ja S(a) on antud

ndites 10.

1070. E(a)-E(b) = E(a + b), kus E(a) = ) , %;
n=o

10717 2 c2(a) = 1 + c(2a)

1072, 2 s%(a) = 1 - C(2a)

1073, S2(a) + c3(a) =1
1074. Naidata, et rida

(_1)n+1
n=1 Vn
on tingimisi koonduv ja tema Cauchy ruut, s.o. rea Cauchy

korrutis iseendaga, on hajuv rida.
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1075, NEidata, ot read
4 - 1 ] 2 —
g;« B s el @ @ v

hajuvad. aga nende Cauchy korrutis on absoluutselt koonduv

rida.
§ 4. Funktsionaaljadad ja funktsionaalread
Jada
{£a(0}, 1)
mille elemendid on mingil hulgal mddratud funktsioonid

fn(x), nimetatakse funktsionaaljadaks.
Kui iga x€ X korral eksisteerib
lim £ (x) = £(x),

N==» 0O

giis funktsiooni f(x) nimetatakse funktsionaaljada 11

piirfunktsiooniks ja hulka X selle jada Econduvuspiir-

konnaks, Sel korral hulks X loetakse piirfunktsiooni £(x)
midramispiirkonnaks.

Oeldakse, et funktsicnaaljada (11) koondub ihtlasalt

piirkonnas X funktsiooniks £(x), kui iga arvu & > O kor-
ral leidub axv N = ¥(& ), =t iga n> N korral kehiib vdr-
ratus
|ex) - 2 (o)|< €
¥oikide x€X puhul, s8.t. sdltumata punkti xe€ ¥ valikust,
Rida

2 (12)

n=o
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mille liikmed u (x) on mingil hulgal méératud funktsioonid,
nimetatakse funktsionaalreaks. Funktsionaaljada {s, (™1,

kus
n

S =
(x) oo o (x),

nimetatakse funktsionaalrea (12) osasummade jadaks.
Kul ige x € X korral funktsionaalrida (12) koondub sum-
maks S(x), 8.t.

> e (x) =S,
n=o0

ehk
lia s (x) = s(x),

D= OO
8iis funktsiooni S(x) nimetatakse funktsionaalrea (12) sum-

saks ja hulka X selle rea koonduvuspiirkonnaks. Sel korral

hulk X loetakse funktsionaalrea (12) summa S(x) mééramis-
piirkonnaks.

Oeldakse, et funktsionaalrida (12) koondudb iihtlaselt
pilirkonnas X summaks S(x), kui iga arvu & > O kerral lei=-
dub arv N = N(& ), et iga n> N korral funktsionaalrea jéiék-

liige

3 (x) = _— a, (x)

rahuldab vorratust |Rn(x)|< ¢ iga xe X puhul, s.t. s5ltu-
pata punkti xe¢ X valikust.

Seega funktsionaalrida koondub iihtlaselt piirkonnas X
parajasti siis, kul selle rea jadkliige R (x) koondub iht-
laselt nulliks piirkonnas X,
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Weierstrassi tnnnus. Kui funktsionaalreas (12) on

I%(x)ls c, iga x€X korral

ja a d
J rvrida oo

/ ©n koondub,

a=0
siis see funktsionaalrida (12) koondub iihtlaselt (ja ab-
soluutselt) piirkonnas X,

Praktikas osutub sageli sobivaks vGtta c, = Bup[un(x)p

Naide 17, Leida funktsionaalrea
\n
n=1 (14x )
koonduvuspiirkond X ja piirkond A, kus ta koondub absoluut-
selt, ning rea summa S(x).
Lahendus., Vaadeldav rida on geomeetriline rida tegu-
riga
q - 2%
1 + x2

Seega on see rida absoluutselt koonduv, kui

2 x|
1+

< 1

ehk
2
(1 - |x])%> o,
ja bajuv teistes punktides,
Seega X = A ={(-oo,-1),(-1,1),(ﬂ,<p)}. Rea summa on
2x

_ 1 + _ 2X _
S(x) =3 = 5 =

- — 1 ¢ x° = 2x 1 - x)2
1 +x

Vastavalt definitsioonile on funktsiooni S(x) miiramispiir-
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konnaks hulk X = {(-°°’-1)t(-191)'(1'°°)}'
Ulesanded.

Teha kindlaks, millised jérgmistest ridadest on funkt-
sionaalread ja millised mitte,

07%. S 1079. _\/1n Icos xl

o ﬁ (n + 1)1 =3 Zn 1 + X

1077, 5 arcetn(ux) 1080, Q. — 1ndE_
g=o n=1 n! nl

1078, —-\/
o :E: 2 1.2
n=o
Leida jérgmiste funktsionaalridade koonduvuspiirkonnad

X, piirkonnad A, kus nad koonduvad absoluutselt, ning sum-

mad S(x), lugedes 0° = 1.

1081, \“ e 1085. -
n-o (1 +x9)° ;) ="

1082. £20 1086. Y  1a%
n=0 n=1
oo oo

1083, 57 (-2x)® 1087. > cos™
n=90 n=o

1084. ZSI_-;L
n=o

Leida jédrgmiste funktsionaalridade koonduvuspiirkonnad

X ja piirkonnad A, kus nad koonduvad absoluutselt.
oo n oo

1088, -~ 1089, > ———x
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1090.

1091,

1092,

1093,

1094,

1095.

1096.

X
e
n=1 n

2 n(x + MY

Z n 1:13“:1

& o2

n=1n+x

:E::nzl;‘n

=2

1097,

1098.

1099.

1101,

1102,

;;14 (2n + 2)11\1 + x°/

001 n
2;% 1 + xZn

n+1/ 22

Nédide 12, Leida piirkond A, kus funktsionaaljada

fn(x) =‘\/12 + (n=1,2,...)

koondub ihtlaselt.

Lahendus, Antud jada piirfunktsioon on

£(x) = 1:h'n-\/x2 + 02
n

Et iga x € (=o0, 00) puhul

£ (x) - £(x) =yx® + 072 = |x| =

n

1

2.2

+1 4+ n|x|
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slis vastavalt igsle £ > 0 on
fn(x) - f(x)l < g

niipea, kui n>N = ;.Et N ei 85ltu kobhast x & (=00, 00), 8iis
antud jada koondub iihtlaselt kogu arvteljsl (=oo, o),
Néide 13, Kas funktsionaaljada

2nx
£ _(x)
n 1+ nx?
koondub iihtlaselt 15igus X = [0,1]?

Lahendus, Antud jada piirfunktsioon on

£(x) = lim —22% = 0,

n 1 +n
Et vaadeldav funktsionaaljada koondaks iihtlasslt 1lGigus X,
peab iga €& > O korral leiduma indsks N = N(E£) selline,
et kehtiks vorratus

[£.(®)| =], - £ | = - i“ <€

ehk

exan2 -2xn + €& > 0
iga n=N korral, sgltumata arvu x€ X valikust. Lahendadss

viimase vorratuse, saame :< 1 korral

2 2' 2 2
n>x *W'/E = 8% = a +.\/1 =t voi n<l—-—-—-_£<o_
£X £X X
Seega on
2!
N = a = &
&xX

Saadud N # 0(1) punkti x = O iimbruses, sest

lim N = 4o,
X-> 0+
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Seega vaadeldav funktsionaaljada koondub 1lgigul X mitte-
iihtlaselt.
Sama tulemuse saame ka funktsioonide
fn(x) - £(x) = fn(x)
globaalsete ekstreemumite leidmisega. Et viimased v3ivad
esineda vaid funktsiooni kriitilistes punktides, siis ar-

vutame tuletise

2.2
P YO S an(1 - )
ax x) (1 + n°x°)° (1 + n k)

Seega funktsioonil fn(x) on olemas vahemikus (0,1) ke
kriitiline (statsionaarne) punkt x = —, kus

Jérelikult 1oigus X
|£a(x) - o[£, ki &< 1.
Ulesanded.

Kas jdrgmised funktsionaaljadad koonduvad iihtlaselt
piirkonnas X7

103, £ (x) =x°, X = [0,4/5)

N ;
104, £ (x) =x%, X = [0,1]

105, £ (x) = X" - x™*", ¥ = [0,1]
1106, fn(x) =3 o X = (0;0°)




1107, £,(x) =—2X = [0,1]
1T4+n +x

1108, f_(x) = —2n—x,-ﬂ, X = 1'00)
1T +1n'x
1109. £ (x) =n(Vx + % -vx), X = (0,00)
1110, £ (x) = SBEX ¥ 2 (200, 00)
1M1, £ (x) = sin X X = (=00, 00)
1112, fn(x) = sin X = E-10,20)

Ndide 14, Ndidata, et funktsionaalrida
o0
(=n?

n=1 n + x2 + sin 2x

on iihtlaselt koonduv hulgas X = (-oo, ), Kas see rida
koondub absoluutselt?
Lahendus, Antud rida Leibnizi tunnuse pdhjal koondub

hulgas X, sest iildliikme absoluutvédidrtus

=n? 1 1

P ) ~=
n + x + sin 2x n + x° + sin 2x

ning ldheneb nullile monotoonselt, Et harmooniline rida

>

rida ei koondu absoluutselt iihegi xe¢ X korral, Seega el

1 hajub, siis teise vordluslause pdhjal vaadeldav

ole iihtlase koonduvuse uurimiseks Weierstrassi tunnus
rakendatav, Et vaadeldav funktsionaalrida on iga x korral
vahelduvate mirkidega, siis vorratuse (7) pshjal

(-~
2l
k=n+1 k + x2 + sin 2x n+1+x +sin2x

Rn(x) | =
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1
—ms=-< &,
n x n

kui n>¥ = 1. Bt X ei sgltu muutujast xe X, siis vaadeldav

rida on iihtlaselt keonduv kogu arvteljel X,
Naide 15, Leida piirkond A, kus funktsionaelrida

sin nx
n=3 n +J 4+ arcsin —

koondub absoluutselt, ja piirkond G, kus t& koondub iihtla-
selt.
Lahendus. Et vorratus

sin nx
+ JU + arcsin -

kehtib iga x korral, mil on médédratud arcsin siis ¥eiers~
trassi tunnuse pohjal hulk A = G koosneb nendest punktidest
x, mille korral

’%l < 1.
Et n>3, aiis vorratus kehtib, kul |x|<3, Seega A =G
= [-3,3].

Ulesanded.

Leida piirkonnad A, kus jérgmised funktsionaalread
koonduvad absoluutselt, Jja piirkonnad G, kus nad koonduvad
thtlaselt.

M. > —— M4, > gos nx
u=1 n=1 2°
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1115, arctan nx 124, 5 (=1)8-!

n=o0 2= X+n-1lnn
== n

me, S ————— 125, 5 20 sin"x
£=5 + arccos x -
o 2 o)

1117, n_ arccot nx 126, S ' —.8in nx

n=1
1118 %\ 1129 - arcsin(2x/n)
° '?[‘,“"""_"*J . L cO08 nx

+ (nx) £5 n® +sinx
oo 2.2 n
Mg, S eXp(nx 1128, S (=1
Py | Vo’ Vn + arccos(x/n)
1120, —n—-ln—, 1129. Z
+ g=(x) (n+x)(n +1 +x)

kus g mdaramispiirkond on X

o _\n_’] o0
"2, S 1130, Z —-sin px
;:'i x +1 n=1 (n + 'x')

1122, Z — 11510 Y arctan -ﬂ!—lr—-—-

= 1 1
n=0 n arccot x n=o n +xX +

Ho °°.
123, SR G0 S 1132, >
n=,

2B+ arcsin =

14- —-2—(14' )X
n! n-2

nln"n

Funktsionaalrea summal on jargmised omadused.

1) Kui funktsionaalrea (12) liikmed un(x) on pidevad
funktsioonid piirkonnas X ja funktsionaalrida (12) koondub
ihtlaselt selles piirkonnas, siis tema piirfunktsioon
f£(x) on pidev funktsioon piirkonnas X, s.t. iga ae¢ X kor-
ral kehtib vordus
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1im w(x) = Z lim  w (x) = Z w (a).

X8 n=o0 n=0 X~> & n=o

2) Kui funktsionsalrea (12) liikmed un(x) on integree-
ruvad funktsioonid 1Gigus [a,b]ja funktsionaalrida (12) koon-
dub iihtlaselt selles 1l5igus summaks S(x), siis kehtid

vordus
b w D
‘ S(x) ax = ) w,(x) ax
n=o0 &
ehk
b [od
| 2w ey e
a n=o n=o &

8.t. iihtlaselt koonduvat funktsionaalrida v3ib integree-~
rida liikmeti,

3) EKui funktsionaalrida (12) koondub 15igus [a,b] sum-
maks S(x) ja tema liikmetel un(x) on olemas pidevad tule-~

tised u'(x), kusjuures funktsionaalrida

> @

n=o
koondub iihtlaselt 1l5igus [ﬁ,ﬁ], 8iis selles 1lGigus kehtib
vordus
[o o]
S'(x) = u? (x)
n=o
ehk

n=o0 n=o
8.t. koonduvat funktsionaalrida vdib liikmeti diferentsee-

rida, kui tulemus on iihtlaselt koonduv.
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Apnaloogilised teoreemid kehtivad ka funktsionaaljada
(11) ja tema piirfunktsiooni £(x) kohta.

Ulesanded.

Ndidata, et jdrgmised funktsioonid on pidevad oma
médramispiirkonnas.

[od

1133, £(x) = > | SeEEX
n=1 5
M34. £(x) = S | BLSEAA nx
= n“ +1
n=0
135, £(x) = > =0 arcsin -

136, £(x) = 5—‘ ) arccos E’x_’l’
n=o0

Arvutada jédrgmised piirvddrtused.

o (- =]
1137. 1im 1138, ilm —_—
X= 0 ; o o+ ; 2%n*
1139, 1lim Z arctan 2

X=> 04 n=1‘ n(n + 1)

1140, lim N\ 1; arctan 2-+1010
x=>14 2 1 -

1141, lim Ji arccot 8in n

x-—2-n=—013 x =2

~0

[o =]
M42, 1im S  —w———— arccot
x-»}-Ezn-lnn 3 =x
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1143%  lim N A
X+0 $2, D +X

1144, Leida funktsiooni

1
e
o= 4n”~ 4+ sin x

maksimaalne vadrtus.

1145, Leida funktsiooni

OO

1
£(x) =
Z 2+3n—1 + CO8 X

n

minimaalne vadrtuse.

1146, Leida funktsiooni

£(x) = ; — arccos™

globaalsed ekstreemumid.

1147, Leida funktsiooni
| n+1

f(x) = i ’arcsinl X

globaalsed czkstreemumid.

Arvutada jérgmised integraalid.

In3 2

1148, ) Z ne ™ dx 1151, j D . ax
1n2 n=A 1
2 o , 31/200

1149, S N —( +n)xPdx 1153 Z’I—n sin nx 4o
o @=o ) o o 28
T oo 1

1150, S 2+1n gos nx 1153, ( S dax
0 n=o 5 o ol (n + x)
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Faidata, et jdrgmiste funktsioonide tuletised om pi-

devad kogu méddramispiirkonnas.

1154, §ﬂ — arccot - 1156, 2 _ ——‘11 + 1ln x)
n=1 nvn' n ax1nx n
[ed 1 n

1155. Z;; o+ 7 + x|

Leida jadrgmiste funktsioonide tuletised punktis x = O,

o
1157, n+l arccos —=
L s 2 n +1
n=0
1158, > arcsin —
f;‘l n+1
§ 5. Astmeread
Funktsionaalrida
[==]
N  axPza +8X+ .00 +8X + aee (13)
YT o 1 n
n=o0

ehk dldisemalt

N\ a - = - [ X X - t oo 4
(x a) a_ + 81 ('( a)"' + an( 8) ( )
n=o0

nimetatakse astmereaks. Arve a, nimetatakse astmerea kor-
dajaiks, a on mingi arv.

Iga astmerea korral leidub selline R, kus Q&R o=,
et astmerida (13) koondub absoluutselt, kui |x|<R. ja
hajub, kui |x|> R; rida (14) aga koondub absoluutselt, kui
|x - a|]<R, ja hajub, kui |x - a|>R.

Vahemikke (-R,R) ja (a = R, a + R) nimetatakse vasta-

valt astmeridade (13) ja (14) koonduvusvahemikeks ja suu-
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rust R koonduvusraadiuseks. Koonduvusvahemike otspunktides

v5ib astmerida koonduda tingimisi, koonduda  absoluutecelt
v6i hajuda,
Kehtib Cauchy - Hadamardi valem

R =
lim auplnqz;r

5)

Astmerea (13) ja (14) koonduvusraadiuse mééramiseks
voib kasutada jérgmisi lihtsamaid valemeid.

1. Kui a, # 0, siis koonduvusraadius

a
R = lim |—2 (16)
4n4
voi
R = lim : 17)
Dy Nl
n=co ./ {8y|

eeldusel, et vaadeldav piirvddrtus (15plik voi 1Spmatu) on
olemas,

Sageli leitakse koonduvusraadiuse miédramiseks enne
koonduvusvahemik, kasutades positiivsete ridade koonduvus-
tunnuseid.

Naide 16, Leida astmerea
O

:E:: (§)2n+4

n=o

koonduvusraadius R, koonduvuspiirkond X ja piirkond 4, kus
ta koondub absoluutselt.
Lahendus. Antud reas on ainult paaritud x astmed,

seega paaris astmete kordajad on vdrdsed nulliga. J&éreli-
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kult valemeid (16) ja (17) kasutada ei saa. Koonduvusraa-

diuse méddramiseks kasutame Cauchy - Hadamard'i valemit
5).
Et antud juhul a?n = 0, siis
lim sup =1lim sup —\/I =
n=e oo Ne=» 00
= lim _\/ o io(n + 1) 2 =%
Ne=b OC e

ning Cauchy - Hadamard'i valemi pshjal on

R - e.
Seega vaadeldav astmerida koondub absoluutselt koonduvus-
vahemikus (-e,e) ja hajub, kui |x|> e. Uurime, kuidas
vaadeldav astmerida kditub koonduvusvahemiku otspunktides

x=e jax==e, Kul x = e, sils saame arvrea

mis hajub esimese vordluslause pohjal, sest

in(n + 1) _ 1 S 1 B
n+ 1 n+ 1° —n + 1 - °

Kui x = -e, 8iis saame arvrea

- j;_T ln(n + 12

mis eelneva pohjal on hajuv. Seega X = A = (-e,e).
Antud astmerea koonduvusraadiuse vdime miéddrata veel
teisiti, leides enne koonduvusvahemiku positiivsete rida-

de koonduvustunnuste abil, Nditeks D'Alembert'i tunnuse

abil saame
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pe = in(n ¢ 2) 1.2’“5 _ns1 e
n n+2 1n(n + 1)

1 1’2 xlz

2 |e e

Seega rida koondub, kui |x| < e, ja hajub, kui |x| > e.
Jérelikult R = e,

Néide 17, Leida astmerea
Z lnnn++’|1 (5_'_3_2_}11
n=o
koonduvusraadius R, koonduvuspiirkond X ja piirkond A, kus
ta koondub absoluutselt.

Lahendus, Vaadeldavas astmereas on kGik kordajad nul-
list erinevad, seega voime rakendada R leidmiseks valemit
(17). Saame

n
lim ln(n + 1) 4% _ 45’

D= 00
kust
R = 10.
Seega vaadeldav astmerida koondub absoluutselt koonduvus-
vahemikus
(2 -R, 2 +R) = (=8,12)

ja hajub, kui |x - 2| > 10. Uurime, kuidas vaadeldav astme-
rida kéitub koonduvusvahemiku otspunktides x = -8 ja x =

=12, Eui x = 12, siis saame arvrea
oo

ln(n + 1
"‘E‘T’T'Z = oo

n=o0

EKui aga x = -8, siis saame arvrea
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> et

n=o
nis koondub(tingimimi) Leibnizi tunnuse pdhjal. Kokkuvdt-
tes oleme saanud, et

X = [=8,12), A4 = (=8,12).
Ulesanded-

Leida jérgmiste astmeridade koonduvusraadius R, koon=-
duvuspiirkond X ja piirkond A4, kus nad koonduvad absoluut-

selt.

1159, Z3nxn 1167, in_l__‘r ("_xc)n
n=o n=o0

Meo. S (200 1168. i (n + 1)1
n=3‘ n=o0

161, S 5B 1169, =
nZo ; WE T

1162 i (%) : 1170. Z ('gznfr)zn .
n=1 o=

163, Z& 2%x + )" 171, (ax)®
n=o —

e, S G-t MR 5 e

n=o o= (% * )
Me5. Yy (-M)P gz, D, X
n:3 n=i n
29 . n
1166, = (%) 1174, i =
n=0 n=1
=201~
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1175,

1176.

1177,

1178,

1179,

1180,

1181,

1182,

= - 1183,
> T
n=0
ﬁfj (=1)2 — 1184,
n=1
S 2Bg28 1185,
n=o0
(e 3
S "186,

n=1

2
(e e
n=1

22
Z (-5-1:-1) ° 1188,
n=0
= yn TiﬁsigTTT 1189,
n=0
o0 - --2n#¥
> Y o

n=0

n?(x - 3)
(x + 538"
n
nl 3
n

x + 1 2n
(@ + ln(a + 1)

(x + )2

(n + 1)1n“(n + 1)

1+ (x - 2"
i n
- (3)

Astmerida (13), mille koonduvusraadius on R, koondub

iihtlaselt igas 13igus [—r,r], kus r<R.

'stmerea (13) summa f£{x) on pidev funktsioon tema

koonduvusvahemikus (=R,R).

Astmerida (13) v5ib igas 13igus [0,x], kus x € (=RsR),

liikmeti integreerida, kusjuures

X o
[ £ct) av = ~Za_ a4 (18)
o n=o

Astmerida (13) v3ib koonduvusvahemiku (=R,R) igas
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punktis x liikmeti diferentseerida, kusjuures

o0

345: £(x) = Z n a, -1, 19

n=1

Astmeridade (13), (18) ja (19) koonduvusraadiused on
vordsed.

Sama kehtib ka astmerea (14) korral.

Abeli lemma. Kui astmerida (13) koondub koonduvusva-
hemiku parempoolses otspunktis x = R (vastavalt vasakpool-
ses otspunktis x = -R), siis selle astmerea summa f(x) on
vasakult pidev kohal x = R, s.t.

=)
£(R=) = Z a R"
n=o
(vastavalt paremalt pidev kohal x = =R, 8.t.
£(-R+) = n>; (=M% & ),

Ndide 18, Leida astmerea

Z xlm
. “nldn = Ty
summa £(x).

Lahendus. Kuna

"
a® ’ <*n &z 4 x40-2
= ?
n(4n = 1) dx \4n = 1

s8iis voime leida f£(x) sel teel, et integreerime liikmeti
2 korda geomeetriliselt rida

Z 4n=-2 _

n=1 - x

15igus [0,x] < (=1,1), mille tegur q = < ja  koonduvus-
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raadius R = 1, Kuna astmerea integreerimisel temz  koon~-

duvusraadins ei muutu, siis rea integrserimisel saame

X oo o X <o _4n-1
g 3 x“n'zdx=§_:$x dx:Z_J%n—_—q'=
o n=1 n-1 o n=

ja tema summa integreerimisel saame

g(x)

1 1 i -
i‘l-;udx:})l;-(‘l +x+‘:1-x)—2 ‘1+x'dx-

1122 2x_ 2 svccan x.
4 1w X 2

Arvestades, et

4n T 4 o, _4n-1
l x X <x -
£(x) = A nlfn Ty = 4 />_J 5 = ax = 4)' Z—Jhn-:;\-dx-.
n= n=1 o o n-1
=4 g(x) dx,
o
siis iga x € (<1,1) korral aaame
x
£(x) = f[ln(‘l +X) = 1In(1 = x) = 2 arctan dex =
0
= f[(‘l + xX)1n(1 + x) = x] - [.'-(‘l - x)ln(‘l-x)-x]-
- 2!1 arctan x = :'- In(1 + xz)m =
= (1 +x)In(1 +x) + (1 « x)In(1 = X) =
= 2x arctan x + 1n(1 + x2).
Antud astmerida on aga koonduv (absoluutselt) 15igus

X = [-1,1] . Seepédrast on £(x) Abeli lemma pohjal (iihepool-
selt) pidev ka koonduvusvahemiku (-1,1) otspunktides

x = =1 ja x = 1, ning kokkuvottes saame
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£2(x) = [(1 + x)In(1 + x) + (1 = x)1n(1 - x)]-
- 2x arctan x 1ln(1 + x2)
middramispiirkonnaga X - [-1,1].

Naids 19. Leida astmerea
§ (n + 2)x2n+1

n=o
supma £(x).

Lahendus. Et vaadeldava aatmersa koonduvusraadius

R =1, siis iga x€ (-1,1) korral on -
- +1 n+1
> (2o + 2@ C2e(x) -2 |, x®
n-io

n-9

22(x) - 1—2:—95

Seega on vaja leida astmsrea
co
§ (2n + 2)x20+
n=o

suma g(x). Seda voime leida geomeetrilise rea
-12n+2

n=0
liikmetl diferentseerimise teel, sest

x
2n+1
f (2n + 2)x dx = 12n+2.

Kuna
n=o nz0 T
2 2
B s T
siis
£(x) =‘Es(x> *T-_;=T'f';”ﬁ?)7=ﬁ_2_‘f3%
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médramispiirkonnaga X = (=1,1).
Ulesanded.

Leida jérgmiste astmeridade summad.

1190, > ™ 1196. Z (=1)Pa(n - 1)x®
n=’|' n=2
oo n ) - A -n~+1
1191, Z (=12 + N 1197, > N sy
n=o0 n=1
oo xn-"‘l - n_A _2n
Moz, Fer Moe. (0 o
n=o0 n=1
0o ~2n#l
1193, _— 1199, F O =T
n=o0 n=o
oo _2n#l
1194, — 1200, 2L; ST
n-o n=o0

195. 5 n(a - Dx-?

n=2
Kasutades eelmiste iilesannete vastuseid, leida jérg-

miste arvridade summad.

1201, 1208, 5 BB

n=o n=0 2

oo oo n=1
1202, 2 ()R R 1205. ;{: E%il%'ﬂj
n=%

n=o -
d l| (2.3 :-1 n
P 1206, j;” L=
n=o0 (n + 2n + 1
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§ 6. Funktsioonide arendamine astmereaks

Kui iga x€X = (a = R, a + R) korral on
£(x) = EZ: a (x - a)?,
n=o

siis deldakse, et £(x) on vahemikus X arendatav astmereaks
(14), Astmereaks (14) saab arendada ainult niisugust
funktsiooni f£(x), millel on olemas igat jérku tuletised
vahemikus X,

Kui funktsioon on arendatav astmereaks (14), sii~? ssl-
le rea kordajad avalduvad f£(x) kaudu valemiga (kus
ol =1)

T ay=gv f(n)(a) (n =0,15600) (20)

Arve (20) nimetatakse funktsiooni f£(x) Taylori kordaja-

teks.
Agtmerida, mille kordajad on antud valemiga (20),
S.ts astmerida .
S —x -2, M)
a=o0
nimetatakse funktsiooni f(x) Taylori reaks. Kui a =0,
siis saame rea
—_— xB, (22)
n=o

mida nimetatakse funktsiooni f(x) Maclaurini reaks.

Vahemikus X igat jédrku diferentseeruv funktsioon
£(x) on arendatav Taylori reaks (21) selles vahemikus pa-

rajasti siis, kui £(x) Taylori valemi Jjé&kliige
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rahuldad vahemikus X tingimust
1linm un(x) = O,

N 0o

Seega, kui funktsioon £(x) on arendatav astmereaks
(13) (vastavalt (13)) vahemikus X, siis see astmerida on
£(x) Paylori rida (vastavalt Maclaurini rida). Seepérast
funktsiooni arendamiseks astmereaks voime kordajate (20)
arvutamise asemel sageli kasutada tuntud astmeridu, mil-
loat liitmise, korrutamise, liikmeti :diferentseerimise
Ja integreerimise jne. teel saame vaadeldava funktsiooni
astmerea, FHeiteks, niidstes 17 ja 18 on selliseks tuntud
astmereaks vietud geomeetriline rida.

Tuntuimad astmersad on jérgmised:

(23)
sin x 24)
cos x = > (-1 rf;;'r (25)
n=e
M+ =5 (Dx" =1+ x°, (26)
n=o n=1
(28)

=208=



kusjuures astmeridadel (23), (24) ja (25) on  koonduvus-
raadius R =oc, binoomreal (26), geomeetrilisel real (27)
Jja ridadel (28) ja (29) on R = 1.

Ndide 20. Arendada funktsioon arcsin x Maclanrini
reaks.

Lahendus, Arvestame, et

arcsin x = | S

() '\/‘\ - t2
Valemi (26) pohjal (vottes o = -; jJa x = =t°) on

—Le =57 9% (A" -
'\/1 I n=o

=1 +

= (= (= Deeal= on

e A)n

n}

=]
1]
St

1} --.(Zn - 1) 2n
2% ny

M

—~

=]
n

Z (20 = D1t 20

e (2n)i!}

kus (=1)1! = 1. Bt astmerea (26) koonduvusraadius R =1,
siis iga x € (=1,1) korral voime saadud astmerida liikmefi

integreerida. Seega iga x ¢ (-1,1) korral on
x

o
- 1
arcsin x = S —_— (tzndt < '._(2n ~ V)it _2n¥

— @i g a=s(2n)3t(2n + 1)

Saadud astmerida on aga koonduv (absoluutselt) ka punkti-

des x = + 1, kuna sel korral on tegemist arvreaga
(’ZLT"!"‘Z' ""'5 ‘
Selle ree jaoks on
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D = —X2n + 1 (2p)11(2n +1) _20 +1 2n +1
(2n + 2)18(2n + 3) (2n - 1)1 2n + 2 2n + 3

(2n + 1)2
(2n + 2)(2n + 3)

R z=n(1'=D)=n(1 =
n n (2n + 2)(2n + 3)
2 2 -
(4n°+'0n+6=-4n“=4n=1) =
2(n + 1)(2n + 3)
= + 5) -’2 > 1 ’
2(n +1)(2n +3) 2
s8iis Raabe tunnuse ovohjal on rida koonduv. Abeli lemma

pohjal j&&b saadud reaksarendus kehtima ka punktides
x = ¢+ 1, Seega iga x e[}1,1j korral on

arcsin x = o __QL-.—“)_&. x2n+1
Z_ 4 (2n)313(2n + 1)

Ndide <l. Arvutada

2(tan x - 8in x) - x3.
2

lim

o x
Lahendus. Arendame lugeja Taylori valemi pghjal kuni
astmeni x5 jadkliikmega Peano kujus. Seda on kerge teha

valemite (24) ja (25) pohjal, kust punkti x = O imbruses

saame
>
sinx = x =¥ x + o(x:),
2
cos x =1 =3 ¢ X 4 o(x?)

ning jagades leiame

tan X = X + 5= + T8 x5 + o(x5).



Jéarelikult
,[-E— + -§- + o(xs)]- x>

1im 2(tanx - 8inx) = x3 = 1im
X+ 0 x X0 >
+ o(x”)
= lim
X~ 0

ua 3+ 0(1)] = g

X=> 0

Néide 22, Arvutada integraal
12

( 8in X 4.

tdpsusega kuni 10
Lahendus, Integraalialuse funktsiooni vdime asendada

funktsiooniga
B X kui x40,
£(x) =

1. kui x =0,

mis on pidev ka punktis x = O. Valemist (24) saame
.2n

= P L
2(x) Z() oo

n=o
Et viimase astmerea koonduvusraadius R =oo, siis v3ime
teda liikmeti integreerida igas vahemikus. Seega

1/2 oo 1/2 on
J f(x)dx T -t ( —_— dx =
n=o (2n + 1)!¢

.2n+1 RE

Z( ) (2n + 1)i(2n + 1)

n=0

_ _a\B 1 - )Pa_.
_Z (=1) (2n+1)!(2n+1)22n+1 Z( &n

n=0 n=o0
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Saame

= 0,00694

;-5 Py 638 ;ZZ

27 515.27 120-5-32 32:600
Kuna saadud rida on vahelduvate mirkidega, siis valemax (7)

pohjal ndeme, et juba aD<:10_*. Seega
1/2
810 X 4y = 0,5 - 0,00694 ¢ 10~ = 0,49306 ¢ 10~

Arvutatud integraali tapsust voime teisiti hinnata
ka Taylori valeml jddkliikme kaudu Lagrange'i voi Cauchy

Tujul.
lesanded.

Olgu
;’exp(-x-z), kui x £ 0O,
(P(x) =
0, kui x = O.
Kas jédrgmised funktsioonid f(x) on arendatavad Taylori

reaks punkti x = a iimbruses?

1207. f£(x) = ?(x) +sinx, a =0
1208, f£(x) = p(x) +1n(1 +x), a=0
1209, f£(x) = p(x -~ 1) +1lnx, a=1

1210, £(x) = p(x ~1) +1lnx, a=2
Leida jdrgmiste funktsioonide f£(x) Maclaurini rea (22)

osasumma kuni astmeni xS kaasa arvatud,
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1211,
1212,
1213o

1204,

1219%

12205

P(x)
£(x)
£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

A+ x)*
in(1 + ex}
tan x
th x
. cotx,
<
0,

A <
ya

n=o0 |

X = a umbruses.

1221'
1222,

1223,
1226.

£(x)
£(x)

£(x)
£(x)

-y a =2

ln x, a =1

1224,

1225.

e*sin x, &a =0

log(1 + x), a =0

Jérgmised funktsioonid f£(x)

reaks, kasutades valemeid (23) -

koonduvusraadiused R.

1227,
1228.
1229.
1230.

1231,

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

o2

2
e~x

8in %
cos 2x

sin™x

1232,

1233,

12345

1235,

1236.

-213=

arctanzx

——tX)

Arendada jdrgmised funktsioonid Taylori reaks punkti

£(x) =cos xchx, a =0

£(x) = sin a =2
arendada Maclaurini
(29) Jja médrata nende
£(x) = cosax

£f(x) = a

£(x) = (x - tanx)cos x
f(x) =8s8h x

£(x) = ch x



1237,

1238,

1239.

1240,

1281,

1242,

1243,

1244,

1253,

1254,
|£550

£(x)

£(x) =

£(x)
£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

T -0 -x)

~ ~
Py A_\ 17] -
] "= ] L -2 |
[ ] " + M N
< 1

- 2X
6 = 5x +

12 =
e . <2
6 =-5x +X

1245,

1246,

1247,

1248.

1249,

1250.

1251,

1252,

£(x) = x In(1 + x)
£(x) = 1n(1 + 5)
£(x) = 1n(8 + x)
£(x) = ln(‘l+x+x2+23)
£{(x) = —————
vl - 3x
£(x) =1 + x°
£(x) =~3\/27 -x
2
£(x) = —=Ze=,
\/1 -X

1n[(1 + x)""’x + ln[(’l - x)’l-x_‘

(1 +x)e ¥ (1

» 4

|' =1 gw
i 1, kui
fshx_!, kai
-

- X)e

X £0

X

x £ 0,

x=0

Jédrgmised funktsioonid f£(x) arendads Maclaurini

reaks, integreerides tuletist f£'(x), je middrata nende

koonduvusreadiue R.

1257.

1259,

£(x)

£(x)

arsh x

1 258.

x arctan x = 1n(? + ¥

-2l

£(x) = arth x
24

7



1260. £(x) = arccos x

12617, £(x) - x arccos x =+/1 = x°
2

1262, f£(x) = x arcsin x +1/1 -X
1263% £(x) = x arsh x =31/1 2

+ x°,

Jérgmised funktsioonid f(x) arendada Taylori reaks

Taylori kordajaid arvutamata ja méédrata koonduvusraadius R.

1264, f£(x) = 1n + 2arctan x

1265, £(x) = 2x arctan x - ln(1 + x*

1266, £(x) = sin I= 1267. £(x) = 1n(2 - x)
1268, £(x) - cos(x - 3) 1269% £(x) = sin(1 - x°)
1270, £(x) arctan(2 - x) 1271, £(x) 2x

x° - 3x + 2

1272, f(x) [ 8imE g¢
[}

1273, £(x)

ln|x| - g 208 L gt
1

1274, £(x) = x\/4 = x° - 4 arcsin "

1275, £(x) j dt+ ln|x| 1276. £(x)
x

exp(=t“)dt

(VA

]}
O —M

1277, 2x) = | —2& 1278, £(x)

0 '\/'1-1:4

p &
1279, £(x) = ( arctan t ..
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X
1280, f£(x) = exp x° j exp(=t2)dt
(]

Laida jérgmiste astmeridade summad.

oo 2n+2
1281, > P 1289, ) (=1)" —————n-
n=1 n=o
E ~ oo ,,2n+1
1282, , (=M™ '(a - Nx" 129%. Y T
n=1 . n=o
12835, >  n(n = NP 1291, —
n=‘ n=o
1284, i (=)@ + NEE 1202, § 420 = 2011 o0
n= n=o
2n -
1285. i (=D oy 1295, Z(.q)n%.;_&.}ﬂxan*"
n-o =0
n-"
1286. 7: (=1 g 1294, e
oA n=o0 ‘
o +2
1287. z (=1)® i’ﬂﬂ 1295, -
n=o n=o0
1288. >% m‘“}: 1296, 5 (=" 2padd xon
n=o n=o0o

Kasutades valemit (20), arvutada £'%/(a).

1297. f£(x) = n=6, a=z0
1 ¢ x

1298, f£(x) = —= n=5 a=0
1+ x

1299, £(x) = x V1 +x, n=4, a=0

]
M
<

Y
+
el
-
=]
]
:ﬂ
0
1]
o



1300, £(x) - x*e*, a =10,
1302. £(x) = x*e*, n = 10,

1303. £(x) =x° sinx, n=

1304. £(x) = x° ain X, 0=

Kasutades Taylori rida,

a=0
a =1
7, a=0
7, a=3

arvutada jérgmised piirvadr-

tused.
x = 1n{1 + x (1 + %) - %
}:}:o arcein x_). 1306. 1im 1n $X
1307% 1lim x + 1n‘\/1 +
X-+0 x sin x
1308, 1im 220 +x +x2) +1n(1 = x + x°)
x=>0 (e* = 1)tan x
1309. Lim [x - 2200t + D] 1310, lm (et - 1
Xewoon X=» 0 x
1311, 1lim - _L} 1312, lim (.2,, - %M)
xwol o x * X0\ X x’sin x

Arvutada ligikaudu jdrgmised integraalid tépsusega « .

4 2 /4
1313, ) e*ax, «=107 m7, { S8 X gy, o= 107

[¢] /6

/4 > 1/2
1314, { e*ax, o=10"2 1318, § —IX . =107

6 ° Vs :'.4
1315, Y e* ax, =107 1319, | — 4ax, &= 107

2 1/10

1 0,2 5
134 - o= 10"
316, i Blox gx, « =107 1320 051 0
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12 1
1321, [ e ax, «=10"% 1326, | ¥ ax,

o= 1072

o= 1073

0 0
/6 1/2
1322, J ~/cos x'dx, «=10"2 1327, ( ir—c-iﬂ—"dx.
[+] [+]
12

arctan x a

1323, X, o= 1073

1324, 2

O\ 0 > O~

1
cos x° dx, o= 1073 1328, [ cos Vx dx,
o

o = 10-4
1/4
1325. 1In(1 +vVx)dx, o= 107
§ 7. Bourier' read
Olgu funktsioon f(x) kas mddratud vahemikus
voi perioodiline perioodiga 27, lFunktsionaalrida
= +, (ancos nx +  sin nx)
n=1
nimetatakse funktsiooni f(x) trigonomeetriliseks Fourier'
reaks vahemikus (-J1, 57 ) ja kirjutatakse
0
f(x)fv-z- + Z (ancos nx + b sin nx), (30)
n=1
kui kordajad Ja bn on madratud valemitega
b))
a == I f(x)cos nx dx (0=0,1,404),
=Ji
- (31)

o= J f(x)sin nx dx (n=1,2,...)
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Kordajaid a8, Ja b, nimetatakse funktsiooni £
Yourier' kordaijaiks.

Igal absoluutselt integreeruval funktsioonil £(x) on
olemas trigonomeetriline Fourier' rida, kusjuures f(x)
voib olla ka tdkestamata.

Kui funktsiooni f(x) on vaja esitada Fourier' reana
mingis teises vahemikus (a, a+2s7 ), siis kordajate jaoks
kehtivad samad valemid, kuid integreerimisldik on siis
[a, a+2n] .

Eui £(x) on paarisfunktsioon vahemikus (=37, aJr),siis

8
£(x)v o 4 Z a cos nx, (32)
Kus n=1
a
&, -J% I f(x)cos nx dx (n=0,1,.0e)es (33)
xida {32) uimetasaxse funktsiooni f koosinusreaks.
Kui £(x) on paaritu funktsioon vahemikus (=% X ),
siis
oo
£(x) ~ b sin nx, (34)
n=1
kus

J
bn =JT I f(x)Sin nx dx (n=1.2’-oo)n (55)
(]

Rida (3%) nimetatakse Zunktsiooni f siinusreaks.

Dirichlet' teoreem. Kui absoluutselt integreeruv
funktsioon f£(x) on perioodiline perioodiga 277, siis igas

punktis X, kus on olemas 1gplikud iihepoolsed t uletised
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£1(x+) ja £'(x~), koondub funktsiooni f£(x) Fourier' rida
summaks
S(x) = £(x=),
Erijuhul, kui £(x) on pidev punktis x, siis S(x) = £(x).
Teoreem kehtib ka juhul, kui f£(x) pole perioodiline,
aga on midiratud 15igul [-77,77], Viimasel juhul punktides

X = =7 jax =3 on

S(a) =8(~-m) = *

Kui funktsioon f(x) on médratud vaid 1ldigus i0,%] ,
siis saab funktsiooni f(x) arendada Fourier'! reaks sel
teel, et arendame Fourier’ ritta poolldigus (--:n,Jr] selli-
se absoluutselt integreeruva funktsiooni g(x), mille kor-
ral g(x) = £(x) 1digus [O,JT_| . Valides

Tf(x)y, kuli x¢ [or“]o

g(x) =¢

[£(~x), kui xe¢ [-7,0],
saame paarisfunktsiooni 15igus f-7v,s] ja tema Fourier'
rida tuleb koosinusrida (32), mille kordajad arvutatakse
valemiga (33). Valides
. £(x), kui x ¢ [0,

8G) = -f(-x), kui xe¢ [—JT,O],

saame paaritu funktsiooni 13igus [-.n,:n] ja tema Fourier'
rida tuleb siinusrida (34), mille kordajad arvutatakse
valemiga (35).

Kui £(x) on antud 13igus [-T,T] v3i on perioodiline
perioodiga 2T, siis tema Pourier' rida tuleb kujul

=), BEE + pysin (36)

n=1
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kus
by

a, =5 , £(x)cos dx (n=0,1,...),
-7
T
- Jr
2 = F ( 2(x)ein BEX gy (n=1,2,...).
-7

o
]

Rea (36) koonduvuse uurimisel kasutatakse Dirichlet!'

teoreemile analoogilist teoreemi.

Funktsiooni £(x) nimetatakse integreeruva ruud nga

funktsiooniks 13igus Ea.b]. kui korraga on olemas {(hari-

likud v31 pdratud) Riemanni integraalid

b )
£(x) dx ja | fz(x) dx.
a a

Kui £(x) on integreeruva ruuduga funktsioon 1digus
-3 ,7|, siis Fourier' kordajate ruutude rida on koonduv,
s.t.
N (ai + ba) < oo,
n=1

ning kehtib Parsevali vGrdus

—_ Z (a, +b2) = = | £2(x) dx.

n=1 =T

Kui
S el + g < o
n=1

siis Fourier' rida (26) koondub absoluutselt ja iihtlaselt
kogu arvteljel (=oo, o).
Jirgmine tunnus vdimaldab otsustada Fourier! rea

{ihtlase koonduvuse ile mitte Fourier' kordajate kaudu,
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vaid funktsiooni f£(x) omaduste pdhjal.

Uhtlase koonduvuse tunnus. Kui 1oigus E--JT.-TT] pideval
funktsioonil on £(-31) = £(ar) ja eksisteerib integreeruva
ruuduga tuletis £'(x), siis funktsiooni £(x) Fourier' rida
(30) koondub ldigus [-Jr,:nj absoluutselt ja ihtlaselt
funktsiooniks £(x).

Funktsiooni £(x) Fourier' rida (30) vdib igas 15igue

|0,x! C [-J'I,JT_] liikmeti integreerida, kusjuures tulemus

on iihtlaselt koonduv rida 13igus -1 ,JT] ning kehtib
vordus

X a -]

) £(t)dt —'29'!= ein nx - =2 cos nx).

[+] n=i
(siin vdrduse parem pool on vasakul oleva funktsiooni

Fourier' rida).
Néide 23, Arendada funktsioon
( O, kui O<x<h,
£(x) =
|x - by kui hexgm,
Fourier' siinusreaks ja koosinusreaks ning uurida nende

koonduvust. Leida arvridade

S <R
_‘_EL_ da —2
n=1 (2n = 1) ;__ﬁ’ n

summad .

Lahendus, Et arendada f(x) Fourier' siinusreaks (34),

loeme ta 13igus [—JT ,-TT_] paarituks funktsiooniks. Ciis
a, = 0 ja valemit (35) saame
x
bn=- j (x - h) 8in nx dx =
h
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_ o
-2
n -(x-h)M' +1n Icosnxdx'

S22
_(n_h)%\‘jsmul ‘
n

=2{()a*t T - h sinnhl
n

Et £(x) on pidev 15igus [0,n] ja £'(x) = O, kui O<x gh,
£'(x) =1, kui h<x<7 , ning £'(h-) = O, £'(h+) =1,
sits 1oigus |0,JT:| on Dirichlet' teoreemi pdhjal tema Fou-

rier' rida koonduv ja
2 § nel JT - h sin nh
£ == - —_— -
(x) I_( 1) oY ———2-—} sin nx.
n=1 n
Vottes siin h = O, saame funktsiooni f(x) - x Jjaoks

koonduva Fourier' rea

=2 Z‘ (=1)B+1 sin nx
; n ¢
n=1

Valides x = #~, saame

JU
2 5 (=¥ .B_li_nz

1 S
Z =
n=1
N ‘_I 2k=141 Sin(Zk - 1)1— _ -1 |
=2,., D —pe— =2 ), —
n=1 n=1
kust
S (kg
-
n=1

Kuna f£(x) = x on pidev ja jarelikult integreeruva ruudu=-

ga, siis Parsevali vGrduse pchjal
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n=A B = 37 |,

IR

n=1 B

kust

Et arendada funktsioon f£(x) Fourier' koosinusreaks
(32), loeme ta 15igus [-71,7] paarisfunktsiooniks. Siis
b =0 ja vJa_tlemi (33) pdhjal saame n = 1,2,... korral

8 ,% )(x- h)cos nx Ax =

7 7
2 s:LnnxlJr 1
=4 (x = h) === -3 ﬁsinnxdx|=
o n
cosnx' = [(-1) -cosnh|
sn an
Ja
= 2 - - _ {7 =-n)°
= s(x h)dx = ‘ = = N

Et £(x) on pidev, f£(=u7)

£(3r) ja £'(x) on integreeruva
ruuduga funktsioon, siis £(x) Fourier' rida  koondub

funktsiooniks f£(x) 1digus [O,Jr] absoluutselt ja iihtlaselt.

Seega
£(x) = + 2 ———'2-9-9-5-Lh cos nx.
n=1
Ulesanded.
Arendada jdérgmised funktsioonid Fourier' reaks Ja

uurida nende koonduvust,
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1329%
1330.

1331,

1332,

1333.
1334,

1335,

1336,

1337¢
1338.
1339.
1340,
1341,
1342,
1343,
1344,
1345.
1346.
1347,
1348,
1349,

29

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)

£(x)
£(x)

£(x)

£(x)

£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£(x)
£{x)
£(x)

sgn x, vahemikus [~ ,7)

f‘l, kui -ﬁsx<o’

| 35 kui O<x<a
(2, kui Osx<Ty

lO, kui T<x<2T

[ X kui -7 <x<0O,
2, kui x = 0,

l3xo kui O<cx < 5

x, kol -31<x 7

x, kul O<sxs2r

Z,=X vahemikus (0,27)
J =X

vahemikus (-7, J77)

|x| 13igus [-, 7]
|x| vahemikus (-T,T)

x° 13igus

x° vahemikus |0y257)
vahemikus eJr, 1)

x3 vahemikus (0,27)

eX - 1 vahemikus (0,271)

e vahemikus (-J7,37)

eX vahemikus (-T,T)
cossx vahemikus (=uv,37)
gin 7x vehemikus (=77,37)
sin mx vahemikus (0,277)

e vahemikus (=J7,37)
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1350, f£(x) =

1351, £(x) =
1352, f£(x) =
1353, f£(x) =

Arendada

x sin x vahemikus (=JT,J7)
ch x vahemikus (=JT,JT)
sh x vahemikus (=J7,J7)
2 _ 22

(m 16igus [=oT,77)

jédrgmised perioodilised funktsioonid Fourier'

reaks ja uurida nende koonduvust.

1354%  £(x) =

1355, f£(x) =
1356, £(x) =
1357, £(x) =
1358, f£(x) =

Arendada

|sin x| 1359, f£(x) = x = [x]

lnlsin él

|cos x| 1360, £(x)
Sgn cos X 1361, f£(x) = 1n|cos %I
arcsin(sin x)1362% f£(x) = 1ln tan %l

arcsin(cos x)

jargmised funktsioonid Fourier' koosinus=

reaks 1loigus [O,ﬁ] ja uurida nende koonduvust.

1363.  £(x) =1 1369. f£(x) = x cos X

1364, f(x) = sin x 1370, £(x) = x( 7 - x)

1365, £(x) = x 1371, £(x) = -1n(2 sin )

1366. £(x) = =X 1372. £(x) = -ln(sin %)

1367, £(x) = —g=X 1373, £(x) = 1n(2 cos %)

13687 £(x) = sin six 1374%  £(x) = zl ln cot =
Arendada jargmised funktsioonid Fourier' siinusreaks

15igus [0,71)

1375, £(x) =
1376, f£(x) =
1377- f(X) =

ja uurida nende koonduvust.

1 1378, £(x) = Z=X
cos x 1379. f(x) = x°
cos nx 1380, f£(x) = x(w - x)
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1381, f£(x) = chx 1382, £(x) = =X €08 X
1383. (JE, kui Osxs-;—,
£(x) = ¢ 1, kui
n-x

1 s kui <

Leida jargmiste arvridade summad.

o

1384t > | (<1)B" 1388, >
n=1 n 1?1 n
1385% s 1389, >  —————r
; (2n = 1) * (2n - 1)
-
1386% 4__)___5 1390. -
%’ (2n - 1) 29 Z n8
= n=1
n-1
ey S
n=1 n

1391, Integreerides funktsiooni f£(x) = x Fourier' rida

(vt. ndide 23), leida funktsioonide x2. x5 Jja xq' Fourier'

read vahemikus (=J7,37),

1392, Koostada Parsevali vordus funktsiooni

1 kui x[<a
£(x) = ’ | ’

0, kui a<|x[<JT,

jaoks ning leida arvridade

2 (e =]
Tw sin na 5"’ c052 na .
. na £ nd

n=1 n=

summad.
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VASTUSED
I peatiikk
§ 1.

1. i‘;c 2. §22uxsc. 3. 8200, 4. mpx Cuc,

4
5e -(1i+4x)+0. 6. Z+x4C. 7. 4,10x°085_

X __+C. 10. Zx+C.

.

11, v Gu 12, x5 o 55 L oL 13, &2 4

+x+C. Kasutada valemit (a+b)(a=-b) = 32-b2.
14.a2x— §a4/3x5/5+382/5x7/3-

c yX x
1 - -
16. ﬁfI%—5+c. 17. e =1nix|

+. 19. le7x+ln 2-x+C. 20. x+2ex+le‘x+c. 21, -

it S../5
8. X= = —21n|x|+ﬁx +C. O, x= —421nix|+

= 3(§) ’

<

- IEQ6+In'§+C' 22, sin x+3cos x+C. 23. —cos(t+x)+C.

24, sin(F+x)+C. 25. %x- %sin x+C. 26. % - 3sin x-

-2x sin® %+C. 27. x coso ~sin x+C. 28. tan x+C. 29. %x+

+ =tan x+C. 30. -tan x—cot x+C. 31. —cot x-x+C.

32. x exp tan 2-2 tan x-2x+C. 33. tan x-cot x-4x+C.

34._é%arcsin X+Ce 2X—- —-——iarcsin x+C. 36. x-arctan x+
vZ 3

+Ce 37. ln|xl+2arctan x+C, 28. "7 ~x+arctan x+C. 29. x-

-2arctan x+C. 40. x sh 2-ch x+C. 41. sh x+C. 42, %x+%sh X+

+C. Kasutads valemit 2ch®(x/2) = T+ch x. 43. 3x- 4sh x4C.
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Xasutada valemit 2sh®(x/2)=ch x-1. 44, x-th x+C. Kasutada

valemit 1=th“x = 1/ch%§. 45. x-cth x+C. Kasutada valemit
2

cth™x=1 = 1/sh’. 46. th x+C. 4Z. xegth x+C. 48. th x-

=cth x+C, 49, =2 cth 2x+C,

§2.
- > —
20.@4»& fan’x | ¢, 52, 244 + x° 4 C.

_ sin x
53. =cot(2 + 1n x) + C. S4. e +Ce 25 -~ grsTax * O

56. -

+ C. 57. 1n|1:2 - 5x + 3|+ C. 58. 12()(44-1)4/51-
+ C, 220- ?(1 - x2)3/2 + C, 60, 2'\/512 - Ex + 6 + G,

61. 1ln(eX+ln 3)+C. 62, %1n(92x+4)+0. 63. ln(é-coslx)‘rc.

4. ln|ln x|4+Ce 65, = ——————e—tC, 66. -
2arcsin x

67. = %cos’:uc. 68. sin e“+C. 69, —24c092‘\+coszx+c.

X 4
70. %exp X+C. 21, Xy, 72, 2eBlRZ ¢, 93, le~x .
- -x2+C. 74. aﬁ};—an—’&c. 25+ Frceot xC" 76. =ln|cos x|+

ain +C .

+C. 77. ln|sin x|+C. 78. _2,/1.12_ %arcsina/zxw.

79, arcsin x-J1-x?+C. 80. arctan eX+C. 81. 2y7+ch x+C.
13

1 4 P 1 1
82. (1 +th x) +C. 830 +C, _%n - —"'——'F'.'Co
= E 8 (2x-3)

85. - £ (7-x)"/34c. B6.- §/5-0xsC. 87, Bln|2x-7| «C.
88. lln|axsd|+C. 83. 3 sin 3x4C. 0. -cos(x=4)+C.
91. - Fsin(1-2x)4C. 92. - Fe0L(2x=5)+C. 3. = gtan(2-5x) +

4 1 g 2 3x+ln 2
+C. 94. gtan(3x- F)*Ce 5. - e +C. 96. =
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97. garcsin 4x+C, 98. arcsin —+C. 99. %arcsin %w.

100. %arctan 3x+C. 101, -——arctan—jz—c-bc. 102. %arctan(sxﬂ%

+C. 103, %arcsin(zx-3)+c. 104, arcsin(x-2)+C. Juure all

eraldada tdisruut. 105. garcsin?®z'+C. 106. garcsindl—lic
T

107. 3484 2,c, 108, % - E2Xic, 109, —cotd+C.

110, t;an?zt+C. 111, tan(%-"{;)ﬁ»c. 112. tan(§+£)+co

113, arcsin 1ln x+C. 114, é(tan x-3)5/5+c. 115. 3arcsin x+

+71=x?+C. 116. 1n 1n 1n x4C. 117. 2cos x-3cot X-

118. 2tanf-x+C. 119. 2tan(F+)-x+C. 120. 3‘tan3x+c.

2
121. 1n(2+sin 2x)+C. 122, -‘%—! - 1ln|cos x|+C. 123.

- ﬁ—c-c. 124, 24cos ,?‘E’.s_x =1)4C. 125, tan x+}tan5x+

3sin“x
+C. Asendada 1/c032 coS X
3sin“x

127. %tan2x+ln|cos x| +C. 128, itan’x—tan x+x+C.V5tta dtanx,

x = 1+tan“x. 126, - - %-cot x+C.
129. arcsin x- -x2+C. 130, e;ln(x2+9)- %arctanfyf»c.

131. garctan®2x+C. 132. -e~%- 5o ~2X4C. 133, g(ax>+27)"/ 34
+C. 134, 2arctanyx+C. Teisendada, et oleks dvx.

135. cosgsC. 136. -241-x°- S(arcsin x)¥/24c.

137, = %|wf\-9x2+(arccos 3x)5j +C. 138, arcsin x+ﬁ_—.92¢C.

fod

139, x+1ln(x~+1)+C. 140.

97(1=x)"  49(1-x)7° 99(1-x) "
Kasutada vdrdust x2 = ("I-x)2-2(‘l-x)+1. 141, g[

_'\/g1—§x23

+C. Kasutada vdrdust x = 1/3=(1-3x)/3.
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1r

142, arcsintl_iC. 148, Jsin x°
V3 z

+C. 144, %(1 WL ST

Al

1
145, - geot 9x+C. 146, mtan 7x+C. 147, 2(expvx-cos+x)+C.

148, %arcs&:’m%c - §J82_x2w.
2
150, - %arcsingw. 151, - %J_nm +C.

>
_a—Q:E_L}-o-C, 122. 2]@2 ai(.k’_‘)_} +C.

149, 2arcsinvxiC.

152,

-\/2x+-/x4+'\
2_’1

4. - —1n

= . 155, 2¢¥Xic, 156, 2/6%-1-

-2arctanye®-14C. 157, 1n&314C. 158, Ap(3ew)7/(e*1)34C,

159. - garcsin? 24C. 160, %‘[xy‘*-ln(u 4 P)] <.

z - <
161, gf;(4><+5)(x-1)4/’+c. 162, -"—‘Z;i%arcsin x+4C.

—bé-\/x2—4 -2arccos|3—2c|+c. 164, -%= +C. 165, —E'é\lq"xz"

+2arcsin§+c. 166.\/x2_a/(ax) +C. 167. %ln2tan x+C.

§ 3'

168, sin x-xcos x+C. 169, xsin x+cos x+C. 170. XLilzl_.i( -

2
- 2—xu——zcos 2x+C. 171, 2’zc-.7ﬁ<:os 3x+}'—x—§-‘l&sin 3x+4Ce

2
172, - g:'51*_—’]ccos 2x+zxsin 2x+C. 173. x ch x-sh x+C.

2
174. %—g;—?:Sb 3%~ %ch 3x+C. 175, (12x2-96)coszx+

= ‘ x+2_ 3X
+(2x5-48x)sin X, 176. —(x+1)e X.C. 172. - —y—o +C
2
2 -x/2 b N
178, - 4 +. 179, a - ¥ )+C.
178, -2(xTaxsd)e 9 (ln a 1lna 1n’a

180. x(ln x=1)+C, 181, = —=(21n x+1)+C. 182, x(1ln x -
4x

2 %
~21n x+2)+4C. 183, * 5 In(x=1)- X 2Xc. 184, (543%)1n 2x-
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3
x
-'g- -51:0. 182. —————————— §—+g -
oA+
186. x_'ﬂ'(ln x- +C, 187. x 1n(x?+'l)+2arctan x=2x+C o

188, xarctan x= zln(‘l+x2)+c. 189. Ly“arctan x- %+C.

19. %(x“-‘l)arccot x+ é-%m.m. xarcsin x+y1-x2+C.
192, x 1n(x+A+x2)=A4x24C. 193, x- L= RPN R

194, §/2(1n%x= F1n x+§)+C. 195, - L(1n%xe21n 242)4C.
196. axIC. Integreerida ositi, vGttes u=xe .

197. sin 2x-2cos 2x X . 198. cos 2x+2ain 2x X .

199. =28in 3 3ccs 2;0-2:_.0. 200, 28in 3x-2cos 2:5-2::‘0.
o01, 281m x/2-4ces x/2!-x+c. 202, =4sin x/2-2cos x/2 -X .

3x
203, Srg(sin 2x=5coa 2x)+C. 204. =x cot x+ln|sinX[+C.

205, —= - —tan x+C. 206. %(sin 1n x-cos ln x)+C.
200-§ 2 s

207. x/2(cos 1ln x+sin 1n x)+C. 208. xtan x=- 5;-+ln|cosx |+C.

- 1
209. £ 4zxsin 2xegcos 2x4C. 210, g(2x -12x~cos 2x+6sin 2x-
2

-2xsia 2x)+C. 211. lnlsinx|=(x+2)cot x= 3~ =2x+C.
124 2 1 4

212, X 47X ain 2x+rxcea 2x- Hsin 2x+C. 213, xarcsin%u

+2arcsin x-\/1-x2-21+c. 214, arctan x) "=xarctan x+
2

+=1n(1 +x2)+c. 215, 1+x~arctan x-ln(z+-\/‘€ +12)+C.,
216, In|sinx|- xcot x= or4C. 217, Sxp(9minx-3m1r 2x42) 4.
218. 2c052x-ain 2x41)4C, 219, 6(x=2)zin/x+2/x(6=X)coO8vE+

+C. 220. 3 [(2-»31/x2)col -3'\/1-0-2 A’Vx‘ sin %/x’j-&C.
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221, 26'T(/1)4C, 222. 2(cos/Ts{EainiE)C.

223, (x-V)1n(1+D)- Z2F0, ooy, }(::3’-1).”5 «.

225, %ilrotu - E-+pln(1422)4C, 226, 6[nxdaxs3 e
+21a(1+x%)-6xarctan x-2rarctan x|4C. 227. 1a(|x| A192?)-

1 1
- parctam x- zarotnﬁo-c. Kamutada v3rduat 1=(1 +xa)-12-

22g, XArcsin x411.|1_12|w. 229. - (A-x)exp arctam X.c.
“/‘1_ 2‘\/ =2
14x)exp srctaa x VX
230, {14X)eXp 8rotan X .0 31, 2¢VE(x2/x-512+20xF-60x+
2-/14x? -

$120Vx4120)4C, 232, Zmpm(x®43x* 462246)4C. 233, g(2x+
+2VBin 2vEscea 2vX)4C. 234, g(Zx-Zw)x«rz‘ aia 2vx+Z-

—coa 2yx#2)4C. 235. M"lnl"’xlw. 236. arocoalz|-
1-x

54.

237, 1n(|x#1| //2x41)+C. 238. la|x-2| +1n|x+5] +C.

4 2
2 ° 1 et C. 2%. 1 -2) a+1]*c.
> ""l G x93) | sial 2"

5
#1e 1n| —2LEHT) 4o, 242, x4g 1njx|- Sln|x-2 +
(x+3) ©

ln|x-3|+0. 243, 1n|2x-1|=61n|2x-3| +51a|2x-5|+C.
ot Sl

=1

on4, Z4la [+c. 205, xp1n|3x41| +

43§1n|2x-5|- gln|x|+C. 246, Z‘;- - —2=+3143h|x-1l - Th|x+2’+

«C. 247, gx+ln|x|- xfln|2x-1] - wgln|2x41| +C.
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x=v2| A yp|——l4c. 249, |41 +C.
x+\/§ x+
252, 1n|x-.r‘+x%-+c. 253. 24| #Ce 254 In|x=2|-
x4+12
- gt ———#C. 255. 2 1n|E3|- FETE 0. 256, 2 -
3(x=2)” 2(x~2) x“+6x+8

- gln]x|+201n|x-3|- glnlx—Zl-oc. 257, l-l»lnl-}é:qzl- —2X6 0,

X =3X+42
258.  wiln|x#|4C. 259, Tyelol(ZIAx 3).c,

260, -gln|12+2::—2|— wln|x+1|+C. Eelnevalt teha muutuja vahe-

tus u=x“+2x~2, 261, - ——ﬁlnlﬁz . 262. marctan x+

"Eln —t4C, 263, Eln T' -zlrctln x+Co,

264, 1n( lx|/vz2+1 )+C. 265, %ln -S’-‘*—")—+ —Llrctln 2x1 +C o
x“=x+1 /3 +/3

266, zln

n—v?'fC. 267, 1ln X

1
it

warctan  +C. 68, ——-

+1ln
e -Jx +1

4 1
1 1
6 L ln '—'—'z‘-r— - 'z‘!'c h.n X'.'C- 270. - —2' ~arc b‘n x—2 +

—arctan x+C,

+Co 271, Bln|x#| = pln(x241)= 5 272, 1n

x2
éarctln 3 - 22-—lrctln +C. 2230 =5 -2x- ;2c-+213(12+2x+2)-

~2arotan(x+1)+C. 274, +1n

rctan - - --oC. Lahutada
x =x+1 21/3 x\B
nimetaja teguriteka, kasutades virdust x Hax? #=(x +’|)2-::2.
- 1 - 12 -~ o
275. —y————+-parctan - '=+C, Lahutada nimetaja tegu-
x“=xv2#1 1=x

riteks, kasutades virdust x'#1=(x°+1)2-2x2,
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276, -;iﬂz#arctan x+parctan x24C. Kasutada vorduat

’ 2
x°#1=(x241)2=3x%3x2, 277. ic!;—*%-»larctan x+C.
8(x*#1)< 8

2784 ==Xt tarctan X4C. 279, - S S
18(9+x°) 54 3 216(x249) 36(x-49)°

' arctan —+C. 280, ~——————e———y—arctan(x+1)+C.
648 3 2(x +2x42) 2

- 1 x+1 18(x+1)
281, -—-.I-arct;an M—.)—..- ‘...c. 282,
648L 3 x“+2x+10 (x“+2x+10)

2x+1 2x+1 4 2x+1

+=—=arctan =:$C, 283, —-2————-4--—1-—-——&1‘0(;“ =i
42 " V2 6(x“+x41)< 3(x“4x41) 3V3 V3

284, warctan(x+1) x41 —= 4C. 285. gerctan(x+1)-
e % XC42x42 4(x2+2x+2) 2 %a

_SOH5E  oge. yMinixi= wh1n(x241) +mkgln(xled)=
8(x +2x+2) ) Te T8 ‘268
. 287. =1 Jinjxet| <1n(14x?) 4C,

24(x +4) ,
15x 1

288. tan x+C. 289, —-.}-2‘ + + =—arctan —+C.,
8(x +1) 8 216(x“49)< 648

290, = X Xtz |—|+C. 291, —————sarctan(x+1)+C

8(x=1)(x+1)~ 16 X +2x42
>

-X 12x 5x 1
1. +—arctan x+C, 293, = ﬁ?—z--
2(x7=x)

e 4(1.1)(12:,1)14 t A 4

A 1 — 2% 4+
61n|EThe 204, —gm—m—- 295. 4—(’[2;5)5 ’

x“(x +#1)
2=x__ In(x"+2) _ 1 g  qan Eu,
+ garctan x+C, —T-Q(x .'2)" > PN 3
- .___-—-—'"2 - 2zarcinm x+C,
297. 8x(x +1) 8 3(x +1)

Z xv2'
= _A.arctan—z—n-+C. :00.
8v2' b
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301, - 23—-—-———— —arctan — - arctan(x+2)+C.
2

8(x #4)(x +4x+5) 16
302, a+2b+3c=0. 303, pc+ra=2gb. 304, Arvestada, et

u=14(a-b)/ (x+b) s 305s —me(- —y+Z4151n 6| -20t+262-267+
21871 2t° & 2

4 2
kus =55, 306, 343t~ £5 —31n(t]), kus

‘ e, b X
307. (- 3—;9”;% - «—201n]8| 156-3"+55)4C, kus t=2-3.
§ 5.
308, 2vE-21n(1+¥&)+C. 309, $t*- 26°= Fin|t-1] + gin(t2et42)-

- gwgzgrctan -2:%7-'—-#0, kus t=-}\/2+x'. 310. 3{/:&2 +C.

< 3 -
311, - n--1 -
21 hmﬁamtan kus n= "\/,r;-i.
ho X+
312, - Ce 313, -a-;s"\/ X35+, 314, 1n

1+ /D

——————s = 2—3-\/;-?*(:; _220 21’2-3 2[;-8 ﬂ’\/i"ﬁ
+6 828 "ﬂa/—x‘-o-}ln(‘l-o- g@égh(é\/f- 1\2/;4-2)-

- marctan AN 316, 2ln X -
V7 7 A (DR 337

- —2-arctan 317, 2 e - —C,
27 N D 1w EE

318, 2\1— llnlu-r‘ll +11n( ua-u-c-‘l)- Yzérctan +C. kus

u=—\'/7|_‘ ’T%' 319, 6[%(:4-’1 y>/2. %(x*-‘l y*/3 (x4 )7/ %(x-o-‘l )+
ox+1-1
\Rx+141

321, = sp(15+10x48x2) /X(T=x)+garcsinvxsC, (0<x<1).

%(x+‘|)5/6- Txe¥/3)ac. 320, - 2_\112:1*" -1n «.
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222.-/3arctan =23, Q42 ¢ [1-x'

) y kus z =7\ /~—=,
V2 2 ezez *
2 2y 10| yEEB=5 | o £ 82
5

r . 1
kus t=/Zx1. 325, pE&HY - 2E 00, 526, 3 &)V

2
- 327. 1n ﬁ.@l _‘@w, 328, ??jz_m’
4 T
-illn ———a KUS Z=X+/ x2+x+‘l . 329, i- +§\/x =1= wln lx+
2 12z411~ I -

+y/x%-1|+c. 330 lnl—2|-2arctan z4c, kus zeit¥l=2x=x

331, 3[x3+-\/(x2-1 )3J+C. 332, ——ln 2"2:‘," 1n(x+‘/;2:)+c.
= a2 2+2x +x

a5 1 i i
222 18(241) 6(z+1§2+ zgln"’-a' T&hlﬂ I ]

334. 1n %}r = —erctan %}w, kus u=yxe2xed,
‘étlta—zloc, kus z=-x+vyx(14x).
V5=1=2z
2
536, Teeefein 12X eme® o s v 4],

2 (2+x+2v 1+x4x ) -
338, X=(-1,1]. 339. X=(-1,1]. 340, X=[-1,1). 341, X={[-1,0)

2(3=42 2
335, +==-=1n
5(1-z-2%) 5/5

(0,1]} . 343, ln|2x+2+2-\/x2+2x-1'|+c. 344, -arcsin

345, %lnl&x#4+4\/4x2¢4:—3 |+c. 346. —11n|4x-6+2\é‘\/212-6x+5

+C. 347. -arcsin(3-2x)+C. 348. \Earcsin 142%.0. 349, Arves-

—_——

k- 24 t= bx+c, K (x) on
tada, et (x" '\/ ax“+bx+c) -pk(x)/ ax +bx+c, kus pp

k astme poliinoom, ja vdtta P(x)=A+ 2;‘, ¢ Pr(X), c,. on

2
mingid kordajad. 350. x-\/xz—2x+5-51n(x-1 +-/X“=2x45)+C.
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— 2
351. 14arcsin 551 - -2(3::-19)-\/3-2:-1‘ +C. 3%2. = 19+5x42X_

142x-x°-4arcsin 1:/’2;-1»0. 353, x—a'i?iq ——-Sln(x+2+
+/228245)4C, 354, (3= = 13E437) /2242430610 x 42+
+vaPeaza3 |40, 355, H(x-1)+/eP—2x-1n|x-14-/xP=2n1 | 4.
356 (3= = GE4g)n/x2422424BLn(X 4 +/X°42x42)4C.
397 30 _ —_*-o;—lnl V3223 M2 (2x-1) lac,
358. (-.,- /22 Fin(xe-AP41) 40 359, (x45x436)

x-/X -41-70‘11 21n|x-2+-\/x2-41-7 |+c,.550. (EE_ _ 7x= ng _
= 18)-/x% 4434542010 (x 424/ x244x45) 4C.

362. 1n |x] +Co 563, arcsin ——+Co 364, = = x

2+xq-2-\/x2+xt1 Xve
X464 -{ECIx-ﬂ 21 ’ .

Py I'O'Co 3;‘:0 - — ln

/x“42x~
288 Sgany? _ TEOSR FereCe 262,

g 2
- \;la_lln .\/—2."‘qirxt-a——-x..|+co 369. %(x-'l)x
K'\@h?x-“ +3 ln! x+1+\/x’2+23.=.'1, lan IX\/Z ;x/x +2x=1 ‘

Arvestada, et R (xz-r X+ 2)(x=1) + 1.
370. -\/xz+21-4+5arcsin ——$1n| % +1 +—\/x2+21-4! +C.
571.1n|x+ 1+ -\/xz+2144i-iln| . -2

n'vx2+2844 +C. 372, 4a{cp+bq) = 8a2r+3b2‘p

kul a#3,
Vot remen |
373, arccos —,E;-;c. 374, = yn ZHV2Eo a # o
x ¥

= x -1
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%75, 2ln|2 :r'+1+\/x4+512+1

+C.
376. 1n| A B 372 B«
x1ln e 4x/2 -“-é-é‘arctan\ /2(—?-4»0. 578. 2ln oxt2 Tx-ﬂ
-\,/; ex/2 ex
+1n| 2x+142- +Co 3790 2/ X4XHIAXIC,
§ 6.

580, %Jx-o%x 1/!54%1 /x4 xz-vi‘q-,wxz Vx +C,

28 #‘+ 382. -zln(i /x21)=
- -.-.-ln!-‘\/ (x +")2+ '\/124-1 +1 |42arctan ‘—"73——-+c
2 , :
383. g /(14x2)8- z JaaP)se. zea. Fin el
J— U=

- Darctan 29t ~ o 3//;2-&1. 385. & v/‘1+quf+1 _

V3 '/? ’ + I\/;\Txi-x

1 et 1 _ex
= & t +Ce 86,

e A T

387, -}1-12(14(1)5 + C. 388, E;;ji— +C.

389, = — 4-#2:3

+C. 390, 3arctan "\/X= ————————qC
20 TR xae)B T EEE (1+ 4/x)
5910 = = —p———stC. 392, 6(-m = +£7=t)4C, kus t=P AT

(’ 'x41)

—5 5 ]
193, -K,‘.,+Z.;—rt3+t+c, kus t=y/x°=1. 394, ~ - Z5Tetec, kus

i=- 395. -Eg - ;t7+§t5-%l+c, kus t==v/x2+1.
- G o 297./% +1+4C. 398. 8——-—2'—
2
22 L1036 105,10t 4C, kus t=
48(1-69)3 192 (1= tz) 384 1=t 768 \1 |
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9. ~(t- t’3)+c kus e=1/§ #1400 £2
22. z(8= 54 = T 9(1)0  162(60-1)°

_ln .a_—-Lz-Q--——-a ta kus t=- -
+:et;; +t4t e ~/3 \/;3

401, gin -2 502, ;(lw‘ib
403, —arctan o 404, —S—e

2 5 s D

-

= =ln —u —1-az~ctan kus u=

6 3 -3

I o ~

405. "2| 3 —Huro—* 217 +C, kus u=1+-/xX.

406, F\Kx-txzﬁ_ g/ #X +Eln(\/_'+-\/'ﬁ-x) kul x> 0.

- -1n - Yorcten 220, kus L

Z’ ) & zPeg x
408, i (x4+1 )5’4+C. 409, Ex}- gx)-, /x 24 -%ln(:u-\ /12-0-1 )+C.
15x=45x=2 15, |-A +x=1 I ’1_[ ox+7=1

410, —5—-2-5—-—0 1n +C. 411, 1n
axSflex x4 x 4141

224741 1 2_q
812, ——wraed( o 412. -ln .”___4.__31-@';311 —-QC, kus
- 6 24112  z-g41 25

kus z= /1425, 414, 6[gx 2/343::'/2 /3, "/6+1n|f{/x.1|]+c,

407.

1, h/axeb~b
4150 ln *CQ 416. —-ln
P b

418. EI—%-\/(1+a2)5'.1/1+212‘]+c. 419, gXSIo_q_x'l/zm&xq
EII/G

-2larctan x /6+C 420, é 5—2z3+32 C, kus z-\fz éjx .
l4x

21, -z+§z3- kus z=-/1-xz. 422, 224- 3294{3, kus
. 4
2= 2 /143, 423, —in|Eh|- Jarcten kus t=- /2yt
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A24,

ﬂéé.

l————l vg—}]w, kus t=- %2.

2
=g, kus k=t1,42,... 434, r=2k+1 v5i r=2k-

k=0,41,42, 435, iga r korral. 436. r=k v5i r=k+x,

k=0,41,42, 437, r=0,41,42, 438. r:%, k=41,22 v5i 1‘7‘1%:7

k=0,41,42, 439. r=g, k=#1,12, voi resfor, k=0,#1,12.

440,

r=k Vo1 r=k-  k=0,#1,12. 441, r=k voi r=§ -k,

k=0'.‘t1 112,

444,

449,

451,

422.

455,

457,

§ ?'

442, qgcos3x(30052x-5)+c. 44%, - 8cos“2x+c.

c0932x cos 2x
-6 "~ "2z

+Co 445, 1n|tan(%—o-§)| +Co 446, 1n‘tan§|+
28in x+C.

q(tanzx-cotzx)+21n tan|x|+C, 450. tan x+}sin 2x~ Zx+C.

1 51n X
zlnltan §|- §§§;§;+C. 552, Ei§;2;+£ln|tan(z+%i)l+c.

Blan x .2 +1n|tan(E+F) [ sc. 454, tan x+5tan5x+c.
4cos X 8 cos X
- ——1—2; -21n|sin x[+4C. 456, = %cot4x+c.
2 2sin
1.3
458, x= 5 ot’x+cot x+C.

3tan x

459. %tan4x- %banzi-lnlcos x|4C. 460, x= 7cot7x+%cot5x-

4 1 1
- zcotsxrcot x+C. 461, EEE“"*C' 462, gln

31

1—coa x
—y
(M4cos x)7
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+31n(24c08 X)4C. 463, Hoot 5 - -}cotz' 5#Ce 464, glal

sin x--"l sin x- 1. 11=cos 2t
- "%h' l+c. sin x- age. 710|750 o

1 p.S
+C. 467. q:ln|’r:§§§-—:'l+ zein xcos x+C. 468. z'arct:an(Zt;anz)

+C. 469, stan x4»ln|tan x|+C. 470. garctan 2tan/_r£2+4 .

1 x cos x(ces x-sin x)
471, eme——yg——— = yln|ten |+C. 472, -
8s8in” x/2 X l 2

il x=1
- zln|cos x-sin x|+C. 473. ln g -

2,/ tanx+tan x+1

-Yarctan 2tan x4 0 474, - [col: x+—arctan(L )| +Ce
3 /3 2 v

V2
475, 1n|1+tan §|+C. 426+ prx- v‘élnltan x+2if —7 "

- éln'cos x|+C. 477, x- —arctan —————+C.
cos x=1)(1+sin tan x
azs. pin (S EStriathdec- 429, parctancERE)ec.
3tan=+1

480, arctan(1+tan ﬁ)-!-C. 481, Eﬁrctan —

482, ;lgt:a.n x+-2-‘/2_arctan(\/2tan x)4C. 483, — arctan
2

- oot xec, 484, 1%1n|can(g+,§)|+c. 485. 1n|(tan % - 5)s

:(tan 3 -3)|+c. 486, —arctan 1/-2.\'/"—;‘&—’%0. 487, *

2tan I+2-\ﬁ3 t:an X— 2 1
n Ce 482. -
2tan x+3+=ﬁ3 |+ 22

«1n Y2 = 8in 2x | C. 490, —1-|arctan @2 tan x) + C.
2 + sin 2x V2

+C. 488, zln

96 =x= %lnl%h& W1n|l+cos x+8in x|+-r7x.
493, arctan(tanax)-o-c. 494, - E(%“——‘E-fcos 2x)+C,

495, = %cos 4x= ,r%cos 6x+C. 496, vl%sin 51+%sin x4Co
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497. Feln 3x- spein 7xeC. 495, 208 2X _ gos 8x ;.

499. BR2X - L2 oo, 500, $s1n Zi3a1n Fuc.

28x xco8 2b

501. écos § - %cos x4C, sin =3 —+C. 503.

- mﬁ%“ilw. 504, B(z:usin 214-2 sin 4x+§ain 6x)+C,
505, zgcos 7x- z%cosfuc- %cosx+C. 506. 508 6X- wpcos 4x-
- gcos 2x+C. 507. gmein 12:-03-:,ain 8x~ ;;sin 2x+C,

208. -E - s%t:os - Ti cos zglzécos -15-:590.

509. - gzcos 11x+mmcos 5x- %cos 3x4C. 510, i,s_iﬁng‘t_x.p%*
+9-——-+5-3-'515-1-Qx-+c. 511, = -,-Zcos Zx-o-&cos 4x+ygcos 6x -

- 2cos 81"\%2“8 12x4C. 513, - § - ;1n|sin x42c08 X|4C.
514, MlnlBsin x+3c08 x|4C. 515. %xoéglnbcos x+
+28in x|4C. 516, ;}3 - ,éln|2sin x+3co8 x!-rC.

518, ~tarctan Mﬂn!m-cos x|+C.

X
19 B 2 Min|3+281n x|4C. 520, x-banmsC
519. —=arctan T—S 3+28in x|4C, . ans+C.

521, é - %tan(% - %)- %1n(-\/§‘+sin x+co8 X)+C. 522, -x+tan x+

+——5+C. 223, éx- ;l-ln|35:|.n x+#ico8 x—2|+

[
J7+ﬁ(2t8L¥2-D l,.,c. 524, = %éhlein X=2c08 X+
V7=3(2tan x/2-1)

4
+ in
S5y21

+3'- garctan _S_tizn_ﬁic. 525. -é.z— ,élnlzcos x-38in x+

10 2tan ga—:iw.
#&l -’\-Eﬁrctan _‘/5‘
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II peatiikk

§1.

2 2
b7a%, 527, 19/3. 528. e7-1. 529. 1022

. _|n(n#
530, 255/4. Kasutada valemit L i EJE;—-zI 531. o7

Valida x, nii, et nad moodustaksid geomeetrilise progres—
siooni. 532, ln 2. 533. -1, Kasutada valemit 2, sin kx=

— gin 2 534, 2. 538, Kasutada teoreemi: kui to-
sin 3

kestatud funktsioonil on loenduv hulk katkevuspunkte, siis
on ta integreeruv (vt. Kangro, Matem, analiiis, I osa,
1965, 1lk. 363). 539, vt. juhist iilesandele 538. 542. Ndi-
data, et £(x) ei ole integreeruv juba ldigul [p 1/2]

Shd, _([)-\/—;x ax. 545. jo T 546, JP 547, — j —
S48, 549. ol 550. 1n 2. 221.

§ a.
553. positiivne. 554, negatiivne, 555. negatiivne.
556. negatiivne. 557. positiivne, 558, negatiivne. 559. po-
sitiivsed, esimene. 560. positiivsed, teine. 561, positiiv=
sed, teine. 562, positiivsed, esimene. 563. positiivsed,
esimene., 564, negatiivsed, teine, 565. positiivsed, esi-
mene. 566. positiivsed, esimene. 567. positiivsed, esimene.
568, positiivsed, teine. 569. negatiivsed, teine. 570. po-

sitiivsed, esimene. 571. positiivsed, teine. 572. positiiv-

TV



sed, teine, 573. esimene positiivne, teine negatiivne; esi-

mene., 2exp (- ;';) < 262, (e21 Jexp(1 -e9)<Te
-2 c fp)
< e7%(e%A). n2/72 \/3s  7%/48. 577. nV2< 27 w3,

278. 27 < 9J< 4, . 579, 1< J<+/2. 580. V2@s 1 243,
-100 A -100
1 1z
381. —=5 IS —mp—. 282. 0 /2 "\/%‘")-

5 e 3 « 586. m2,77. 587. 1, m.

A

588, arcsin —~—,
§ 3.

890 ——e— S - ax -
HVT&T:: 590 - 590 =~/14x%. 592. - E=.

593. xe™ . 594, 21n°2+41n(20)+1n%x. 595. —Siﬁx".
2

2
597. (sin x=cos x)cos(m sinzx). 598. .- “QLB’

2 t
599. y' = =&Y cosxz. 600, y' = 2—;%5—3. 601, —t2.,

602, =3, =5. 603, =1, 23 o 9-e-3. 604 . 5 cos 1, -‘_"—zcos =,

605, y" = zy'(§+’c?r+xd+2 - J‘:2*7). Teise tuletise leidmisel

- 3
kasutada logaritmimist. 606. y" = 3"5\/.@-!—22-(—:12 %
) arccos Xx
2x 8x 2X 5
¥ 2 607. y" =
(x2+2 xE-B V1=X arccos X x) %L arccos x
4
¢V 3X socot x+ ,1 ). 608. x8inx (g_i_g_x+
2(x7=42) V1=x arccos x
+cos x1ln x). 609. 2xa((2x 1n x+2x+1). 610, (124-'1)3‘1‘ X

u[cos xln(x2+'l)+—;2x—1 sin x]. 611, maksimum kohal x = e,
X +

612, maksimum kohal x = (2k+1)x .
miinimum kohal x = 2k, k = 1,25.0.
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613. meksimum kohal x = 2 miinimum kehal x = O.

614, meimimum kohal x = 1. 612, miinimum kohal x =
616. miinimum kohal x --3\/2. &17. kumer vahemikes
(0,1) ja (1,e), ndgus vahemikus (°,°°), kobal

X = e on kiiénupunkt, 618. njgus vahemikus (1,c°). 619, ku-

mer vahemikus (0,2), ngus piirkonnas{(-1 ,0).(2,°°)}o kdd-
nupunktid kohtedel x = 0, x = 2, 620. kumer vahemikus

(<2412 1), n5gus piirkonnas {(;‘n —_— (1,00)},

kd@nupunktid kohtadel x = x =1, 622. 1. 623, 1,

624. 1. 625. 1/5. 626. 1.
§ 4.
1,2

627. 7/3. 628. 100/3. 623. 1n 44f. 630, plng.
631, 1= 632. . 633.7 . 634, th(ln 3)-th(la 2) = »-
635, 636. =ln 5. 637. 7. 638, Ugpsarctan  639. 1.
640, 6. 641,  -arctg 642, 93. 643. e- 3. 64k,
645. 7. 646. 0. 647, O. 648. 28,8. 649. O.

y : 4

650. 27 . 651, _+g-3. 652. 3(1n 12-1). B53. I -
654, 1= 655, « -Kasutada valemit (7). 656. =217 .
657, %(lg-f"). Rakendada valemit (6) kaks korda ja lahendada

saadud virrand integraali suhtes, 658. l?-. 659, = %.

660. 661. h 2w~  662. 663, =12, 664 Fpe
“5. 6“. 1n 20 667. 1-005 1. 668. ;o 669.
670. arctan 1n 2. 672, 52%. 673. .
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624 675. 678, 677, 628. 4 -2 1n3.

629. 1- 1n4. 680. 35rg =32ln 3. 681. 1n-2 - ;%_é-_‘nmtlnig.
682, arctan 683, %-. 684, 2-ln 2, 685. -%,.

—protan =1, 687. F-. 688.61n §. 689. 690. 3n/8.
691. 2-7/2. 632. 1/3+/5/2. 633. 2828. 6. - Fln 3.
695. 3ln BE e 6. 698. 1n(14e).
629. - xzln 5. 200. 3. 701. 702.71/2. 703.3(1n 2= ).
204. 17. 705. 1n g. 206.  207. 6. 208. -$n 2-
709.~/3- éln(Zﬂ’?). 210, - %- M. V/2- -éﬂn 203,

212, x. 713, 0. 4. g. 215. 3ln 4. 6. 6. 212. .

218, 43-4-  719. pfgedin 2. 720. 721, §. 222. O.
V34 . ¢ 1

2 ° -20 2“. ( - )- ln 2. 2 ° — -

223. n-2. 7%, (% - p)- 3 7_53“/".3\/2_

726. 2,11n 2,1-0,11n 0,1-2+7 .

III peatiikk
§1.
727, 2. 728. hajub. 729, hajub., 730. hajub, 221. n/2.
732, m. 753. bajub. 734. hajub. 735. 1/1n 2. 736. hajub.
737, 3712/32. 738 3 n2/8. 739. 3-/ni /4. 740. hajub.

741, 7/2.
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520

742. hajub. koondub. 744. koondub. Arvestada, et
Inx=0(x""/%). 745. koondub. 746. koondub. 24Z. koondub.
748. koondub. 749. koondub absoluutselt. 750. koondub ab-
soluutselt. 751. koondub. 752. hajub. 753. koondub. Kohal
x=0 on kdrvaldatav katkevus. 754. koondub. 755. hajub.

§ 3.

756. hajub., 757. 1. 758. 1/(k-1) juhul k>1; hajub
juhul ke1. 759. 7. 260, 7A/5. 261. hajub. 762. 1/2.
763, 1/« . 764. 1/1n 2, 765. 2. 266. hajub. 767. hajub.
768. @ . 769. hajub. 270. hajub. 271. «/( 42+ g2). 272, 2.
773. bajub. 77&. 5/8.

§ 4.

775. koondub. 776. hajub, 777. koondub. 778. koon=-
dub, 779. koondub. 780, koondub. 78%. hajub. 782, koondub.
78%. hajub, 784. koondub.?785. koondub tingimisi. Kasutada

vorratust Icosx cos x. Koonduvuse nditamiseks integreerida
ositi (dv = cosxdx). 786. koondiub bingimisi. 787. koondub
absoluutselt. 788. koondub tingimisi. Teha muutuja vahetus
x° = t. 789. hajub. Integreerimispiirkond jaotada osadeks

(0, ) ja (m,>2). 790. hajub.
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IV peatiiki
§ 1.
291. 4,5. 292. 9,9-8,110g ea6,38. 793, mwab.
294, 42%/3. 295. a%(2n =4/3). 796. 271 p2416p2/3 Ja 271 pi-.
-16p%/3. 292. 1/9. 798. 7/4. 799. 37 82/2. 800. e/,
801. 1882, 802. 7(a2+b2)/2. 803. 8. 8O4. a2

805. 3 a%/8. 806. 682, 807. /4. 808. 8(~/1+2/ /3
~arctan~/142/~/3). 809. 5~/2/3. 810. 37 a°. 81, x. Et

vaadeldav kujund on tSkestamata ja siimmeetriline y-telje
suhtes, siis tuleb algul leida kujundi osa_pindala, kui
Ogx<h,ning siis minna piirile h-= o, Sellega tokestamata
kujundi pindala leidmine taandatakse pidratu integraali ar-
vutamisele. 812, 2. 813. -/7'/2. Kasutada vordust

Texp(-xe)dx = /2. 8. 43 . 815. 377 a°,
’ § 2.

-816. 2abc/3. 817. 4mabe/3. 818, 8mabe/3.
819. 16a3/3. 820. 2a>(3; -4)/9. 821. 16a°/ab/15. 822.7°72,
825. 127,824, 22ma>/9. 825. 4 yab/15. 826. 371/10.
827. n(15-161n2)/2. 828. = (1w>-8)/4. 829. 7/2. Vordl.
méirkust {ilesandele 811. 830. &4nr>/3. 831. (r-b/3).
832. 21 r2(r-h)/3. 833. &4na°b/3. 834. 2'm /15,

835. 1175 /2. 836. ma’/15. 837. 321 a°b/105. 838. 6 n’e .
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839, EKasutada valemit (9), minnes iile polaarkoordinaatidele.
840, a) 8n35/5; b) 13 72a3/4. 841, a) 782 12 1n(1+/2)-
-2/3|/4; b) ¢) n°a’/4. Minna iile polaarkoordi-
naatidele. Juhul ¢) votta uueks polaarteljeke sirge y=x.
§ 3.
842, 2nr. Kasutada valemit (12). 843, 28/3.
844, a(a+2)/2. 845. 1n [(eb-e"b)/(e"-e")]. 846. 1n tan%:
= 1n(~/2¥1). 847. (e%41)/4. 848. a sh 849, 48(143+51n3) .

850. 6a. 851. 4(a’-b”)/(ab). 852. Ba. 853. na~\/ 1442 4

+ 8 1n(2m ++1445°), 834, 1. 855. 3ma/2. 856. a(27—th ).
857. 240,51n 3. 858. 2. 859. 8. 860. 4, Veenduda, et joon
on midratud, kui -J < 2x< 5. 861. /5/2+1n(1,5+~5/2).
"862. 5/6421n 1,5. 863. aV1+me/m. 864. 1n( 7/2).

§ 4.

866. 14n/3. 867. m(~/(1+a%)3-1)/9. 868. ma3(sh 2+
+2)/2. 869. n[(x/s‘-\/é‘)un-ﬁl/-z—*"%L—l]. 870. 4 nab.
871, 1271 8%/5. 822, 2nV2(e" -2)/5. 873. 2 1 (4+31n 3).

874. 29,6n. 875. 167122, 826. 327 a2/5. 877. a) 271 al(2—
b) 27 a2'\/2'; ¢) 4na°; kasutada valemit (15), kus

b =|y=x|/~/2 = (x-3)/\/Z. 878. 871a%(7 ~4/3).  yalemis (15)

votta h(t) =na-x. 879. 371 a°(4~/2-1)/5. 880. n|~/2+ln(1+

- /2)|. Vt. mirkus ilesandele 811. 881, 5. 4.

=250~



§ 5.

882 (0’ T) __82- (o’ ?) 884, (J'.’ 3‘) 885. (’&

2n +e”
-Ea). 886. (-§ 20_-;'7;—' ? -Q_JT_:%E 887. ¢ a, '5‘)-

888. (0, 3. 8eg. & B. 8. &, 891 (& -
892. (g8, 0). 833. (w7, Za). 8gs. (3EL-, P88,
895, 896, n253. 6‘\/?-17&2. 897. Sirge peab olema
ristl ruudu diagonaaliga. 898, Sirge peab olema risti medi-
aaniga,
§ 6.

899, (a2+ab+b2)/5. 900. 0,513(:.( -sin coe «); nro.
901, Aro+2m rbz, kus r on ringjoone raadius ja b on kesk~
punkti kaugus teljest. 902, 9-; arcsin e, kus ¢ on ellip-
8i ekscsentrilisus. 903. 904, Tz'@‘ 905. 3/20.
906. ah2/6, ah3/'12, kus a on kolmnurga alus ning h on kir-
gus. 907. Q. =0 =0, J = Tab/4, 3y = 7 adb/b.
908, ~23,7 m. 909, X, = x,‘-o-sin(;-mﬂ«r fo)-sin(—‘:-f Po) e

910, —HB8 __ 911, 2kmo. 912, %1,63 10" 'kom.

\/(R2 2y?

2
213 rgeab B2 = 240 kGm. 94, 2B 21,16 kGa.
915, 22,2 t. 917, 47r #/3, 918, #1 t 6 min 53 Torri~
celli valemi pshjal v =-/2gh, kus h on vedeliku samba k5r-

gus, g - raskuskiirendus. 919. ~#82 min Newtoni seaduse
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p6hjal on jahtumise kiirus vordeline keha ja iimbritseva
keskkonna temperatuuride vahega. 920. = 5°. 921. Nou peabd
olema tekkinud joone y = Cx~ pddrlemisel iimber y-telje.
Vt. Ulesande 918 juhist.

V peatiikk
§ 1.
A 1 1
222. Sn = 3(1— EE:T)’ S = Te 92§. S = (1-
1 1,411 _ 1 1 11
§ = 924 5, = x(lagtx = v = 43 = =) 8 = 78
1.1 _2
922 8y =gl = 2m5 T 5 = %
926. 5_ = 1-(n+1)"%, S = 1. 927. 85 = 1-(2n+3)"2, s = 1/8.
928, S S =-1,929. 5, = —==—=— 85=1.
Rea iildliige esitada kahe murru vahena.
1 4

S = % 932, 5 = 2B, 5 —oo0 , 933. S, = n(n+1)(20¥1)/6,
. 934, ST 1n n+2 . 935. /2+ L_. (\/n+2-\/n+'l)
n )

=
>

X oo

238- ; ataeTys 22- - sEeTy 8. S .

P Y ]
29. 1+ 2 940. 2 n;»(n_q);,z el
91, n_; 2. gu2. ;,: 3. 943. 2/3. 9uk. 17/2. 98S. 7/2.

946, 1M/4. 947. =2/7. Veenduda, et 2 r -:l,;— cos =
o . n=1 2

= ‘312‘2 3 71{—»r+-5g) 938. hajub. 949. hajub.

9%0. hajub. 951. hajub. 952. hajub. 953. hajub. Cauchy
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kriteeriumis vdtta p=n. 954, hajub, hajub. Kasutada
ulesannet 953 ja vdrratust tan x> x, kui O<x <m/2,

956. hajub. 952, hajub, 958, hajub. Kasutada iilesannet 953
Ja vdrratust ln n<n. 959. hajub. 960. hajub.

§ 2.

961, koondub. 962, koondub. 963, hajub., 964, koondub.
965, koondub. 966. hajub. 967, koondub, 968. hajub.
969, koondube. 970, koondub. 971. hajub. 922. koondub.
97%2. hajub. 974, koondub. 975. hajub. 976. koondub. 977. ha-
Jub. 978, hajubs 979, koondub. 980. koondub. 981. koondub.
982, hajub. 983. koondub, 984, koondub, 985, hajub. 986. ha-
jub. 987. hajub. 988. koondub. 989. koondub. 990. koondub,.
Kasutada seost ln n = O(n‘) iga £> O korral., 991, koondub.
992. koondub, kui 1/2. 993. koondub, kui o(>1. 994, ha-
jub iga « korrale. 995. koondub. 996, hajub., 997. koondub.
998. koondub. 999.koondub. 1000, koondub. 1001, koondub.
1002, koondub, 1003. koondub. 1004. koondub iga o korral.
1005. koondub. 1006. hajub. 1007. koondub. 1008. koondub.
1009. ioondub. 1010. koondub o < 1 korral, hajub «=1
korral. 1011, koondub. 1012, koondub, 1013, koondub.
1014, hajub. 1015, koondub. 1016. koondub. 1017. koondub,
kui a+b>1. 1018. hajub, nD = (24-/n+¥)~/n+T, R, =
+0(1). 1019, koondub, kui p> 2., 1024, koondub, < —-
1025, hajub., 1026. koondub o > 1 korral, hajub <1

1 ; . 1027. koondub juhul «>1, ha-
(ot =1)1n n

1
ub juhul <1, R < —~
J J * o (a =1)1n% "1n n

korral, Rng

. 1028, N>1000.
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1029. N>e'0, 1030. N>23. 1031. N> e25. 1032. koondub.
1033. koondub. 1034, koondub, 1035. koondub. 1036. koondub
iga « korral.103?7. koondub. 1038. koondub. 1039. koondub,
kui &> 0. 1040. koondub. 1041. koondub, kui <> 1/2.
1042, koondub. 1043. koondub. 1044, hajub. 1045. koondud,
kui 2p>3. 1046, kui «>1 koondub iga f korral; kui
o =1, koondub § >1 korral ja hajub Fs‘l korral; kui o <1
hajub iga @ korral.
§ 5.

1047. koondub tingimisi. 1048. koondub absoluutselt.
1049. koondub tingimisi. 7050, koondub absoluutselt.
1051. koondub tingimisi. 1052, hajub. 1053, koondub abso-
luutselt. 1054. koondub absoluutselt. 1055. koondub abso-
luutselt iga a korral. 1056. hajub. 1057. koondub tingimie
si iga a korral. 1058, koondub absoluutselt. 1059. koondub
tingimisi. Easutada vdrratust 1ln(141/mn) <1. 10580. koondub
tingimisi. 1061. koondub absoluutselt, kui [aj<1.

1062. hajub. Easutada vordust ) (=1 )n( 4—-—-) ——
vE+(-1) VI D+

1063. koondub absoluutselt, kui |&;€1/2. 1064. kcondub abso-
luutselt, kui |a|<1; kcondub tingimisi, kui a = -1, 1065,
koondub absoluutselt, kui a<~2; koondub tingimisi, kui
-2&d<-1. Esitada ildliige kujul (-1)Pn u/2(,| +3—2—) ‘g ka-
sutada valemit (1+x) —’l+dx +O(x ). 1066. hajub. 1067.haiub.
1071. Arvestada, et 37 ( k) = 20 , kui n>0.

§4.

1026. ei. 1077. la. 1078. j&. 107%. ja. 1980, ei.
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1081, X = 4 = (=00,00), S(x) = (14x%)/x,5(0)=0.1082, X = 4
= (<1,1), S(x) = 1/(1=x®). 1083. X = 4 = (= 3,3), 5(x) =

= 1/(h+2x). 1084. X = 4 = (1,5), S(x)= 1/(5~x). 1085. X =
= 4 ={(=00,-1)(1,09)},8(x) = x/(x-1). 1086. X=4=(1/e,e)
S(x) = (1-1n x)™'1n x. 1087. X = 4 = (kor,(k¢1) ), kus

k = 0,41,42,0..5 S(x) = 1/(1=cos x). 1088. X = 4 =[-1,1].
1089. X = A = (=00, ), 1090. X = A = (1,00), 109, X =
={(~00,=2],(0, )}, & ={(-e0,-2),(0, ®)}: 1092. X = 4 =
=(=00500). 1093.X = A =(=2, ), 1094, X = (=00, 00), 4 = P,
1095. X = (=20, 00)\{0y=1,~2,0..}5 & = 9. 1096. X = 4 =

= (=00y00) . 1097. X = & ={(=00,=1),(- },oo)}. 1098." X=A=
= (- 00,00)s 1099. X =4 ={(- 23,0),(0,%°)}, kui |a}>1. Stirlin-
g1 valemi pghjal \n/n_ Eraldi vaadelda x=0,la=1, lalK1.
100, X = 4 = (1.00).1101, X = A ={(=09,=1),(~1,1)(1,00)}.
1102. X ={(=00,=1], [1,00)}, & ={(=00,=1), [1, =)} . 1105. ja.
1104, ei. 1105. ja. 1106. ja. 1107. ja. 1108. ja. 1309. el
1110, ja. 1111, ei. 1112, ja. 1113, A = G = (~ooy00)e
M4, A =G = (=00,00)s 1115, A = G = (=00,09). A =
=6 =[-1,1]. 117, 4 = G = (-00,00) 1118 4 = G = (=00, 00
1119, A = G = (=00,00), 1120, A = G = X. 1121, 4 = B

G = (=~00,00)e 122, &4 = @, G = (-00,00), 1123, A = 9,

G = [-2,7]. 124. 4 =p, G= [@a,o0) iga a<O korral.
125, 4 = G =[ksn - n/6, kn+7/6], kus k = 0,£1,42y0.0 ©
M26. A = G = (—ooy00). 1127, A = G =[=3/2, 3/2].

M28. A =P, G = [-1,71]. 1129. A = (=005 coN{=1,=2y e02}>
G =[@,co\{-1,-2,...} iga a<O korral. 1130. 4 =G =

= (=00,00)s 1131, A = G = (-09,00).

it
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1132, & = {(=99,-1),(0,)}, G = {(=e0p=1- €], (0,00)} 1ga
€ > 0 korral. 1137. 0. 1138. 1. 1139, x/2. 1140. -,

1141, 0. 1142, 0. 1143, 1n 2. Easutada valem (28) lk. 208.
144, 1/2, 1185, 11/18. 1146, max £(x) = £(-1) = 5/(4-7),

min £(x) = £(1) = 0. 1147, max £(x)= £(41) = n /(2e=7),
min f(x) = f(O) = 0. 1148. 1/20 "1490 6. 11500 5:"/20
1151, 1/3. 1152, (571 -2)/10. Arvestada, et » 2 ZcosBi =
o n=o0
a2 (-1/8) 1153, 1. 1157. -2. 1158, 1.
k=0
§ 5.

4159, R = 1/3, X = 4 = (-1/3,1/3). 1160, R = 1/2,
X =4 =(1212). M61. R =5, X = 4 = (-5,5).
1162. R =00, X = A = (=00,00). 1163. R =1/2, X = &4 =
= (-5/2,-3/2). 1264, R =10, X = 4 = (-7,13). 1165. R = 1,
X =(-1,1, A =(-1,1). 166. R = 4, X = A = (-4,4),

1167. R = 10, X = [-10,10), 4 = (~10,10). 1168. R = 0,
X =4 ={0}. 169. R =1, X = 4 = [-1,1]. 1170. R = 4,
X =4 = (-4,4).2121. R =0, X = 4 = {0}. 1122. R =1,

X=4=[-11.173. R =1, kui «> 1, siis X = 4 =[-1,1];
(-1,1). 1174, R = oo,
X =4=(~00,00) 175, R =00, X = A = (—00,00).

kui 0< <1, siis X = [-1,1), A

1176. R = 15 kui «> 1, siis X = 4 = {-1,1], kui O<x<1,
siis X = (<1,1], 4 = (<1,1). 1?27, R = 1/~/2), X = 4 =

= (=1//2, 1/~/2). 31728. R = 1/e, X = |=1/e,1/8),
A = (e, /e). 1179, R = /e, X = A = (<1/e,1/e}
.R=e,X=A=\-e,e).jj_S’l.R—oo,X:A: o;’oo).

1182. R =00, X = A = (~o0,00), 11835, R =0, X = & = 3
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1—1-8“" BR=2,X=4A= ("'79'3). 1185, R = e, XadA= (-e'e).
ﬂaﬁ. R=1,X =4 = (=2,0), 1187, R = 1, X =24 =[..3'_‘|].

1188, R = 1/3. X

A = (2-1/e,241/0). 1189. R = 1, X =
=[N, 4 = (<1,1). 21190. (1x)72, X = (<1,1). 1191, (14
+x)'2. X =(-1,1. 192, <ln(1=x), X = [-1,1). 1193, (2-
07 1(3-x), T = [1,3),5(2)A. M@ T 1a(143), X = (1,1],
$(0)=1. 195, 2(1=x)™2, X = (-1,1). 196, 2x2(14x)2, X =
=(=1,1).1192. (14x)1n(14x)-x, X a [-1,1]. 1198, x~2(14x%)x

x1n(14x%)-x2, X = [-1,1], 5(0)=0, 199, arotam x, X a[-1,1] .
1200. arth x, X = (<1,1). 1201 2, 1202, -2/9. 1203. 31n3.
1204, 5/32, 1205, 21n 2-1, 1206. /4.

56.

1207. ei. 1208. ei. 1209. ei. 1210, ja. 1211, 14x°-
~x3/245x/6=3x7/4, 1212, 1n 2+ x/2 + x2/8-x*/192, 1213, x+
+x5/3+2x5/15. 1214, x—x5/3+2x5/15. 1215, 14x42x°43x0+
+5x4+8x5. 1216. 1-x+13/6-x4/24. 1217. 12-2x4/3. Kasu=-
tada valemit (29), vottes jaikliikme Peamo kujul o(x”).
1218, 2=(141/2)x%+(141/241/3)0°=(141/241/341/8)x +(141/2+
+‘|/3+‘l/4+‘l/5)x5. Kasutada valemit (28). 1219, x/3+r3/45+
+2x°/945. Kasutada valemeid (24) ja (25). 1220, 1-x/2-
—x2/12-x7/24-19x%/720-327/160. Arvutada jagatis 1/(14x/2+
+x5/3+x4/4+x5/5+...). 1221, (-nt

Ra' n-1 —
12 20 =1 = 122 .
222 i?‘( ) 1
1224, 59__.' -nr 7133}5‘114@-1)' 1225, > (D% ()P«
A=l n=o0
oo 00_.. T
x(x=2)22, 1226. 1/1n 10 Z (1) xY/n, d227. Z.J
o Com—— n=1 n=0
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R =00, 1228- —— R =2oo, 1222- 2__, (-1)nx
n} n=o0

x2n+1 (=) o (2x 2n
s R = . 1230, -1 s R = .
e (2n41)3 . 1209 ; -0 %‘ﬂ -

1251, » ; (=11 i%%-r, R m4oo. -
1 1y (OG- e 1233, S ——
232, 14 ng, , R 23 0,

R=oo. 1234, ) (-1)% ——— x28* R =00, Kasutada

-, an#
valemeid (24) ja (25). "235. , , ——=—vy-; R = 00.

1ty

-] 211 [ood
1236. n&-:'éﬁﬂ’ R = oo. 1237. ; (0+1)x®, R = 1.
-

. 2 R=1.12%. 5 @N)®, R = 1.
nL:rO ? nﬁ(m‘)

xB 2, B
1240, 5 | Fom B =2, 1280, - R = 3.
=0 a=o 5>
1262, Z(ZW_ R =2, 1243, D | (ﬁ:%)zn, R = 2.

1_29__4%:|—— R =1, 1285, ) |
n=s

n
R =1, 1246, -1 X g a2, 1247. 1n 8+

i

Z (_1)n+1 R== 8, 1248 > ﬁ—— kus a_ =
n=1 ¢ * n= n ’ n -

+

= (=1 )n+1+ [M+(=1)"] (= )'2 , R = 1. Kasutada samasust

1ex4xlexO = (1+z)(1+x2). 1249, T‘ —_— 3r&n+". R =

= =1
125000. 14 nZ (12 {88, x22*2, R =1, 1251, 3 4

N O L P— R =3,
n=1 n! 3
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122 £— T2Za-T)°
—228. n:'(ﬁgq—pﬂ oo o 1255, 1+ZWM R = oo,
12568 TEFT B =oo. 1257, (G Ll . x —

3
oo

Z x *DR=1- 1252-3_‘ x R=1.
o0

e

2n+1 &2 2n
"' 12 8. Z 3810 12 . =1 n X ?
2 ; Zn+1 ! 229 ﬁ (C1D) %(5%!”—
' 12 3~ ity 2
oo

1 2
1261. ————— kus (<1)1! =1; R =1,

1ge2. ) | vﬁ:., y R=1.1263. > | (-1)° %'T"z}nx

n=o
2n+2
xE-—r, R = 1. Kuna £7(x) = areb X, siis tuleb £(x) saami-

seks kaks korda integreerida £''(t) = (14t2)"0*5 15igus

R

R

|0, < (=1,1), kasutades binoonvalenit; (26).

<= _4n+#1 _2n+2
r"r' B =1. 1263. )_ 0" rmEEETT
2n+‘|
R =1.1266, __ (-1 TE'T—— xB* R zoo,
=% (2n+1)1

<= & - 2\20

1267 =5 [

n=1 n2
i&ﬂ.ﬂ -
z =Nt f-i—.iﬂ———)- B R =oo. Kasutada

valeuit sin(a=b) = sin a cos b-cos a s8in b,

2n41 ‘
1270. i (1) L’%TL R=1,1271. 3 2: Qa- ;—l)xn.

e 2n41
11&2_.2_(—1) Wm R x 00 o

2n
e 3 L"”rzmﬁ z%r“" )

© _ (zn-Mi(nsl T

la £=8 (20+2) $1(2n43)2°"""
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2, n <

1275. g 5o - 571 oI5 R =oe. 1226. 2, (V) gyrmmeryy
, fa-vyy B
9 - -

R =oco. 1277. x-c-‘L‘,W

1278. x+ 2, (<1)2" T L W R=1.
2n+1 ”1 21!‘.‘1 1 k
—1 n X ' R = 1. 1280. = > n)
Z 1) m -0 % K=o LZE%T(R ’

R =oco . 1231._;—-2,1. (=1,1). 1282, - X =(-1,1).
=X

- —
(1=x) (14x)*<
- = (~1,1). 1284, = (=1,1).
1283 oy X =(-1,1). 1284 a3 X = (~1,1)
[=1,1].

1286, Z=2B(M*X) juny) x £ 0 ja 1 jubul x = 03 X = (~1,1].

0; X

1285, SXSLSB.X junul x £ 0 ja 1 jubul x

X
1287. x= 1n(14x), X = (=1,1], 1288, & juhul x £ O ja 1
jubul X = O. 1289. x2~x ein x. 1290, +=298 X 4uhu) x £ 0 ja O

juhul x = 0, 1291, X = (1,1, 1292, 2-+/1-x,
Visx

I = [+1,1]. 1293, x/~/14x%, X =[-1,1]. 1294, 2x~

A
- 3n(xs/1429), X = [1,1]. 1295, ——, 1296, 2-/14x2,

=
X = [-1,1]. 1292. 0. 1298. 1. 1299. =3/32, 1300. 7/128.
1301, 1/6% 1302, 8501e/101 1/51 1304, % co8 3= ——

1305. O, 1306. =oc0, 1307.1/6. Easutada seost sin x~x, kul
x-»0. 1308. 1. 1309. 1/2. 1310, =2/3. 1311, <1/3, 1312, o .
1313, 0,747. 1314, 0,24488. 1315, 2,835, 1316. 0,946,

13172. 0,3230. 1318. 0,4971. 1319, 3,518, 1320. 32,831,

1321. 0,6449, 1322, 0,511, 1323. 0,488, 1324, 0,905,
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1325, 0,072. 1326. 0,783. 1327. 0,507. 1328. 0,764.
5 7.
1329,

koondub antud funktsiooniks

£(x). Koonduvus jéreldub Dirichlet' teoreemist. 1330, 2 +

(-] o0
K. 4
+ 5 Z koondub. 1331, 1- —= me
x8in(2n+1) koondub, 1332, —_——y
oo - ns8 (2n41)
A A
+4 g (=12 koondub. 1333, 2 n;d: (=1)n* g_i_%__nnz'
o0 00

koondub . 1334, T 2 ;: ———=— koondub. 1335.
I n+1 sin nx
koondub. 1336, I - n_z__, (=)' BB BX yoondub. 1337. F- -

-= S £98\20%: yoondub absoluutselt ja ihtlaselt. Kasu-
fi=d (2n41)

tada iihtlase koonduvuse tunnust. 1338, -E

;, cos (2n+)r x

g, kOODdub absoluutselt ja iihtlaselt.
n=o (2n#1)

1339, -9— + 4 / (-1)
n=|

n
laselt. 1340. -3'—’!—'4 Z £os ox ai: X koondub.

1381, 2 : =Nt (-3 = —)sin nx, koondub. 1342, 2074

@), Z’i&cos nxé'—g-n?—-cin nx, koondub. 1343,

. Z (ccs nx _

: % cos nx-n sin nx)] koondub. 1345, sh T lT +
1+n

nny
T cos8 sn sin "'F"
n=

47

koondub absoluutselt ja iiht-

ks

koondub. 1344, —-sh7 | +

,koondub. 1346,

x

l).J'I2
n

'J!2+n2 Eld e
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1 S_?[' -1e MJ, koondub absoluutselt ja iihtla-
n= N =-n

selt, 1347, ———— (-1)% BBin X woondub.
=T 7 “-n*
1348, — g, 2 8inm (sinnacos nx+ncos osia nx},
21 r=" ¥ -n
2 2 ’ 4\n4‘|

koond. b, 1349, g - 3 co08s nx, koondub absoluut-

< v 1\n+1
selt ja iihtlaselt. 1380. 1- §cos x+2 ) -——:\——cos nx,

=£ n =

koondub absoluutselt ja ihtlaselt, 1351, £-BRI |54

+ . (=)0 298 RX | goondub absoluutselt ja iihtlaselt.
s 140~ |

1352, &.8h1n : (-1)»1 BBiD BX  yoonagy, 1353, 2 o=
- 14n

o0

-48 (=nH2
n-’ D

1354. 4 ‘g cgpg_a_x koondub piirkonnas (=20,0c)

koondub avsoluutselt ja iihtlaselt.

absoluutselt ja iihtlaselt. Arendada Fourier' reaks (36),

arvestades, et f£(x) or paarisfunktsioon perioodiga v .

2.4 . Y -

4 o e cos koondub iihtiaselt ja abso-~

1325 7 ,Z.»L,;%—;' d

luntselt. 1356. ¥ g (=1)" soglantx  voongp,
=3

1359, = S sin(2n+1)x, koondud iithtlasel:t ja abso-

H (2n#1)“

luutaelt. 1358, - M—’y—x, koordub iihtlzmelt js ab-

n=c (2n+1)
luatealt, 1359 1-- anx, | ; 3
soluuabealt. e 3 - 5 ' koondub. 1363. =1ln 2-

koondub funktsioonike f£(x) piirkornas

- 2,
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{ 3740)(0,7]] . hajub kohal x = 0. 1361. ~ln 2+
+ 2—1‘

(=31 ,7}, bajuv punktides x = ¢ x., 1362, =2 >

koondub funktsiooniks f£(x) vahemikus

zoondub funktsiooniks £(x) piirkonnas {(-2,0)(0, n )} .

Punktides x = 0, x = +77 hajub. Kasutada iilesannste 1360
oo

ja 1361 vaatuseid. 1363. 1. 1364. 372 -3 .

toondub absoluutselt ja iihtleselt. 1365, n/2 -

- -, c08(20=0X oonqub absoluutselt j& iihtlaselt.
T g (2n-1)
1366. > co8(2n=1X  \, nqub absoluutselt ja iihtlaselt.
n=1 (2n-1) .

1367. - M koondub absoluutselt ja iihtlaselt.
n=o (2n41)

1368, — ain® + D T2 sin” —'"-2———- cos nx, kooa-
dub absoluutselt ja iihtlaselt. Arvestada, et sir (mn/2+t)=

4n +1
8in€(nar /2=t), 1369, = gfzc“ o8 x~ cos 2nx
- - 7 paft (40°1) ’

2 . oo
koondub absoluutselt ja iihtlaselt. 1370. -3— - /‘159-’-2——
n«l n

koondub absoluutselt ja ithtlaselt. 1371. >=|, °°n koons

dub vahemikus (0, 7] , hajub punktis x = 0. 1372. 1n 2+

4 7/ _______00181 X koondub vahemikus (0,3] , hajub punktis x=<O.
n=1

1373. 5—1 (-1)8~" °°° €08 NX ' yoondub vahemikue |0, ), hajuv
n=

punktis x =71 . 1378, 5 S2ELUX koondub vahemikus
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(0, ), hajub punktides x = O ja x =n . Kasutada iilesannete
1371 Ja 1373 vastuseid. 1375. 2 i 8181 2%, koondub.
=0

1376, 8 /_‘f —2— sin 2nx. koondub.

1377. = 8in nx, koondub.
’ n=n

2
1378. 2 840, 20X roondub. 1379. & L‘{{(-")’m —_—
n= =

+ 31 & )‘-‘[B sin nx, Xxoondub. 1380. 8 ‘BJ'MQ
n n=o (2n+1)

. 14n
«39in nx, koomdub. 1382. ¢8in x+2 / , (=1 )n- -»2-gin nx,

koondub. 158/0 - '-Bin én+1)x
o i T *ens)

abaoluueaelt Jja uhtlaselc. 1384, -11-2 Kasutada iilesande
1339 vastust. 1385, -7 Kasueaga iilesande 1365, 1366,
1337 voi 1339 vastust. 1386, Kasutada iilesande 1380

koordub iihtlaselt ja abzoluutselt. 1381. Z_A 1=(-1) oh=
o0

] koonduab

vastust voi iilesannets 1379 ja 1336 vastuseid. 1387. ;55 .
Kasuiada iilesande 1353 vastust. 1388, 1389, g‘%c.

1339, gifge 12N = S 2 (=1)® 003 nx
3 = 2a2 Z_J (=1)"*" 5’-234.12 Z DLl = - S 's:n'q'-;-

n+1
ZBQ ( 1)n°—°-9-x——ﬂ-aiﬁl4-—:os nx, 1392, 22 4
n

n=1
2 2
8LIT =-8) N _=9N &a+38
. K(n-a), 27=3aasde’

n=1 -}
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