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Sissejuhatus

Kéesolevas magistritoos vaadeldakse teist liiki Fredholmi integraalvorrandi

b
u(t) = /0 K(t,s)u(s)ds+ f(t) (0<t<b)

ligikaudset lahendamist meetodil, mis tugineb vorrandi lahendi tiikiti konstantsel
aproksimatsioonil. Tuuma K ja vabaliikme f kohta eeldatakse, et nad on pidevad
funktsioonid vastavalt ruudul [0, b] x [0, b] ja 16igul [0, b]. Veel ecldatakse, et vastaval
homogeensel vorrandil

u(t) = /Ob K(t,s)u(s)dzs (0<t<b)

on ainult triviaalne lahend u = 0. Nendel eeldustel toestatakse vaadeldud meetodi
koonduvus ja lisaeeldustel leitakse ka ldhislahendite veahinnangud. Teoreetiliste
tulemuste illustreerimiseks on t66 lopus esitatud testiilesannete lahendamisel saa-
dud numbrilised tulemused.

Teoreetiliste tulemuste saamisel on tuginetud Gennadi Vainikko poolt sisse
toodud jadade ja operaatorite diskreetse koondumise moistetele ning selle alusel
vilja tootatud operaatorvorrandite ligikaudse lahendamise iildisele teooriale.Lisaks
on kasutatud matemaatilise analiiiisi ja funktsionaalanaliiiisi kursustest tuntuid
tulemusi.

Esimeses peatiikis esitatakse operaatorvorrandite ligikaudse lahendamisega seo-
tud tulemused.

Teises peatiikis késitletakse Fredholmi teist liiki integraalvorrandi lahendi ole-
masolu, iihesust ja siledust. Seejirel esitatakse integraalvorrandi lahendusmeetodi
kirjeldus ning uuritakse esitatud meetodi koonduvust ja koonduvuskiirust.

Viimases osas testitakse esitatud meetodi koonduvust konkreetsete niiteiiles-
annete lahendamisel.

T66 lisas on toodud autori poolt Scilabi keskkonnas kirjutatud programm
numbriliste tulemuste saamiseks.



1 Kasutatavad moisted ja tulemused

Selles peatiikis esitame moned moisted ja tulemused Gennadi Vainikko poolt vélja-
tootatud iildisest teooriast operaatorvorrandite ligikaudseks lahendamiseks. Too-
dud definitsioonid ja tulemused périnevad toodest [4] ja [5].

1.1 Elementide diskreetne koondumine

Edaspidi tdhistagu N koigi naturaalarvude hulka ja R koigi reaalarvude hulka.
Téahistagu £ (F, F') koigi lineaarsete ja pidevate operaatorite 7' : E' — F Banachi
ruumi normiga

HT”_Z(E,F): sup || T'ul|p,

l[ull p<1
kus F ja I’ on Banachi ruumid.

Definitsioon 1.1. Olgu E ja E, (n € N) reaalsed Banachi ruumid ja olgu & =
(pn)nen lineaarsete ja tokestatud operaatorite p, : E — E, (n € N) siisteem
selline, et iga u € F korral

|pnullg, — llullg, kui n — oo. (1.1)

Operaatoreid p, : E, — E, (n € N) nimetatakse siduvateks operaatoriteks ning
siisteemi & nimetatakse siduvate operaatorite siisteemiks Banachi ruumide E ja
E, (n € N) vahel.

Definitsioon 1.2. Oeldakse, et jada (u,), kus u, € E, (n € N), Z-koondub
(koondub diskreetselt) elemendiks u € E, kui n — oo korral

||, — Pnu||En — 0.

Edaspidi tdhistame jada (u,),en diskreetset koondumist elemendiks u jargmiselt:

>
Uy —> U.

Diskreetsel koondumisel on jargmised omadused:

1) piirvéértus on iihene, s.t
7 . 2 ,
Uy, = U jau, = u =u=1u;
2) piirvadrtus on lineaarne, s.t
2 2

Lf/]
Uy = U, UV, — v, a,b€R = au, + bv, = au + bv;
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3) piirvadrtuste normid on kooskélalised, s.t
tun 50 & [l — 0,

Lf/]
Un = u = Junllg, = llullg;

4) diskreetselt koonduva jada iga osajada piirvidrtus iihtib kogu jada piirviar-
tusega, s.t

up B u(neN), NCN=u, 5 u(nenN).

Kuna operaatorid p, (n € N) on lineaarsed ja tokestatud, siis iihtlase tokesta-
tuse printsiibist ja omadusest (1.1) jareldub, et

1Pl 2,5,y < const  (n €N)

ja seega kehtib jargmine omadus:

u™ ueE, ‘u(")—uHE—>O:>pnu(") 2. (1.2)

Toepoolest, kui u™, u € E (n € N) nii, et
™ =], =30,
siis
lpne™ = puu]| = [[pa(u™ = w)[,

n—oo

millest jareldub omadus (1.2).

1.2 Diskreetselt kompaktsed jadad
Olgu E, (n € N) Banachi ruumid. Olgu u,, € E,.

Definitsioon 1.3. Oeldakse, et jada (u,)nen 0n P-kompaktne (diskreetselt kom-
paktne), kui igast osajadast (u,)nen’cn saab eraldada diskreetselt koonduva osaja-
da (uy)nenrcnr. Sellisel juhul kirjutame, et (u,)nen on Z-kompaktne (diskreetselt
kompaktne).

Kehtivad jargmised omadused:

1) uy, Bou= (uy) on diskreetselt kompaktne;
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2) (uy), (v,) diskreetselt kompaktsed, a,b € R = (au, + bv,,) diskreetselt kom-
paktne;

3) (un) diskreetselt kompaktne = |[u,||; < const (n €N).
Omadusest (1.2) jareldub jargmine tulemus.

Lause 1.1. Olgu E Banachi ruum. Iga suhteliselt kompaktse jada (u("))neN CkE
korral on jada (p,u™)nen P-kompaktne.

1.3 Operaatorite diskreetne ja kompaktne koondumine

Olgu E, F, E,, F, (n € N) Banachi ruumid, & = (p,),en olgu siduvate operaa-
torite siisteem E ja E, vahel ja 2 = (¢,)nen siduvate operaatorite siisteem F' ja
F,, vahel. Skemaatiliselt voime antud situatsiooni kirjeldada jargmiselt:

EMNFR
\l/pn \I/Qn
o= 308

Definitsioon 1.4. Oeldakse, et operaatorite A, : E, — F, jada (A,) P2-
koondub (koondub diskreetselt) operaatoriks A : E — F, kui

P 2
Uy, — u = Aju, — Au.

Edaspidi kasutame sel korral tahistust A, 79 A

Lause 1.2. Kui A€ X (E,F), A, € Z(E,, F,) (n € N), siis jargmised vdited on
samavddrsed:

(a) A, 75 A (neN);

(b) 1 Anll ¢, 1y < const (n €N),  [[Appru — guAul|, =0 Vu € E;

(¢) 1Anll 2, £,y < const (n € N), ja leidub koikjal tihe hulk E' C E selline, et
[Anppt’ — @ AU ||, — 0 Vu' € E.

Definitsioon 1.5. Oeldakse, et operaatorite C, : E, — F, jada (Ch)nen koondub

kompaktselt operaatoriks C' : F — F, kui C, 72 C ja on téidetud jérgmine
kompaktsuse noue:

U € En,  ug|lg, < const  (n €N) = (Chu,) on 2 — kompaktne.
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1.4 Koonduvusteoreem

Olgu & = (pn)nen siduvate operaatorite siisteem Banachi ruumide E ja F,, vahel.
Olgu T : E - EjaT,: E, - E, (n € N) lineaarsed operaatorid. Vaatleme
vorrandeid

w="Tu+f (1.3)
ja
u, = Thu, + frn (n €N), (1.4)

kus f € E ja f, € E, on antud elemendid ning u € F ja u, € E, on otsitavad.
Tahistame

ker(I —T)={ue E: u="Tu},

kus / : E — E on iihikoperaator.
Teoreem 1.3. Kehtigu jdrgmised tingimused:

1. Te Z(EE) jaker(I —T)={0};

2. T, € Z(E,, E,) (n € N) on tiielikult pidevad;

3 S f;

PP
4. T, = T kompaktselt, s.t T,, = T ja

Up € By, upllg, < const (n€N) = (Tu,) on & — kompaktne. (1.5)

Siis vorrandil (1.8) on ihene lahend u* € E ning leidub selline ng € N, et n > ng

korral on ka vorrandil (1.4) ihene lahend v} € E,, kusjuures u, Ao hinnanguga
C17Tln, < ”u; _an*HEn < CoTln,
kus c1 ja co on mingid posititvsed konstandid, mis ei soltu suurusest n ning

T = ||Tnan* - pnTU*HEn :



2 Fredholmi integraalvorrandi tiikiti konstantne la-

hislahend

2.1 Fredholmi integraalvorrand

Edaspidi tahistagu C10, ] 16igul [0, ] pidevate funktsioonide x = z(¢) Banachi

ruumi normiga
Il g0y = max l2(0)]

Vaatleme lineaarset integraalvorrandit

/Kts s)ds+ f(t), 0<t<b b>0,

kus
K :1]0,b] x [0,b] = R
ja
f:0,0] =R
on antud funktsioonid ning
w:[0,0] > R

(2.1)

on otsitav. Vorrandit (2.1) nimetatakse Fredholmi teist liiki integraalvorrandiks,
funktsiooni K nimetatakse integraalvorrandi tuumaks ning funktsiooni f integ-

raalvorrandi vabalitkmeks. Vorrandi (2.1) voib kirjutada operaatorkujul
u="Tu+ f,
kus operaator T : [0,b] x [0,b] — R on defineeritud valemiga

/Kts 0<t<b.

Imselt T : C[0,b] — C[0,b] on lineaarne operaator.
Toepoolest, suvaliste «, 5 € R ja u,v € C|0, b] korral

(T(au + Bv))( / K(t, s)(au(s) + fu(s)) ds

— / K(t,s)(au(s))ds + /0 K(t,s)(Bu(s)) ds

—a/ K(t, s)u )ds+ﬁ/0bK(t,s)v(s)ds

(2.2)



[Imselt on operaator T': C[0,b] — C[0, b] ka pidev.
Toepoolest, iga u € C[0, b] korral

T —
1Tl Inax

/0 Kt s)u(s) ds

< (( )max | K(t, S)|) blullg -
t,s

€[0,b] x[0,b]

Seega operaatori T': ' — E on tokestatud ehk pidev.

Olgu tuum K pidev ruudul [0, ] x [0,b]. Siis valemiga (2.2) defineeritud ope-
raator on kompaktne lineaarne pidev operaator (vt [3], lk 214-215). Seega vorrandi
(2.1) lahendi olemasolu ja iihesuse niitamisel saame tugineda jargmisele teoreemile
(vt [3], Ik 223).

Teoreem 2.1. Olgu E Banachi ruum. Olgu T : E — E kompaktne lineaarne
operaator. Vorrand w = Tu + f on iga f € E korral lahenduv parajasti siis, kui
homogeensel vorrandil w = Tu on ainult triviaalne lahend. Sel juhul on vorrand
u="Tu+ f iga f € E korral iheselt lahenduv.

Integraalvorrandi (2.1) lahendi olemasolu ja iihesuse kohta kehtib jérgmine
teoreem.

Teoreem 2.2. Olgu tuum K ja vabaliige f pidevad vastavalt ruudul [0,b] x [0, b]
ja loigul [0,b]. Olgu vorrandile (2.1) vastaval homogeensel vorrandil

u(t) = /Ob K(t,s)u(s)ds, 0<t<b, (2.3)

olemas vaid triviaalne lahend uw = 0. Siis vorrand (2.1) on theselt lahenduv ja
tema lahend u on pidev loigul [0, b].

TOESTUS. Olgu E = C0, b]. Eelduse alusel vabaliige f € C[0, b]. Kuna tuum K on
pidev ruudul [0, b] x [0, ], siis valemiga (2.2) defineeritud operaator T' € Z(F, E)
on kompaktne. Seega viide jareldub teoreemist 2.1. [ |

Olgu C™[0,b] (m € N) 16igul [0, ] m-korda pidevalt diferentseeruvate funkt-
sioonide Banachi ruum. Integraalvorrandi (2.1) lahendi sileduse kohta kehtib jirg-
mine teoreem.

Teoreem 2.3. Olgu K € C™([0,b0] x [0,0]) ja f € C™[0,b], kus m € N. Olgu
vorrandi (2.1) vastaval homogeensel vorrandil (2.3) olemas vaid triviaalne lahend
u = 0. Siis vorrandi (2.1) lahend v € C™|0, b].
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TOESTUS. Teoreemi 2.2 alusel on vorrand (2.1) iiheselt lahenduv ja tema lahend

u on pidev 16igul [0, b]. Olgu m = 1. Siis funktsioon f on pidevalt diferentseeruv

16igul [0,0], s.t leidub f' € C[0,b]. Kuna K on pidevalt diferentseeruv ruudul
OK (t

[0,0] x [0, b], siis leidub pidev osatuletis # ruudul [0,0] x [0,b] ning kehtib

vordus (vt. [2], 1k 233)

b b s
% /0 K (t, s)u(s) ds = /0 %u(s) -

Seejuures integraal

A%u(s)ds (t €[0,0])

kui muutuja ¢t funktsioon on pidev 16igul [0, b]. Seega vorrandi (2.1) parem pool on
pidevalt diferentseeruv 16igul [0, b]. Jarelikult on pidevalt diferentseeruv ka vorrandi
(2.1) vasak pool, kusjuures kehtib vordus

b

OK(t

u'(t) :/ %u(s) ds+ f'(t), te]l0,b]. (2.4)
0

Jarelikult u € C*[0,b]. Kui m = 2, siis samasuse (2.4) mdlema poole diferentseeri-

misel saame analoogiliselt juhuga m = 1, et

b 52 s
u” (t) :/0 8Igig’)u(s) ds+ f"(t), telo0,b],

millest jéreldub, et u € C?[0,b]. Analoogiliselt jitkates saame teoreemi viite keh-
tivuse mistahes m € N korral. [ |

2.2 Meetodi kirjeldus

Vaatleme Fredholmi integraalvorrandit (2.1), kus K = K(t,s) ja f = f(t) on
pidevad funktsioonid vastavalt ruudul [0, 8] x [0, ] ja 16igul [0, b].

Jargnevas konstrueerime vorrandi (2.1) lahendamiseks meetodi, mis tugineb
vorrandi (2.1) lahendi tiikiti konstantsel aproksimatsioonil.

Olgu n € N. Laigu [0, b] jaotame n osaldoiguks punktidega to, t1,. .., t,:

A, ={to,...,t, €[0,0]: 0=ty <t; <---<t, 1 <t, =0}
Sellist jaotust nimetatakse 16igul [0, b] antud vorguks. Tahistagu
h.

j=1

j_tj—l (j:]_,,n)
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osaloigu [t;_1,t;] pikkust ja

suurima osaloigu pikkust. Kui vork on iihtlane, siis hy = hy = --- = h,, = h, kus
h = b/n. Sel korral h — 0, kui n — oo. Kui vork ei ole iihtlane, siis eeldame,
et suurima osaloigu pikkus ldheneb nullile, kui n — oo. Niisiis, edaspidi vaatleme
vaid selliseid vorkusid, mille korral

h=30. (2.5)

Integraalvorrandi (2.1) ldhislahendit otsime kujul

n

un(t) = chn%'n(t), 0 < t < b, (26)
j=1
kus n > 2, ¢;1,...,¢;, on otsitavad kordajad ja

1, kuit € [ty,t],
ounlt) = 1€ Lo, ]
0, kui ¢ € [to,tl]

ning

1, kuite (t1, ), 4
Yin(t) = A (tj-1, 1] ji=23,...,n.
07 kult¢<] 1, ]7

Kordajad cyy,, ..., c,, leiame tingimustest

/Ob WOom(t)dt =0, k=1,... n, (2.7)

kus
b
ra(t) = u,(t) — / K(t,s)u,(s)ds — f(t), 0<t<b.
Asetades suuruse 7, (t) vordustesse (2.7), saame

/{ /Ktsun ds—f(t)]gokn(t)dt:() (k=1,2...,n)

ehk

:/0 f e dt, k=1,...,n (2.8)



Paneme tahele, et

0, kuij#k,

7 t €10,0].
1, kuij =k,

©in(t)Prn(l) = {

Ilmselt k € {1,...,n} korral

b
/(p]n 4le dt = by — tp— 1—hk7 jzla---ana
0
b s b
/ (/ K(t,s)%n(s)ds) Orn(t (/ K(t )ds) dt, j=1,....n
0o \Jo
Seega vorrandid (2.8) votavad kuju

icjn [hk—/tk (/tj K(t,s)ds) dt] :/bf(t)@m(t)dt, k=1 . .n
st te1 \Jtj—1 0

(2.9)

.
=

Vordused (2.9) kujutavad endast lineaarset algebralist vorrandisiisteemi suu-
ruste ci,, ..., Cpy Subtes:

=Y akjcin=fo, k=1,....n, (2.10)
j=1
kus
1 tr tj
agj = / K(t,s)ds | dt (k,j7=1,...,n)
hy, tp_1 tj—1
ja

L[
sz—/ f)yde, k=1,...,n.
hk‘ te—1

2.3 Ruumide valik ja siduvad operaatorid

Olgu E,, = m,,, kus m,, on koigi n-komponendiliste vektorite Banachi ruum normi-
ga

||Z'E|| = max |,l7Z)k.| "L‘:(wla"'awn) emna wl GR’ ,1:217"'7/’7’

1<k<n
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Olgu E = C0,b] ja p, : E — E, operaator, mis igale funktsioonile f € FE seab
vastavusse vektori

T (pnf>1
pof = ((pnf>17 : --,(pnf)n> = : €E, (2.11)
(Pnf)n
nii, et
pnf = / f(t) k=1,...,n. (2.12)

[lmselt on operaator p, lineaarne, sest suvaliste o, 5 € R ja f,g € FE korral
saame iga k = 1,...,n puhul, et

(pn(af + Bg))k = hik/ttk (af (t) + Bg(t)) dt

1 b
=a— f dt+5 /
R,

ning seega
palaf + Bg) = apu(f) + Bpalg)-

Operaator p, : £ — FE, on pidev, sest iga f € E korral

hk/ f(t)de

1
< —
< <m s / dt) sz )
= max |f(t)] = || fll-

0<t<h

lpnfllg, = max

Seega p, € Z(E, E,). Lisaks saame, et

||pn||g(E,En) <1, n=12....

Tegelikult on lihtne nidha, et mistahes n € N puhul

||pn||$(E,En) = 1.
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Veel saame, et iga f € F korral

n—oo
pnfll g, — [Ifll-

Toepoolest, kui f € E = C[0,b], siis f on ka pidev igal osaldigul [tx_1, ],
k =1,...,n. Matemaatilisest analiiiisist teame (vt [1], 1k 366), et siis leidub ¢, €
[ti_1,tx] (k=1,...,n) selline, et

/ " F0) dt = hif (o).

Seega

I fll, = max

.....

. hkf Ck)
_kzl ..... n hk
n—oo
= max |f(er)] — gggwg]lf( )l
= ||fllg-

Niisiis oleme néidanud, et seostega (2.11) ja (2.12) méédratud operaatorite hulk
P = (pn)nen on siduvate operaatorite siisteem Banachi ruumide E = C[0,b] ja
FE, = m,, vahel.
2.4 Lahisoperaatorite diskreetne koondumine

Olgu FE,, = m, ja defineerime operaatori T}, : £, — FE,, mis igale vektorile

Up = (Ulna cee avnn)T S En
seab vastavusse vektori
Tnvn - ((Tnvn)la BRI (Tnvn)n)T S En7 (213)
kus
(Tovn )k ; [hk/ (/J K(t,s) ) dt] Vi, k=1,...,n.  (2.14)

Muutes integreerimise jarjekorda (mis on lubatud K(t¢,s) pidevuse tottu ruudul

[0,b] x [0,b]), saame
/ / K(t,s)dt | ds|vj,, k=1,...,n.
ti_1 hk‘

(Tovon)e =Y [
15
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[lmselt on operaator T}, : E,, — F,, lineaarne.
Niitame, et operaator T, : F, — E, on tokestatud.
Téepoolest, iga v, = (Vip, ..., Unn) ' € E, korral saame

n t; 1 te
Z / —/ K(t,s)dt | ds| vj,
j=1 ti—1 hk te—1

n t; 1 tr
< max [/ (—/ dt) ds] - max |K(t,s)|||vall g -
1<k<n 4 ‘s hi J:. (t,5)€[0,b] X [0,b] n
j=1 1 k—1

j—

n tj 1 tk
max / —/ dt | ds| =0,
1<k<n = tj—l hk th—1

|Twvnllg, = max

Kuna

siis
T, v, <b K(t, nll s s
Tl b, msc V()] ol
millest jéreldub, et operaator T,, : E,, — E, on tokestatud (ehk pidev). Viimasest

vordusest jareldub ka, et operaatorite 7,, normid on iihtlaselt tokestatud suuruse
n suhtes, s.t et leidub positiivne konstant M nii, et

\Toll 5,5, < M VneN. (2.15)

Kuna loplikumootmelistes normeeritud ruumides tegutsev lineaarne pidev ope-
raator on kompaktne (vt [3], Ik 213), siis kokkuvottes oleme ndidanud, et operaator
T, : E, — E, on lineaarne tiielikult pidev operaator.

Jargnevas niitame, et

pTu — T,p,u —0 YueFE, n— oo, 2.16
En

kus £ = C[0,b], E, = m,, T on defineeritud valemiga (2.2) ja 7T, valemitega
(2.13), (2.14).

Kuna C*[0,b] on Banachi ruumi C[0, b] kdikjal tihe alamruum ja operaatorite
T,, normid on iihtlaselt tokestatud suuruse n suhtes (vt (2.15)), siis lause 1.2 tottu
piisab niidata koonduvuse (2.16) kehtivust, kui v € E' = C[0, b].

Niisiis, olgu u € C[0, b]. Siis operaatorite p,,, T ja T, (n € N) definitsioonidest
jareldub, et iga k = 1,...,n korral

ettt [ |3 [ s

J

Sl (e )d](%/fiwﬂdf)

J

K(t,s)u(s)ds| dt
1
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ehk

(pnTu — Topnu), = hlk/ <Z/ K(t,s) [ )—hij/:jlu(T)dT] ds) dt.

j—

Kasutades osaloigu [t;_1,¢;] (j =1,...,n) keskpunkti
Lttt
jj2 — 9 )

saame viimase vorduse paremal poolel nurksulgudes oleva avaldise kirjutada kujul

u(s) _ hij /t g U(T) dr = u(s) — u( ]/2) + u( _]/2) hi/tj u(T) dr

= /t 7)dr + —/ (tj/2) —u(r)] dr
u(s)—hij/:jlu(r)dT:/J/Q dT+—/ (/ )de) dr.  (2.17)

Tahistame

K:= max |K(t,s)],
(t,5)€[0,6] % [0,5]

/._
u' = max |u'(s)]-

Siis iga k =1, ..., n korral

_/tt{i/tt K(t, s)[/t/ () dr
_/ (// )d@) dT] ds}dt
< Ku' [hlk/ (Z/ |s—tj/2|ds> dt

1 :1 {;/t’l <h_j /tjjl [/T " d@] d7> ds} dt].
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Kuna 1gaj = 1, Lo, n pllhlll ‘S—tj/2| < tj—tjfl, siis ‘S—tj/2| < hJ& |T—tj/2‘ < h,
kus

j=1,.m
Seega
|(pnTu — Typau),| < Ku/(bh 4+ bh) = ch, k=1,...,n, (2.18)
kus
c=2Ku'b

on suurusest n (suurusest h) soltumatu konstant. Kui n — oo, siis eelduse (2.5)
tottu h — 0 ja seega iga k = 1,...,n korral

|(pnTu — Toppu),| = 0, kuin — oo.
Seepérast iga u € C'[0, 1] puhul

”pnTu - TnpnuHEn = nax ‘(pnTu - Tnpnu)k‘ — 0,

1<k<n

kui n — oco. Lausest 1.2 ja vorratusest (2.15) jareldub niiiid, et iga u € E = C0, b
korral

lpnTu — Toppul|, — 0,  kuin — oo, (2.19)

s.t operaatorite T,, : E, — F, jada (T,)n,en koondub diskreetselt operaatoriks
T:E—E stT, 25T

Osutub, et T,, — T kompaktselt. Kuna 7;, g4 T, siis on vaja kontrollida vaid
tingimust (1.5).

Téepoolest, olgu vektorid v, = (vin, ..., ) € E, (n € N) sellised, et

0 <lvnlly <d VneN, (2.20)

kus d on mingi positiivne konstant. Vaatleme jada (™), ¢ E = C[0, ], mis on
defineeritud jargmiselt:

n t;
2™ () :Z/ K(t,s)ds-vj,, n=12...,tel0,b]. (2.21)
j=1“ti-1

Niiitame, et valemi (2.21) abil defineeritud jada (™) on suhteliselt kompaktne
ruumis F = C[0,b]. Selleks kasutame jargmist Arzela-Ascoli teoreemi (vt [3], 1k
45).
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Teoreem 2.4. Hulk ruumis Cla,b] on suhteliselt kompakine parajasti siis, kui ta
on tuhtlaselt tokestatud ja vordpidev.

Koigepealt niitame, et jada (™), ¢ E = C[0,b] on iihtlaseltt tokestatud,
s.t et leidub positiivne reaalarv M nii, et iga n € N korral

2™ ()| < MVt e 0,0

Toepoolest, kuna K on pidev ruudul [0, b] x [0, b], siis iga ¢ € [0, b] korral saame
vorratuse (2.20) abil, et

(n)(t | _
Z/ K(t,s)| ds - |vjy]
< = =1,2,...
(ts)er[%%)i[Ob Kt s |dZ/ ds=M, n Y
kus M =  max |K(t,s)|db.

(t,5)€[0,b] X [0,b]
Niitame niiiid, et jada (z™)
leidub ¢ > 0 nii, et

[e9)
n=1

C FE on vordpidev, s.t et iga ¢ > 0 korral
|27 (1) = 2 (ry)] < e,

kui 71,79 € [0,0], |r1 —re] < d jan €N.
Toepoolest, olgu rq, o € [0,b]. Siis

n tj n t;
|37(n)(7“1)—37(n)(7’2)\ = Z/ K(rq,s) dsmjn—Z/ K(ra,s)ds - vj,
j=17ti-1 j=17ti-1
= Z/ K(r,s) — K(r2,5)) ds - vj,

< / K(r1,s) = K(rs, )] ds - d.
0

Kuna funktsioon K(¢,s) on pidev ruudul [0, ] x [0, ], siis ta on seal ka {ihtlaselt
pidev, millest jareldub, et iga s € [0, b] korral kui 1,79 € [0, 8] ja |r; — 3| < 4, siis

€
|K(r1,s) — K(rq, s)| < v
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Seega

|37( )<T1) —z" 7“2 / |K(r1,8) — K(rg,s)| ds - d
bed
S%d " ©

kui 71,79 € [0,0], |r1 —re] < d jan €N.
Jargnevalt paneme téhele, et kehtib vordus

Tn'Un = pnx(n) >

kus v, = (Uins ..., V) € E, (n € N) on vektorid, mis rahuldavad tingimust
(2.20).

Toepoolest, iga kK = 1,...,n korral jareldub operaatorite p,, ja 7T, definitsioo-
nidest, et

k

(paz™) :hi [Z/tj K(t,s)ds-vjn] dt

n

:Z[hik (/ K(t,s)d )dt]vjnz(Tnvn)k

7=1
ehk

T,v, = pnx(”).

Kuna jada (z™),cy on suhteliselt kompaktne ruumis E = C[0,b], siis lause
1.1 pohjal on jada (p,z™),en ja jérelikult ka jada (T,v,)nen diskreetselt kom-
paktne. Seega on tiidetud kompaktsuse noue (1.5). Kokkuvottes oleme saanud,
et operaatorite T, : E, — E, jada (T},),eny koondub kompaktselt operaatoriks
T:FE—FE.

2.5 Lahislahendite koondumine

Vorrandisiisteemi (2.10) lahenduvust ja meetodi koonduvust iseloomustab jargmi-
ne teoreem.

Teoreem 2.5. Olgu K ja f pidevad funktsioonid vastavalt ruudul [0,0] x [0, b]
ja loigul [0,0]. Leidugu integraalvorrandile (2.1) vastaval homogeensel vorrandil
(2.8) vaid triviaalne lahend uw = 0. Olgu loigul [0,b] antud vork A,, mille korral
on taidetud tingimus (2.5). Siis vorrandil (2.1) on ihene lahend u € C|0,b] ning
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leidub selline ng € N, et n = ng korral on ka vorrandisisteemil (2.10) ihene lahend

Cln, - - - s Cnn, kusjuures letab aset koondumine
1 b n—oo
Mmax |Crp — — u(s)ds| — 0 (2.22)
1<k<n hi Ji,_,
hinnangutega
1 [t
¢1 max |0 < max |[cg, — — u(s) ds| < ¢y max |6/, (2.23)
1<k<n 1<k<n hi Ji, 1<k<n

kus c¢1 ja co on mingid suurusest n ja suurima osaloigu pikkusest h soltumatud
positiivsed konstandid ning

Sk =hik tk: (2 /t K(t,s) [u(s) —hij/tj:u(T) dT] ds> dt. (2.24)

TOESTUS. Integraalvorrandit (2.1) vaatleme operaatorvorrandina
u="Tu+ f, (2.25)

Banachi ruumis £ = C[0,b], kus T : E — E on defineeritud valemiga (2.2).
Olgu n > 2. Olgu A,, 16igul [0, b] antud vork, mille korral kehtib tingimus (2.5).
Vorranditesiisteemi (2.10) vaatleme operaatorvorrandina

Banachi ruumis £, = my,, kus u, = (cn1,...,Cnn) ' on otsitav, operaator T, :
E, — E, on defineeritud vordustega (2.14), (2.13) ning p,, : E — E, on siduvad
operaatorid, mis on defineeritud valemitega (2.11), (2.12).

lmselt p, f 4 f

Eeldus, et integraalvorrandi (2.2) vastaval homogeensel vorrandil (2.3) on ole-
mas vaid triviaalne lahend v = 0 on samavéirne vordusega ker(/ —7T') = {0}.

Punktides 2.1-2.4 saadud tulemuste pohjal leiame, et on tdidetud jargmised
tingimused:

1. Te Z(E,E)jaker(I = T)={0};
2. T, € Z(E,, E,) (n € N) on téielikult pidevad,;

3. puf 5 f;

4. T,, — T kompaktselt.
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Koonduvus (2.22) ja hinnang (2.23) jérelduvad niiiid teoreemist 1.3. |

Teoreem 2.6. Olgu K ja f pidevalt diferentseeruvad funktsioonid vastavalt ruudul
[0,b] x [0,b] ja loigul [0,b]. Leidugu integraalvorrandile (2.1) vastaval homogeensel
vorrandil (2.3) vaid triviaalne lahend uw = 0. Olgu loigul [0,b] antud vork A, mille
korral on tdidetud tingimus (2.5). Siis leidub selline ng € N, et n > ng korral on

ka vorrandisisteemil (2.10) ihene lahend ¢y, . . ., Cpy ning kehtib hinnang
1 [t
DAX | Cpn, — i /tk_l u(s) ds| < ch, (2.27)
kus h = max (t; —tj—1) ja c on mingi suurustest n ning h séltumatu positiivne
J=L50 n
konstant.

TOESTUS. Antud eelduste korral jareldub hinnang (2.27) teoreemidest 2.3 ja 2.5
ning vorratusest (2.18), sest 0 = (p,Tu — Tppau), k=1,...,n. [ |

Teoreem 2.7. Olgu K ja f kaks korda pidevalt diferentseeruvad funktsioonid vas-
tavalt ruudul [0, b] x [0, b] ja loigul [0,b]. Leidugu integraalvorrandile (2.1) vastaval
homogeensel vorrandil (2.3) vaid triviaalne lahend u = 0. Olgu loigul [0,b] antud
vork A, mille korral on tdidetud tingimus (2.5). Siis leidub selline ng € N, et

n = ng korral on ka vorrandisisteemil (2.10) ihene lahend cyy, . . ., Con ning kehtib
hinnang
1 [t 9
DAX | Cpr, — i /tk_l u(s) ds| < ch?, (2.28)
kus h = max (t; —tj—1) ja c on mingi suurustest n ning h séltumatu positiivne
J=L50 n
konstant.

TOESTUS. Teoreemist 2.5 tottu on vaja ndidata vaid hinnangu (2.28) kehtivust.
Teoreemist 2.3 jareldub, et vorrandi (2.1) lahend w on kaks korda pidevalt dife-
rentseeruv 16igul [0, b]: u € C?[0, b].

Teoreemist 2.5 jareldub, et hinnangu (2.28) saamiseks tuleb hinnata valemiga
(2.24) antud suurust J; suvalise k = 1,...,n korral. Niiiid samasusest

K(t,s) = K(t,s) — K(t,tj2) + K(t,t/2)
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jareldub £ =1,...,n korral, et

= / < / t"l[mt, 5) = K(t,t;)] [u<s>
- hij /t tjl u(r) dT] ds) dt

+hik tkkl <; /tjj1 K(t,t;/5) [u(s) —hij/tjlu(T) dT] ds) dt.  (2.29)

j7
Vottes igal osaloigul [t;_1,t;] (7 =1,...,n) keskpunkti

tj—l + tj

tij2 = 5

saame vordusest (2.17) ja (2.29), et
5k:Lk1+Lk2+Lk37 kzla"'an)

kus

n

Liy = hik tkljl {;/t]; [K(t, s) — K(t,tj/Q)} [/ts W' (1) dT] ds} dt,

il2

n

1 tr tj
Lkg = — E / K(t, S)
hk‘ l—1 j=1Jti—1

_ K(t,tj/Q)] [hij /t t ( / R 6) d@) dT] ds} dt,

J

1 ty n tj
Lig = - { Z/ K(t,t;2) IU(S) — u(tj2)
k Jt,_4 j=1 tj—1

_ h%/tj [u(r) — u(t;2)] dT] ds} dt.

j—

Kuna

0k| = |Li1 + L2 + Ly
< | Lga| + | Lg2| + | Lis),

siis iga k = 1,...,n korral on vaja hinnata avaldisi Ly, Lo ja Lygs.
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Olgu

K:= max |K(t,s),
(t,5)€[0,b] x[0,0]

. OK (t

K':= max OK(t,5) ,
(,8)€[0,5] x[0,b] Js

A /
u.(gﬁw@m

. "
u” srél[%?(b] |u"(s)].

Hindame kéigepealt suurust Ly (k= 1,..
mist jareldub, et iga t € [0,0] ja j = 1,...,n korral

(K (t,s) = K(t,tj0)] < K'ls —tjpl, 1,1 <s
Kuna iga j = 1,...,n puhul s € [t;_1,t,], siis
|s — L <

ja seeparast

|K(t,s) — K(t,t;)] < K'h, t€[0,0], j=1,...

Seega
[A(/ A/h2 ty n t;
Lyl < 20 /’ ./ ds Sdt, k=1,
h'k tp—1 j=1 tj—1
Kuna
1 tr n /tj
— ds p dt = b,

siis kehtib hinnang

Lo | < K'w'bh®, k=1,...,n.

.,n). Lagrange’i keskviartusteoree-

t.
(2.30)
n. (2.31)
(2.32)
(2.33)

Hindame avaldist Ly (k = 1,...,n). Arvestades hinnanguid (2.30) ja (2.31)

ning vorduseid (2.32) ja

1 /tﬂ' d
— s=1, 43=1,...,n,
hj ti_1

J
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saame hinnangu
|Lis| < K'w'bh®  (k=1,...,n). (2.35)
Hindame avaldist L3 (k =1,...,n). Me ndeme, et

|Lis| < |Mgs| + | Ngs|,

kus
1 tr n t; [
ng = —/ Z/ K(t,tj/g) U(S) — u(t]/g) ds dt,
hk lg—1 j=1 7ti-1 L
1 th n t; [ 1 tj
Nyz = h_/ Z/ K(t,t/2) h_/ [u(T) = u(t;s)] dr| ds ¢ dt.
kJtry | =1 i L% St
Kuna u = u(t) on kaks korda pidevalt diferentseeruv, siis
u" (&)
U(S) — U(tj/g) = u/<tj/2)<8 — tj/g) —+ J (S — tj/2>2,

2

kus §; on mingi punkt s ja t;/, vahel. Paneme tahele, et

2

tj —t.
/ (5_tj/2)dszw
ti—1 2

tj

2 2
(t] B tj+;j—1>2 (tj—l tj—l—tj_l)
B 2
tj ti—1 2 ti—1 tj 2
B 2 T2 2 T2
B 2
(35 (522
2 2 2 2 _0 4 .
- 2 ) ] ) 9
Seega
1 tr n t; _u//
ng = h_/ Z/ K(t,tj/g) <2]>(S—tj/2)2 ds dt,
lg—1 j=1 7ti-1 L




Kui arvestada hinnanguid (2.30) ja (2.31) ning vorduseid (2.32) ja (2.34), siis iga
k=1,...,n korral

Ku"b
2
Ku"b

|Mk3| < h27

| Nis| < h?.

Seega kehtib hinnang
|Lies| < Ku'bh? (k=1,...,n). (2.36)
Hinnangutest (2.33), (2.35) ja (2.36) jareldub, et iga k = 1,...,n korral
|6k < ch?,
kus konstant
¢ = (2K"u' + Ku")b

ei soltu suurusest n ega suurusest h. Seega hinnang (2.28) kehtib. [
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3 Numbrilised naited

Numbriliste tulemuste saamiseks ja graafikute koostamiseks on kasutatud autori
poolt kirjutatud Scilabi programmi, mis on antud lisas.

3.1 Naide 1

Vaatleme integraalvorrandit
! 1
u(t) — / t*4s*5u(s) ds = 27 — 6752'4, t € [0,1]. (3.1)
0

Antud vorrand on kujul (2.1), kus b = 1 ning
K(t,s) =t**s** te0,1]
ja
f(t) =1*° — ét“‘, t e 0,1].
Integraalvorrandi (3.1) lahendiks on
u(t) =t*°, te0,1]. (3.2)

Lahendi (3.2) ldhendi u,(t) (n € N) leidmiseks kasutame punktis 2.2 kirjelda-
tud meetodit vottes aluseks iihtlase vorgu

tl' - Zh,

kusi=0,1,...,njah=1/n.
Meetodi vea €, arvutame jargmiselt:

1[5
€n = IAX |Chn — I /tk_1 u(s)ds|, (3.3)
kus hy on 16igu [ty_1,tx] (K = 1,...,n) pikkus ja cip, ..., cp, on leitud meetodi

vorrandisiisteemist (2.10). Saadud numbrilised tulemused on esitatud tabelis 1.
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n €n €n/€2n

2 | 0.0183998 | 2.6397808
4 10.0069702 | 3.339978
8 | 0.0020869 | 3.6825481
16 | 0.0005667 | 3.8446404

32 | 0.0001474 | 3.9202128
64 | 0.0000376 | 3.9578947
128 | 0.0000095 | 3.9583333
256 | 0.0000024 | 4.0000000
512 | 0.0000006

Tabel 1: Vorrandi (3.1) ldhislahendite koondumine.

Tabelist ndeme, et numbrilised tulemused vastavad teoreemi 2.7 hinnangule
(2.28).

Joonisel 1 toodud graafikud illustreerivad lahislahendi koonduvust tdpseks la-
hendiks.

n=32 n=128

— léhend y, — léhend y,
0.9 0.9
— tépne lahend y — tépne lahend y

0.8 4 0.8

0.7 4 07

0.6 0.6

05 05

0.4 0.4 4

03 03

0.2 02 4

Joonis 1: Néite 1 graafikud 16igul [0, 1], kui n = 32, 128.

3.2 Naide 2

Vaatleme integraalvorrandit

u(t) —/0 s%4u(s) ds = % — ;, t €0,1]. (3.4)
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Antud vorrand on kujul (2.1), kus b = 1 ning

K(t,s)=s" te€l0,1]
ja
f(t) ="t - g t e [0,1].
Integraalvorrandi (3.4) lahendiks on
u(t) =u(t) =% te€l0,1]. (3.5)

Lahendi (3.5) ldhendi u,(t) (n € N) leidmiseks kasutame punktis 2.2 kirjelda-
tud meetodit vottes aluseks iihtlase vorgu

tl' - Zh,

kusi=0,1,...,njah=1/n.

Meetodi vea €, arvutame valemiga (3.3), kus hy, on 16igu [tx_1, %] (k= 1,...,n)
pikkus ja cip, . . ., Cup o0 leitud meetodi vorrandisiisteemist (2.10). Saadud arvuli-
sed tulemused on esitatud tabelis 2.

n €n Sh

2 | 0.0237526 | 2.6405274
4 |1 0.0089954 | 2.7005104
8 | 0.0033310 | 2.7406615
16 | 0.0012154 | 2.7679344
32 | 0.0004391 | 2.7861675
64 | 0.0001576 | 2.7992895
128 | 0.0000563 | 2.8009950
256 | 0.0000201 | 2.8309859
512 | 0.0000071

Tabel 2: Vorrandi (3.4) ldhislahendite koondumine.

Kuna integraalvorrandi (3.4) korral ei ole teoreemide 2.6 ja 2.7 eeldused taide-
tud, siis teoreetilised hinnangud (2.27) ja (2.28) ei pruugi kehtida. Tabelis 2 saadud
numbrilised tulemused néitavad, et hinnang (2.28) toepoolest ei kehti, kuid mee-
todi koondumine on isegi natuke kiirem kui seda niitab hinnang (2.27).

Joonisel 2 toodud graafikud illustreerivad ldhislahendi koonduvust tipseks la-
hendiks.
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n=232 n=128
1 1
0.9 4 0.9 H
0.8 4 0.8
0.7 0.7
0.6 4 0.6 -
05 - 0.5
0.4 0.4
0.3 4 03 4
0.2 0.2
— léhend y, — léhend y,
0.1+ 0.1 4
— tépne lahend y — tépne lahend y
0 T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9

Joonis 2: Néite 2 graafikud 16igul [0, 1], kui n = 32, 128.
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Lisa

Peatiikis 3 ndidete lahendamisel kasutatud Scilabi programm:

clear;
format (10);

//

//Osaloikude arv
//

n=_§;

//
//Naited

//

%////Niiide 1
/[/b=1; //16ik [0,b]
//

//function g=vabauld(t)
// g=t"2.5—(1/6)*%(t"~2.4);
//endfunction

//

//function K=tuum(t,s)
// K=(t"2.4)x(s"~2.5);
//endfunction

//
////Teoreetiline lahend

//function y=lahend(t)

[/ y=t T (2.5);

//endfunction

////Naide 2
b=1; //16ik [0,b]
function g—vabauld(t)

g=t"0.1-2/3
endfunction

function K=tuum(t ,s)

K=s~0.4
endfunction
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//Teoreetiline lahend

function y=lahend (t)
y=t 0.1

endfunction

//

//Meetod
//

//Koostan vorgu
vX=zeros (1,n+1);
r=1 //r>=1, r=1 annab ihtlase vdrgu
for i=0:n
VX (i 1)=b (i /n) 1)
end

//1dikude pikkused :
pikkused=zeros (1,n);
for i=0:1:(n—1)
pikkused (i+1)=vX(i+2)—vX(i+1);
end

//vaja kahekordse integraali arvutamiseks

function K=integrate tuum(t,a,b) //a,b on rajapuntid
K=integrate ("tuum(t,s)’,’s’ ;a,b);

endfunction

A=zeros(n,n);
B=zeros (n,1);

for k=1:n
B(k)=integrate (’vabauld(t)’, t  ,vX(k),vX(k+1));
for j—1:n
if k—j then
A(k,j)=( vX(k+1)—vX(k) )—...
integrate ...
("integrate tuum (t,vX(k),vX(k+1))’,...
"t ,vX (k) ,vX(k+1));
else

Ak, j)=(-1)...
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xintegrate ...
("integrate tuum (t,vX(j),vX(j+1))",...
"t ,vX (k) ,vX(k+1));
end
end
end

C=linsolve (A,—B);

function y=lahendyn (t)

y=0;

if ((vX(1) <= t & t <= vX(2) ) then
y=C(1);

end

if (vX(i) < t & t <= vX(i+1) ) then

’

end
//kui on vdljaspool me loiku, siis y=0
if t < vX(1) | t > vX(n+1) then
y=0;
end
endfunction

//

//Viga ja joonestamine

//

Xid=zeros (11,n);
for i=1:n
for j=0:10
Xid (j+1,1)=vX(1)+(j/10)*(vX(i+1)—vX(i));
end
end

//ilusti iihes veerus
for j=1:11
JoonistavadXid (j)=Xid(j ,1);
end
for i=2:mn
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for j—2:11
JoonistavadXid (11+(i—2)x10+(j —1))=Xid(j,1i);
end
end

for i=1:length (JoonistavadXid)
gr(i)=lahendyn( JoonistavadXid (i) );
end

clf;

plot (JoonistavadXid, gr, ’blue’);

plot (JoonistavadXid, lahend(JoonistavadXid), ’red’);
F—=4;

//legends ([ ’$\text{ldhend} \ y n$’;...

//’$\text {tdipne lahend } y$°'|,...

//12,5],0opt=2,font _size=F); // Graafiku legend
legends ([ '$\text{lahend} \ y n$’;...

'$\ text{tdapne lahend } y$'],...
[2,5],opt="1r" font size=F);

title ('n = ' + string(n),’ fontsize  ,F); //Graafiku legend

for i—1:n
uusnormiga (i)=C(1i)—
integrate (’lahend(s)’, s’ ,vX(1),vX(i+1))...
J(vX(i+1)—vX (1) );

end

uusnorm—max( abs(uusnormiga) )
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