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Eessona

Kéesoleva opiku aluseks on fiitisika eriala tliopilastele rohkem kui kiimne aasta jook-
sul juhuslike protsesside kohta peetud loengute kdigus kuju omandanud konspekt.

Opikus piiiitakse anda kompaktne teadmiste miinimum stohhastiliste protsesside
teooriast, mis peaks kuuluma fiitisika baasharidusse laiemas mottes ning millele tu-
ginedes on voimalik vastavalt vajadusele edasi liikuda konkreetsete tilesannete lahen-
damisele. Komplitseeritud siisteemide modelleerimine juhuslike protsessidena man-
gib olulist rolli erinevates fiiiisika harudes. Vastavad teoreetilised meetodid leiavad
rakendamist néiteks fluktuatsioonide ja kineetiliste nahtuste kirjeldamisel konden-
seeritud aines. Kuid rakendused ulatuvad oluliselt ka véaljapoole fiitisikat sellistesse
valdkondadesse nagu materjaliteadus, keemia, bioloogia, 6koloogia, neuroloogia, ma-
jandusteadus jm.

Autori eesmérgiks on pakkuda esmane iilevaade stohhastiliste protsesside teooria
kontseptsioonidest ja meetoditest. Keskseks lahenemisviisiks on Fokkeri-Plancki vor-
randi ja stohhastiliste diferentsiaalvorrandite kasutamine. Esitatav materjal on lii-
gendatud neljaks peatiikiks.

Kaks esimest peatiikki on moeldud eelkoige ettevalmistuseks jargnevatele. Neis
defineeritakse pohimoisted ning esitatakse pohiseosed ja kontseptsioonid, mida edas-
pidi kasutatakse. Uhtlasi formuleeritakse teises peatiikis diferentsiaalne Chapmani-
Kolmogorovi vorrand ja kineetika pohivorrand ning seotakse viimane péérdumatute
protsesside kirjeldamisega.

Kolmas peatiikk on pithendatud Fokkeri-Plancki vorrandile ja selle omadustele.
Alustatakse siin tildisemalt, tuletades Kramersi-Moyali reaksarendus ja poordreaksa-
rendus, ning joutakse siis erijuhtudena Fokkeri-Plancki vorrandini ja poérdvorrandi-
ni. Fokkeri-Plancki vorrandi alusel analiitisitakse Wieneri protsessi ja Ornstein-Uhlen-
becki protsessi. Lahendatakse ka piirkonnast esmakordse véljumise ja dare esma-
kordselt labimise iilesanded.

Neljandas peatiikis uuritakse Browni liikumise erinevaid aspekte, kasutades Lan-
gevini vorrandit ja Fokkeri-Plancki vorrandit.

Tartu, 2022
Autor
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1. Juhuslike suuruste kirjeldamine

1.1 Toenaosustihedus ja keskmistamine iile an-
sambli

Olgu ¢ mingi suurus. Me nimetame suurust juhuslikuks, kui tema mootmisel saa-
davad véartused ei ole iiheselt ennustatavad. Téhistame juhusliku suuruse £ tihesu-
gustel tingimustel tehtud mootmiste tulemusi &, &,. .., En. Need vaartused voivad
olla nii pidevad kui ka diskreetsed. Toome sisse N identsest siisteemist koosneva
statistilise ansambli, kus iga siisteemiga viiakse labi iiks mootmine, vt joonis 1.1.

\

&1

N eksperimenti:

£1,8, -, 8N

—> | & | p N siisteemi

En

J

Joonis 1.1. Statistilise ansambli sissetoomine.

Juhusliku suuruse € statistilised omadused on taielikult maédratud toendosustihe-
dusega We(x). Viimane on defineeritud nagu tuletis
_ dP(x)

We(z) = — =, (1.1.1)

kus P¢(z) on toendosus selleks, et juhusliku suuruse vaartus £ < x. Eeldame praegu,
et z on pidev muutuja, st £ on pidevalt muutuv juhuslik suurus. Toenédosus Pg(z)
avaldub

Py(x) = lim_ ”ﬁj(vx) , (1.1.2)
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kus vg(z) on selliste siisteemide arv ansamblis, kus ¢ < x. Diferentsiaal

dP(x) = Pe(x + da) = Pe(x) = lim_ ve(r + dj:\? — v ()

(1.1.3)

annab tdendosuse selleks, et © < ¢ < x + dz. Kasutades Heaviside’i funktsiooni

1, kuiz >0
@@W‘{kax<o, (1.14)
voime kirjutada
N
I K -1 _ .
Pe(x) = lim N ]2@(9@ &). (1.1.5)

Olgu f(§) mingi juhusliku suuruse ¢ funktsioon. Defineerime funktsiooni f(§)
keskvddrtuse:

N
(F(©) = lm NS F(E), (1.16)
j=1
st me keskmistame iile ansambli. Valemitest (1.1.5) ja (1.1.6) jareldub, et
Pi(x) = (O — ©)). (1.1.7)
Avaldistest (1.1.1) ja (1.1.7) saame toendosustiheduse jaoks
We(e) = (-0~ )
ST\ d
Kuna
do(z)
dl‘ - 5('1;)7
kus §(z) on Diraci d-funktsioon, siis
Welz) = (3(z — ). (118)

Nagu juba 6eldud, on juhusliku suuruse £ statistilised omadused téielikult maa-
ratud toenédosustihedusega. Pidades silmas, et

1©) = [ f@)é(z - &) ax, (1.1.9)

kus integreeritakse iile juhusliku suuruse muutumispiirkonna, saame keskvaartuse
jaoks

(F€) = [ F@)oe - ) da.
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Seega

(©) = [ J@)Welw) da. (1.1.10)

Toenéosustihedus rahuldab ilmselt normeerimistingimust
/Wg(;c) dz = 1. (1.1.11)

Margime veel, et kuigi me toime toendosustiheduse sisse pidevalt muutuva ju-
husliku suuruse jaoks, voib valemit (1.1.10) ning toendosustiheduse moistet tildse
rakendada ka diskreetselt muutuva juhusliku suuruse korral, st kui

fle, l=1,27
Sellisel juhul

We(z) = ;ps(xz) o(z — ), (1.1.12)

kus pe(x;) on toendosus selleks, et & = x;. Asendades toendosustiheduse valemist
(1.1.12) avaldisse (1.1.10), saame

(F€) = X pelar) [ f(a) 8w —w)da.

Seega on diskreetselt muutuva juhusliku suuruse funktsiooni keskvaiartus méaaratud
avaldisega

(F() =D pe(m) f(an). (1.1.13)

Ulesanded

Ulesanne 1.1.1. Niidake, et valemist (1.1.8) jireldub tdendosustiheduse nor-
meerimistingimus (1.1.11).

Ulesanne 1.1.2. Niidake, et valemist (1.1.8) jireldub tdeniosustiheduse aval-
dis (1.1.12).

1.2 Juhusliku suuruse momendid ja karakteristlik
funktsioon

Juhusliku suuruse & n-jarku momendiks M, nimetatakse " keskvaartust

M, = {"). (1.2.1)
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Juhusliku suuruse & karakteristlikuks funktsiooniks nimetatakse keskvadrtust
Ce(u) = (). (1.2.2)

Juhusliku suuruse momendid saame me iiles kirjutada karakteristliku funktsiooni
abil selliselt:
d"Ce(u)
M, = ————=| . 1.2.3
d(iu)" ( )

u=0

Seega voib esitada karakteristliku funktsiooni momentide kaudu Taylori reana

Ce(u) = i(iu)” ]\f'n (1.2.4)

Jarelikult, kui on teada juhusliku suuruse koik momendid, siis on teada ka tema
karakteristlik funktsioon.

Kui juhusliku suuruse muutumispiirkonnaks on —oco < 2 < ool siis definitsiooni
(1.2.2) kohaselt

Ce(u) = / e We(z) da. (1.2.5)

—00

Valem (1.2.5) kujutab endast toendosustiheduse Fourier’ teisendust ning karakterist-
lik funktsioon on seega toenaosustiheduse Fourier’ teisend. Fourier’ poordteisendus
annab meile toendosustiheduse avaldise

We(z) = 217r / e C¢(u) du. (1.2.6)

1.3 Kumulandid

Juhusliku suuruse n-jarku kumulant K, defineeritakse seosega

Ce(u) = exp (i(m)” K") | (1.3.1)

|
n—0 n.

Ehk teisiti,

In Ce(u) = i(iu)” };7 (1.3.2)

L Olukorras, kus juhusliku suuruse muutumispiirkond on kitsam, voib ikkagi valida integreeri-
misrajad nagu valemis (1.2.5), kuna véljaspool juhusliku suuruse muutumispiirkonda on téenéo-
sustihedus vordne nulliga.



11 1.3 Kumulandid

Valemist (1.3.2) voime avaldada

~ d"InCe(u)

K, .
d(iu)"

(1.3.3)

u=0

Seega on karakteristliku funktsiooni logaritmi Taylori rida maaratud kumulantidega.
Valemist (1.3.3) koos avaldisega (1.2.4) jarelduvad seosed kumulantide ja mo-
mentide vahel.? Viie esimese kumulandi jaoks on need sellised:

Ky=0, (1.3.4)
Kl - Mh

Ky = My — M?,

Kg = M3 — 3M1M2 —|— 2M13,

Ky = My — 3My? — 4M; M5 + 12M,> M, — 6 M.

1.3.5
1.3.6
1.3.7

(
(
(
(1.3.8

)
)
)
)

Poordseosed on jargmised:

My =1, (1.3.9)
M, = K, (1.3.10)
My = Ky + K2, (1.3.11)
Ms = K3 + 3K, Ky + K, (1.3.12)
My = K4+ 3K5* + 4K, K3 + 6K, 2Ky + K. (1.3.13)

Uldkujul on kumulantide ja momentide vahelised seosed esitatavad teatava determi-
nandina.

Valemitest (1.3.5) ja (1.3.6) on niha, et esimest jarku kumulant vordub juhusliku
suuruse keskviartusega ja teist jarku kumulant — juhusliku suuruse ruutdispersioo-
niga? :

Ky =(§), (1.3.15)

Ky = o3 (1.3.16)

2Vt [1] 1k 17-18.
3 Juhusliku suuruse ruutdispersiooniks (edaspidi ka lihtsalt dispersioon) nimetatakse karakte-
ristikut

0f = (€= ()% = () — (&) (1.3.14)
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Ulesanded

Ulesanne 1.3.1. Niidake, et kumulantide jaoks kehtivad valemid (1.3.4)—(1.3.6).
Ulesanne 1.3.2. Olgu ¢ determineeritud suurus. Leidke kumulandid.

1.4 Mitu juhuslikku suurust

Laheme iildisema juhu juurde, kui meil on tegemist mitme juhusliku suurusega
&1y ...,&. Mootes neid suurusi N identsest stisteemist koosnevas ansamblis, saa-
dakse vadrtused

fj,la--ng,Na j:172a"'7r

Olgu &, ..., &, pidevalt muutuvad juhuslikud suurused. Keskmistades iile ansambli,
tuuakse sarnaselt valemiga (1.1.8) sisse r-jdrku tihistoendosustihedus®

We, e (@, x) =Wy, .. 2,) = <H §(z; — é“j)> : (1.4.1)

j=1
Siin W,.(z1,...,x,)dx; ...dz, on toendosus selleks, et juhuslike suuruste véértused
&1, ..., & oleksid vahemikes zp < & < zy+dxy, ..., 2, <& < x,.+dx,.. Keskvadrtus

(f(&,...,&)) saab toendosustiheduse (1.4.1) abil kuju

(f(&,... & / /f 1y, ) Wy, .o ) day . da,. (1.4.2)

Kasutades o-funktsiooni tuntud omadust, jéreldub valemist (1.4.1), et iihistoe-
ndosustiheduse jarku saab alandada integreerimise teel iile vastavate muutujate.
Naiteks toendosustihedus We, ¢ . on leitav toendosustihedusest We, . ¢, selliselt:

We, e (X1, ., T0—5)
—/ /W (1o Ty T 1y e e vy Tp) ATy gy - dye (1.4.3)

Analoogselt ithe juhusliku suurusega defineeritakse mitme juhusliku suuruse ka-
rakteristlik funktsioon keskvaartusena

Cepponr (U, -y tr) = Cr(un, o ur) = <exp (Z iuj§j> > . (1.4.4)
j=1

4 Kui r = 1, siis nimetame seda tdendosustihedust ka tksiktéendosustiheduseks, mis oli toodud
sisse juba punktis 1.1.
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Kui juhuslike suuruste maaramispiirkondadeks on —oco < z; < o0, 7 =1,2,...,71,
siis

Cr(uq, ..., u,)

[e.e] o

= / . / exp (Z iujmj> Wiz, ..., z,)dzy ... da,. (1.4.5)
—00  —00 J=1

Valem (1.4.5) kujutab endast toendosustiheduse Fourier’ teisendust. P6ordteisendus
annab

Wiz, ..., z,)

= (2m)~" / _ / exp (— Ziuja:j) Cr(uy, ... u,) duy ... du,. (1.4.6)
—00  —00 J=1

Mitme juhusliku suuruse segamomendiks nimetatakse keskvaartust

My, ..n, = <H 5}”>. (1.4.7)
j=1

Valemist (1.4.4) jéreldub, et

om o
M, = - - . 1.4.
. ML T ERCACLRER) (1.4.8)

up=...=u,r=0
Seega on karakteristlik funktsioon esitatav momentide kaudu Taylori reana

0 s (tuq)™ (1)

Crlug, ... u,) = ZZ My, ..., (1.4.9)

n1! nr!

Mitme juhusliku suuruse kumulant K,, . ,, defineeritakse seosega

77777

Cr(ug, ..., u) = exp (i : i Kn,...on, (ml)'m (mr)nr) : (1.4.10)

|
ni=0 n,—0 ni. Ty

Viimasest saab avaldada

(1.4.11)

Koy,...0, = 0, (1.4.12)

.....
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Kol,...,Ojfl,lj,0j+1,...,0,« = Klj = Mlj = <£]>7 (1413)
Koly-nyojflz1j>0j+17~~~:0k71’1k,0k+17~~~70r = Klj,lk
= Mlj,lk - Mlelk = <€]§k> - <€]><€k>7 (1'4'14)
K017---70j—171j,0j+17---,0k—171k,0k+17---,01—1,11,01+1,---70r
= Klj,limll
= Mlj,lk;,ll — Mlj,lk;Mll — Mlk,llMlj — Mlj,l[Mlk + 2M1jM1kM1l

= (&€& — (§i€r) (&) — (Er€) (§5) — (€5€0) (k) + 2(&5) (€k) (1) - (1.4.15)

Siin voib indeksite j, k, [ osas olla ka kokkulangevusi. Naiteks, kui j = k, siis valemi
(1.4.15) alusel

Kij 1,0, = Koy

J

= M2-,1l - MQlel - Ml',lelj - M1]-,1lM1j + 2M121M11

= (§3&) — (€)(&) — (&€ (&) — (€& (&) + 2(6)% (&)
Korgemat jarku (n; + ...+ n, > 4) kumulantide jaoks on tildised avaldised juba

tipris komplitseeritud.’
Kui juhuslike suuruste vaartused on diskreetsed,

fj:xj,lja lj:1,2,..., j:1,2,...,7‘,

siis toendosustiheduse (1.1.12) tldistusena

Wr(xb cee 7377‘)
T
=> . pr(@i, e mey) [[0(z; — 250), (1.4.16)
Iy Iy j=1
kus pe,. e (@105 @rt,) = (@105 - - Xpy,) o0 rojdrku dhistoendosus®. See on
toenaosus selleks, et & = x14,, ... , & = z,,,. Kooskolas tihistoendosustiheduse
omadusega (1.4.3) kehtib eeskiri iithistoendosuse jargu alandamiseks. Naiteks
Pey,érs (‘rl,lw S 7Ir—s,lr,s)
= Z - Zpr(xl,lp vy Tpes gy Tp—sh 1, g1y v - - 7x7“,lT)' (1417)
l7'75+1 Iy

Valemitest (1.4.2) ja (1.4.16) saame keskvéértuse jaoks
(f(&,...,&)) = Z ) 'ZpT(ILlu o Tr) F(T10yy - Tty (1.4.18)
A

5 Vt [2] Ik 35, kui ny + ... +n, = 4.
6 Kui r = 1, siis nimetame seda tdendosust ka tiksiktéendosuseks, mis oli toodud sisse juba
punktis 1.1.
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Ulesanded

Ulesanne 1.4.1. Niidake, et valemist (1.4.1) jareldub reegel (1.4.3).
Ulesanne 1.4.2. Niidake, et valemitest (1.4.3) ja (1.4.16) jireldub reegel (1.4.17).
Ulesanne 1.4.3. Tuletage avaldised (1.4.12)—(1.4.14).

1.5 Tinglik toendosustihedus

Olgu meil vaatluse all kaks juhuslikku suurust & ja &. Wa(zq,x2) dzidzy on toe-
néaosus selleks, et

1 <& <z +Hdry, @ <& < @+ das.
We, (z2) dzy on toendosus selleks, et
Ty < & < o + du.

Olgu W (x1|xs) dzq toendosus selleks, et x1 < & < x1+day, kui & = x9. Karakteristi-
kut W (z|zs) nimetatakse tinglikuks toendosustiheduseks.
Toodud toendosuste vahel kehtib seos

Wg(l’l, IL‘Q) dl’l dJ]Q == W(l’1|l’2> d$1W§2 (1'2) dl’g. (151)

Seega

Wowy,m2)  Wa(z, 22)

Wiale:) = We(22) [ Wz, 22) day

(1.5.2)

Tinglik toendosustihedus W (xy|xo, ..., x,) selleks, et 1 < & < xy + dzy, kui

& =19, ..., & = x,., on maaratud valemiga
Wi(xy, ..., ) Wiz, ..., )
Wi(xy|xe, ..., xp) = = : 1.5.3
( 1’ ? ) ng ,,,,, §T<x27"'7'r7’> fWr<I17---7mr)dI1 ( )

Kui juhuslikud suurused omandavad diskreetseid véartuseid, siis defineeritakse
tinglik toendosus

(1,072,055 - T 1,)
pr<$17117---axr,h) _ p’r’(xl,llv"'7$7",lr)

- | (1.5.4)
pfg ..... {r(xQ,b)"'amr,ly-) le pT‘(l‘l,lla"'?x'l‘,lr)

See on toenaosus selleks, et & = x4y, kui & =294, ..., & = Ty,
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1.6 Juhuslike suuruste korrelatsioonid

Alustame juhust, kui meil on tegemist kahe juhusliku suurusega. Valemi (1.5.2)
kohaselt

Wg(l’l, 33’2) = W(l‘lyxg) W& (SBQ) (161)

Eristame kahte ekstremaalset juhtu.
i) See, millise vddartuse omandab suurus &, ei soltu suurusest &. Siis ilmselt
W (x1|z2) = We, (21) ja tihistoendosustihedus faktoriseerub

Wo(z1, 22) = We, (21) W, (22). (1.6.2)

Sel juhul 6eldakse, et suurused &; ja & on statistiliselt soltumatud.

it) Juhuslik suurus & on taielikult mddratud juhusliku suuruse & poolt, st nende
suuruste vahel on tihene funktsionaalne seos & = f(&). Tinglik toendosustihedus
on niiiid J-funktsioon,

Uhistdendosus avaldub vastavalt nagu
WQ(Il, (L’g) = W& (l’g) 5(1’1 — f(l’g)) (164)

Toodud juhtude vahele jaavad olukorrad, kui kaks juhuslikku suurust on omava-
hel osaliselt korreleeritud. Seda korreleeritust voib iseloomustada korrelatsioonfunkt-
stooniga

Keg, = (61 — (§1)) (&2 — (€2))) = (&1&2) — (&1)(&2)- (1.6.5)

Kui suurused & ja & on statistiliselt soltumatud, siis rg, ¢, = 0.7 Valemist (1.4.14)
jareldub, et korrelatsioonfunktsioon (1.6.5) langeb kokku kumulandiga, kus n; =
ny =1 jang=...=n, =0. Ehk tldiselt

'Lifjgk = Klj7lk7 j 7£ k. (166)

Seoses suurema arvu juhuslike suurustega defineeritakse korgemat jarku korre-
latsioonifunktsioonid analoogselt vastavate kumulantide abil,

Ke¢ieng... = Klj,lk,ll,...7 JEEFLFE ... (1.6.7)
Kui juhuslikud suurused §;, &, &, ... on statistiliselt soltumatud, siis

W£j7§ky§la-~-(xj7 Ly Ll - - ) = W&j (l‘j) Wﬁk ($k) W&l ($l) s (1'6'8)
ja korrelatsioonifunktsioon k¢ ¢.¢,... = 0.

7 Samas, K¢ ¢ = 0 el tdhenda alati seda, et §; ja & on statistiliselt soltumatud.
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Ulesanded

Ulesanne 1.6.1. Niidake, et kui kaks juhuslikku suurust on statistiliselt séltu-
matud, st kehtib (1.6.2), siis toepoolest k¢ ¢, = 0.

Ulesanne 1.6.2. Niidake, et kui kolm juhuslikku suurust, &, & ja &, on sta-
tistiliselt soltumatud, st We, ¢, e,(21, T2, x3) = We (21) W, (22) We, (23), siis korre-
latsioonifunktsioon k¢, g,e, = 0.

1.7 Gaussi jaotus

Hésti on teada, et viga paljude juhuslike suuruste kirjeldamiseks (vihemalt ligikau-
du) sobib Gaussi jaotus. Pohjenduse sellele annab tsentraalne piirteoreem?®,; mille
kohaselt suurest arvust (lopmata suurest arvust) liitkmetest koosnev juhuslike suu-
ruste summa kujutab endast teatud tingimustel juhuslikku suurust, mis allub Gaussi
jaotusele.

Jargnevalt toome sisse teatud piirangud juhuslike suuruste kumulantide jaoks,
mille korral nende suuruste tihistéendosustihedus osutub Gaussi jaotuseks. Lahtume
karakteristliku funktsiooni avaldisest (1.4.10)

Cr(uq, ..., u,) = exp (i : i Ky, o, (fur)™ (WT)HT) . (1.7.1)

| |
ni=0 n,=0 ny: Ty

Nouame niitid, et valemis (1.7.1) oleksid nullist erinevad ainult need kumulandid,

kus
ny+ns+...+n, <2. (1.7.2)

Seega, pidades silmas kumulantide ja korrelatsioonifunktsioonide vahelist seost, on
tegemist olukorraga, kus muuhulgas ainult teist jarku korrelatsioonifunktsioonid voi-
vad olla nullist erinevad, korgemat jarku korrelatsioonid aga puuduvad. Kui kehtib
tingimus (1.7.2), siis peab karakteristliku funktsiooni (1.7.1) struktuur olema jarg-
mine:

Jj=1 k=1

s 1 s
Cy(up, ..., u,) = exp (Z ajiu; + 5 > ajkz'ujz’uk) : (1.7.3)

8 Vt niiteks [2] 1k 37-38, [3] T osa Ik 11-12, [7] Ik 25-27 ja [8] 1k 56-57.
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kus

a; = Klj, (174)
055 = ng, (175)
o =K1, op=o0r, JFKk, (1.7.6)

ning on arvestatud, et Ky o = 0. Valemitest (1.7.4)—(1.7.6) ja (1.4.13), (1.4.14)
jareldub, et koefitsient a; vordub juhusliku suuruse §; keskvaértusega,

a; = (&), (1.7.7)

koefitsient o;; — suuruse ¢; dispersiooniga,

045 = O'gj, (178)

ja koefitsient oji, kui j # k, — suuruste §; ja &, korrelatsioonifunktsiooniga,
Ojk = /igjgk. (179)

Toendosustihedus on karakteristliku funktsiooni kaudu méaaratud valemiga (1.4.6).
Funktsiooni (1.7.3) korral saame

Wr(xl, c. ,.’ﬂr)
o0 oo r 1 r
= (2m)~" / . / exp [Z(aj — xj)iu; — B > ojpujug| dug ... du,. (1.7.10)
—00 —00 J=1 Jik=1

Eeldatakse, et maatriks elementidega oj, = o, on positiivselt maaratud. Sel-
lisel juhul eksisteerib selle maatriksi positiivselt méaaratud ruutjuur elementidega
(01/2) 1. = (01/?)}; ning samuti eksisteerivad vastavad pdérdmaatriksid elementide-
ga (07 = (07 iy Ja (0712)ju = (07/2);.°

Laheme valemis (1.7.10) iile uutele integreerimismuutujatele

T

aj = z_: {(01/2)%1% +i(o ™) (e — ax) (1.7.11)

9 Vi [1] Ik 23.
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ja leiame summa
1 ”
—52 %% = ZZZ{ irur +i(0 ) — ar)
j=1 i kK
. {(Ul/Q)jkz’Uk’ +i(o™ ) i (wwr — ak/)}

:—ZZ{Z V2 ik g + 4> (02) (072 s (z — ag)
' r

i K
+ ZZ 1/2 )Jk’ (z) — ap)up

- Z T2 ik(0 ) (ke — ax) (i — ak')}

= —ZZZ{akk/ukuk/ + iékk/uk(a:k/ - ak/) + iékk/ (.Clﬁk - ak)uk/
k Kk

— (07w (g — @) (zp — ak')}

1 L s 1 _
T2 > orwwun iy ug(ar — x) + B Y (0w (wn — a)(zw — aw).
k=1 k=1 fk' =1

Seega saab eksponent valemis (1.7.10) kuju

j=1 ]k 1

exp [zr:(aj —xj)iu; — Z Ujku]uk]
= exp [ Zaj ~ 3 %r: (o ez — a;)(zy — ak)] : (1.7.12)

Samuti arvestame, et valemis (1.7.10)

D da; 1\ 7
duq . ..du, = det doj...do, = | det | =— dog ... da,
Ouk

604]
~1/2
- (det[(al/z)jk]) day ... da, = <det[ajk]) day ... day. (1.7.13)

Edasi teeme vastavad asendused avaldisse (1.7.10). See annab

r

—1/2
Wy (z1,...,z,) = (2m)~" (det[ajk]> exp [—; > (07wl — aj)(ve — ax)

Jik=1
o 1 r
X / / exp (—2204]2) dag ... da,.
j=1
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Leiame veel integraali

00 00 1. 00 .2 r
/ / exp (—2204]-2> dag ...da, = (/ e_2da) = (2n)"/2.
—00 —0o0 J=1 00

Tulemuseks saame toendosustiheduse avaldise

Wi(xy, ..., 2z,)
-1/2 r
= (2m)™"/? (det[ajk]> exp —; ; (o Nz — a;)(zy — ak)] . (1.7.14)

Valemit (1.7.14) tuntakse kui iildist Gaussi jaotust.
Joonistel 1.2 ja 1.3 on toodud Gaussi jaotused vastavalt iihe ja kahe juhusliku
suuruse jaoks.

04
03
W(X) g,

0.1

X

Joonis 1.2. Gaussi jaotus iithe juhusliku suuruse korral, Wi (z;) = W (x). Parameet-
rid: a; =1, o117 = 1.

Ulesanded

Ulesanne 1.7.1. Kirjutage iiles Gaussi jaotus iihe juhusliku suuruse jaoks. Ka-
sutades vahetut integreerimist,

i) kontrollige, et see toendosustihedus on normeeritud 1-le;

ii) leidke juhusliku suuruse keskvéartus;

iii) leidke juhusliku suuruse ruutdispersioon.
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0.16

Joonis 1.3. Gaussi jaotus kahe juhusliku suuruse korral, Wy(z1, z2) = W(z,y). Pa-
rameetrid: a; = ]., A9 = 2, 011 = 029 = 1, 012 = 091 = 0.3.

Ulesanne 1.7.2. Tuletage valem (1.7.3) valemist (1.7.1). Voib piirduda juhuga,
kui r = 2.

Ulesanne 1.7.3. Olgu suurused &, ..., &, determineeritud.

i) Pitidke ,dra arvata®“, milline on sellisel juhul toendosustihedus.

ii) Tuletage see toendosustihedus, kasutades karakteristlikku funktsiooni.






2. Juhuslike protsesside kirjeldami-
ne

2.1 Ajast soltuv juhuslik suurus

Vaatleme ntitid suurust, mis muutub ajas,

£ =£(t). (2.1.1)

Oeldakse, et soltuvus (2.1.1) kirjeldab teatavat protsessi. Selle konkreetset kuju
nimetatakse protsessi realisatsiooniks.

Kui ¢ on juhuslik suurus, siis kirjeldab soltuvus (2.1.1) juhuslikku protsessi.
Juhusliku protsessi realisatsioon ei ole ithene. Mootes juhuslikku protsessi kordu-
valt, saame me iildiselt radkides tulemuseks erinevad realisatsioonid. Me kirjeldame
olukorda selliselt, et on olemas identsete siisteemide ansambel, kus igas siisteemis
moodetakse protsessi tliks kord.

Mingitel valitud ajahetkedel t; < t5 < ... < t,, iseloomustab juhuslikku protsessi
thistoendosus We(xp, ty; . . .5 21, t1) day ... day, (joonis 2.1). See on toendosus selleks,
et x; < &(t;) < x5 +dxj, j = 1,...,n. Vastav toendosustihedus on méératud
analoogselt valemiga (1.4.1),

We(n, tn;. .. 21,t) = <ﬁ15(:cj - f(tj))> : (2.1.2)

Keskmistatakse iile ansambli.

Uhistoendosustiheduse jargu alandamine (mingi ajahetke viljaliilitamine) toi-
mub analoogselt valemiga (1.4.3).

Tinglik toendosustihedus selleks, et x,, < &(t,) < x, + dx,, kui {(t,—1) =
Tp_1,-...,&(t1) = z1, on defineeritud avaldisega

W(zn, tn|ltn_1,tn_1;...;21,11)
_ Wf(xn7tna7x17tl) _ Wf(xn7tn;"';x17t1)
We(@p_1,tn-1;...521,t1) [ We(mp, tn; ... 521, t)de,

(2.1.3)

23
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(v

t t t3 ta t

Joonis 2.1. Juhusliku protsessi iiks realisatsioon. Igale realisatsioonile seatakse vas-
tavusse tondosustihedus We(zy,t,;...;21,¢1), mis on méadratud juhusliku suuruse
vaartustega 1, ..., x, vaadeldavatel ajahetkedel ¢1,...,t, antud realisatsioonis.

Toenédosustihedust (2.1.3) nimetatakse ka tileminekutoendosustiheduseks.

Kui ajast soltuv juhuslik suurus omandab diskreetseid vaartusi, siis tuuakse sisse
tihistoendosus ja tinglik toendosus (dleminekutoendosus) nii nagu punktides 1.4 ja
1.5 seoses mitme juhusliku suurusega. Vastavalt sellele

We(@n, tn; ... 521, 11)

=S Y Pt s 1) TL (s — ), (2.1.4)
I ln j=1

kus pe(zy,,,tn; ... 21, t1) on thistdendosus, ning
p('rlna tn|xln_17tn—1; LI ;x117t1)
pe(r, tns - o, t)  pe(@,,te; s h)

— = 2.1.5
P,y tn1;. .50, 1) ;pg(ﬂfzn,fn;---;fﬂll,h) ( )

on tleminekutoendosus.

Ulesanded

Ulesanne 2.1.1. Niidake, et iileminekutoenéosustiheduse jaoks kehtib vordus

/W(xn,tn|xn_1,tn_1; .oy, ty)dx, = 1.
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Ulesanne 2.1.2. Niidake, et tdendosustiheduste vahel kehtib seos
Wg(l‘n, tn)
= / ) ./W(xn,tn|xn_1,tn_1; co 2, t)We(Tp1, ta1s -y 2, tr)dey o da, .

2.2 Statsionaarne juhuslik protsess

Juhuslikku protsessi nimetatakse statsionaarseks, kui koik iihistoenaosustihedused
rahuldavad tingimust

We(xn, tn;. . x1,t1) = We(ap, bt + 75 21,00+ 7), (2.2.1)

kus 7 on suwvaline aja nihe.
Omadusest (2.2.1) jareldub, et

Wg(l‘l,tl) == Wg(xl) (222)
ja
Wg(l’gﬂfg;l'l,tl) = Wg(.’EQ,l’l;tQ —tl) (223)

Seega statsionaarse protsessi korral tiksiktoendosustihedus ajast ei soltu ja teist jarku
tihistoendosustihedus soltub ainult ajahetkede vahest.

Diskreetselt muutuva juhusliku suuruse korral tuleb valemites (2.2.1)—(2.2.3) toe-
néosustihedused asendada vastavate toendosustega.

Ulesanded

Ulesanne 2.2.1. Pohjendage valemi (2.2.2) kehtivust.

Ulesanne 2.2.2. Péhjendage valemi (2.2.3) kehtivust.

Ulesanne 2.2.3. Pohjendage, et statsionaarse protsessi korral iileminekutde-
néosustihedus W (za, ta]z1, t1) soltub ainult ajahetkede t; ja to vahest.

2.3 Juhuslike protsesside klassifikatsioon

Toodud klassifikatsiooni! lahtekohaks on iileminekutdeniosustihedus.

i) Tdielikult juhuslik protsess.
See on protsess, kus £(¢,,) on iga n > 2 korral téiesti soltumatu védrtusest £(t;) = x;,
kui ¢ < n. Sellisel juhul

W@, tn|Tp1, tno1; .. .21, t1) = We(zn, tn)- (2.3.1)

L' M. C. Wang, L. S. Uhlenbeck, Rev. Mod. Phys. 17, 323 (1945). Vt ka [1] 1k 26-28.
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Valemitest (2.1.3) ja (2.3.1) leiame
We(@n, tn; .. x1,t1) = We(@n, t)We(Tp1, tho1; .. -5 21, 11).
Jétkates seda protseduuri saame, et iihistoendosustihedus faktoriseerub
We(n, tn; .21, t1) = We(@n, t)We(Tp1, tno1) ... We(z1,81). (2.3.2)

Seega sisaldub kogu informatsioon taielikult juhusliku protsessi kohta toendosustihedu-
stes We(z,t).

i) Markovi protsess.
See on protsess, kus £(t,) on iga n > 2 korral korrelatsioonis ainult vaartusega

E(tp_1) = xp_1. Siis
Wz, t|Tn_1,tn_1;...;21,t1) = W(xp, tn|Tpn_1,tn_1). (2.3.3)
Valemitest (2.1.3) ja (2.3.3) jéreldub, et
We(zp, tn; .. 21, t1) = W(n, tul|Tn_1, tno1)We(@p_1, tn1: .. .5 21, t1).
Protseduuri jatkamine annab

Wg(l’n, tn, AT tl) = W($n, tn’.%n,l, tn,1>
X W(ZL‘n_l, tn—1|xn—27 tn_g) Ce W({EQ, t2|l‘1, tl)WS(ZL‘l, tl) (234)

Jarelikult sisaldub kogu informatsioon Markovi protsessi kohta toendosustihedustes
We(z, t;2,t).

iii) Uldisemad juhuslikud protsessid.
Toodud klassifikatsiooni voib jatkata, eraldades vélja protsessi, mille korral

W<J;n7 tn|$n—17 tn—l; e X, tl) - W(ZEn, tn|xn—17 tn—l; Tn—2, tn—2)7

nii et kogu informatsioon vaadeldava protsessi kohta sisaldub téendosustihedustes
We(z, t; 2, t'; 2" ") jne. Kuid selline lihenemisviis ei pruugi olla otstarbekas. Mar-
kovi protsessist enamkorreleeritud protsessi juhul voib osutuda kasulikuks mitme
ajast soltuva juhusliku suuruse arvessevotmine. Selliste suuruste sobiva valiku korral
voib olla tulemuseks Markovi protsess mitme juhusliku suuruse jaoks, kuigi need
ajast soltuvad suurused eraldi ei pruugi kujutada endast Markovi protsesse (vt ka
punkt 2.4).

Ulesanded

Ulesanne 2.3.1. Olgu ajahetkedega t; <ty < ... < t, antud Markovi protsess,
st tihistoendosustiheduse jaoks kehtib (2.3.4).
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i) Naidake, et kui lilitada vaadeldavate hetkede hulgast vélja viimane hetk ¢,,
siis allesjaanud hetkedega on antud endiselt Markovi protsess.
ii) Néidake, et kui lilitada vaadeldavate hetkede hulgast véilja esimene hetk ¢,
siis allesjadnud hetkedega on antud endiselt Markovi protsess.
iii) Naidake, et kui lilitada vaadeldavate hetkede hulgast vélja mingi vahepealne
hetk ty, tr <tj <ty siis allesjaénud hetkedega on antud endiselt Markovi protsess.
Ulesanne 2.3.2. Olgu Markovi protsessi jaoks teada, et iiksiktoendosustihe-
dused ajast ei soltu, We(z,t) = We(x), ning teist jarku ihistoendosustihedused
soltuvad ainult ajahetkede vahest, We(x,t;2',t') = We(z,2';t — t'). Pohjendage, et
selle alusel voib viita, et tegemist on statsionaarse protsessiga, st on taidetud tldine
protsessi statsionaarsuse tingimus (2.2.1).

2.4 Mitu ajast soltuvat juhuslikku suurust

Olgu meil r ajast soltuvat juhuslikku suurust & (¢), ..., & (¢). Kui neid suurusi vaa-
deldakse ajahetkedel 4, ...,1t,, siis vastav toendosustihedus on antud avaldisega

Weyeo (@™, 2, W2, W)
=W, (xl(”) oo™ b @ M 1)

- (I 1T ot - g0 ). 241

j=1k=1

Valemi (2.1.3) iildistusena voib niilid defineerida iileminekutoenéosustiheduse

W(:L’l("), ce ,l’r(n), tn|x1(”_l), Ce ,.’ﬂr(n_l), tn—l; Ce ;.’L‘l(l), ce ,."L’r(l), tl)
B W™, 2,0 sy, M )
S Wz D, D s D 2, (D)
B W™, 2,0t D, M) (2.4.2)
o W™, D 2, W ) dey ™ d, () o
Juhul, kui on tegemist Markovi protsessiga, siis

g g
W(xl(”), R Ol |x1 S (B TS L N ,xT(l),tl)
= W(.Tl go ooy 7.( ,tn\xl("fl), .. ,xr(nfl), tnfl). (243)

Seega sisaldub kogu informatsioon r juhuslz'ku suurusega Markovi protsessi kohta toe-
naosustihedustes W.(xy, ...,z t; 2}, ... /. t'). Viimastes voib vihendada juhuslike

suuruste arvu, integreerides iile vastavate vaartuste. Néiteks voime me tile minna
toendosustihedustele

L / /
Wii(z1, .. xeg, oy, .oy )

://Wr(ml,...,xr,t;x'l,..., z., t") dx, dz..
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Seejuures voib aga juhtuda, et allesjadnud ajast soltuvatele juhuslikele suurustele ei
vasta enam Markovi protsess.
Statsionaarse protsessi korral on taidetud tingimus

Wr(xl(n)v s 7xr(n)7tn; s ;ml(l)a s 7xr(1)7t1)
= Wr(xl(”), o™t WM+ T), (2.4.4)

kus 7 on suvaline aja nihe.

2.5 Juhuslike suuruste ajaline korrelatsioon

Olgu meil vaatluse all kaks ajast soltuvat juhuslikku suurust & (¢), £&2(t). Defineerime
nende jaoks valemi (1.6.5) tldistusena ajalise korrelatsioonifunktsiooni

Reer (1) = (61(8) (1) — (EONEW)). (2:5.1)
Siin

(@ (0) = [ o1 We,(@11) da,

((t)) = [ ohWe(ah, ¥) da,

(@) &) = [[ o2y Weg (01,80, t) day da,

Funktsioon (2.5.1) iseloomustab suuruste & ja & vahelist korrelatsiooni erinevatel
ajahetkedel. Kui selline korrelatsioon puudub, siis

K¢ & (t’ t/> =0.

Juhul, kui protsess on statsionaarne, siis
W£1 (xht) = W§1 (xl)v W§2(£C/2,t/) = Wﬁz(x/Z)v
W51§2 (Ilﬁ l; IlQ? t/) = W&Ez (xb IIQ; l— t/)'

Jarelikult statsionaarse protsessi korral soltub korrelatsioonifunktsioon (2.5.1) ainult
ajahetkede vahest,

Keig, (t, t/> = K¢ & (t - t/>‘ (2.5.2)
Uhe juhusliku suuruse véartuste vahelist ajalist korrelatsiooni v&ib iseloomustada
autokorrelatsioonifunktsiooniga

ree(t, 1) = (§(1) §(1) — (€ONEE)). (2.5.3)

Korgemat jarku autokorrelatsioonifunktsioonid defineeritakse analoogselt punktiga
1.6 vastavate kumulantide abil. Néiteks valemi (1.4.15) alusel

Reee(£,1,17) = (€(OSEERE")) — (€EE))NEE"))
— (€N (E®)) — (CDEE)ER)) +2(E0)(EE))(EE"))- (2.5.4)
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2.6 Fluktuatsioonide Fourier’ esitus

Téhistame juhusliku suuruse fluktuatsiooni

Ag(t) = &(t) — (€(2)). (2.6.1)

Paneme fluktuatsiooni jaoks kirja Fourier’ poérdteisenduse
1 [ az —iwt
AL(t) = 5 / A&(w) e du, (2.6.2)
T
kus Aé(w) on fluktuatsiooni Fourier’ teisend,
Aé(w) = / AE(t) et dt. (2.6.3)

Defineerime autokorrelatsioonifunktsiooni

ree-(1,8) = (AL AC (). (2.6.4)

Definitsioon (2.6.4) on valemist (2.5.2) tildisem selle poolest, et & voib siin olla ka
kompleksne suurus. Kui £ on reaalne, st £* = &, siis valemi (2.6.3) alusel

Al (w) = Aé(—w). (2.6.5)
Jargnevalt eeldame, et meil on tegemist statsionaarse protsessiga. Sellisel juhul
Rggx (t, t,) = Reggx (t — t,). (266)

Toome ka sisse autokorrelatsioonifunktsiooni Fourier’ teisendi

o0

Ree (w) = / kee- (1) €7 dr. (2.6.7)

—0o0

Tuletame niiiid seose keskvidrtuse (A&(w) A&*(w')) ja Fourier’ teisendi Fee- (w)
vahel. Selleks leiame

(Adw) AE W) = [ [ e ag(n) ag () dear

—00—00

- / / Y e (t — t') dt . (2.6.8)

—o0—00
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Laheme iile uutele integreerimismuutujatele
/ / 1 /
T=t—t, 7T :§(t+t).
Siis
T T
t=7"+-, t'=7——.
T + 5’ T 5
Diferentsiaalide korrutise jaoks saame
ot i -1
dt dt’ = det () drdr’ =2 2ldrdr’ =drdr.
a(r, ') 1 1
Valem (2.6.8) omandab niitid kuju
(AE(w) AE* (W) = / (= ! / T2 () dr (2.6.9)
Votame veel arvesse, et
S(w) ! 70 wh dt (2.6.10)
w)=— [ e : .6.
2m .
Seega
(AE(w) AE* (W) = 27 6(w — w') / T/ e (7). (2.6.11)

Pidades silmas d-funktsiooni, voime me integraali all votta w’ = w. Siis aga annab
see integraal valemi (2.6.7) kohaselt autokorrelatsioonifunktsiooni Fourier’ teisendi

ning me oleme joudnud otsitava seoseni

(A&(w) AZ (W) = 2m 8w — ) Fge: ().

Ulesanded

(2.6.12)

Ulesanne 2.6.1. Kontrollige, et kui juhuslik suurus ¢ on reaalne, siis kehtib

vordus (2.6.5).
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2.7 Wieneri-Khinchini teoreem

Niitame niitiid, et keskviartus (|A&(t)|?) on statsionaarse protsessi korral téielikult
médratud autokorrelatsioonifunktsiooni Fourier’ teisendiga.? Selleks avaldame

(JAS(1)] A€(w) A& (W) dw duw'.

Arvestades seosega (2.6.12), saame

(A2 = ;ﬁ [ [ et 5 — o) R () do s

—O0C—00

Integreerimine iile w’-i annab
(|AL() 5o / Feer ( (2.7.1)

Valemist (2.7.1) on nédha, et statsionaarse protsessi korral taidab autokorrelatsiooni-
funktsiooni Fourier’ teisend fluktuatsioonide spektraalse tiheduse o¢(w) rolli,

0¢(w) = Fee- (w). (2.7.2)

Seda tulemust tuntakse Wieneri-Khinchini teoreemina.
Seega, mootes fluktuatsioonide spektraalset tihedust, saab mddrata autokorrelat-
stoonifunktsiooni.

2.8 Valge ja varviline miira

Vaatame néitena autokorrelatsioonifunktsiooni (vt joonis 2.2)

1 t— |
- 2.8.1
o oo (1), 2581)

kus C' = const ja 7. on korrelatsiooniaeg. Fluktuatsioonide spektraalne tihedus on
sellisel juhul

KJ&* (t — t/) = C

1

o (2.8.2)

0c(w) =

2 Keskviirtus (JA(t)|?) kujutab endast juhusliku suuruse ruutdispersiooni iildistust kompleks-
se & jaoks.
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Sageduste piirkonnas |w7.| < 1 spektraalne tihedus sagedusest praktiliselt ei soltu.
Siis radgitakse valgest miirast selles sageduste piirkonnas. Suvalise sageduse w # 400
jaoks saame me valge miira, kui ldheme piirile

7. =0, (2.8.3)

mis annab autokorrelatsioonifunktsioon (2.8.1) jaoks®

kees(t— 1) =Co(t —t). (2.8.4)
Uldjuhul kirjeldab (2.8.1) wvdrvilist miira.*

|
l

\
Kl

||

/)

\
l

——7 | N\
-3 -2 1 0 lt_t'z 3

Joonis 2.2. Autokorrelatsioonifunktsiooni (2.8.1) muutumine ajas, kui 7. = 1 (pidev
joon) ja 7. = 0.25 (katkendlik joon).

Ulesanded

Ulesanne 2.8.1. Kontrollige, et autokorrelatsioonifunktsiooni (2.8.1) korral on
fluktuatsioonide spektraalne tihedus antud avaldisega (2.8.2).

3 Lihtne on veenduda, et valemiga (2.8.1) miiratud autokorrelatsioonifunktsiooni korral
[Z5 Keer(0)d0 = C ning lim,, o keex(t — t') = 0, kui t # ¢/, ja lim, . keex (t — t') = oo, kui
t =1t'. Vt ka joonis 2.2.

4 Tipsemalt, vérviliseks miiraks nimetatakse sellist juhuslikku protsessi, mille autokorrelatsioo-
ni soltuvus ajast erineb §-funktsioonist.
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Ulesanne 2.8.2. Niidake valemi (2.8.4) alusel, et valge miira spektraalne tihe-
dus ei soltu sagedusest.

2.9 Gaussi protsess

Toome sisse Gaussi protsessi moiste. Juhuslik protsess £(¢) on Gaussi protsess, kui
koik sellega seotud tihistoendosustihedused on Gaussi jaotused:

~1/2
We(tm b 371, 10) = (2m) "2 (det[a(tj, tk)])

l\')\}—t

X exp {— %n_: oty t) [x — a(ty)] [zx — a(tk)]} , (2.9.1)

1

kus

a(t;) = (£(t))), (2.9.2)
oltj te) = (€t)E()) — (EENEER)) = ree(ty, th). (2.9.3)

Suurused o (t;, tx) on n X n maatriksi ja o~ (¢;, tx) — vastava poordmaatriksi elemen-
did.

Gaussi jaotus (2.9.1) on tiheselt maaratud momendiga (£(¢)) ning autokorrelat-
sioonifunktsiooniga ree(t,t') (kui t = t/, siis voib viimast nimetada ka ruutdisper-
siooniks). Korgemat jarku autokorrelatsioonifunktsioonid, kege(t,t',t”) jne, nii nagu
ka muud korgemat jarku kumulandid (vt ka punkt 1.7) on siin vordsed nulliga.

Seoses Gaussi protsessiga (ja analoogselt Gaussi jaotuse korral tldse) kehtivad
juhusliku suuruse fluktuatsioonide jaoks vordused (Isserlisi teoreem?®)

(AL(t)AE(t2) ... Al(tay)) =D H (AE(ty, Ag(tk Y, n=1,2,..., (2.9.5)
ki<k;
kus valemis (2.9.5) summeeritakse iile koikvoimalike korrutiste.

2.10 Chapmani-Kolmogorovi vorrand

Valime tihe juhuslikult muutuva suurusega Markovi protsessis kolm suvalist ajahetke
t1 < ta < t3 (vt ka iilesanne 2.3.1). Kirjutame seose (2.3.4) alusel iiles tihistoendo-
sustiheduse®

W (xs, ts; xo, ta; x1,t1) = Wixs, ts|xe, to) Wine, ta|z1, 1) Wz, t1).

® Vt niiteks [8] 1k 13.

6 Kui puudub otsene vajadus, siis on siin ja edaspidi tdendosustiheduste tihistustes jietud éra
juhuslikule suurusele osutav indeks. Samuti v&ib olla edaspidi (eriti peatiikis 4) juhusliku suuruse
ja tema vaartuse tahistamiseks kasutatud iihte ja sama siimbolit.
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Integreerime seda vordust iille muutuja o,
/W($3,t3;x2,t2;$1,t1) dzy = W(ws,t3;21,11)
- /W(my,,tg\:cg,tg)W(xg,t2|x1,t1)W(ml,tl)dxg. (2.10.1)
Vorduse (2.10.1) vasakul poolel kasutame uuesti seost (2.3.4),
Wz, ts; x1,t1) = W(xs, tslzy, t1) Wz, ty).
Siis saame

W(l’g,t3|l'1,t1) = /W(l’g,t3|$2,t2) W(Ig,t2|$1,t1) dIQ. (2102)

Valemit (2.10.2) nimetatakse Chapmani-Kolmogorovi vorrandiks (vahel ka Smo-
luchowski vorrandiks). See vorrand annab seosed kdikvoimalike iileminekutoendosus-
te Wz, t|z',t'), t > t' vahel Markovi protsessis.

Markovi protsess on taielikult maaratud, kui on teada koik toendosustihedused
We(z,t; 2", ") voi We(z, t|a',t') ja We(x,t), kusjuures iileminekutoendosustihedused
peavad rahuldama Chapmani-Kolmogorovi vorrandit. Kehtib ka véide, et kui on tea-
da koik toendosustihedused We(x, t|2’,t') ja We(x, t) ning iileminekutoenéosustihedu-
sed rahuldavad Chapmani-Kolmogorovi vorrandit, siis on tegemist Markovi protses-
siga.

Diskreetselt muutuva juhusliku suuruse korral on Chapmani-Kolmogorovi vor-
rand jargmine:

Py, ts|zy, 1) = Y pla,, tsly,, ta) p(xiy, ta] iy, , th). (2.10.3)

l2

Seda valemit visualiseerib joonis 2.3.

Ulesanded

Ulesanne 2.10.1. Tuletage Chapmani-Kolmogorovi vorrand diskreetselt muu-
tuva juhusliku suuruse jaoks.

2.11 Kineetika pohivorrand (master equation)

Kui me Chapmani-Kolmogorovi vorrandis (2.10.2) votame t3 = to, siis on tulemuseks
samasus

W<x37 t2|fL‘1, tl) - W(‘/L‘37 t2|x17 tl);
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—

1 t2 3

o

Joonis 2.3. Chapmani-Kolmogorovi vorrandit (2.10.3) illustreeriv skeem.

kuna
W(l’g,t2|$2,t2) = 5(.772 — $3).

Laheme niitid vorrandis (2.10.2) piirile t3 — t5. Sellisel juhul joutakse diferentsiaalse
Chapman-Kolmogorovi vorrandini. Tuletame selle vorrandi.
Leiame vorrandist (2.10.2) tuletise 0/0t3¢,—t,. Saame

OW (z3,t3]x1, 1)
Ot

_ / OW (23, t3]xa, t2)

W(Z‘Q, t2’$1, tl) dﬂfg. (2111)
Ots

tz=ta

t3=t2

Defineerime

OW (x5, t3]xa, t2)
Ots

U)(CCQ — .773,t2) = (2112)

tz=t2

Suurust w(z — 2’,t) nimetatakse tdleminekusageduseks ning interpreteeritakse jarg-
miselt:

i) w(x — 2/,t), * # 2’ on toendosustiheduse muutumise kiirus selleks, et aja-
hetkel ¢ juhusliku suuruse vaartus £ = z asenduks vadrtusega vahemikus 2/ < ¢ <
'+ da;

ii) w(z — z,t) on tdendosustiheduse muutumise kiirus selleks, et ajahetkel ¢
juhusliku suuruse vaiartus & = x jadks vahemikku x < & < x + dz.
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Vorrandi (2.11.1) jaoks saame niitid

8W($3, tg‘l'l, tl
Oty

) = /W(IQ — l’g,tg) W($2,t2|1‘1,t1)d1‘2. (2113)

Viime selle vorrandi siimmeetrilisemale kujule. Analoogselt valemiga (2.11.2) voime
me defineerida

ow t t
(s > o 1) = DV (F2: Lo, 12) (2.11.4)
Ot
t3=to
Votame arvesse, et
T W (s, t3; 23, t2) das
W t ty) day = = 1.
/ ($2, 3|953, 2) T2 W(.T?,,tg)
Jarelikult
/'U}(xg — I27t2> dl’z =0. (2115)

Arvestades sellega, lisame vorduse (2.11.3) paremale poolele nulliga vorduva litkme:

0W($5, tg‘.’ll'l, tl)
Oty

= / |:’w<33’2 — .Tg,tg) W($27t2|l’1,t1) — U)(LCg — %2,152) W(I37t2|$1,t1) d.%g.

Téhistame veel x3 = x, 19 = 2/, ty = t. Tulemuseks on diferentsiaalne Chapmani-
Kolmogorovi vorrand
OW (x, t|xy,t1)

ot

— / {w(m' — x, t) W(x', t|xy, t1)
—w(x — ', t) W(x, t|xy, tq)| da’, (2.11.6)
kus

oW (', t'|x,t)

5 (2.11.7)

w(x — 2 t) =

t'=t

Korrutame vorrandit (2.11.6) toendosustihedusega W (xy,t1) ja integreerime iile
muutuja x1. See annab
OW (z,t)

ot / [w(x/ =z, )W (' t) —w(x — 2/, t) W(x,t)| dz'. (2.11.8)
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Valemit (2.11.8) nimetatakse kineetika pohivorrandiks.

Kineetika pohivorrand kujutab endast téendosustiheduse W (x,t) bilansi vorran-
dit. Saab niidata, et w(z; — xg,t) > 0, kui x; # xo. Kui # = 2/, siis vastavad
liikmed kompenseeruvad vorrandi (2.11.8) paremal poolel. Seega kirjeldab esimene
liige kineetika pohivorrandi paremal poolel téendosustiheduse W(x,t) kasvu ajas
seoses sellega, et on voimalikud tileminekud 2’ — z. Teine liige kirjeldab toenéo-
sustiheduse W (z,t) kahanemist ajas seoses sellega, et on voimalikud iileminekud
x— .

Kui juhuslike suurus omandab diskreetseid vaartusi,

621'1, l:1,2,...,

on kineetika pohivorrand jargmine:

al?(gtz,t) = Z w(xy — x,t) play, t) —w(x, — xp,t) pla,t)], (2.11.9)
v
kus
wlw = 2v,1) = W (2.11.10)
t'=t
Ulesanded

Ulesanne 2.11.1. Niidake diskreetselt muutuva juhusliku suuruse jaoks, et iile-
minekusagedused rahuldavad tingimust >, w(x; — xy,t) = 0.

Ulesanne 2.11.2. Niidake diskreetselt muutuva juhusliku suuruse jaoks, et iile-
minekusagedused rahuldavad vorratusi

a) w(x; — xp,t) >0, kui [ #1;

b) w(z; — x,t) < 0.

2.12 Detailne tasakaal

Kineetika pohivorrandil (2.11.8) on olemas statsionaarne lahend, mis ei soltu ajast
ning vastab statsionaarsele protsessile,

W(z,t) = W*().

See lahend peab valemi (2.11.8) kohaselt rahuldama tingimust

/w(m’ — ) W (2')da' = /w(a: — 2" ) W*(z) da’. (2.12.1)
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Uleminekusagedused ei sbltu siin ajast protsessi statsionaarsuse tottu.
Vordus (2.12.1) on téidetud, kui

w(z' — ) W (') = w(x — ") W(z), (2.12.2)

st iileminekud 2’ — x ja * — 2’ on tasakaalus. Tingimus (2.12.2) on rangem tingi-
musest (2.12.1). Seost (2.12.2) nimetatakse detailse tasakaalu printsiibiks.

Detailse tasakaalu printsiip realiseerub kindlasti siis, kui isoleeritud stisteem on
termodiinaamilises tasakaalus. Samas on see printsiip otseses seoses mikroskoopiliste
protsesside podratavusega ajas. Saab niidata’, arvestades klassikaliste voi kvantme-
haaniliste liikumisvorrandite invariantsusega aja inversiooni suhtes, et termodiinaa-
milises tasakaalus olevas stisteemis kehtib detailse tasakaalu printsiip.

Diskreetsete vaartustega juhusliku suuruse korral véljendab detailse tasakaalu
printsiipi vordus

w(a:p — .Tl)ps(l‘l/) = w(:cl — $l/)ps($l), (2123)

kus p®(x;) on kineetika pohivorrandi (2.11.9) statsionaarne lahend.

Ulesanded

Ulesanne 2.12.1. Pohjendage, et statsionaarse protsessi korral iileminekusage-
dused ajast ei soltu.

2.13 Ajas homogeenne Markovi protsess

Markovi protsessi nimetatakse ajas homogeenseks, kui iilleminekutoenaosustihedused
(iileminekutdendosused) soltuvad ainult ajahetkede vahest,

W' t' |z, t) = W(z!|x; 1 —t). (2.13.1)

Valemist (2.11.7) jareldub, et ajas homogeense protsessi korral tileminekusagedused
ajast ei soltu,

w(zx — 2’ t) = w(z — a'). (2.13.2)

Ajas homogeense protsessiga on tegemist isoleeritud ststeemi korral, aga ka
situatsioonis, kui siisteemile mojub statsionaarne vdli. Siis on siisteemile rakendatav
aja tildine homogeensuse omadus.

T Vt [3] T osa lk 164-168.



39 2.14 Kineetika pohivorrand ja poordumatu protsess

Statsionaarne protsess on ajas homogeense protsessi erijuhuks, mille saame, kui
lisaks tingimusele (2.13.1) tksiktoendosustihedused (iksiktoendosused) ajasat ei sol-
tu. Voib ka nédidata (vt punkt 2.14), et kui isoleeritud siisteemis kulgeb ajas ho-
mogeenne Markovi protsess, siis kineetika pohivorrandi lahend laheneb aja jooksul
monotoonselt statsionaarsele lahendile, st homogeenne protsess ldheb iile statsio-
naarseks protsessiks, mis vastab siisteemi tasakaaluolekule (termodiinaamilisele ta-
sakaalule).

Ulesanded

Ulesanne 2.13.1. Péhjendage, et ajas homogeense Markovi protsessi korral iile-
minekusagedused ajast ei soltu.

Ulesanne 2.13.2. Péhjendage, et protsessi statsionaarsusest jireldub protsessi
homogeensus ajas.®

2.14 Kineetika pohivorrand ja poordumatu prot-
sess

Néaitame niiiid, et ajas homogeenne Markovi protsess, mis kulgeb isoleeritud stistee-
mis?, kujutab endast pédrdumatut protsessi, mille kiigus siisteem relakseerub tasa-
kaaluolekusse, millele vastab kineetika pohivorrandi statsionaarne lahend. Kirjeldab
sellist siisteemi poordumatut evolutsiooni kineetika pohivorrand.

Olgu meil diskreetse muutujaga ajas homogeenne Markovi protsess. Defineerime
funktsiooni

H(t) =S plart)In (2.14.1)

! pe(z1)

kus p(x;,t) rahuldab kineetika pohivorrandit (2.11.9) ja p°(x;) selle vorrandi stat-
sionaarne lahend. Leiame tuletise aja jargi

dH op(zy, xy, op(zy,
dt(t) -5 p(at O Z(S(xlt)) +zl:p(att), (2.14.2)

Seoses normeerimistingimusega

Y plw,t) =1 (2.14.3)
l

8 Vastupidine viide iildjuhul loomulikult ei kehti.
9 Isoleeritud siisteemi korral eksisteerib termodiinaamilise tasakaalu seisund, kus kehtib detailse
tasakaalu printsiip.
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on teine liige avaldise (2.14.2) paremal poolel vordne nulliga. Kasutame kineetika
pohivorrandit (2.11.9), mis annab

dz[t(t) B ; {w(xl, = @) plar,t) — wlz = 2v) p(z,t) | In Z;(sx(;zt)).

Kuna eeldatakse, et protsess on ajas homogeenne, siis tileminekusagedused siin ajast
ei soltu. Esitame nurksulgudes oleva avaldise kujul

w(xy — x) play,t) —w(x, — xp) p, t)
plav,t) p(zi, t)
p*(ar) p(x)

ning rakendame seejérel detailse tasakaalu printsiipi (2.12.3). Tulemuseks on

— w(xl — :z:p)ps(xl)

= w(xlr — $l)ps($ll)

w(xy — x) plap,t) —w(x, — xp) pa, t)

=w(xy — ) p°(ap p(xl/’t>_p<xl7t)
= w(xy — 1) p°(wr) lps(gjl,) ps(l"l)]'

Seega

TN w( T T (o p(wl',t) _ p(:cl,t) np(xl’t)
_%; (zr — m1) p*(ar) lpsm) pS(:vz)]l () (2.14.4)

Vahetades vorduse paremal poolel summeerimisindeksid ja pidades silmas detailse
tasakaalu printsiipi (2.12.3), voime esitada viimase valemi ka kujul

i__ o s e i () | P&t plan ) plagt)
- ; v — ) (l>lp8(xy) ps(xl)]l () (2.14.5)

Liidame vordused (2.14.4) ja (2.14.5) ning avaldame siit uuesti tuletise

dt B 12,: v ) (l)[ps(xl') Ps(xl)l

It t

x llnp(xl’,) g P )]. (2.14.6)
p*(x1) p*(a1)

Votame arvesse, et kuna logaritm on monotoonselt kasvav funktsioon, siis kehtib

vorratus (x — y)(lnx — Iny) > 0 . Jarelikult

dH(t)
dt

Anname niiiid valemiga (2.14.1) defineeritud funktsioonile kuju

< 0. (2.14.7)

o (o p(l‘l,t) np(l‘l,t)
H(t) - zl:p ( l) p5<xl) 1 ps(xl) :
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Siit on néha, et kuna funktsioon x In x on altpoolt tokestatud, siis on ka funktsioon
H(t) altpoolt tokestatud. Seejuures H(¢) minimaalsele vaartusele H(t) = 0 vastab
kineetika pohivorrandi statsionaarne lahend p(x;,t) = p*(z;).1°

Seega jareldub valemist (2.14.7), et meil on protsess, mille kdigus (¢) kahaneb
monotoonselt, kuni jouab oma minimaalse vaartuseni termodiinaamilises tasakaalus.
Tegemist on poordumatu protsessiga.

Ulesanded

Ulesanne 2.14.1. Niidake, et valemiga (2.14.1) defineeritud funktsioon H(t)
on minimaalne, kui p(x;,t) = p*(x;).

10 Selles véib veenduda, leides H kui muutujate p(xy,t), p(z2,t),... funktsiooni ekstreemumi
Lagrange’i meetodi abil, kui on tdidetud tingimus (2.14.3).






3. Fokkeri-Plancki vorrand

3.1 Kramersi-Moyali reaksarendus

Diferentsiaalne Chapmani-Kolmogorovi vorrand ja kineetika pohivorrand on vor-
randid, mida peavad rahuldama vastavalt tinglik toendosustihedus Wz, t|2’,t') ja
tiksiktoendosustihedus W (x,t) Markovi protsessi korral. Meie eesmérgiks on ntiid
tuletadal osatuletistega diferentsiaalvorrandid nimetatud toendosustiheduste jaoks.
Kogu informatsioon Markovi protsessi kohta sisaldub iihistoendosustihedustes

Wz, t+ 72" t) = W(x, t + 7|2, )W (2 t). (3.1.1)
Integreerides siin tle /-1, saame
W(z,t+7) = /W(x,t+7'|:v’,t) W (', 1) dz’. (3.1.2)

Defineerime jargmised momendid:

M, (2! t,7) = <{§<t+7> —ﬁ(t)]n>

:/(:c—x’)”W(x,t+T]x’,t)da:. (3.1.3)
§(t)=a'

Momendid (3.1.3) on ajahetkel t+7 méaaratud tingimusel, et ajahetkel ¢ on juhusliku
suuruse vaartus fikseeritud, () = 2.
Kui 7 = 0, siis saame valemist (3.1.3) algtingimuse momentide jaoks (n # 0)

M, (z',¢,0) =0 (3.1.4)
ning sellega kooskolaliselt algtingimuse iileminekutdenaosustiheduse jaoks
Wz, tla' t) = 6(x — ). (3.1.5)
Kirjutame iiles identsuse

Wiz, t+ 7]’ t) = /(5(y —x)W(y,t+ 7]’ t) dy. (3.1.6)

1 Lisaks allpool esitatavale Kramersi-Moyali reaksarenduse tuletuskiigule on raamatus [1] 1k
63-66 toodud veel kaks detailides alternatiivset tuletuskaiku.

43
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Esitame d-funktsiooni
dy—x)=0(z"—xz+y—2a)

Taylori reana y — 2’ astmete jargi,
00 _ W \n o n
Sy—x) =3 =" <&B> 5(z' — ). (3.1.7)

|
n=0 n.

Asendame siit 6-funktsiooni avaldisse (3.1.6).

< 1
Wz, t+ 7|2’ t) = Z o /(y — 2 )"W(y,t+ 7|2’ t) dy
n=0 """

X <£3/>n5(x' — )= [1 S ;,Mn(x’,m) (ai)n] oz’ — ). (3.1.8)

n=1"""
Edasi asendame iileminekutoendosustiheduse valemist (3.1.8) avaldisse (3.1.2). See
annab

W(z,t+7) = /5(3;/ — )W t)da’

+§_§1;!/Mn(fbl,t,7') [(é) 5(11/—ZL’)‘| W(l’,,t) da’.

Arvestame, et
o\" ., , B oN" .,
(E)x’) iz —x) = <_3x> i(z" — ).

Wz, t+71) = /6($’ —x)W(a' t)da’
> 1

2

n=1

Siis

n!

a n

(—) /Mn(x’, t,7)0(z" —x) W(a',t)da
ox

ning peale integreerimist saame

> 1( 9\"
Wz, t+71)=W(x,t)+ ) — <—> M, (x,t,7) W(z,1). (3.1.9)
— n! Ox
Laheme valemis (3.1.9) piirile 7 — 0 ja votame arvesse ainult lineaarseid pa-
randusi 7 jirgi (korgemat jarku parandused vaadeldaval piirjuhul panust ei anna).
Vastavalt sellele

Wiz, t+71)=W(x,t)+ é)T/Va(tx,t)T’

OM,,(z,t,T)

Mn 7t> :Mn 7t70
(2,1,7) = My (,1,0) + S22
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Peale asendusi valemisse (3.1.9) jouame tulemuseni

aW“ i( ) ) (@, 1) W (2, 1), (3.1.10)

kus on téahistatud

D(n)(LE’t) _ iaMn(fE; t,T)

n! or

=0

Sl el 1)

Avaldist (3.1.10) nimetatakse Kramersi-Moyali reaksarenduseks. Margime veel, et
koefitsiendid (3.1.11) voib esitada ka kujul

D (1) = l| lim © <[§(t +7)— f(t)]”>

nt =071

(3.1.12)
£(t)=s

Defineerime Kramersi-Moyali operaatori

Lia(z,t) = Z( )n ™) (z,1). (3.1.13)

Selle abil saab reaksarenduse (3.1.10) esitada kompaktsemalt,

oW (z,t)

Me voime kohe iiles kirjutada ka Kramersi-Moyali reaksarenduse iilleminekutoe-
néosustiheduse jaoks. Selleks votame arvesse, et W (z,t|2’,t’) langeb ilmselt kokku
toendosustihedusega W (z,t), t > ', kui viimase jaoks on algtingimuseks W (z,t') =
d(z—2x"). Kuna valem (3.1.14) kehtib suvalise algtingimuse korral, siis peab tilemineku-
toendosustihedus rahuldama analoogset vorrandit

oW (x, t|x', t/ A
W = L (z, t) W (z, ta, t). (3.1.15)
Algtingimuseks on seejuures vordus

Wz, t'|2',t") = 6(x — 2'), (3.1.16)

mis peab alati kehtima.

Ulesanded

Ulesanne 3.1.1. Péhjendage valemi (3.1.12) kehtivust.
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3.2 Kramersi-Moyali poordreaksarendus

Valemid (3.1.15), (3.1.13) kujutavad endast iileminekutdendosustiheduse litkumis-
vorrandit aegade t > # jaoks, kus ¢’ on fikseeritud. Tuletame? niiiid iileminekutdendo-

sustiheduse liikumisvorrandi aegade t' < ¢ jaoks, kus ¢ on fikseeritud.
Lahtume Chapmani-Kolmogorovi vorrandist (2.10.2) kujul

Wz, t|2' t') = /W(q:, tla" ¢+ ) W(x" t' + 7|2, ¢') da”,
kus ¢t >t + 7 > t'. Analoogselt valemiga (3.1.6) esitame
W' ¢+ 7|2’ ") = /6(y — "YW (y,t' + 7|2, t') dy.

Arendame é-funktsiooni avaldises (3.2.2) Taylori ritta

Sy —a") = 6@ — 2" +y—a) =3 =) (a>n 5(a’ — ).

= n!
See annab
W(z" t' + 7|2, t")

_oo 1 n\n !/ AT a ! / "
=3 Wi el a1 ) ot - o

=1 9 \"
= l1+;mMn($/,t/,T> (8;{;’) ] (5(1'/ —x").
Asendame selle iileminekutoenéosustiheduse vorrandisse (3.2.1):

W (x, |2, ') = / W (x, t|z" '+ 7) 6(z' — ") dz”

| o\"
+ nz:jl — My(@,,7) <(9a:> /W(x,t]x”, ¢+ 1)8(a’ — ") da”,

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)

Selle vorduse paremal poolel seisva teise lilkme struktuuri voiks vorrelda ka vastava
liikmega avaldises, mis jargneb vahetult valemile (3.1.8). Peale integreerimist saame

W(x,tla',t)

x 1 o\"
= W(z, tl" ¢ +71)+ > — M, (2", 1, 7) () Wz, t|lz',t' + 7).
n—1 n.

ox’

2Vt [1] Ik 67-69.

(3.2.5)
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Laheme valemis (3.2.5) piirile 7 — 0 ning piirdume ainult 7 jirgi lineaarsete
parandustega, kuna korgemat jarku parandused loppkokkuvottes panust ei anna.
Vorduse (3.2.5) paremal poolel esimeses litkmes seega

oW (x, t|z', t/
(o 2/, ¥)

Wiz, t|' t' + 1) = W(x, t|x', t') + o

Teises liitkmes

1 OM, (¥, 7)

1 1
— M, (2" t',7) = — M, (2", t',0) + — =D )T

n! n! n! or
7=0
Seepérast voib siin votta
Wiz, tla' t' + 1) = W(x, t|',t).
Tulemuseks saame otsitava litkumisvorrandi
aW(x7t|x/7t/) o n / ! a " / !

Valemit (3.2.6) nimetatakse Kramersi-Moyali péordreaksarenduseks.
Vorrandi (3.2.6) voib esitada ka operaatorkujul

OW (x,t|x', 1)

5 = —[A/};M(x', YW (x, t]2!, 1), (3.2.7)

kus
Lizy (2 1) ZD(” 03" (3.2.8)
KM ax

on Kramersi-Moyali operaatori kaasoperaator.

3.3 Pawula teoreem

Kramersi-Moyali reaksarendus on maaratud Kramersi-Moyali operaatoriga

Ly (z,t) = fj <—a‘1> D™ (xz, t) (3.3.1)

n=1

ja poordreaksarendus selle operaatori kaasoperaatoriga

Ly (2, t) ZD (81)71. (3.3.2)
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Pawula teoreem?® viidab, et read (5.5.1) ja (5.3.2) katkevad pérast liiget n = 1
voi parast litget n = 2 voi siis sisaldavad need read lopmatu arvu nullist erinevaid
lrikmeid.

Teoreemi toestuseks kasutame iildistatud Schwartzi vorratust

/f(m) g(x) F(x) dx}2 < /92(x) F(z) dx} : (3.3.3)

/fQ(m) F(z) dx}

kus f(x) ja g(z) on suvalised funktsioonid ja F'(z) on mittenegatiivne funktsioon.
Valime

f@) = (& —=2)", g(x) =(@—2)""", nmz=0,
F(z) = W(x, t + 7|2',t").

Vorratus (3.3.3) saab niid kuju
2
{/(w — )W (2, t + T2, ) da:]

< [/(:p — "W (x,t + 7|2’ 1) dx} [/(x — )W (z,t + 7l ) da|

Siit jareldub, pidades silmas definitsiooni (3.1.3), et momentide jaoks peab kehtima
vorratus

M22n+m(a7', t,7) < Mo, (2,8, 7) Moy yom (2 t,7), n >0, m>0. (3.3.4)

Valemist (3.3.4) peaksid jarelduma teatud tingimused ridades (3.3.1), (3.3.2) sisal-
duvate koefitsientide

1 OM,(x,t,
D () = = gjﬂ . n>1 (3.3.5)

jaoks.

Paneme koigepealt téahele, et kui me valime valemis (3.3.4) m = 0, n > 0, siis
saame samasuse MZ = M3 = mis meile mingit uut informatsiooni ei anna. Juhul,
kui n =0, m > 1, saame vorratusest (3.3.4)

M2 (2, t,7) < Moy (2,8, 7), (3.3.6)

kuna M, = 1. Laheme niitd piirile 7 — 0 ning esitame momendid kujul (vt punkt
3.1)

M (@' t,7) = (..) D (2 t) 7. (3.3.7)

3 R. F. Pawula, Phys. Rev. 162, 186 (1967). Vt ka [1] Ik 70-71.
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Kui me asendame siit vastavad momendid valemisse (3.3.6), siis jouame vorratuseni
[m! D™ 712 < (2m)! D®™ 1,

mis 7 = 0 korral annab tingimuse D@m) > (). Teoreemi toestamiseks see tingimus
oluline ei ole.
Seega on vorratus (3.3.4) meie jaoks aktuaalne juhtudel, kui

n>1, m>1. (3.3.8)
Asendades momendid valemist (3.3.7) vorratusse (3.3.4), saame
[(2n 4+ m)! D@2 < (2n)!(2n + 2m)! DG pEn+2m), (3.3.9)

Edasi analiiiisime vorratust (3.3.9).
Valem (3.3.9) annab meile kaks jargmist tingimust:

kui D@ =0, siis D@+ =0, n,m > 1, (3.3.10)

kui D@2 — 0, siis D@ =0, n,m > 1. (3.3.11)
Olgu

D® = 0. (3.3.12)

Tingimusest (3.3.10) jareldub siis, et
D® =pW = =y (3.3.13)

Seejuures D™ v&ib olla nullist erinev. Seega antud juhul katkevad Kramersi-Moyali
reaksarendus ja poordreaksarendus parast esimest liiget.
Olgu niiiid

DW = . (3.3.14)
Tingimusest (3.3.10) jareldub, et

D® =pO = —o. (3.3.15)
Tingimusest (3.3.11) aga saame

DB =0 (3.3.16)

Y

kusjuures D) ja D@ voivad olla nullist erinevad. Seega katkevad Kramersi-Moyali
reaksarendus ja poordreaksarendus niiiid parast teist liiget.
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Edasi naitame, et kui suvaline
D =0, >3, (3.3.17)

siis saame péarast teist liiget katkevad Kramersi-Moyali read. Selleks esitame 2] =
2n+4 , n > 1. Siis

D(?l) _ D(2n+4) =0

millest jéreldub tingimuse (3.3.11) alusel, et

D(2n+2) — D(2l—2) =0.

Kordame seda protseduuri, kuni jouame tulemuseni D = 0, mis annab valemitega
(3.3.14)—(3.3.16) kirjeldatud juhu.

Ulaltoodust on selge, et voimalik on veel ainult selline olukord, kui koik koefit-
siendid D@ £ 0, [ > 1, st Kramersi-Moyali read ei katke. Seejuures koefitsientide
DC'+D 1" > () jaoks mingit tingimust ei ole.

Sellega on Pawula teoreem toestatud.

3.4 Genereerimis- ja rekombinatsiooniprotsessid
(iihesammulised protsessid)

Selles punktis kéasitletu on naide protsessidest, mida kirjeldavad 16pmata palju liik-
meid sisaldavad Kramersi-Moyali read.

Lahtume kineetika pohivorrandist (2.11.9) diskreetselt muutuva juhusliku suu-
ruse jaoks

Op(Tm, t
p(gt) = Z[w(a:m/ = Ty U) P(Tr, ) — W (T, = Ty, 8) p(T, 8], (3.4.1)
Vaatleme protsessi, kus z,, = lm , m = 0,1,2,... ning ileminekud leiavad aset

ainult ldhimate naabrite vahel:

i) z,, — T, Uleminekusagedusega G(x,,,t), mida nimetatakse genereerimise
kiiruseks;

ii) ,, — x,_1 uleminekusagedusega R(z,,,t), mida nimetatakse rekombinat-
stooni kiiruseks.

Kineetika pohivorrand (3.4.1) saab antud juhul kuju (vt ka joonis 3.1)

Op(Tpm, t)

T = G(Tm_1,t) p(Xim_1,t) — G(Tpm, t) P, t)

+ R(Zpma1,t) p(Xima1, t) — R(zpm, t) p(2pm, T). (3.4.2)
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| I p(CUmH, t)

Lm+1
Gz, ) R(zp41,)
Ty p(Tm, t)
G(Tpm_1,1) R(zp,t)
Tpp—1 p(@pm-1,1)

Joonis 3.1. Olekutevahelised tileminekud genereerimis- ja rekombinatsiooniprotses-
sis. Igale kujutatud tileminekule vastab tiks liige kineetika pohivorrandi (3.4.2) pa-
remal poolel.

Tahistame siin x,, = x ning esitame vorrandi paremal poolel esimese ja kolmanda
liikme Taylori ridadena (késitledes siin z-i formaalselt pideva muutujana)

mn

G(xm-1,t) p(Tm-1,t) = G(x,t) p(z,t) + Z

n=1

Gl 1) ple ),

o0 nan

R(Zpmy1,t) p(Xma1, t) = R(z,t) p(x,t) + Z B x,t) p(z,t).

Peale asendamist valemisse (3.4.2) saame

ap(a? t) - ; 71!38;:” [(=0)"G(z,t) p(x,t) + "R(z,t) p(z,t)]

_y L <—8> ("G (z,t) p(x,t) + (=1)"R(x,t) p(z, t)].

|
= n! Ox

Tulemuseks on Kramersi-Moyali rida (vt (3.1.10))

6pgz, t) _ i (_(i) D™ (z,t) p(,t), (3.4.3)

n=1

kus

DO (1) = ;zn G, ) + (=1)"R(z, £)]. (3.4.4)
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Me voime kontrollida, kas avaldis (3.4.4) on kooskdlas tildise valemiga (3.1.11):

DO (1) = 7; aMng';’“) 7 (3.4.5)
kus
Mz, t,7) = ([E(t+7) — E(E)]") o (3.4.6)

Pidades silmas, et meil on tegemist diskreetselt muutuva juhusliku suurusega ning
tahistust z = x,,, saame

My (2,6,7) =Y (Tpy — 2m)"D(Tr st + T| T, T). (3.4.7)

m/

Seega

" 1 n OP(Xpy, t =+ T, T)
D! )(a:,t) = Z(xm/ — Tp) 5y
m' 7=0

1
ol S (@ — T) W (T = Ty, T).
&

Kuna z,, =Im , x,, = lm/, siis

1
D™ (z,t) = o " (m' —m)" w(zm, — T, t). (3.4.8)

m/

Votame arvesse, et vaadeldavas protsessis toimuvad iileminekud ainult ldhimate
naabrite vahel, st summas (3.4.8) m' = m — 1, m, m + 1. Seega

1
D™ (z,t) = 1" [(m—1—m)"w(Tm = Tm-1,1)
n!

+ (m—m)"w(zy, = Tm,t) + (m+1—m)" w(x, = rm,t)]

= (1) R, 1) + Gl 1)

Tulemuseks oleme saanud avaldise (3.4.4).

Koige lihtsamaks genereerimis- ja rekombinatsiooniprotsessiks on selline, kus toi-
muvad tileminekud ainult kahe oleku, iitleme x( ja x; vahel, vt joonis 3.2. Olgu meil
tegemist ajas homogeense protsessiga (isoleeritud siisteem). Siis tileminekusagedused
ajast ei soltu. Eeldame ka, et

G(zo) = R(z1) = w. (3.4.9)
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T p(ﬂfh t)
G(z) R(z1)
X p(wo, 1)

Joonis 3.2. Genereerimis- ja rekombinatsiooniprotsess kahe olekuga siisteemis.

Kineetika pohivorrandist (3.4.2) jouame niiid vorrandisiisteemini

2880L) — o, 1) ~ plan ),

WD oy p(ay, 1) — plas. )] (3.4.10)
Kehtigu alghetkel t = t; toendosuste jaoks

p(zo,to) =1, p(a1,t9) = 0. (3.4.11)

Sellise algtingimuse korral on vorrandite (3.4.10) lahenditeks

1 1
p(zo,t) = 5t3 exp|—2w(t — to)],

p(z1,t) = ; — ;exp[—Qw(t —to)]. (3.4.12)

Kui me liheme valemites (3.4.12) piirile ¢ — oo (praktiliselt ¢ — o > w™), siis

1H

0.5

Joonis 3.3. Toendosuste p(xg,t) (kover (1)) ja p(xq,t) (kdver (2)) soltuvus ajast, kui
to = 0.
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saavutab siisteem termodiinaamilise tasakaalu, kus vaadeldav protsess on statsio-

naarne, tksiktoendosused ajast ei soltu ning
1
p(zo) = p(21) = 5

Pooérdumatu protsess, mida kirjeldab leitud toendosuste (3.4.12) ajaline evolutsioon,
on kujutatud joonisel 3.3.

Allpool me osutame veel genereerimis- ja rekombinatsiooniprotsesside kahele olu-
lisele erijuhule, millisteks on stinni ja surma protsess (punkt 3.5) ja Poissoni protsess
(punkt 3.6).

3.5 Siinni ja surma protsess

Me saame stinni ja surma protsessi, kui votame vorrandis (3.4.2) z,,, = m ja
G(m) = pum, R(m)=vm, u,v = const. (3.5.1)

Kineetika pohivorrand on niitid kujuga

P — el 1)~ 1,) ~ mplm, )

ot
+v[(m+1)p(m+1,t) —mp(m,t)]. (3.5.2)

Vastav Kramersi-Moyali rida on jargmine:

51?(8”270 _ Z:l f“(n—'l)”y <_;n> mp(m, t). (3.5.3)

Kui valemites (3.5.2) ja (3.5.3) u = 0, siis saame vorrandid, mis kirjeldavad
niiteks radioaktiivset lagunemist.*

4 Radioaktiivset lagunemisprotsessi modelleerib kineetika pohivorrand

dp(n,t)
ot

=v[(n+1)p(n+1,t) —np(n,t)], (3.5.4)
mis on vorrandi (3.5.2) erijuhuks. Siin p(n,t) tdhistab toendosust, et ajahetkel ¢ on olemas n

radioaktiivset aatomit. Valemi (3.5.4) alusel on lihtne ndidata, et keskmine radioaktiivsete aatomite
arv ajahetkel t,

(n(t)) => np(n,t),
n=0
rahuldab vorrandit

d
= (1) = v (n(t)). (3.5.5)
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Ulesanded

Ulesanne 3.5.1. Tuletage vorrandist (3.5.4) vorrand (3.5.5).

3.6 Poissoni protsess

Poissoni protsessiks nimetatakse juhtu, kui vorrandis (3.4.2) z,, = m ja
G(m) = p = const, R(m)=0. (3.6.1)
Seega kirjeldavad Poissoni protsessi kineetika pohivorrand

dp(m,t)
ot

ja Kramersi-Moyali rida

i:: i (—%)np(m, ). (3.6.3)

Kui algtingimuseks valida

= p[p(m —1,1) — p(m,t)] (3.6.2)

8p(m t)

p(m,0) = 0, (3.6.4)

siis on vorrandite (3.6.2) ja (3.6.3) lahendiks Poissoni jaotus

p(m,t) = , T =put. (3.6.5)

= m:[)me m! _Tmzz:ome - _TW;WTWL
o om oo m-1 oo -m
e T ey T A
=Te e’
Seega
(m) =T. (3.6.6)
Viimase lahendamine annab
(n(t)) = no exp[—v (t — to)], (3.5.6)

kus ng on radioaktiivsete aatomite arv alghetkel #.
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Edasi
o0 T [e’e] 2 )
2\ __ 2 __m € -7 ﬁ m __ —T m m—1
<m>—m§_:0m7 = mzz:lm!r =Te mzz:1<m_1)|r
—T S m + 1 m —T R Tm Kad m m
=Te€ Z .y T =Te€ { m!—l—Zm!T}
m=0 m=0 m=0
=7e {+T1€}
Tulemuseks on
(m?) =7 +7° (3.6.7)

Valemite (3.6.6) ja (3.6.7) alusel saame juhusliku suuruse ruutdispersiooni Poissoni
protsessi korral

(m?) — (m)* = 1. (3.6.8)

Jarelikult on Poissoni protsessis juhusliku suuruse esimene moment ja ruutdisper-
sioon vordsed.

3.7 Fokkeri-Plancki vorrand ja poordvorrand

Kramersi-Moyali reaksarendus (3.1.10)

W) & 0\

voib Pawula teoreemi kohaselt katkeda pérast teist liiget, st
D™ =0, n>3. (3.7.2)
Sellisel juhul nimetatakse vorrandit (3.7.1) Fokkeri-Plancki vorrandiks,

OW (z,t)

o = Lpp(z,t) W(x,t), (3.7.3)

kus

. 0 02 .
Lpp(z,t) = = DW (1) + 53 D@ (z,t) (3.7.4)
on Fokkeri-Plancki operaator.

Erijuhul, kui valemis (3.7.4)

D@ =, (3.7.5)
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on Kramersi-Moyali reaksarendus katkenud juba péarast esimest liiget. Siis kirjeldab
vorrand (3.7.3) determineeritud protsessi.®

Valemi (3.1.15) alusel voime kirjutada iiles ka Fokkeri-Plancki vorrandi iilemineku-
toendosustiheduse jaoks

OW (z, t|x’, 1)
ot

Juhul, kui Kramersi-Moyali poordreaksarendus (3.2.6) katkeb parast teist liiget,
saadakse Fokkeri-Plancki péérdvorrand

OW (z, t|’, t")

= Lpp(z, )W (z, ]z’ t'). (3.7.10)

g = —Lip(a Y Wz, tl2, 1), (3.7.11)

kus
Lt (o, t) = DY ¢ 0 DO ('t o 3.7.12
e t) = (o, )@‘f‘ (x7>ax,2 (3.7.12)

on Fokkeri-Plancki operaatori kaasoperaator.

Operaatorites Lyp ja ﬁ}ip sisalduvat koefitsienti DY) nimetatakse triivikoefit-
siendiks ja koefitsienti D®— difusioonikoefitsiendiks.

Kui on tegemist mitme juhusliku suurusega & (t),...,&.(t), siis Fokkeri-Plancki
vorrand (3.7.3) ildistub jargmiselt:

oW, (z1,. ..,z t) &

g = Lpp(x1, ..., 20 ) W(z1,... 2., t). (3.7.13)
Siin
. .0
LFP(Jfl, PN 75['7«,75) = — Z 87 Di(l’l, ce ,[Er,t)
i=1 9L
T 82

— Dixn, . 1), 3.7.14
+i§::1 axz axj ](xl 4 ) ( )

5 Determineeritud protsess on antud liikumisvorrandiga
x = x(t), (3.7.6)
kus x(t) on ithene aja funktsioon. Sellele liikumisvorrandile vastavat Fokkeri-Plancki vorrandit

oW (x,t) _ dx(t) 0

T = T 8xW(x’ t) (3.7.7)
rahuldab algtingimuse
Wz, to) = §(z — z(tg)) (3.7.8)

korral toendosustihedus
W(z,t) = 6(x — x(t)). (3.7.9)

Determineeritud protsessi nimetatakse ka kodunud Markovi protsessiks.
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kus
Di (xla y Ly t)
- o6+ - &) |
51(7&):961 ..... fr(t):xr =0
— lim — <§i(t +7) - g,(t)> , (3.7.15)
70 &1(t)=w1,, Er(t)=ar
Dij<l’1, vy Ly t) = Dji(xl, ey Ly t)
110
~ 3 [t ) - sl ) - g0 |
T &1 (t)=m1,., & () =20 | g
1 1
= > lim = <£zt+7' SOIE(E+7) — &(t > 3.7.16
S (l6 e n) —soligt g0 (3710
Suurused D;, i = 1,...,r moodustavad r-dimensionaalse vektori, mida nimetatakse
trivvivektoriks, ning suurused D;;, 7,5 = 1, ..., moodustavad r x r maatriksi, mida

nimetatakse difusioonimaatriksiks.

Ulesanded

Ulesanne 3.7.1. Niidake, et kui protsess on determineeritud, siis D(l)(x, t) =
dx(t)/dt ja D®(x,t) = 0 ning Fokkeri-Plancki vérrand saab kuju (3.7.7).

Ulesanne 3.7.2. Kontrollige, et algtingimuse (3.7.8) korral tdendosustihedus
(3.7.9) rahuldab Fokkeri-Plancki vorrandit (3.7.7).

3.8 Fokkeri-Plancki vorrand ja pidevuse vorrand

Fokkeri-Plancki vorrandi (3.7.13) voib timber kirjutada kujul

oWy (xy, ...,z t) " 0Si(x1, ..., 2, 1)

=0 3.8.1
at > ar, / (38.1)
kus
SZ'(ZL‘l, ce ,l’r,t)
", 0
= |Di(x1,...,2.,1) Za— (@, xe 0) | Wiz, .o 2, ). (3.8.2)
Suurused S;, i = 1,...,r on ithe r-dimensionaalse vektori komponentideks. Vorran-

dis (3.8.1) vasakul poolel teine liige kujutab endast selle vektori divergentsi juhus-
like suuruste vadrtuste r-mootmelises ruumis. Seega on vorrand (3.8.1) samasuguse



29 3.8 Fokkeri-Plancki vorrand ja pidevuse vorrand

struktuuriga nagu pidevuse vorrand. Kuna W, on toendosustihedus, siis tuleb suu-
rusi S; interpreteerida kui téendosusvoo tiheduse komponente. Jarelikult on Fokkeri-
Plancki vorrand identne pidevuse vorrandiga® toendosuse jaoks.”

Juhul, kui on tegemist ainult tihe juhusliku suurusega, mida kirjeldab Fokkeri-
Plancki vorrand (3.7.3), siis néeb vastav pidevuse vorrand vélja selline:

OW (1) | 9S(x.1)

o S =0, (3.8.6)
kus
S(z, 1) = {D(l)(:c,t) _ a& DO (2, 1)| W(a, 1) (3.8.7)
a

on toendosusvoo tihedus.
Statsionaarse protsessi korral toenaosustihedus ajast ei soltu ning Fokkeri-Plancki
vorrand (3.8.1) saab kuju

r 0Si(x1, e ,ZL‘T) .
> o, = 0. (3.8.8)

=1

6 Pidevuse vorrand mingi suuruse jaoks viljendab diferentsiaalsel kujul selle suuruse korral
kehtivat jadvusseadust. Antud juhul taidab jadvusseaduse rolli normeerimistingimuse

/ / We(z1,...,zp, t)dey .. .da, =1

soltumatus ajast.

" Determineeritud protsessi korral, mis on antud liikumisvérranditega z; = z;(t),i = 1,...,7,
kus z;(t) on ithesed aja funktsioonid, on tdendosusvoo tiheduse komponendid méidratud avaldisega

Si(x1,...,xpt) = W (z1,...,x.,t). (3.8.3)

dt

Klassikalise mehaanika kontekstis taandub Fokkeri-Plancki vorrand (3.8.1) siis Liouwville’i vérran-
diks

0
7WS R 3 ey Sat
ot 2s(q1 ds, P1 Psst)
:{H(Qh"'aqs7p1>"'7pS7t)7W23(q15"'7qsap17"'7p87t)}7 (384)

kus

=Y (e 2L

; an' 6]7]' apj aq]‘

on Poissoni sulud, H on s vabadusastmega siisteemi Hamiltoni funktsioon ning ¢; ja p; on {ildis-
tatud koordinaadid ja impulsid, mis rahuldavad Hamiltoni vorrandeid
dg; OH dp; ~ OH

dt — ap; dt  dg;’

j=1,...,s. (3.8.5)
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3.9 Adsretingimused Fokkeri-Plancki vorrandi jaoks

Konkreetse Fokkeri-Plancki vorrandi lahendamiseks on vaja anda ette daretingimu-
sed. Olgu meil Fokkeri-Plancki vorrand iihe juhusliku suuruse jaoks

OW (2.1) | 0S(.1)

5 o =0, (3.9.1)

kus toenaosusvoo tihedus on

S(z, 1) = [D(l)(x, £) — sx DO, 0)| W(a,t). (3.9.2)

i) Olgu juhusliku suuruse vadartuste muutumispiirkond lopmatu: —oo < z < 0.
Sellisel juhul kasutatakse nn loomulikke ddretingimusi, mis nouavad, et

W (z, ) — 0, (3.9.3)
r=*t00
oWz, 1) = 0. (3.9.4)
ax r=2400

Tingimus (3.9.3) tagab normeerimisintegraali
/ W(z,t)de = 1 (3.9.5)

koonduvuse. Tingimustest (3.9.3) ja (3.9.4) jareldub, et ka tdendosusvoo tihedus
(3.9.2) saab lopmatuses vordseks nulliga,

= 0. (3.9.6)

r=%to00

S(z,t)

ii) Olgu juhusliku suuruse vadrtuste muutumispiirkond (voi tldisemalt— vaatlus-
alune piirkond) loplik: A < x < B. Integreerime vorrandit (3.9.1) tile selle piirkonna,
mis annab

B B
oW (x,t) 0S(z,t) B
A/ T dz + J . dxr =0

ehk

B B
) oS(x,t) .
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Nouame, et z-i vaatlusaluses piirkonnas oleks toenaosustihedus normeeritud,
B
/W(x,t) do = 1. (3.9.7)
A
Siis
B
0
at!VV(x,t)d:v =0

ning jarelikult kehtib vordus

B

/ 0S(z,t) dz = 0.
A

ox

Siit saame
S(B,t) — S(A,t) =0.
Seega peab z-i 16pliku vaatlusaluse piirkonna jaoks kehtima
S(A,t) = S(B,t) = f(t), (3.9.8)

kus funktsioon f(t) on antud déaretingimustega.
Kui tingimuses (3.9.8) valida f(¢) = 0, siis saadakse nn peegeldavad ddretingimu-
sed Fokkeri-Plancki vorrandile (3.9.1),

S(A,t) = S(B,t) = 0. (3.9.9)

Paneme ka téhele, et tingimusest (3.9.9) ja valemist (3.9.2) ei jareldu, et dértel
r = A ja x = B saaks toendosustihedus vordseks nulliga. Kuna tingimuse (3.9.9)
kohaselt toenaosusvoog liabi darte puudub, siis tdhendab see seda, et protsessi mingi
realisatsioon jaab alati dartega maaratud juhusliku suuruse vaartuste vahemikku
A < &(t) < B. Kui realisatsioon jouab mingil ajahetkel dérele, siis ,peegeldub® see
sealt tagasi (vt joonis 3.4).

Olulist huvi pakuvad ka iilesanded, kus z-i vaatlusaluses piirkonnas toenéosusti-
hedus ei pruugi olla normeeritud. Taoline situatsioon voib tekkida neelavate aaretin-
gimuste korral. Kui on tegemist neelavate aéartega, siis realisatsioon, mis jouab aéarele,
,neeldub® seal, st katkeb (vt joonis 3.5). Seda véljendavad tingimused

W(A,t) = W(B,t) =0, (3.9.10)
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t

Joonis 3.4. Juhusliku protsessi realisatsioonid peegeldavate adarte korral.

W' t'|A t) = W(A, t|x" t")
=W(',¢'|B,t) = W(B,t|z",t") =0, ¢ >t>1t" (3.9.11)

Valem (3.9.10) on neelavateks dadaretingimusteks Fokkeri-Plancki vorrandile (3.9.1).
Samal ajal ei pruugi toendosusvoo tihedus aértel vorduda nulliga. Neelavate darte
juhul on voimalik, et

W(x,t) =0
t—o00
ning normeerimistingimust ei saa rahuldada.
Adretingimused voivad olla ka sellised, et tiks ddrtest on peegeldav ja teine neelav.
Statsionaarse protsessi korral ei ole see siiski voimalik. Kui protsess on statsionaarne,
siis

6;555) = 0. (3.9.12)
Jarelikult

S(z) = const (3.9.13)
ning seega

S(A) = S(z) =S5(B) = S. (3.9.14)

Kui ntiiid tiks dértest on peegeldav, siis peab valemi (3.9.14) kohaselt olema peegel-
dav ka teine dar ja iihtlasi koikjal S = 0.
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t

Joonis 3.5. Juhusliku protsessi realisatsioonid neelavate darte korral.

3.10 Aisretingimused Fokkeri-Plancki p66rdvorran-
di jaoks

Vaatleme juhusliku suuruse véartusi piirkonnas A < x < B. Leiame daretingimused
Fokkeri-Plancki péérdvorrandile

OW (z, t|z’,t")
ot!

OW (z,t|a',t")
ox’

OPW (z, t|a 1)
ox'? ’

= —DW(a' ')

— D3 1) (3.10.1)

Vorrandi (3.10.1) korval rahuldab tleminekutdendosustihedus ka Fokkeri-Plancki
vorrandit

8W $,t $/7t/ (9 /A
(at!) =~ (DO () W(a,tla', 1)

62
(2) Iyl
5 (DD, ) W (a, !, ). (3.10.2)

Kirjutame iiles Chapmani-Kolmogorovi vorrandi

B
Wz, t|2' ) :/W x tl” YW (2" ") 1) da”. (3.10.3)
A
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Votame siit tuletise aja t” jargi. See annab

B
/ [8W($7t’$//? t”) W(ZL‘”,t”|$,,t,)

875”

0W(9§”, t//|517/, t/)
8t”

+W (z, t|z", ") dz” = 0. (3.10.4)

Asendame valemisse (3.10.4) ajalised tuletised vorranditest (3.10.1) ja (3.10.2) ning
peame ka silmas, et iileminekutoenéosusvoo tihedus on antud valemiga

S(I/,,t//|$,,t,) — D(l)(gj”, t//) W(Zlf//,t”|$,,t/)
0
_ @[D(Z)(:c”,t”) W(:I}”,tlllxl,tl)]. (3.10.5)

Jarelikult peab kehtima vordus

OW (x,t|z",t")
8x//

B

9,

/ 5 //{D(Z)(l‘”,t”) W(x”,t"\x', t/)
T

A

+ W, tl2", ") S(a”, ¢"]2/ ) } da” = 0. (3.10.6)
Vottes integraali, saame tingimuse

OW (x, t]a", ")
am//

DB, t"YW(B,t"|z',t')

+ W (x,t|B,t") S(B,t"|2', t")

8W t " t”

— DA 1) W (A, ']’ 1) (xéx‘f )
z'’'=A

— Wz, t|A t") S(A, "', t") = 0. (3.10.7)

a'=B

i) Olgu ddred A ja B neelavad. Siis valemi (3.9.11) kohaselt
Wz, t|A, ") = W(A "' t') = W(z,t|B,t") = W(B,t"|2/,t') = 0. (3.10.8)

Sellisel juhul on tingimus (3.10.7) rahuldatud. Valem (3.10.8) sisaldab daretingimusi
vorrandile (3.10.1). Seega on Fokkeri-Plancki p66rdvorrandi jaoks neelavateks ddre-
tingimusteks

Wz, t|A,t') = W(z,t|B,t") = 0. (3.10.9)
ii) Olgu ddred A ja B peegeldavad. Siis vastavalt valemile (3.9.9)

S(A, t|2, ) = S(B,t|2', ') = 0. (3.10.10)
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Tingimus (3.10.7) saab niiiid kuju

OW (z, t|x",t")

D(2)(B,t”) W(B,t”|l‘,,t/) S

z'"=B
aW t ! t//
A,y WA,y DAL (3.10.11)
ox" =A
Siit jarelduvad peegeldavad ddaretingimused Fokkeri-Plancki poordvorrandile
OW (x,t|2', 1) OW (x,t|z’,t")
A =2, = 0. 3.10.12
ox’ o=A ox' o'=B ( )

3.11 Wieneri protsess

Protsessi nimetatakse Wieneri protsessiks, kui Fokkeri-Plancki vorrandis (3.7.3)
DW(z,t) =0, D@ (x,t)= D = const > 0. (3.11.1)

Seega Wieneri protsessi korral saab Fokkeri-Plancki vorrand kuju

OW (z,t) O*W (z,1)
— =D ———— 1.2
ot Ox? (3 )
Valime algtingimuseks
Wz, ty) = 0(z — xp). (3.11.3)

Adretingimusteks olgu loomulikud #ddretingimused (3.9.3), (3.9.4).
Lahendame vorrandi (3.11.2), kasutades karakteristlikku funktsiooni. Valemi
(1.2.5) kohaselt (iildistades seda ajast soltuva juhusliku suuruse jaoks)

C(u,t) = /ei“x W(z,t)dz. (3.11.4)
Vottes siin ¢ = to ning kasutades tingimust (3.11.3), saame algtingimuse karakte-
ristlikule funktsioonile

Cu,tg) = / e W (x,to) do = / e §(x — x0) dw = €™, (3.11.5)

—00 — 00

Leiame karakteristlikust funktsioonist (3.11.4) tuletise aja jirgi ning kasutame
seejérel vorrandit (3.11.2),

OC(u,t) T awOW(a,t) T . 0PW(x,t)
o] 8tMD£e o

—00
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Integreerime kaks korda ositi:

T U 6’2W(a:,t)
/e o dz

ox . . oz
| £ < > I
- QO] i) [ e winan
z —00 —o0 —00

Rakendades loomulikke déretingimusi (3.9.3), (3.9.4) ja arvestades valemiga (3.11.4),
saame siit

7 T 82W($7t) 2
_/e de——u C(u,t).

Tulemuseks on vorrand

aC (u, t)
ot

= —Du*C(u,t), (3.11.6)

mida peab rahuldama karakteristlik funktsioon.
Algtingimuse (3.11.5) korral on vorrandi (3.11.6) lahendiks

C(u, t) = e~ Pwi(t=to) giuzo, (3.11.7)

Toenaosustihedus on maédratud integraaliga karakteristlikust funktsioonist
17 y
Wia,t) = 5 / O(u, t) e~ du. (3.11.8)
T

Valemite (3.11.7) ja (3.11.8) alusel

/ o~ Dut(t—to) ,—iu(z—w0) (3.11.9)

—00

1

Vottes arvesse, et

o0

/eiax—ﬁxzdl,:\/ge—zg7 (31110)

kus 8 > 0, saame siit tulemuseks toendosustiheduse
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37 1
2,
W(X,t)
1 2
3
0 1 0 1 2
X

Joonis 3.6. Toenédosustiheduse ajaline evolutsioon Wieneri protsessi korra, kui zg =
0. Kover (1): D(t —t9) = 0.01, (2): D(t —ty) = 0.1, (3): D(t — ty) = 0.5.

-1/2

Wz, t) = [47TD(t . to)} exp l—(x_%q (3.11.11)

AD(t — to)

Avaldisest (3.11.11) jareldub, et aja kasvades toendosustiheduse maksimum
W (zo,t) kahaneb monotoonselt, ldhenedes t — oo korral astimptootiliselt nullile
(vt joonis 3.6). Seega loomulike daretingimuste korral ei ole Wieneri protsessil nul-
list erineva toendosusjaotusega statsionaarset 1oppolekut.

Ulesanded

Ulesanne 3.11.1. Kontrollige, et Wieneri protsessi kirjeldav tdendosusjaotus
(3.11.11) on normeeritud 1-le.

Ulesanne 3.11.2. Leidke juhusliku suuruse kaks esimest momenti Wieneri prot-
sessis.

Ulesanne 3.11.3. Leidke juhusliku suuruse ruutdispersioon Wieneri protsessis
ning analiiiisige selle ajalist kaitumist.

Ulesanne 3.11.4. Péhjendage, et Wieneri protsessis on iileminekutdendosusti-
hedus kujuga

Wz, i, ') = {4@@ _ t’)} 7 exp [-M} | (3.11.12)

Ulesanne 3.11.5. Leidke Wieneri protsessi autokorrelatsioonifunktsioon.
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3.12 Ornsteini-Uhlenbecki protsess

Protsessi nimetatakse Ornsteini- Uhlenbecki protsessiks, kui Fokkeri-Plancki vorran-
dis (3.7.3)

DW(z t) = —nz, n = const >0,
D®(z,t) = D = const > 0. (3.12.1)

Vastavalt sellele saab Fokkeri-Plancki vorrand kuju

OW (z,t) 3}

OPW (x,t)
—n 2 p 7\
ot P

xW(x,t) 52

n (3.12.2)

Algtingimuseks valime (3.11.3). Adretingimusteks olgu loomulikud #dretingimu-
sed (3.9.3), (3.9.4).

Vorrandi (3.12.2) saab teisendada lihtsamale kujule.® Selleks ldheme tile uuele
muutujale

y=mxe. (3.12.3)

Allpool ldheb meil vaja tuletisi

y ot

A 124
T nre, (3 )
dy ot

- = . 12.
oz ¢ (3.12:5)

Teisendame vorrandi (3.12.2) liikkmeid:?

W(zt)  OWlyt) Oy OW(yt)

o1 ot ot oy
_ OW(y,t) ot oW (y,t)
= — R TR (3.12.6)
B - dy OW (y, 1)
— Wy, t) + e VWD (3.12.7)

oy

8 S. Chandrasekhar, Rev. Mod. Phys. 15, 1 (1943).
9 Siin on tdhistatud W (y,t) = W(z(y), ).
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PW(r,t) 9 lay 8W(y,t)] 0 lem 8W(y,t)1

or2  Ox |0x Oy ox dy
_ WY t) _ oy Wy 1)
ox oy? Oy?

Teeme vastavad asendused vorrandisse (3.12.2). See annab

W (y,1) o OW (y, 1)
BN +nxe dy
oW (y,1) ant W (y,1)
:UW(y,t)—ane”tiay +De’7t78y2 .

Laheme siin tle uuele toendosustihedusele
W(y,t) = W(y,t)e ™.

Tulemuseks saame vorrandi

aW(yvt> 7 aQW(ya t)
o b oy 7
kus
D(t) = D>,

Alg- ja déretingimused vorrandile (3.12.10) on

W (y,to) = 0(y — yo),

W(y,t) =0,

y==o00

oW (y, ) 0
oy '

y==%o00

(3.12.8)

(3.12.9)

(3.12.10)

(3.12.11)

(3.12.12)

(3.12.13)

(3.12.14)

Vorrand (3.12.10) langeb oma kujult kokku Fokkeri-Plancki vorrandiga (3.11.2),
mis kirjeldab Wieneri protsessi. Erinevuseks on siiski see, et vorrandis (3.12.10) koe-
fitsient D soltub ajast. Vastavalt sellele tuleb vorrandi (3.11.2) lahendis (3.11.11)
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asendada!?

t

. t ,
D(t—ty) — [ D{)dt' = [ De*" dt’
to to
_ D (2 — e2o)

1
=2

o [D(t) = D(to)] -

Pidades seda silmas ning arvestades ka asjaoluga, et vorrandite (3.12.10) ja (3.11.2)
alg- ja ddretingimused langevad oma kujult kokku, saame me vorrandi (3.12.10)
lahendiks

(y — ?Jo)2
201 (D(t) - D(t))

Tehes siia vastavad asendused valemitest (3.12.3), (3.12.9) ja (3.12.11), on loplikuks
tulemuseks

W(y.t) = [2mn~" (D(t) - D(to))}’” ? exp [_ . (3.12.15)

2
27D N e 0z — e
Wi(x,t) = [ (1 _ o2t to))] exp | — 25)(1 _e—2n(t—to))) . (3.12.16)

Liihikeste ooteaegade korral, kui
n(t —to) < 1, (3.12.17)
voime valemis (3.12.16) esitada
e 200 1 — 2(t — 1),
e M) o ] —p(t — ty).
See annab

[z — (20 — 2on(t — t))]?
4D(t — ty)

W (z,t) = [4nD(t — to)] Y2 exp | — (3.12.18)

10" Lihtne on néha, et vorrand (3.11.6) karakteristliku funktsiooni jaoks kehtib ka siis, kui koe-
fitsient D so6ltub ajast,

0C (u,t)
ot

= —D(t)u*C(u,t).

Selle lahendiks on karakteristliku funktsiooni (3.11.7) asemel funktsioon

C(u,t) = exp [— u? /tt D(t) dt’} exp(iurg).
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1.0
0.8
0.6
W(x,(’g?4 .

0.2+

O 4 2xo0 2 4
Joonis 3.7. Toendosustiheduse ajaline evolutsioon Ornsteini-Uhlenbecki protsessi
korral, kui xy = —4 ja D/n = 1. Kover (1): n(t —to) = 0.1, (2): n(t — to) = 0.2, (3):
n(t —to) = 0.8, (4): statsionaarne Ornsteini-Uhlenbecki protsess.

Avaldises (3.12.18) eksponendis olev faktor —zgn kujutab endast toendosusjaotuse
maksimumi litkumise kiirust.
Pikkade aegade korral, kui

n(t —to) > 1, (3.12.19)

voime valemis (3.12.16) votta

6—2?7(t—t0) ~ e—n(t—to) ~ O

Tulemuseks saame toenédosustiheduse statsionaarse Ornsteini-Uhlenbecki protsessi

jaoks
-1/2 2
21D
W(z) = (2) exp (—22) . (3.12.20)
Leitud toenéosusjaotus ei soltu algtingimusest (3.11.3). Téendosustiheduse (3.12.20)
maksimum asub punktis x = 0.

Joonisel 3.7 on kujutatud Ornsteini-Uhlenbecki protsessi toendosusjaotus erine-

vate ooteaegade jaoks. On naha toenaosustiheduse ldhenemine aja jooksul statsio-
naarsele jaotusele (kover 4).

Ulesanded

Ulesanne 3.12.1. Niidake, et vorrandi (3.12.2) algtingimusest (3.11.3) jireldub
vorrandi (3.12.10) algtingimus (3.12.12).
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Ulesanne 3.12.2. Kontrollige, et Ornsteini-Uhlenbecki protsessi kirjeldav toe-
néosusjaotus (3.12.16) on normeeritud 1-le.

Ulesanne 3.12.3. Leidke juhusliku suuruse kaks esimest momenti Ornsteini-
Uhlenbecki protsessis.

Ulesanne 3.12.4. Leidke juhusliku suuruse ruutdispersioon Ornsteini-Uhlenbecki
protsessis ning analiiiisige selle ajalist kaitumist.

Ulesanne 3.12.5. Pshjendage, et Ornsteini-Uhlenbecki protsessis on tilemineku-
toendosustihedus kujuga

~1/2 n (ZE _ efn(tft’))2

27TD /
I _ o2t _
Wz, tz',t') = [ 7 (1 e )] e Y (1 — e~ 2n(t=1))

. (3.12.21)

Ulesanne 3.12.6. Leidke statsionaarse Ornsteini-Uhlenbecki protsessi autokorre-
latsioonifunktsioon.

3.13 Esmakordne viljumine piirkonnast

Olgu alghetkel t = 0 juhusliku suuruse £(t) vaartus £(0) = x. Vaatleme mingit
juhusliku suuruse vaartuste piirkonda

a<E&(t) <b, (3.13.1)
kusjuures
a<z<b (3.13.2)

Me tahame teada, kui kauaks jaab juhuslik suurus piirkonda (3.13.1), enne kui
ta sealt esmakordselt valjub. Et seda iilesannet lahendada, paigutame piirkonna
servadele a ja b neelavad adred. Siis iga realisatsioon, mis esmakordselt jouab aéreni,
ei poordu enam tagasi vaadeldavasse piirkonda.

Sellistel tingimustel on toendosus selleks, et ajahetkel ¢t on juhuslik suurus piir-
konnas (3.13.1), kui alghetkel £(0) = =, méératud integraaliga

b
/W(x',t|x,0) dz' = P(x,1). (3.13.3)

FEeldame, et meil on tegemist ajas homogeense protsessiga. Siis

W(x' t|x,0) = W(a', 0]z, —t). (3.13.4)
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Rahuldagu tileminekutoendosustihedus Fokkeri-Plancki poordvorrandit (3.7.11), mis
antud juhul saab kuju

i+ () = D(l)(z) 2 +D(2)($) ﬁ (3.13.6)
FP or Ox?

Arvesse on voetud, et ajas homogeense protsessi korral koefitsiendid D) ja D®)
ajast ei soltu. Pidades silmas vordust (3.13.4), voime me vorrandi (3.13.5) tles kir-
jutada ka kujul

oW (a/,t|x,0)
ot

Integreerime vorrandit (3.13.7) iile muutuja 2. Tulemuseks saame valemi (3.13.3)
abil vorrandi, mida peab rahuldama P(x,t),

= Lip(z) W (', t|z,0). (3.13.7)

OP(z,t)
ot
Selgitame vélja alg- ja ddretingimused vorrandile (3.13.8).
i) Algtingimused. Uleminekutoendosustiheduse jaoks on algtingimuseks

= Lp(x) P(x,1). (3.13.8)

W(a',0|x,0) = §(x — 2'). (3.13.9)
Valemi (3.13.3) alusel saame siit algtingimuse toendosusele P(z,1),
P(z,0) = 1. (3.13.10)

ii) Adretingimused. Fokkeri-Plancki pdérdvorrandi jaoks on déretingimused neela-
vate darte korral antud valemiga (3.10.9),

W(a' tla,0) = W(x',t|b,0) = 0. (3.13.11)
Jarelikult ddretingimused toendosusele P(z,t) on
Pla,t) = P(b,t) = 0. (3.13.12)

Olgu T aeg, mille jooksul realisatsioon jouab neelava dareni. Aega T tuleb tolgen-
dada kui juhuslikku suurust. Vastavalt sellele on P(z,t) toendosus selleks, et T > t.
Suurus 1 — P(z,t) annab toendosuse selleks, et 7 < ¢ . Jarelikult, analoogselt punk-
tiga 1.1, on diferentsiaal

_OP(z,t)

d(1 = Pla,1) = —dP(z,1) = =

dt (3.13.13)
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toendosus selleks, et t < T <t +dt.
Seega on mingi funktsiooni f(7) keskvéértus leitav valemiga

7. OP(x,t
—/f(t) (@,8) 4. (3.13.14)
ot
0
Siit jareldub, et piirkonnast esmakordse vdiljumise keskmine aeg
T(x— a,b) =(T) (3.13.15)
avaldub
T aP
T(x — a,b) /t (3.13.16)
0
Integreerides ositi
T OP(x,t o T
/t ° tP(x, 1) —/P(x £)dt
0 O D
ning eeldades, et
lim tP(z,t) =0,
t—o00
saame piirkonnast esmakordse valjumise keskmise aja jaoks
T(x — a,b) /P (3.13.17)
0

Me voime ntiiid tuletada hariliku diferentsiaalvorrandi, mille lahendiks on T'(x —
a,b) . Lahtume vorrandist (3.13.8) ja integreerime seda iile aja,

o0 P . 0o )
0

Vorduse vasakul poolel

TOP(x,t) . B
/ S22 dt = P(z,00) — P(a,0) = 1.

Tulemuseks saame diferentsiaalvorrandi piirkonnast esmakordse valjumise keskmise
aja leidmiseks

Lip(x)T(z — a,b) = —1. (3.13.18)
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Valemitest (3.13.12), (3.13.17) jérelduvad ddretingimused vorrandile (3.13.18),

T(a— a,b)=T(b— a,b) =0.

(3.13.19)

Lahendame vorrandi (3.13.18), mis detailselt tileskirjutatuna on kujuga

IT(x — a,b)
Ox

O*T(x — a,b)

Ox? =L

DY (z) + D¥(x)

Toome sisse abifunktsiooni
W)
P(x) = exp [/ D@ () da'| .
Leiame tuletise

()
oz _¢<x)D(2)($)'

Avaldame siit

@) (x T
D) = S

ning asendame valemisse (3.13.20). See annab

D@ (z) Oy(x) 0T (x — a,b)
P(x) Oz oz

O?T(x — a,b)

+ D (z) e

~ 1.

Korrutades viimast vordust ¢(x)-ga, saame

D () {aw(a;) IT (x — a,b)

+ ()

ox ox

O?T(x — a,b)
Ox?

Kirjutame selle vorrandi imber kujul (tdhistades z = z)

0 Ol (z —a,b)|  ¥(2)
2o} v

ja integreerime [Y...dz. Seega

o(y) OT(ya—; a,b) (a) aT(za—; a,b)

[ V()
Z=a T b/ D(z)(Z') dz.

= (@)

(3.13.20)

(3.13.21)
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Vottes arvesse, et ¢(a) = 1 (vt valem (3.13.21)), on tulemuseks vorrand
T (y — a,b) 1 0T(z — a,b) 1 /y W(2)
— dz. 3.13.22
W) | DO (313:22)

dy Uy o=
Integreerime vorrandit (3.13.22) kahel viisil: [*...dy ja [7...dy. Vastavalt saame
T(x — a,b) —T(a — a,b)
_ 0T(z —a,b)
0z

e=a ) V(Y) / U(y) / D(2)(z)d ) (3.13.23)
T — a,b) —T(x — a,b)

_ 0T(z —a,b)
B 0z

dy [ dy [ ¥(2) B
LS Lo et @132

Arvestame déretingimustega (3.13.19) ning korrutame vordust (3.13.23) integraaliga

b T
[¢~Y(y') dy ja vordust (3.13.24) integraaliga [ 1~ (y') dy’. Tulemuseks on vastavalt
b /
(/ dy, )T(x—>a,b)
)

J o dly
B dy Il (z — a,b)
-\ el) 0z

(f
S Y(y)
_ rody T (z — a,b) / dy / dy / U(2) &
S p(y) 0z =t Y(y) S (y) S DP(z) )

Lahutades niiiid esimesest vordusest teise ning pidades silmas, et
x b b
dy’ dy’ dy’

S o) ety T ey

avaldame piirkonnast esmakordse valjumise keskmise aja

B ERAREREE B
T““’“‘{(Q w<y'>) /5t | oo

(f ) Ay e
(I wm) [ 3w [ o }( w<yf>)

dy dy [ ¥(2)
=) O W) / D®)(2) dz)’

b
/
/

) T(x — a,b)

Y

a
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3.14 Aire esmakordne libimine

Muudame eelmises punktis lahendatud iilesande tingimusi. Olgu a peegeldav &ar
ja b neelav aar. Seejuures on lubatud ka a = —oo. Siis saame tilesande sellest, kui
kauaks jdab protsessi realisatsioon piirkonda

a<&t)<b (3.14.1)
enne kui ta véljub sealt aare b kaudu. Eeldatakse endiselt, et alghetkel ¢ = 0
E0)=z, a<x<h. (3.14.2)

Toendosus selleks, et ajahetkel ¢ on juhuslik suurus piirkonnas (3.14.1), kui alg-
hetkel kehtib (3.14.2), rahuldab vorrandit (3.13.8) (protsess eeldatakse olevat ajas
homogeenne)

OP(x,t) -
5 = Lip(x) P(x,t). (3.14.3)

Algtingimused selle vorrandi jaoks on antud valemiga (3.13.10). Leiame &éretin-
gimused vorrandile (3.14.3).
Vorrandit (3.14.3) rahuldav téendosus oli defineeritud valemiga (3.13.3)

b
P(x,t) = / W (', t|z,0) da’. (3.14.4)

Peegeldava aére korral valemi (3.10.12) alusel

oW (2, t|x,0)
Ox

— 0. (3.14.5)

Seega on vorrandi (3.14.3)ddretingimuseks peegeldaval ddrel a

OP(z,t)
ox

= 0. (3.14.6)

r=a

Valemi (3.13.12) kohaselt on vorrandi (3.14.3)ddretingimuseks neelaval ddrel b
P(b,t) =0. (3.14.7)

Olgu T'(x — b) ddre b esmakordse labimise keskmine aeg, mis valemi (3.13.17)
alusel avaldub

T(x—0b) = 7P(:C, t)dt. (3.14.8)
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See aeg rahuldab vorrandiga (3.13.18) analoogset vorrandit
Lip(x) T(x —b) = —1. (3.14.9)
Valemitest (3.14.6)—(3.14.8) jarelduvad ddretingimused vorrandile (3.14.9):

AT (z — b)

ox —a

T(b— b) = 0. (3.14.11)

— 0, (3.14.10)

Lahendame vorrandi (3.14.9). Tuues valemiga (3.13.21) jélle sisse abifunktsiooni
(), jouame nii nagu punktis 3.13 vorrandiga (3.13.22) analoogse vorrandini

or(y—b) 1 J0T(z—Db)
oy Pl 0z

1y) / Difz()z(l) dz. (3.14.12)

Seoses dédretingimusega (3.14.10) on vorrandi (3.14.12) paremal poolel esimene liige
vordne nulliga. Seega

o'y —=b) P(2)
T /D o (3.14.13)

Integreerime vorrandit (3.14.13) fgf ...dy. Saame

T(b— b) — T(x — b) = /D ()z(l dz.

Seoses daretingimusega (3.14.11) on vorrandi (3.14.12) vasakul poolel esimene liige
vordne nulliga. Sellega me oleme leidnud dare b esmakordse ldbimise keskmise aja

T(zx — b) = /D<2> dz. (3.14.14)

Juhul, kui me valime a neelavaks dareks ja b peegeldavaks aareks, kusjuures on
lubatud ka b = oo, siis jouame tulemuseni

T(zx — a) = / diij/) y/ Dl/(;()’?l) dz. (3.14.15)



4. Browni liikkumine ja Langevini
vorrand

4.1 Langevini vorrand vaba Browni osakese jaoks

Browni litkumise all kitsamas mdttes moistetakse massiivse osakese liikumist kesk-

konnas (vedelikus), kus talle mjub keskkonda kuuluvate osakestega porkumise tule-

musena juhuslik joud. Laiemas mottes moeldakse Browni liikumise all mingi suvalise

suuruse kaitumist, mis on sarnane Browni osakese karakteristikute kaitumisega.
Browni litkumist kirjeldatakse Langevini vorrandiga,

m% = —myv + C(t)’ (4.1.1)
dt
kus m on Browni osakese mass ja v on Browni osakese kiirus. Lihtsuse eesmargil
vaatleme tihedimensionaalset juhtu. Vorrandi (4.1.1) paremal poolel seisab joud,
mis moéjub Browni osakesele ning koosneb kahest osast:!

i) Osakesele mojuv hoordejoud —m-yv , kus vy on hoordetegur, mis séltub nii kesk-
konna kui ka osakese parameetritest. Kui vorrandis (4.1.1) ((t) = 0, siis kirjeldab
see Browni osakese pidurduvat liitkumist keskkonnas. Vorrandi (4.1.1) lahendiks on
sellisel juhul

v(t) = v(te)e Y0t >,

kus v(ty) on Browni osakese algkiirus ajahetkel t = ¢ .
ii) Browni osakesele mojuv juhuslik joud (Langevini joud) ((t). Seejuures eelda-
takse, et

(C(t)) =0, (4.1.2)
(C(OCE)) =m>Ad(t = 1), (4.1.3)

! Uldisemal juhul, kui on olemas ka osakese suhtes viline vili, lisandub siia selles viljas osakesele
mojuv deterministlik joud (vt punkt 4.11).

79
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kus A on teatav koefitsient, mida nimetatakse Langevini allika intensiivsuseks. Kesk-
vaartus (4.1.3) annab Langevini jou autokorrelatsioonifunktsiooni, kuna

ree(t, 1) = (C()C(T) — (1)) (C(¥)),
ja seega
Kee(t, ) = ket —t)) =m> Ad(t — t). (4.1.4)

Valemist (4.1.4) on néiha, et erinevatel ajahetkedel on Langevini jou vadrtused statis-
tiliselt soltumatud. Seoses d-funktsiooniga avaldises (4.1.4) kujutab Langevini joud
endast valget miira (vt punkt 2.8) spektraalse tihedusega

oc(w) =m?A. (4.1.5)

Harilikult defineeritakse Langevini joud Gaussi protsessina (vt punkt 2.9), st
kui Gaussi valge miira. Vastavalt sellele voib olla nullist erinev ainult Langevini jou
autokorrelatsioonifunktsioon k¢ (t—1t'), korgemat jarku autokorrelatsioonifunktsioo-
nid on aga samaselt vordsed nulliga. Langevini jou momentide jaoks saame valemite
(2.9.4), (2.9.5) alusel

<C(t1)<(t2)€(t2n+1)> :0, n:0,1,2,... s (416)
(Ct)C(E) - C(tan)) = 57 T (Clt)Cltr)), n=1,2,... . (4.1.7)

ki<k‘j

Viimase vorduse paremal poolel summeeritakse iile koikvoimalike korrutiste. Valem
(4.1.7) annab n = 2 korral

(C(t1)C(t2)C(t3)C(ta)) = (C(t1)C(#2))(C(t3)C (2a))
+ (C(t1)C(t3)) (C(t2)C(ta)) + (C(t1)C(t0))(C(22)C(23)).  (4.1.8)

Margime veel, et Gaussi valge miira lihtsaimaks tildistuseks on Gaussi vdrviline
mira autokorrelatsioonifunktsiooniga (vt punkt 2.8)

N m2A [t — ']
kee(t—1) = o7, exp ( - ) , (4.1.9)
kus 7, on korrelatsiooniaeg. Valge mira korral 7. = 0.

Seoses Browni liikumisega kitsamas mottes voib eristada jargmisi karakteerseid
ajavahemikke: 75 — keskmine ajavahemik kahe jérjestikuse porke vahel, 7o ~ 10717,
Tm — porke keskmine kestvus keskkonna iithe molekuliga, 7, ~ 107 ...1071%5s, 7,
— ajavahemik, mille jooksul Browni osake "unustab” olulisel maédral oma esialgse
kiiruse (kiiruse relaksatsiooniaeg), 7, ~ 107%s, mis on médratud hoordeteguriga,

T (4.1.10)
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Nende karakteersete ajavahemike jaoks on hasti taidetud vorratus
T KL Ty K Ty

Seejuures on tingimus 7, < 7, hiddavajalik selleks, et Langevini vorrand oleks kor-
rektselt formuleeritud (ainult sellisel juhul omab motet hoordejou ja Langevini jou
eristamine). Rakendatav on Langevini vorrand aegade t — ¢y > 7, korral, kus ¢,
on alghetk, mille jaoks on antud algtingimused. Kui viimane tingimus ei ole taide-
tud, on meil tegemist juba oluliselt mehaanika tilesandega, kusjuures lootusetult
keerulisega.

4.2 Vaba Browni osakese kiirus

Lahtume Langevini vorrandist

mj: = —myv + ((1). (4.2.1)

Liikumisvorrandi (4.2.1) integreerimine annab Browni osakese kiiruse jaoks

t
(Y
v(t) = v(tg)e 1) 4 e / et @dt’, t > to, (4.2.2)
to m
kus v(ty) on algtingimusega antud osakese kiirus hetkel ¢ = ¢ .

Kontrollime, et funktsioon (4.2.2) rahuldab vorrandit (4.2.1). Koigepealt, kui
votta valemis (4.2.2) t = tg, siis on algtingimus tdidetud. Edasi leiame tuletise

t !
dv(t) _ _,W(to)e—q(t—to) . ,ye—vt/eyt’g t)dt' i 6—7t67t®
dt ; m m
t !
= —vy [U(to)e—ﬂt—to) + 6_%/6%/«” + @ — —’}/U(t) + @
J m m m

Seega on vorrand (4.2.1) rahuldatud.

Valemis (4.2.2) paremal poolel esimesest liitkmest on nédha, et karakteerne ajava-
hemik 7, = 77! iseloomustab toesti algkiiruse v(to) panuse vihenemist aja jooksul
osakese kiirusse v(t).

Seoses Langevini joudu sisaldava liikmega avaldises (4.2.2) on Browni osakese
kiirus juhuslikult muutuv suurus. Leiame vaba Browni osakese kiiruse momendid.
Esimene moment on maaratud keskvaartusega

(v(t)) = v(to)e_w(t_t") + e_vt/ew <€£:)>dt’.
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Joonis 4.1. Browni osakese kiiruse keskvidrtuse (v(t))/v(ty) (kover (1)) ja kiiruse
ruudu keskvidrtuse (v2(t))/v?(to) (kover (2)) soltuvus ajast, kui ty = 0. Langevini
allika intensiivsuseks on valitud A = 6vyv%(ty). Sirged (3) ja (4) kujutavad vas-
tavalt kiiruse keskvédartuse ja kiiruse ruudu keskvaartuse astimptootilist kditumist
ajaskaalas t —to < y7!, vt valemid (4.2.6) ja (4.2.7). Sirge (5) vastab kiiruse ruudu
keskviirtusele (v%(t)) = A/2v, mis valemi (4.2.10) kohaselt realiseerub ajaskaalas
t—to>y!

Arvestades valemiga (4.1.2), on tulemuseks (vt kover (1) joonisel 4.1)
(w(t)) = v(ty)e 710, (4.2.3)

Teise momendi jaoks leiame

t /
(2(0)) = 03 (1) €0 4 2u(tg) e 10 [ et D) gy
m
to

+6_2'7t// ~(t +t" (t//)> dt dt/l

to to

Asendades siia keskvédrtused (4.1.2) ja (4.1.3), saame

t t
WA (1)) = v3(ty) e =00) | g2t / / SIS ¢y A"
to to
t

= 0¥(tg) e 0 4 A [0

to
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Jarelikult

A(1 — e Hlt=to)y, (4.2.4)

2 2 —27(t—to)
t)) = t v +
(v(t)) = v (to) e 2y

Kiiruse ruudu keskvaartuse soltuvust ajast kujutab joonisel 4.1 kover (2).
Seoses keskvaartustega (4.2.3) ja (4.2.4) voib eristada kahte jargmist ajaskaalat.
i) Olgu

t—to <yl (4.2.5)
Siis valemis (4.2.3)

e m 1 (1 — 1)
ja valemis (4.2.4)

e o ] — 2y (t — ty).
Vastavalt sellele (vt sirged (3) ja (4) joonisel 4.1)

(0(t)) = v(to) [1 = ~(t —to)], (4.2.6)

(0*(1)) = v*(ty) + (A = 20%(to)7) (t — o). (4.2.7)

Nagu naha, on antud ajaskaalas Browni osakese kiiruse keskvaartus ja kiiruse ruudu
keskvéaartus oluliselt méaratud algkiirusega. Osake ,méletab® veel kiillalt hasti oma
algkiirust.

ii) Olgu nuid

t—to>~7h (4.2.8)

Siis valemites (4.2.3) ja (4.2.4)

e (t=t0) ~y o=27(t—t0) (.

Tulemuseks saame

(u(t)) = 0, (4.2.9)

) = 5

Seega ajaskaalas (4.2.8) on Browni osake ,unustanud®“ oma algkiiruse ning osakese
kiirus on omandanud taielikult stohhastilise iseloomu. Kiiruse momendid siin enam
ajast ei soltu (vt ka joonis 4.1). Browni osakesest ja keskkonnast koosnev kinnine

(4.2.10)
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stisteem on joudnud tasakaaluolekusse, kus osakese kiiruse muutumine ajas kujutab
endast statsionaarset protsessi.
Me voime leida ka Browni osakese kiiruse dispersiooni

oy (t) = (V3(t)) — (v(t))*. (4.2.11)

i) Esimeses ajaskaalas, kus kehtib (4.2.5), saame valemite (4.2.6) ja (4.2.7) abil,
vottes v2(t — tg)> ~ 0, et

ol(t) = At — to). (4.2.12)

v

Avaldist (4.2.12) tuntakse kui Einsteini valemit Browni osakese kiiruse dispersiooni
jaoks. Selle kohaselt kasvab Browni osakese kiiruse dispersioon esimeses ajaskaalas
ajaga lineaarselt.

ii) Teises ajaskaalas, kus on taidetud (4.2.8), Browni osakese kiiruse dispersioon
ajast ei soltu ning valemite (4.2.9) ja (4.2.10) alusel

2 A

0—1}:%'

(4.2.13)

Ulesanded

Ulesanne 4.2.1. Leidke vaba Browni osakese kiiruse autokorrelatsioonifunk-
tsioon.

Ulesanne 4.2.2. Leidke vaba Browni osakese kiiruse ja Langevini jou korrelat-
sioonifunktsioon.

4.3 Vaba Browni osakese koordinaat

Browni osakese kiiruse muutumine ajas on maaratud Langevini vorrandi lahendiga
(4.2.2),

t
C(t
v(t) = v(ty) e V1) 4 e—vt/evt ¢t dt',  t>t,. (4.3.1)
m
to

Kasutades seda lahendit, leiame Browni osakese koordinaadi x(¢) kui aja funktsiooni.
Kuna v(t) = dz(t)/dt, siis

() = x(ty) + / o(t') dt’

t

¢ ¢
! ! 1 t,/
= x(to) + v(to) / e Eto)qy 4 [ et /e“’t o) de"dt’. (4.3.2)
m
to to to
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Arvutame valemis (4.3.2) olevad integraalid. Koigepealt

t

/e—v(t’—to)dt/ — 1 [1— e—V(t—tO)]_ (4.3.3)
v

to

Edasi esitame

/ —vt’/ fyt” dt”dt _ // 'yt" dt”d( —fyt’)

to to

ning integreerime ositi. See annab

t t
’ // 1 / ! 1 '
/ —t / vt dt//dt e—’Yt/G’Yt @ dt’ + — / @ dt/ (434)
’Y m v om

to

Valemitest (4.3.2)—(4.3.4) saame tulemuseks

t

v(to —~(t—to 1 —y(t—t! ) ..
x(t) = x(to) + (7){1—6 ( )}+7t{[1—e ( )}in)dt. (4.3.5)

Lahtudes avaldisest (4.3.5), leiame vaba Browni osakese koordinaadi momendid.
Esimene moment tuleb

(z(t)) = z(to) + “(sﬂ) [1— et (4.3.6)

Selle soltuvust ajast kujutab joonisel 4.2 kéver (1). Teine moment avaldub

<l‘2(t)> _ {Sﬁ(to) + U(to) {1 . e’Y(tto)}}
+ 1// 1 — efv(tft’)} {1 _ efv(tft”)] <<(t/7>nC(t”)> At de"

ning omandab pérast vastavaid asendusi valemitest (4.3.6) ja (4.1.3) ning integree-
rimist tle aja t” kuju

t

(@2(1)) = (x(D)? + é / [1— e )" ar.

R
Vottes veel allesjaanud integraali, jouame tulemuseni

2(0) = (@(B) + Tt — 1) — 21— o] 4 A
(@*(0) = (2(®) + St —t0) = 5 [1 ]+

P [1— e 0] (43.7)
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0 1y t 2y 3ly

Joonis 4.2. Browni osakese koordinaadi keskvaartuse (z(t))/x(to) (kover (1)) ja koor-
dinaadi dispersiooni o2 (t) /2% (to) (kover (4)) soltuvus ajast, kui ¢y = 0. On kasutatud
parameetrite valikut A/y = 6v%(to) ja v(to)/y = 3z(to). Sirge (2) ja kover (5) kuju-
tavad vastavalt koordinaadi keskvéiartuse ja koordinaadi dispersiooni asiimptootilist
kiitumist ajaskaalas t — to < v~ !, vt valemid (4.3.10) ja (4.3.11). Sirged (3) ja (6)
vastavad koordinaadi keskvédartus ja koordinaadi dispersiooni asiimptootikatele, vt
valemid (4.3.12) ja (4.3.13), mis realiseeruvad ajaskaalas t — to > v~ 1.

Koordinaadi ruutdisperisooni

a5 (t) = (2°(1)) — (2(1))? (4.3.8)
jaoks saame siit

A 2A - —to A - —to
Ug(t) = ﬁ(t — t()) — ?[1 — € (=t )] + 2773[1 — € (et )] (439)

Dispersiooni ajaline kditumine on esitatud joonisel 4.2 koveraga (4).
Vaatleme erinevaid ajaskaalasid.
i) Ajaskaala (4.2.5): t —ty < v~ 1.
Siis valemis (4.3.6)

e V) o 1 — A (t — 1)
ning koordinaadi keskvédrtuse avaldub (vt sirge (2) joonisel 4.2)

(1)) = 2(to) + v(to)(t — to). (4.3.10)
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Seega antud ajaskaalas on osakese asukoht tema algasendi suhtes médratud alg-
kiirusega ning soltub ajast vastavalt mehaanika seadustele.
Kui me valemis (4.3.9) dispersiooni jaoks piirdume lahendusega

e 1 —y(t—t), e T 1 — 2y (t — 1),

siis 02(t) = 0. Esimene nullist erinev panus dispersiooni tekib alles lihenduses

) e 1t~ 1) + £ ylt — )] = & [yt — 1)

(=)

om(t— 1 1
B % 1= 2y(t — 1) + 5 2t — )] — ¢ [29(t — 1)

mis annab

o2(t) = “;(t —tg)>. (4.3.11)

See funktsioon on toodud joonisel 4.2 koveraga (5).

ii) Ajaskaala (4.2.8): t —tq >~y L.
Valem (4.3.6), kus

G—V(t—to) ~ 07

koos definitsiooniga (4.1.10) annab koordinaadi keskvéirtuse jaoks?

v(to)
Y

(x(t)) = z(to) + = x(ty) + v(to)Te- (4.3.12)

Leitud keskvéértus ajast ei soltu, millele vastab sirge (3) joonisel 4.2.
Dispersiooni jaoks saame valemist (4.3.9), vottes seal

e (t=t0) oy p=27(t—t0) o 0,

avaldise

A 3A A 3 _ A
s =S5~ 5

— = — t—to). 4.3.1

2 Juhul kui pikkus v(tg)7, on viiksem Browni osakese raadiusest, voib selle valemis (4.3.12)
jatta ligikaudu arvestamata ning

(x(t)) = w(to)-

Léhendus jaiab kehtima ka lithemas ajaskaalas, kus tingimus (4.2.8) ei ole tdidetud, olles seal veelgi
paremini pohjendatud (vt valemid (4.3.6) ja (4.3.10)).
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Pidades silmas definitsiooni (4.1.10) ja keskvaértust (4.2.10), voime esitada viimase
ka kujul

o2(t) = 2037, [(t o) — 27} ~ 202V 7 (f — 1), (4.3.14)

kust on selgemalt ndha, millised suurused méaéaravad antud juhul koordinaadi dis-
persiooni.

Jéarelikult, pikemas ajaskaalas kasvab Browni osakese koordinaadi dispersioon
ajas lineaarselt. Selle olulise tulemuseni joudsid esimestena A. Einstein (1905) ja
M. Smoluchowski (1906). Joonisel 4.2 on jalgitav, kuidas dispersioon (kover(4)) 14~
heneb aja jooksul lineaarfunktsioonile (sirge (6)).

4.4 Langevini vorrandi seosed Markovi protsessi-
ga

Antud kiisimuse kontekstis on otstarbekas kasutada tldisemat lahenemist. Olgu
X (t) ajast soltuv juhuslik suurus, mis allub litkumisvorrandile

dX
5 = F 0 +al), (4.4.1)

kus F(X) on mingi funktsioon, a = const ja ((¢) on Langevini joud. Sellisel juhul on
X (t) Markovi protsess. Jareldub see asjaolust, et esimest jarku diferentsiaalvorrandi
(4.4.1) lahend on theselt méératud algtingimusega

X(ty) = Xo, (4.4.2)

ning sellest, et Langevini jou vaartused erinevatel ajahetkedel on statistiliselt soltu-
matud.
Situatsioon muutub, kui on tegemist lilkumisvorrandiga

dx
o = FX)+Y (), (4.4.3)

kus Y'(f) on valgest miirast korreleeritum protsess, st tildiselt xyy (¢,t") # 0 ka siis,
kui ¢ # t'. Meile on aktuaalne olukord, kui suurust Y (¢) kirjeldab vorrand

dy
o = 90) +b¢(), (4.4.4)

kus G(Y') on mingi funktsioon ja b = const. Niitid X (¢) ei ole enam Markovi protsess,
kuigi Y'(t) seda on.
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Kui aga vaadelda protsessi, mis on antud kahe juhusliku suurusega X (¢) ja Y'(¢),
kusjuures litkumisvorranditeks on (4.4.3) ja (4.4.4), siis saame taas Markovi prot-
sessi. Protsessi Markovi iseloom séilib ka juhul, kui asendada vorrandid (4.4.3) ja
(4.4.4) ildisematega,

L= R+ A, (44.5)
= GY) + Ga(X) + (1) (44.6)
Ulesanded

Ulesanne 4.4.1. Leidke autokorrelatsioonifunktsioon ryy (¢,¢'), kui kehtib lii-
kumisvorrand (4.4.4), kus G(Y') = —kY, k = const > 0.

4.5 Vaba Browni osakese kiiruse spektraalne ti-
hedus

Lahtume Langevini vorrandist

- do(t)

ST —myv(t) + ((t). (4.5.1)
Kiiruse keskvaartuse jaoks saame siit vorrandi
d(v(t
mM = —m~y(v(t)). (4.5.2)
dt
Valemite (4.5.1) ja (4.5.2) alusel jouame vorrandini kiiruse fluktuatsiooni jaoks,
dAv(t
m dff ) At + AC(H), (4.5.3)

kus

Av(t) = 217r / At (w)e ™ dw,
A((t) = 2177 / Al(w)e ™ dw



Browni liikumine ja Langevini vorrand 90

Fourier’ teisendid peavad rahuldama vorrandit
—imwAD(w) = —myAD(w) + Al(w). (4.5.4)

Toepoolest, kui me korrutame vorrandit (4.5.4) suurusega (27) exp(—iwt) ja integ-

reerime seejarel [ ...dw, siis saame tulemuseks vorrandi (4.5.3). Vorrandist (4.5.4)

avaldame -
Ab(w) = ﬂm. (4.5.5)

Langevini jou ajaline evolutsioon on statsionaarne protsess. Kasutame ajaskaalat
t —to > ~~ L. Siis on ka Browni osakese kiiruse ajaline evolutsioon statsionaarne
protsess. Sellisel juhul vastavalt valemile (2.6.12)

(AD(w) AD(—w')) = 276 (w — W) Fyp(w), (4.5.6)

(AC(w) AL(~w)) = 2m6(w — o) Ree (W), (45.7)

kus R,,(w) on Browni osakese kiiruse autokorrelatsioonifunktsiooni Fourier’ teisend
ja R¢e(w) on Langevini jou autokorrelatsioonifunktsiooni Fourier’ teisend. Seejuures
on voetud arvesse, et nii Browni osakese kiirus kui ka Langevini joud on reaalsed
suurused, st

Siis vastavalt valemile (2.6.5)
At (w) = Ab(-w), A (w) = A¢(-w).

Integreerides vordust (4.5.6) iile w’-i ning arvestades seostega (4.5.5) ja (4.5.7), saa-
me

[e.o] [e.o]

o / Foo(0) (w0 — w') Ao’ = 2y (w) = / (AB(W)AT(—')) dw’
7 (Alw ) Al(—w") ., ffcc( )5(w—w’) = 2TRe(w)
= | w7 / )+ i) T )
Seega

() = () (4.5.8)
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Kuna meil on tegemist statsionaarsete protsessidega, siis Wieneri-Khinchini teoreemi
kohaselt

’%vv(w> = Qv(w>7 RCC(M) = QC((“))?

kus g,(w) on Browni osakese kiiruse fluktuatsioonide spektraalne tihedus ja o¢(w) —
Langevini jou fluktuatsioonide spektraalne tihedus. Jarelikult

o) = a5 s (459)

Arvestades ka valemiga (4.1.5), saame Browni osakese kiiruse fluktuatsioonide spektraal-
se tiheduse jaoks avaldise

A
_72+w2'

ov(w) (4.5.10)

Kiiruse fluktuatsioonide spektraalse tiheduse abil voime leida kiiruse dispersiooni

oo

1
7= ([Be(o)) = 5 [ o)
Integreerimine annab
7 T dw 1 w]™ T A
W) dw=A [ — A |-arctan 2| =T,
ZOQ (w) dw J R [Warc an ’Y]_oo 5

Tulemuseks on avaldis Browni osakese kiiruse dispersiooni jaoks,

mis langeb kokku valemiga (4.2.13).

4.6 Fokkeri-Plancki vorrand vaba Browni osakese
kiiruse jaoks

Konkretiseerime vorrandit (3.7.3), kui juhuslikuks suuruseks on Browni osakese kii-
rus,

oW(v,t) 0 0?

5 = 5PV @)W ()] + 55 [DP(0) W(v,1)]. (4.6.1)
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Siin on tahistustes voetud arvesse, et vaba Browni osakese juhul on v(t) ajas ho-
mogeenne Markovi protsess®, mille korral koefitsiendid D™ ja D@ ajast ei soltu.

Leiame need koefitsiendid. Valemite (3.1.3), (3.1.11) alusel

0

D () = 1 laT<[v(t+T)—v(t)]”>

m 9

v(t):v] =0

kus v on ajahetkel ¢ fikseeritud kiirus. Vajalikud keskvaéartused avalduvad

(v(t+71)—0(t)) = (v(t+ 1))

v(t)=v

v(t)=v

(1wt +7) =00 = (2 +7)

Kasutades avaldisi (4.2.3) ja (4.2.4), saame siit

(v(t+ 1) —v(t)) =ve T —u,

v(t)=v

A
=02+ (1 —e 7)) — 2% + 0k
v(t)=v 2y

([o(t+7) = o))

Leiame tuletised

[0
Tt + 1) — ot Sl E———
ot 1) =) ()] | =
2 (e 4+ 1) — o))
_aT ’ v(t)=v] . —q
= [-20%7e™"T + Ae™ T 4+ 207y ]| = A.
7=0

Sellega me oleme méaaranud vorrandi (4.6.1) koefitsiendid,
D(l)(v) = v,

D@ (v) = J;l

Voib veenduda, et

DW(v) =0.

3 See, et tegemist on Markovi protsessiga, selgub valemitest (4.1.1) ja (4.4.1).

(4.6.2)

(4.6.3)

(4.6.4)

(4.6.5)

(4.6.6)

(4.6.7)

(4.6.8)

(4.6.9)

(4.6.10)
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Siis aga, nagu niagime seoses Pawula teoreemi toestusega,
D™ () =0, kui n>3. (4.6.11)

Seega on meil parast teist liiget katkev Kramersi-Moyali rida ning Browni osakese
kiirust kirjeldab toepoolest Fokkeri-Plancki vorrand

oW(vt) 0 A W (v, 1)

Valemite (4.6.12) ja (3.12.2) vordlusest jéreldub, et vaba Browni osakese kiiruse
ajaline kditumine kujutab endast Ornsteini-Uhlenbecki protsessi.

Ulesanded

Ulesanne 4.6.1. Pange kirja Fokkeri-Plancki vorrandit (4.6.12) rahuldav vaba
Browni osakese kiiruse toendosusjaotus W (v, t).

Ulesanne 4.6.2. Leidke vorrandit (4.6.12) rahuldava toendosustiheduse abil va-
ba Browni osakese kiiruse ruutdispersioon nii iildjuhul kui ka statsionaarsel juhul.

4.7 Vaba Browni osakese kiiruse statsionaarne toe-

naosusjaotus
Fokkeri-Plancki vorrand (4.6.12) kirjeldab Ornsteini-Uhlenbecki protsessi. Statsio-
naarsele Ornsteini-Uhlenbecki protsessile vastab toendosusjaotus (3.12.20), kus Brow-

ni osakese kiiruse korral n = v ja D = A/2. Seega on Browni osakese kiiruse
statsionaarne toenaosusjaotus antud valemiga

o= () e (-22). -

Toendosusjaotus (4.7.1) realiseerub ajaskaalas t — to > 77!, kui Browni osakesest
ja keskkonnast koosnev kinnine siisteem on saavutanud statistilise tasakaalu. Selli-
ses olukorras peaks Browni osakese kiirus alluma Mazwelli jaotusele. Valem (4.7.1)
annabki Maxwelli jaotuse, kui seal votta (Einsteini valem)

A=2kT L, (4.7.2)

kus T" on temperatuur ja kg on Boltzmanni konstant. Siis

W(v) = (2”k3T>_1/2 exp (— m” ) (4.7.3)

m
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Vorduse (4.7.2) olulisus on ilmne: see seob Langevini allika intensiivsuse keskkonna
moodetava karakteristiku — temperatuuriga.
Pidades veel silmas avaldist (4.1.5), voime ka esitada

oc(w) = 2mykgT. (4.7.4)

Valem (4.7.4) annab siisteemi fluktuatiivse karakteristiku (Langevini jou fluktuat-
sioonide spektraalne tihedus pc(w)) ja dissipatiivse karakteristiku (hoordetegur )
vahelise seose, olles seega fluktuatsioon-dissipatsiooni teoreemi* erijuhuks.

4.8 Fokkeri-Plancki vorrand vaba Browni osakese
koordinaadi jaoks

Browni osakese koordinaadi evolutsioon kujutab endast Markovi protsessi ainult
jaimedamas ajaskaalas, kui ¢t — ¢y > v~ (vt punkt 4.9), ja on kirjeldatav seejuures
Fokkeri-Plancki vorrandiga

OW (z,t) 0 0?

DU = DW(@) W, 1)+ 55 [DP) W, ), (481)

kus

D™ (z) = ! la([x(t +7)—z(t)]") (4.8.2)

Tl |or

:L’(t)x] =0
ja x on ajahetkel t fikseeritud koordinaat. Kuna protsess on ajas homogeenne, siis
Fokkeri-Plancki vorrandi koefitsiendid ajast ei soltu.

Leiame koefitsiendid D™ ja D). Vajalikud keskviartused

(x(t+71)— (1)) =(z(t+71) —=x (4.8.3)

z(t)=x

ja

= (2*(t + 7)) —2z(x(t + 7)) +2?  (4.8.4)

z(t)=x z(t)=z z(t)=z

([x(t+7) —2(t)])

avalduvad valemitega (4.3.12), (4.3.13) arvestamisel jargmiselt:

(x(t+ 1) —x(t)) =—, (4.8.5)

z(t)=z Y

4 Vt niiteks L. D. Landau, E. M. Lifshitz ,,Statistical Physics. Part I, Butterworth-Heinemann,
2000; R. Balescu ,,Equilibrium and Nonequilibrium Statistical Mechanics“, John Wiley & Suns Inc,
1975.
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([x(t+7) —2(t)]) x(t):x: 7—7 + ?’ (4.8.6)

kus v on ajahetkel t fikseeritud kiirus. Siit saame

DW(z) =0, (4.8.7)
_A
=5

Tulemuseks on Fokkeri-Plancki vorrand

W(at) Wt A

DO (2) (4.8.8)

(4.8.9)

ot ox? 7’ - 272

mis kirjeldab Wieneri protsessi. Valemit (4.8.9) nimetatakse ka Einsteini-Smoluchowski
vorrandiks.

4.9 TUlesumbunud Browni liikkumine

Fokkeri-Plancki vorrandi (4.8.9) saaksime samuti siis, kui lahtuksime mitte Lange-
vini vorrandist (4.1.1), vaid liikumisvorrandist, kus on vorreldes valemiga (4.1.1)
ara jaetud inertsiliige®, st koordinaadi ajalist evolutsiooni kirjeldavast esimest jirku
diferentsiaalvorrandist®

dz  ((t)
T (4.9.1)

Tulemuseks on Browni liikumine, mida nimetatakse tilesumbunuks. Realiseerub selli-
ne diinaamika, kui

t—ty>y ' =1, (4.9.2)
Langevini vorrandilt (4.1.1) vorrandini (4.9.1) joudmiseks voib kasutada jargmist

protseduuri. Vorrandi (4.1.1) integreerimine annab valemi (4.2.2) alusel

t
/ t/
U(t) _ v(t())e—(t—to)/’ru + e—t/Tv /Bt /%th’, t>t. (493)
m
to

5 Sellist skeemi on kasutatud punktis 4.16 iildisema juhu jaoks, kui Browni osakesele mdjub ka
deterministlik joud.
6 Siit jireldub kohe, et antud juhul on z(t) Markovi protsess, vt (4.4.1).
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Arvestades tingimusega (4.9.2), saame siit ligikaudu

¢ /
u(t) ~ e ™ / et,/”@dt'. (4.9.4)
m

—00

Seega on meil litkumisvorrand koordinaadi jaoks,

de  T'(¢t)
—_—=— 4.9.5
dt my’ ( )
kus
1 t
() == [ etmar, (4.9.6)
o

Kasutades avaldist (4.9.6), voib leida juhusliku suuruse I'(¢) keskvéértuse ja auto-
korrelatsioonifunktsiooni,

(I'(t)) =0, (4.9.7)
krp(t —t') = W;QA exp <— i t/|> . (4.9.8)

Ty Ty

Jarelikult kujutab protsess I'(¢) endast vérvilist miira, mille korrelatsiooniajaks on
Browni osakese kiiruse relaksatsiooniaeg 7,. Vorrand (4.9.5) ldheb iile vorrandiks
(4.9.1) valge miira piiril, kui

Ty — 0, (4.9.9)
kuna siis
krr(t — 1) = kee(t — 1) = m*AS(t —t). (4.9.10)

Seega, et vahemalt ligikaudu oleks tagatud vorrandite (4.9.5) ja (4.9.1) ekvivalentsus,
peab relaksatsiooniaeg 7, olema piisavalt viike.”

7 Saavutatav on see kahe faktori kaudu. Me kirjutasime hoordejou iiles kujul
—mnv,

kus m oli osakese mass ja v — hoordetegur. Keskkonnas litkuvale osakesele méjuv hoordejoud
osakese massist tegelikult ei soltu. Arvestades sellega, toome sisse suuruse

B =my (4.9.11)
kui massist mittesoltuva hoordeteguri. Néaiteks kerakujulise osakese korral

8 = 6ran, (4.9.12)
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Oeldu on &ige Browni osakese koordinaadi korral, mida kirjeldab iilesumbunud
reziimis diferentsiaalvorrand (4.9.1). Selle integreerimine annab

t
w(t) = (to) + (my) ™ / C(t)at', t>to. (4.9.14)
to
kus ¢(#') on valge miira. Seevastu Browni osakese kiiruse jaoks on meil iilesumbunud
reziimis avaldis®

v(t) = (my)~'T(#), (4.9.15)

kus I'(t) on vérviline mira keskvaartusega (4.9.7) ja korrelatsioonifunktsiooniga

(4.9.8).

Ulesanded

Ulesanne 4.9.1. Leidke avaldise (4.9.14) abil Browni osakese koordinaadi kesk-
vaartus ja dispersioon ning vorrelge saadud tulemusi valemitega (4.3.12) ja (4.3.13).

Ulesanne 4.9.2. Leidke avaldise (4.9.15) abil Browni osakese kiiruse dispersioon
ning vorrelge saadud tulemust valemiga (4.2.13).

Ulesanne 4.9.3.

(i) Tuletage, ldhtudes litkumisvorrandist (4.9.1), Fokkeri-Plancki vorrand Browni
osakese koordinaadi jaoks (valem (4.8.9)).

(ii) Kontrollige, et tegemist on tdesti Fokkeri-Plancki vorrandiga, st Kramersi-
Moyali reaksarenduse koefitsient D (x) = 0.

Ulesanne 4.9.4. Tuletage autokorrelatsioonifunktsiooni avaldis (4.9.8).

kus a on osakese diameeter ja 1 — keskkonna viskoossuskoefitsient. Browni osakese kiiruse relak-
satsiooniaeg avaldub niiiid kujul

m:%. (4.9.13)

Siit jareldub, et iilesumbunud diinaamika rakendamiseks peab hoordetegur olema suur ja/voi osa-
kese mass véike.
8 Vorduse (4.9.1) tolgendamine Browni osakese kiiruse avaldisena, st

v(t) = (my) (1),
tahendaks seda, et
(0*(t)) = Ay726(0) = o0,

mis on ilmselt ebakorrektne tulemus. Selles véljendub iildisem asjaolu: Wieneri protsess ei ole
diferentseeritav (vt [2] lk 68). Kiill aga on osakese kiiruseks vorduse (4.9.5) vasakul poolel seisev
tuletis enne piirvadrtuse (4.9.9) votmist.
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4.10 Vabade Browni osakeste difusioon

Einsteini-Smoluchowski vorrand (4.8.9) kirjeldab Browni osakeste difusiooni. Me
voime iiles kirjutada selle vorrandi kolmedimensionaalse iildistuse

‘W = DV2W (7 1), (4.10.1)

kus 7 on Browni osakese kohavektor. Kui algtingimuseks on
W (T tg) = o(7"— 7(to)), (4.10.2)

siis rahuldab vorrandit (4.10.1) piiramata ruumis téendosustihedus

W (7,t) = [4xD(t — ty)] " exp (—M). (4.10.3)
1
n 2
0 14D t 12D  3/4D

Joonis 4.3. Browni osakeste kontsentratsiooni n(7,¢) soltuvus ajast erinevates ruu-
mipunktides, kui ¢y = 0. Kover (1): kontsentratsioon ruumipunktis 7 = 7(to), (2):
kontsentratsioon ruumipunktis 7 # 7(to)

Olgu n(7,t) Browni osakeste arvu tihedus (kontsentratsioon) ja N— Browni osa-
keste arv. Ilmselt kehtib vordus

n(7,t) = NW(7 1), (4.10.4)

Seega voime me formuleerida Einsteini-Smoluchowski vorrandi Browni osakeste arvu
tiheduse jaoks,

on(7,t)

— 2 (7
5 = DV-n(T,1). (4.10.5)
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Olgu ajahetkel to Browni osakesed kontsentreeritud tihte ruumipunkti 7(¢g),
n(r,to) = N 6(7" — 7(to)). (4.10.6)

Sellise algtingimuse korral on vorrandi (4.10.5) lahend antud valemitega (4.10.3) ja
(4.10.4),

W 7= (o)
n(r,t) = InD (= ) exp <_4D(t—to)>' (4.10.7)

Kirjeldab see Browni osakeste difusiooniprotsessi, mida illustreerib joonis 4.3.

Ulesanded

Ulesanne 4.10.1. Kontrollige, et toendosustihedus (4.10.3) on normeeritud 1-le.
Ulesanne 4.10.2. Kontrollige, et téeniosustihedus (4.10.3) rahuldab algtingi-
must (4.10.2).

4.11 Browni liikumine deterministlikus jouvaljas.
Kramersi vorrand

Browni osakese liikumist deterministlikus jouvéljas kirjeldavad vorrandid

(:t) = —yv+m F(x) +((t)], (4.11.1)

dx

oy, (4.11.2)
kus

F(z) = —d‘gff), (4.11.3)

F(z) on Browni osakesele mojuv statsionaarne deterministlik joud ja V(z)- osa-
kese potentsiaalne energia. Liikumisvorrandid (4.11.1), (4.11.2) annavad meile kahe
juhusliku suurusega Markovi protsessi, vt punkt 4.4.

Browni osakese kiiruse ja koordinaadi ithistGendosustiheduse W (v, x, t) jaoks keh-
tib Fokkeri-Plancki vorrand, mida nimetatakse Kramersi vorrandiks.” Kuna deter-
ministlik joud F(x) on statsionaarne, siis on tegemist ajas homogeense protsessiga

9 Kasutusel on ka nimetus Kleini-Kramersi vérrand.
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ja Kramersi vorrandi koefitsiendid ei soltu ajast. Valemite (3.7.13), (3.7.14) alusel
naeb see vorrand tldkujul valja selline:

oW(v,z,t)
T — LFP(ij) W(U,S(I,t), (4114)
Lpp(v,z) = _(9811 D,(v,z) — (981: D,(v,x) + 86;2 Dy, (v, x)
kus
W
D,w.2) = | Lo(t 4 7) - olt) ] , (4.116)
| OT v(t)=v,z(t)=z r=0
)
D.(w.2) = | L aft 4 7) - 2(t) ] | (411.7)
| OT v(t)=v,z(t)=x S
1[0 5
Do) = [ttt ] (4115)
1[0 5
Dutvr) =g |grtete i —aop) ] (4119
1 0
Duu(v,2) = 5 | =[v(t +7) = 0(®)] [alt + 7) — 2(2)) ] - (4.11.10)
T v(t)=v,z(t)=x r—0

Leiame Kramersi vorrandi koefitsiendid. Kirjutame koigepealt Browni osakese
liikumisvorrandid (4.11.1), (4.11.2) iiles kujul

dv(gjﬂ = —yu(t+71)+ F(x(:r:r ") + C(t;; T), (4.11.11)
dx(gjﬂ i+ 7). (4.11.12)

Ajahetkel t on osakese kiirus ja koordinaat fikseeritud, v(t) = v ja x(t) = x. Laheme
diferentsiaalvorranditelt (4.11.11) ja (4.11.12) tile integraalvorranditele

o(t (t
v(t+7)— :_7/ (t+7')dr’ +/ ) /( =) 4r, (41113)
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z(t+71)—x= /U(t—I—T') dr'. (4.11.14)
0
Kramersi vorrandi koefitsientide méaramiseks tuleb leida tuletised
0
g (...) L

Kui 7 — 0, siis v(t + 7) — v ja o(t + 7) — x. Seoses sellega esitame valemites
(4.11.13) ja (4.11.14)
v(t+T)=v+ [t +7) -], (4.11.15)

OF (x)
Ox
Asendame need avaldised vorranditesse (4.11.13) ja (4.11.14). Tulemuseks on

Flx(t+1") = F(z) + et +7)—2]+... . (4.11.16)

v(t+T)—v= [—7’04— Fg)] T—’)//[U(t—FT/) —v]dr’
+ ; agix) O/T[:c(t +7') —a]dr + O/T C(t;;Tl) dr’, (4.11.17)
z(t+71) —x:vT—i-/T[v(t—i-T') —v]dr'. (4.11.18)

Vordleme vorrandite (4.11.17) ja (4.11.18) paremal poolel olevate litkmete kahane-
mise kiirusi, kui 7 — 0. Selleks leiame piirvaartused

f[v(t + 1) —v]dr’
lim 2 = lim [v(t +7) —v] =0,
7—0 T =0

f[ac(t +7') — x]dr’
lim 2 = lim [z(t +7) — 2] = 0.
7—0 T T—0

Seega vaadeldavas piirprotsessis kahanevad vorrandis (4.11.17) paremal poolel teine
ja kolmas liige ning vorrandis (4.11.18) teine liige kiiremini kui vastavate vorrandite
esimesed liikmed ning me voime need kiiremini kahanevad liikemed korvale jatta.
Jérelikult

vt+T)—v= [—71}4—}(;(;)] T—i—/TC(tmde’, (4.11.19)

z(t+71)—x =0T (4.11.20)
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Avaldiste (4.11.19) ja (4.11.20) paremad pooled sisaldavad ainult Langevini joudu ¢
ning fikseeritud suurusi v ja F(z).

Niitid saame leida Kramersi vorrandi koefitsiendid. Valemite (4.11.6) ja (4.11.19)
alusel

D,(v,x) = 8(2' { [—yv—k FT(:)] 7-_|_/T<C(t+7—/)>d7./}

- .
0 =0
Seega
F
Dy(v,x) = —yv + (3:) (4.11.21)
m
Valemite (4.11.7) ja (4.11.20) alusel
D,(v,z) =wv. (4.11.22)
Valemitest (4.11.8) ja (4.11.19) jareldub, et
1 F(z)]” F t+ 7!
Dyy(v,7) = = 9 {[—w + (x)l 242 [—w + x)] / () dT’] T
20T m m / m

=0

Seega

Dyy(v,x) = ';l (4.11.23)
Valemite (4.11.9) ja (4.11.20) alusel

10

D, (v,2) = 5 a(vzﬁ)\ﬁo.
Jérelikult

D,.(v,z) =0. (4.11.24)

Valemite (4.11.10), (4.11.19) ja (4.11.20) alusel

Dw(v,x) = 887‘ { [—’YU + F;S;E)‘| U7'2 +

T

JpeEad) de] }

0

T7=0

Jarelikult

Dy (v, z) = 0. (4.11.25)
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Sellega oleme tuletanud Kramersi vorrandi

ow(,x,t)  W(,axt) 9 _ F(a)
ot - Oz * a0 |\1"7 T W(v.z,¢)

A PW (v, 2,t)

2 o2

Kui deterministlik joud puudub, st F'(z) = 0, siis saame vorrandist (4.11.26)
selle erijuhuna Fokkeri-Plancki vorrandi vaba Browni osakese iihistoenaosustihedu-
se W(v,z,t) jaoks

(4.11.26)

oW (v, z,t) ; OW (v, z,t) N

0 A PW (v, x,t)
g pe tirm VW (v, x,t)] + T a2 (4.11.27)

Siit voib omakorda jouda Fokkeri-Plancki vorrandini (4.6.12), mis kirjeldab ainult

vaba Browni osakese kiirust. Selleks integreerime vorrandit (4.11.27) iile koordinaadi

J ...dz ning arvestame, et

—0o0

oo

/ W(v,z,t)de = W(v,t),

/ W/(;x,x,t)dx = W(v,x,t) m;_oo: 0.

—00

4.12 Kramersi vorrandi statsionaarne lahend

Kirjutama tiles Kramersi vorrandi (4.11.26), vottes arvesse, et F(z) = —dV (z)/dz
ja A =2kgT~/m ,
oW (v,z,t) oW (v,z,t) 1 0 dV (z)
ot - ox T v E T4 W(v,z,¢)
kgT~y O°W (v, x,t)
. 4.12.1
* m ov? ( )

Selleks, et muuta valemeid veidi kompaktsemaks, laheme tile uutele muutujatele

m m
_ [ M 412.2
TN T VT T ( )

toome sisse dimensioonitu potentsiaalse energia

(4.12.3)
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ning esitame seejarel vorrandi (4.12.1) selliselt:

Wuyt) _ OW(uwyt) dU(y)oW(uyt)

ot dy dy ou
0 oW (u, y, 1)
o — 4.12.4
+ e uW (u,y,t) + 9 (4.12.4)
Leiame vorrandi (4.12.4) statsionaarse lahendi, mille korral
OW (u, y, t)
-, U 4.12.
ot 0 ( 5)
Otsime seda kujul
w2
W (u,y) = exp (—2) f(y), (4.12.6)

kus f(y) on seni tundmatu funktsioon. Asendame toendosustiheduse (4.12.6) vor-
randisse (4.12.4). See annab koos tingimuse (4.12.5) arvestamisega

—u exp (—u2> ag;y) — d[é?(j/) U exp <—u2>f(y)

u? u

+9 ;u [ueXp (—2>f(y) — uexp <—;)f(y)] =0.

Sellega oleme saanud funktsiooni f(y) méadramiseks vorrandi

ofly) _  dU(y)

oy dy

f), (4.12.7)
mille lahendiks on

Fy) = 2 exp (~U(y)), (4.12.8)

kus Z tuleb leida toendosustiheduse normeerimistingimusest. Seega
2

W(u,y) = Z  exp (—U(y) - “2> (4.12.9)

Minnes niiiid tagasi esialgsetele muutujatele saame loplikult

_ Viz) mv? )
W(v,z) =2 texp | — — . 4.12.10
(v,2) (e - g (1.12.10)

Valem (4.12.10) kujutab endast Boltzmanni jaotust.
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Ulesanded

Ulesanne 4.12.1. Lahtudes Boltzmanni jaotusest (4.12.10), leidke vilises jou-
véljas litkuva Browni osakese kiiruse statsionaarne toenéosusjaotus W (v).

4.13 Harmoonilise ostsillaatori Browni liikumine

Harmoonilise ostsillaatori Browni liikumist kirjeldab Langevini vorrand

o
dt

kus wy on ostsillaatori omavonkesagedus. Osakese potentsiaalne energia on siin

= —myv — mwiz + (1), (4.13.1)

2

V(z) = % 22 (4.13.2)
ning osakesele mojub deterministlik joud
dVv
F(z) =— d(x) = —muwi. (4.13.3)
x

Liikumisvorrandile (4.13.1) vastava Kramersi vorrandi statsionaarne lahend on
valemi (4.12.10) kohaselt

2,.2 2
W(v,x) = Z "exp (—W), (4.13.4)
kus
7 mu? 7 mwia?
Z = / - d / Lo TG )
) exp< 2k:BT> v_ exp( 2kBT> x
Vottes arvesse, et
et = 7
kus a > 0, saame
2rkgT
= S (4.13.5)
mwo

Leiame osakese koordinaadi ja kiiruse kaks esimest momenti statsionaarsel juhul.
Uldiselt

o0

(f(v,2)) = 7 / f(v,2) W(v, ) dvdz.

—00 —00
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Kuna
/ ye_“yzdy =0
ja

2a3/2’

/yQG—adey: ﬁ

kus a > 0, siis
(v) = (x) =0, (4.13.6)

(v?) = wi (2?) = kBﬂf. (4.13.7)

Need keskviaartused iseloomustavad harmoonilise ostsillaatori fluktueerumist tasa-
kaaluasendi x = 0 timber valge miira toimel.

Ulesanded

Ulesanne 4.13.1. Kontrollige valemite (4.13.6) ja (4.13.7) kehtivust.

4.14 Ostsillaatori fluktuatsioonide spektraalsed ti-
hedused

Leiame kiiruse ja koordinaadi fluktuatsioonide spektraalsed tihedused harmoonilises
ostsillaatoris. Kiiruse ja koordinaadi fluktuatsioonide jaoks kehtivad liikumisvorran-

did

d Av(t) AL(t)
i + v Av(t) + wi Ax(t) = —
d Ax(t)
= Av(t). 4.14.1
= Al (114.1)
Fluktuatsioonide Fourier’ teisendid rahuldavad siis vorrandeid
N
(—iw + 7) A (W) + w2 Ad(w) = iiw) ,
—iw AZ(w) = Ad(w). (4.14.2)
Siit avaldame
N
Ad(w) = wlwy — i(w? — wd)] ™ C(w)’ (4.14.3)

m
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Ab(w) = [y - (o — )] 2o (114.4)
Statsionaarse protsessi korral valemi (2.6.12) alusel

(AB(w) AT(~w)) = 2m6(w — W) Fopn (), (4.14.5)

(A7 (w) AF(—w)) = 270(w — &) Fae(w), (4.14.6)

(AC(w) AC(~w") = 2md(w — w') Ree(w)- (4.14.7)
Integreerides iile w'-i, jduame analoogselt punktiga 4.5 tulemuseni

Fonlt) = 6 () = g N (1.11.8)

o w272 + (w2 _ W%)Q m2

Sellega me oleme leidnud Wieneri-Khinchini teoreemi alusel kiiruse ja koordinaadi
fluktuatsioonide spektraalsed tihedused harmoonilise ostsillaatori jaoks
202y kgT

— 2 _
0v(w) = w? o, (w) = PR AR (4.14.9)

kus on arvestatud fluktuatsioon-dissipatsiooni teoreemiga (vt valem (4.7.4))
oc(w) = 2mykgT. (4.14.10)

Koordinaadi fluktuatsioonide spektraalne tihedus sageduse funktsioonina on toodud
joonisel 4.4.

4.15 Elektriline vonkekontuur ja Nyquisti valem

Harmoonilise ostsillaatori Browni liikumise naiteks on elektriline vonkekontuur, mis
asub termostaadis. Elektrilisi vonkumisi kontuuris kirjeldavad vorrandid

dl q
L—+RI+—==E(t 4.15.1
dq
— =] 4.15.2
at (4.15.2)

kus I on voolu tugevus, L — induktiivsus, R — takistus, C' — kondensaatori mahtuvus,
q — laeng kondensaatori plaatidel ja £ — elektromotoorjoud. Kui véline elektromo-
toorjoud puudub, siis voib suurust £(t) tolgendada Langevini allikana, st fiktiiv-
se elektromotoorjouna, mis on ekvivalentne laengukandjate soojusliku liikumisega.
Vorrand (4.15.1) on identne vorrandiga (4.13.1), kui me teeme viimases asendused

r—q, v—1I, m—1L,
y— R/L, wj—1/LC, (—E&. (4.15.3)
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o
o
0

Joonis 4.4. Harmoonilise ostsillaatori koordinaadi fluktuatsioonide spektraalse tihe-
duse soltuvus sagedusest. Valitud on wy = 7.

Avaldisest (4.14.10) saame siis elektromotoorjou fluktuatsioonide spektraalse tihe-
duse jaoks

oe(w) = 2RkgT, (4.15.4)

mis on tuntud kui Nyquisti valem'® (sisuliselt fluktuatsioon-dissipatsiooni teoreem).
Valemi (4.14.9) alusel voime me iiles kirjutada ka voolu ja laengu fluktuatsioonide
spektraalsed tihedused

2REksT

o1(w) = wgg(w) = Z@)P (4.15.6)

kus Z(w) on kontuuri impedants,

Z(w)=R—1i (Lw - Clw) . (4.15.7)

10 Valem (4.15.4) kehtib eeldusel, et laengukandjad on klassikalised osakesed. Nyquisti valemi
kvantmehaaniliseks tildistuseks on

hw

kus % on Plancki konstant. Me saame siit klassikalise piirjuhu, kui fw < kgT'. Siis

coth 77&) =] 2kpT
2T~ hw

ning tulemuseks on avaldis (4.15.4).
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4.16 TUlesumbunud Browni liikumine determinist-
likus jouvaljas

Kui me jatame Langevini vorrandis (4.11.1) dra inertsiliikme, siis saame tilesumbu-
nud Browni osakese liikumisvorrandi statsionaarses deterministlikus jouvéljas

dz
dt
Selle vorrandi lahend on Markovi protsess. Seejuures rahuldab osakese koordinaadi

toendosustihedus W (x,t) Fokkeri-Plancki vorrandit. Leiame viimase koefitsiendid.
Analoogselt punktis 4.11 arendatud skeemiga esitame valemi (4.16.1) alusel

= (ym)~'[F(z) + ¢(1))- (4.16.1)

r(t+717)—x= };(n? T+ 0/ W dr’, (4.16.2)

kus x(t) = x on ajahetkel ¢ fikseeritud koordinaat ja 7 — 0. Fokkeri-Plancki vorrandi
koefitsientide jaoks saame siit

0

(1) - | = _ - | = =
DY (x) l@r (x(t+71) I)] . [87_ po T] T (4.16.3)
110
(2) _ - | = _ 2
De) = 5 [5r lattr) =)
1[0 |[(Fx) \* A A kT
_2[& (m T) +727}_0_272_7m. (4.16.4)
Tulemuseks on Fokkeri-Plancki vorrand!!
oW (z,t)  0S(z,t)
e (4.16.5)
kus toenaosusvoo tihedus avaldub
S(x,t) = (ym) ™! [F(m) W(x,t) — kgT aVVa(mx,t)] : (4.16.6)

Leiame vorrandi (4.16.5) statsionaarse lahendi, st toendosusjaotuse, mis rahuldab
tingimust
oW (x,t)
ot

I Tuntud ka kui Smoluchowski vérrand.

= 0. (4.16.7)
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Joonis 4.5. Asiimmeetrilise bistabiilse potentsiaali V (r) = —az —bx?+cx? ja valemi-
ga (4.16.13) antud vastava statsionaarse toendosustiheduse soltuvus koordinaadist
x. Kover (1): V(x), kover (2): 20 x W (z). Parameetrid: a/kgT = 1, b/kgT = 4 ja
C/kBT =4.

Jarelikult
0S(z)
= 4.16.
S =0 (4.16.8)
ehk
S(x) = const. (4.16.9)

Olgu daretingimused kas peegeldavad voi loomulikud. Molemal juhul z-i muutumis-
piirkonna ddrtel'?

S(A)=S8(B) =0, (4.16.10)
Siis aga valemi (4.16.9) alusel

S(z) =0. (4.16.11)
Seega rahuldab toendosustihedus vorrandit

oW (z)
ox

12 Loomulike ddretingimuste korral A = —co ja B = oo.

= —(kgT)™! d‘g? W(x), (4.16.12)
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kus V(z) on osakese potentsiaalne energia. Selle vorrandi lahendiks on téenédosus-
jaotus

Wi(x) = Z exp <— ‘;}i?) (4.16.13)

normeerimiskonstandiga

Z = /exp ( kBT> dz. (4.16.14)

Joonisel 4.5 on kujutatud bistabiilsel potentsiaalil liikuva Browni osakese koor-
dinaadi statsionaarne toendosusjaotus.

Ulesanded

Ulesanne 4.16.1. Kuidas jireldub téendosusjaotus (4.16.13) Boltzmanni jaotu-
sest (4.12.10)7

Ulesanne 4.16.2. Kontrollige, et liilkumisvorrandile (4.16.1) vastab tdesti Fokkeri-
Plancki vorrand.

4.17 Potentsiaalbarjaari iiletamine

Olgu osakese liitkumine kirjeldatav Fokkeri-Plancki vorrandiga (4.16.5). Joonisel 4.6
on kujutatud osakese potentsiaalne energia V' (z), millel on punktis x = k£ miinimum
ja punktis x = K maksimum. Me tahame leida keskmist aega, mille jooksul osake
valjub potentsiaalaugust, tliletades potentsiaalbarjaéri. Paigutame peegeldava déare
kohale x = a < k ning neelava aare kohale x = b > K. Keskmine aeg, mille jooksul
alghetkel ¢ = 0 punktis z(0) = k asunud osake labib neelava dére, on valemi (3.14.14)
alusel

T(k — b) = /D )’2 dz, (4.17.1)

kus valemi (3.13.21) kohaselt

oW
x) = exp L D@ () da:] . (4.17.2)
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V(K) | =
/'/

V(X)

)

/)

Y,
V(K) E

a g X K b

Joonis 4.6. Potentsiaalbarjaéri iiletamine osakese poolt.

Antud juhul
F 1
DD(z) = Fla) 1 dV(z)
ym ym  dx
D® (x) = —kBT.
ym
Seega
1 rdv(z) V(z) V(a)
= — d / = _— _—
o) = exp | = ) "av x] P ( kT ) P\ kT
ning
m V) | V()
T —m / / - . 417,
(k—b) kBTk dyexp(kBT>a dzexp( kBT> (4.17.3)
Peegeldava aare voib siin paigutada ka kohale a = —oc.

Kasutades teatavaid lahendusi, on voimalik avaldist (4.17.3) veel oluliselt liht-
sustada. Muuhulgas saab valemis (4.17.3) korvaldada soltuvuse peegeldava dére asu-
kohast a ja neelava aére asukohast b.

Paneme koigepealt téhele, et kui potentsiaalil on punktis K piisavalt terav mak-
simum ning temperatuur on madal, kg7 < [V(K) -V (k)] ja kgT < [V(K) =V (b)],
siis on avaldises (4.17.3) ka teise integraali ees oleval funktsioonil exp(V (y)/ksT)
selles punktis terav maksimum, millest eemaldumisel kahaneb funktsiooni kiiresti
ning saab palju viiksemaks oma maksimaalsest vadrtusest (kover (1) joonisel 4.7).
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OH T
K
Joonis 4.7. Funktsioonide exp(V (y)/ksT) (kover (1)) ja [Ydzexp(—V (2)/ksT) (ko-
ver (2)) soltuvused argumendist y potentsiaali teravale maksimumile vastava koor-
dinaadi y = K timbruses madala temperatuuri korral.

Samal ajal muutub teine integraal kui muutuja y funktsioon punkti K iimbruses
vaga aeglaselt (kover (2) joonisel 4.7). Seepérast voib teise integraali iillemise raja
valemis (4.17.3) asendada ligikaudu potentsiaali maksimumile vastava koordinaadi-
ga. Selle tulemusena tekib siin kahe soltumatu integraali korrutis

m
T%%@:;th (4.17.4)
kus
[ (V)
]1:/exp ALY ) dy (4.17.5)
/ kT
ja
K
V@)
L= [exp|— dy. 4.17.6
? /‘ p( kel ) <Y (4.17.6)

a

Integraali I, annab pohilise panuse potentsiaali maksimumildhedane timbrus.
Arendame potentsiaali Taylori ritta maksimumpunkti iimbruses

Viy) = V(K) ~ 3 V() (g~ K+ .. (417.7)
kus
Vﬂﬂ—déy _
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Siis me saame integraali I; jaoks ligikaudu

e (S081) o (K8

~ exp (vuf)) 7exp (_ V(K| (y — K)?) a

keT ) J. 2kpT
omkpT V(K)
. 4.17.8
V(K] eXp( kT ) (H175)

Integraali I annab pohilise panuse potentsiaali miinimumildhedane timbrus.
Arendame potentsiaali Taylori ritta miinimumpunkti imbruses

Viy) = V(k) + ; VI (k) (y — k)2 + ... . (4.17.9)

Analoogselt valemiga (4.17.8) leiame niitid integraali I, jaoks ligikaudu

2mkpT V (k)
I, = — . 4.17.10
2 V”(k) eXp ( k‘BT ) ( )

Jérelikult on keskmine aeg, mis kulub Browni osakesel potentsiaalbarjaari iiletami-
seks, antud lahenduses

T(k—b) = S 27:’;/ exp <W> : (4.17.11)

Barjééri tiletamise keskmine aeg kasvab, kui kasvab barjiéri korgus V(K) — V(k),
ning kahaneb, kui temperatuur kasvab.

Avaldist (4.17.11) voib interpreteerida Arrheniuse valemina keemiliste reaktsioo-
nide kineetikas. Viga paljude keemiliste reaktsioonide kiirus kasvab oluliselt tempera-
tuuri tousuga ning reaktsioonikiiruse temperatuurisoltuvus on empiirilise Arrheniu-
se valemi kohaselt ~ exp(—AFE/kgT), kus AFE on reaktsiooni aktiveerimisenergia.
Valem (4.17.11) modelleerib seega keemilise reaktsiooni kineetilist aspekti kui difu-
siooni tle potentsiaalbarjaari korgusega AE = V(K) — V (k).
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