Loodus- ja tehnoloogiateaduskond

Friedmanni kosmoloogia tildistes
skalaar-tensortiiipi gravitatsiooniteooriates

Magistritoo

tiliopilane: Ott Vilson

juhendaja: vanemteadur Piret Kuusk

Tartu, 2013



Sisukord

1 Sissejuhatus 2
2 Alusteooriad 3
2.1 Uldrelatiivsusteooria (URT) . . . . . . . o o i e et 3
2.2 Konformne teisendus . . . . . . . ... e e 4
2.3 Skalaar-tensortiilipi gravitatsiooniteooriad (STG) . . . . . . .. .. .. .. ... ... 4
3 Uldised skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriad
3.1 Flanagani mdjufunktsionaal ja selle teisendused . . . . . . . . ... ... ... ....
3.2 Viljavorrandid ja nende teisenemine . . . . . . . .. ... oo e e 7
3.3 Uldiste skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriate klassifikatsioon . . . .. .. .. .. 10
4 Friedmanni kosmoloogia iildises formalismis 12
4.1 Viljavorrandid . . . ... e e e 12
4.2 Diinaamiline slisteem . . . . . . . . ... oL 14
5 Bergmanni-Wagoneri teooria 17
5.1 Jordaniraam . . . . ... e e e e e 17
5.2 Einsteiniraam . . . . . . . . ... e e e e e e e e 18
5.3 Niide konkreetse seosefunktsiooniga ja potentsiaaliga . . . . . . . . ... ... .... 20
6 Tulemuste arutelu ja analiiiis 23
7 Kokkuvote 25
8 Kasutatud Kkirjandus 26



1 Sissejuhatus

Vaatluste pohjal paisub universum kiesoleval ajal kiirenevalt, mida iildrelatiivsusteooria (URT) raames
saab seletada ainult positiivse kosmoloogilise konstandiga. Modtmistest saadud arvulist véirtust on
aga raske teoreetiliselt pdhjendada. Seetdttu on iiritatud leida alternatiivseid lahendusi voi tildisemaid
teooriaid, milles praegu mdddetav kosmoloogilise konstandi arvuline véértus oleks diinaamilise arengu
tulemus.[!!

Uhe voimaliku iildistusena uuritakse skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriad, mida algselt kisitleti
puhtteoreetilistel kaalutlustel. Selles valdkonnas on publitseeritud sadu artikleid, kuid iildtunnustatud
kisitlus puudub. Uks arusaamatusi pShjustav kiisimus on seotud konformse teisendusega, selle fiiiisika-
lise tihendusega ning mdjuga skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriates!?!. Teise probleemi aluseks
on piikesesiisteemisisesed vaatlused, mis on heas kooskdlas iildrelatiivsusteooriaga. Seega voiks vii-
mane olla iildisema teooria piirjuht selliselt, et védljavorrandite lahendid universumi hilises staadiumis
laheneksid vastavatele iildrelatiivsusteooria lahenditele.

Kiesoleva t60 eesmirk on esiteks uurida iildiseid skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriaid (STG)
kirjeldavate suuruste muutumist aegruumi meetrilise tensori konformsel teisendusel ja vahetult mit-
temoddetava skalaarvilja timberdefineerimisel. Sealjuures kiesolevas t60s ldhtume peaaegu ainult
matemaatilistest kaalutlustest. Teine eesmirk on uurida STG Friedmanni tiitipi kosmoloogia kdige
tildisemaid vorrandeid ning viia need diinaamiliste siisteemide uurimiseks sobivasse kujju. Kolmas
eesmirk on leida konkreetsete kosmoloogiliste mudelite kui diinaamiliste siisteemide piisipunktid ning
nende tiitibid.

Kéesolev t66 koosneb kuuest peatiikist. Sissejuhatusele jargnevas teises peatiikis antakse lithiiile-
vaade iildrelatiivsusteooriast, konformsest teisendusest ja algsetest skalaar-tensortiilipi gravitatsiooni-
teooriatest. See peatiikk pohineb iildrelatiivsusteooria ja skalaar-tensortiilipi gravitatsiooniteooria Opi-
kutel® 4 3.6 71 Kolmandas peatiikis on aluseks voetud Flanagani artiklis postuleeritud iildine moju-
funktsionaal!®, mille varieerimisel saadud viljavorrandite teisenemise pohjal esitatakse teooriate klas-
sifikatsioon. Neljandas peatiikis esitame eelneva pohjal Friedmanni tiiiipi kosmoloogia vorrandid ning
Damouri ja Nordtvedti poolt pakutud ajakoordinaadi teisenduse!® iildistamisega viime eelmainitud vor-
randid diinaamiliste siisteemide uurimiseks sobivasse kujju. Viiendas peatiikis uurime diinaamiliste
stisteemide abil kaht konkreetset juhtu, mis on omavahel seotud konformse teisendusega ja skalaarvilja

iimberdefineerimisega. See osa pohineb suuresti Jirve et. al. toodel!% 11121,

Kuuendas peatiikis
on saadud tulemuste arutelu ning pérast seda on t60 kokkuvote, millele jargneb kasutatud kirjanduse

loetelu.



2 Alusteooriad

2.1 Uldrelatiivsusteooria (URT)

Einsteini iildrelatiivsusteooria jidrgi on gravitatsiooniviljana tunnetetav nidhtus matemaatiliselt kirjel-
datav kui aegruumi kdverus. Vabalangemises olevad proovikehad liiguvad piki geodeetilisi jooni, mis
on madratud kui ekstremaalse pikkusega jooned. Teooria esitamiseks kasutatakse Riemanni geomeet-
riat, mis on médratud kahe fundamentaalse viljaga: meetrilise tensori vili g,y ja afiinse seostuse vili
V. Viimane indutseerib ka kovariantse tuletise V. Ruumi kdveruse kui gravitatsioonivilja méérab
energia-impulsitensor, mis erirelatiivsusteooria pdhjal hdlmab ka massil> 4 3]

Jiargnevas t00s kasutame véljavorrandite tuletamisel variatsioonprintsiipi, mida esimesena kasutas
Hilbert ning sai samad vorrandid, milleni joudis ka Einstein mdnevorra teistel kaalutlustel. Hilberti
variatsioonprintsiibi kasutamisel eeldatakse, et gravitatsioon on méairatud meetrilise tensori véljaga
ning afiinne seostus ei ole iseseisev vili, vaid peab rahuldama Levi-Civita seostuse tingimusi ning on
seega arvutatav meetrilise tensori pohjal. Koordinaatbaasis on selle afiinse seostuse kordajad tuntud ka

Christoffeli siimbolitenal®!
Ty = g7 (Ovgur + dugva — daguv) - (1)

Kasutame tavapirast tihistust dy, = 3?'
M@gjufunktsionaali, mille postuleeris Hilbert, nimetatakse ka Einsteini-Hilberti m&jufunktsionaa-

liks!* 31, Ette rutates lisame siia kohe ka kosmoloogilist konstanti A kirjeldava liifkme

1
167Gy Jv,

SEH d*x\/—g(R—2K*A) + S, 2)

Sealjuures siin ja edaspidi kasutame iihikute siisteemi, milles c = 1 ja 7 = 1. Gy on Newtoni gravitat-
sioonikonstant. S,, on mateeriavélju kirjeldav mdjufunktsionaal.

Varieerimisel saame véljavOrrandid

1

milles R,y on Riemanni-Christoffeli kdverustensori ahendamisel saadud Ricci tensor ning R on oma-
korda viimase ahend R = g"VR,;,. Energia-impulsi tensori 7, defineerime valemiga (17).

Jirgneva tarvis esitame siinkohal ka Friedmanni kosmoloogia vorrandid iildrelatiivsusteoorias!®!

2 2

K K

H> = —p+—A—K 4
3P+ : )
2H+3H?> = —x’p+x*A—K, (5)
p = -3H(p+p). (6)

Koik neis valemites esinevad suurused defineeritakse hilisemates peatiikkides.



2.2 Konformne teisendus

Konformsel teisendusel ehk Weyli teisendusel korrutatakse meetrilist tensorit mingi rangelt positiivse
skalaarse funktsioonigal*!

Guv(x%) = (QG%)) gy (x). @
Saadud tulemus voetakse uueks meetriliseks tensoriks ning 6eldakse, et minnakse iihest konformsest
raamist teise. Vektorite pikkuste arvutamise eeskiri muutub, kuid isotroopsuse tottu jddvad nurgad
vektorite vahel samaks. Samuti sdilib muutkonna pohjuslik struktuur, sest ajasarnased vektorid kuju-
tatakse ajasarnasteks, ruumisarnased ruumisarnasteks ja isotroopsed isotroopseteks. Saab ndidata, et
Levi-Civita seostuse tingimus pole invariantne konformsel teisendusel. Seetottu tuleb Hilberti meetodi
kasutamiseks parast konformset teisendust muuta ka seostust, mis omakorda toob kaasa aditiivsete liik-
mete lisandumise nii Ricci tensorisse R,y kui ka skalaari R Seega konformne teisendus toob kaasa
geomeetria muutumise ning URT-s tihendab see ka fiiiisika muutumist. Uldisemate teooriate kontekstis

ei ole ithest arusaama konformse teisenduse fiiiisikalisest sisust.

2.3 Skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriad (STG)

Skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriatele pani aluse Jordan, kes niitas, et Einsteini-Maxwelli teoo-
riat on loomulik esitada 5S-mddtmelises projektiivses ruumis ja iileminek 4-modtmelisele koverale muut-
konnale toob sisse viimasel defineeritud skalaarvilja. Saadud tulemuste pohjal postuleeris Jordan
koveral 4-mootmelisel muutkonnal mojufunktsionaali, milles mateeriaviljad on otseselt seotud skalaar-
viljaga. See aga toob kaasa lokaalse energia-impulsi jddvuse rikkumise (valemitel tuginev seletus on
leitav jargnevates peatiikkides). Pauli juhtis tihelepanu faktile, et konformse teisendusega saab eel-
toodud probleemi matemaatiliselt lahendadal’!. Seetottu pidasid konformset teisendust, mida URT-s
harilikult ei kasutata, oluliseks ka Brans ja Dicke ning tdid selle sisse juba esimeses artiklis, mis tutvus-
tas nende skalaar-tensortiiiipi teooriat. Viimase formuleerimisel lihtuti formaalselt Jordani t66st!3].
Brans ja Dicke postuleerisid m&jufunktsionaali § = / d*x/—g {¢R - %qubv“q)} +Smlguv: XJ,
milles ¢ on skalaarvili ning @ on dimensioonitu konstantne parameeter, mille viirtus tuleb méérata
eksperimendist. Ulejiinud suuruste definitsioonid on leitavad kiiesoleva to6 jirgnevatest osadest. Vii-
mati mainitud autorite kaalutlused olid puhtteoreetilised ning seesuguse iildistusega taotleti Machi
printsiibi selgemat ja tipsemat rakendamist. Jdrgnevalt esitame vabas tOlkes Bransi ja Dicke artiklis
esitatud Machi printsiibi sonastuse: ruumi fiitisikalised omadused on miiratud selles sisalduva matee-
riaga ehk tithja ruumi geomeetrilised ja inertsiaalsed omadused on sisutud. Seega igasugune liikumine

saab mottekas olla vaid millegi suhtes!!> 141,

Bransi-Dicke teoorias skalaarvilja ¢ vorrand [J¢ = (2(?)—13)T sOltub energia-impulsitensori ahendist

ning selle pohjal viitsid autorid, et skalaarvili ¢ punktis xo on médratud integraaliga iile kogu massi-

jaotuse. Saadud tulemust interpreteerisid nad Machi printsiibi arvestamisena.



3 Uldised skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriad

3.1 Flanagani méjufunktsionaal ja selle teisendused

Teooriate, milles gravitatsiooni kirjeldab nii aegruumi meetriline tensor g,y kui ka aegruumi punktist P
sOltuv skalaarvili ¥ = W(P), tildiseid mdjufunktsionaale on uurinud mitmed autorid!!- 2 131 kes moju-
funktsionaali postuleerimisel on valinud kindla konformse raami. Uldises D-dimensionaalses aegruu-
mis ja suvalises raamis kirjeldatud gravitatsiooniteooriaid on uurinud Fiziev!!%!, kuid tema tulemused
on kiesoleval juhul ebavajalikult iildised. Seetdttu votame aluseks Flanagani poolt postuleeritud iildise

mojufunktsionaali 4-dimensionaalses aegruumis!®!

S= ., d*x/—g { ﬁA(lP)R(g) - %B(q’)ngu\wvw — V(‘P)} + Sp (ew(“”g, x) , o (®
milles §,, kirjeldab mateeriavilju ). Esialgu jitame selle litkme tdpse kuju méiératlemata ja piirdu-
me eeldusega, et S, €i sOltu meetrilise tensori gy tuletistest. Siin ja edaspidi eeldame vaikimisi, et
skalaarvili W soltub aegruumi punktist P, kuid valemite kompaktsuse huvides jdtame selle ilmutatud
kujul kirjutamata. Samuti sOltub meetriline tensor g, lildiselt aegruumi punktist ning seetottu oleks
korrektne kasutada mdistet tensorvili, kuid tavaliselt seda ei rGhutata ning seetdttu ka kidesolevas toos
kasutame moiste tensorvili asemel moistet tensor.

Nimetame mdjufunktsionaali (8) Flanagani mdjufunktsionaaliks. Eelmainitu sisaldab nelja skalaar-

viljast W soltuvat vaba funktsiooni
A(Y),B(Y),V(¥),a(¥); ©)

meetrilist tensorit g, invariantset 4-ruumi elementi d*x\/—g, milles g = det| guv| on meetrilise tensori
kovariantsete komponentidega assotsieeritud maatriksi determinant, meetrilise tensori pohjal arvutatud
Ricci skalaari R(g), mis sdltub ka meetrilise tensori esimest ja teist jirku osatuletistest; mateeriavilju,
mis on kokku vdetud tihises y ning konstanti k2, mis analoogselt iildrelatiivsusteooriaga miiratakse
uuritava teooria Newtoni piirist>).

Funktsioonide (9) nimetused ja nende kujust tulenev terminoloogia on jirgmised!”!:

kui A(W) # const, siis liiget A(W)R(g) nimetatakse mitteminimaalse seostuse liik-
meks, vastasel korral on tegemist minimaalse seostusega,

kui o(W) = const, siis deldakse, et mateeria on geomeetriaga minimaalselt seotud!!?!

kui B(W) = const, siis 6eldakse, et mdjus (8) on skalaarvilja kineetiline liige, mille (10)
kordaja on funktsioon B, kanoonilisel kujul (konstantse kordaja téip-

susega), iildiselt nimetatakse funktsiooni B(¥) seosefunktsiooniks!,

V(¥) on skalaarvilja potentsiaal ehk omamgju. )

Flanagan t6i vilja, et meetrika konformsel teisendamisel ja skalaarvilja parametriseeringu vahetamisel

sailib mojufunktsionaali (8) kuju didreliikme tdpsusega. Variatsioonarvutuse standardeeskirju jargides

'Mdnedes toorithmades kasutatakse ka mdistet sidur, et selgemini eristada mainitud funktsiooni ja afiinse seostuse kordajaid l"fw.



ddreliige V’ciljavﬁrranditesse panust ei annaP!. Flanagan vaatles kahte teisendust:
1
S = / d*x\/—g 2 JR(g) — EB(‘P)g“"Vﬂ‘PVv‘P — V(‘P)} +Sm (eza(‘y)guwl)

= 2P guv -konformne teisendus ehk raami vahetus
= f(P) -skalaarviilja iimberdefineerimine (11)

ehk parametriseeringu vahetus

S = d4x\/_' %A )—%B(@)gﬂquﬁvcb—f/@)}+Sm( Ug,w,x).
Sealjuures funktsmonld (9) teisenevad jirgmiselt!®!
[ A(®@) = exply(®)A(()
B = exp|2Y f V5 (VAT _ e gpdA
p ) B®) = eoln@){s(@) (1) - & 7PAG@) - 5755}
V(®) = exp[dp(®)]V (f(P))
a(®) = a(f(P)+7(P)

Paneme tihele, et teisendused sisaldavad kaht vaba funktsiooni 7 ja f, mille sobiva valikuga saame
neljast funktsioonist (9) kaks fikseerida.

Nimetame eeskirjade komplekti (12) Flanagani teisendusteks ning tdhistust F/. kasutame neile vii-
tamiseks. Indekseid tdstame ja langetame vastavas raamis oleva meetrilise tensoriga ning V on sama
meetrilise tensori Levi-Civita seostus!*!. Eeltoodud teisenduste kasutamise pohjendamiseks on kaks

varianti.

o Teeme lisaeelduse, et need teisendused ei muuda fiiiisikat.

e Kasutame neid matemaatilise abivahendina véljavorrandite viimiseks lihtsamasse kujju. Viimases
leitud lahendid teisendame tagasi algsesse raami ja parametrisatsiooni, kus kdigil matemaatilistel

suurustel on selge fiilisikaline tihendus.

Antud t60 raames jiatame selle kiisimuse lahtiseks ning uurime teisenduste matemaatikat.
Vorrandite kompaktsuse tarvis toome sisse tihistused, mida osalt on kasutatud ka valemite komp-

lekti (12) kirja panemisel ning kasutatakse ka edaspidi.
— __ d§(¥ z _ dF(P
F=51).3 =8 | §=5(0).§F = £

o (13)
§e€{A,B.V,a} Fec{A,B,V,a)
ning
. o, df(® d¥
=i =ww)  j=T0_ 4T (14
dy(®
=y 7=

Flanagani probleemipiistitus arvestab mojufunktsionaalis (8) sisalduvate funktsioonide (9) teisene-
misel ka parametriseeringu vahetust ¥ — ® ning selles mottes on kisitlus iildisem kui Fizievi oma,

kuigi viimane on oma arvutused teostanud D-dimensionaalses aegruumis! '],



3.2 Viljavorrandid ja nende teisenemine

Flanagani mgjufunktsionaali (8) varieerimisel saame jargmised viljavorrandid:

) K2
sgi AGyy + [73 +A”] guvVpPVPY — [K?B+A"] V, PV, ¥ +
+ A[guO¥ -V V¥ +KguV = KTy, (15)
5 1 1
— = —RA'+-B'g"V,$V,¥+BO¥Y V' = —o'T 16
S a2 TR s VeV ’ (16)

milles Gy = Ryy — % guvR on Einsteini tensorl!, O = g"'V,Vy on d’Alembert’i operaator!”! ja Tyy
on energia-impulsitensor'?!, mis on defineeritud Hilberti eeskirja jirgi
2 6
Ty == 5"

ning 7' on eelmise ahend 7 = g"VT},,. Standardprotseduuridest on teadal’l, et vorrandi (15) ahen-

7

damisel saame avaldada Ricci skalaari R tilejdinud suuruste kaudu, mis voimaldab saadud tulemuse
asendada vorrandisse (16), kuid esmalt teeme moned fiiiisikalistest kaalutlustest lihtuvad eeldused.

Vorrandi (15) ahendist
AR = (K*B+3A")g" 'V, ¥V, W + 34'00% + 4KV — K°T (18)

nideme, et olukorraga A = 0 kaasneb singulaarsus R — oo, mis on vilditav ainult siis, kui vorrandi
parem pool on samuti vOrdne nulliga. Selline olukord on aga fiiiisikaliselt vidhehuvitav voi nduab
funktsioonide tdppishdilestust, mida tahame samuti véltida. Lisaks ndeme Flanagani mojufunktsionaa-
li (8) ja Einsteini-Hilberti mdjufunktsionaali (2) vrdlusest, et funktsioon A~! on mdneti analoogne

gravitatsioonikonstandiga URT-s ja seetdttu defineeritakse suurus

1
Gefo< 15 (19)
mida nimetatakse efektiivseks gravitatsioonikonstandiks'? 712, Eelneva definitsiooni pohjal saame fiiii-

sikalistel kaalutlustel funktsiooni A kuju tdpsustada veel kahe ndudega
e nduame, et gravitatsioon oleks tdmbav joud!> 3 1611 G, >0
[12]

e nduame, et efektiivne gravitatsioonikonstant G, ei liheneks piirviértusena nullile

Kokkuvdtlikult oleme fiiiisikalistest kaalutlustest ldhtuvalt piiritlenud funktsiooni A jirgnevalt

0<A< oo, (20)

2Cavendishi eksperimendist mdddetav “gravitatsioonikonstant” avaldub keerulisema valemiga, kuid selle tulemuse saamiseks on vaja teostada hii-
ritusarvutus, mis véljub kdesoleva to6 raamest ning seetdttu piirdume siinkohal lihtsustatud tulemusega. Konkreetses raamis (o = 0) on arvutatud
J g P g
eelmainitud eksperimendist moddetav tulemus ka iildise mdjufunktsionaali jaoks!?!, aga Flanagani mojufunktsionaaliga (8) kirjeldatava teooria jaoks
pole sellist arvutust kdesoleva to6 autorile teadaolevalt 14bi tehtud.



Selline eeldus voimaldab vorrandi (15) ahendamisel saadud tulemust kasutades skalaarvilja jargi

varieerimisel saadud vorrandi (16) viia jirgmisesse kujju

3 (A")? 1[B 3 A'A"
[W<A) +B|O¥ + 2 {ZA/+FT +B’} gV, PV, P+
2A’ 1A
+ [TV_V/] — [Ez—ai T. (21
Toome sisse tdhistuse ) 5
K7 | 3 (A)
Co= 0 [m 1 +B|, (22)

mida nimetame d’ Alembert’i operaatori kordajaks. Sealjuures Flanagani teisendustel (12) eelmainitud
kordaja (22) teiseneb jidrgmiselt
o= (F) co, (23)

seega puhtal konformsel teisendusel on tegemist invariantse suurusega.

Tihti on raamide ja parametriseeringute vahel litkkumise eesmirgiks teadaolevad funktsioonid A ja
B teisendada mdnesuguse kindla kujuga funktsioonideks A ja B. Sel juhul on skalaarvilja vdima-
lik imberdefineerimine miératud seosega (23). Tahistust (22) kasutades saab vorrandi (21) kirjutada
jargmisel kujul.

A
FCDD‘P-I-

2K2A 2 A

(A%Co) gV, PV, W + [ZTAIV - V/] = fo - a’] T. (24)
Nimetame saadud vorrandit skalaarvélja vorrandiks (SV). Sealjuures jiareldub vorrandist (24), et on
voimalik olukord, milles d’ Alemberti operaatori L[]V ees olev kordaja on nullist erinev ja esimest jarku
tuletiste skalaarkorrutise g""V, ¥V, ¥ ees olev kordaja on identselt null, kuid vastupidine olukord
pole voimalik. Samuti paneme tihele, et mitteminimaalse seostuse olemasolul (A’ # 0) on skalaarvilja
vorrand sisukas ka sel juhul, kui mdjufunktsionaalis skalaarvilja kineetilist liiget pole, s.t. B = 0.

Selline on olukord niiteks O’Hanloni m&ju korrall!7!,

Parema iilevaatlikkuse huvides esitame siinkohal uuesti ka vorrandi (15)
2
AGyy + [%B +A”} guvVpPVPY — [K?B+A"] V, PV, ¥ +
+ A [guvD‘P — Vqu‘P} + Kzgqu = KzTuv; (25)

mida nimetame Einsteini vorrandiks (EV). Loomulikult on tegemist vorrandite komplektiga, kuid siiski
kasutame viitamisel ainsust.

Vorrandist (25) kovariantse divergentsi arvutamisel saame Bianchi identsust!®! kasutades tulemuseks
VuTH = o/TVVVY. (26)

Selle tulemuse pdhjal on raamis, milles skalaarvili ¥ sisaldub mateeria mojufunktsionaalis S,, (s.t. @ #

const), rikutud lokaalne energia-impulsi jadvus. Teisalt aga on vdoimalik jadvus konformse teisendusega



taastada, valides ¥ = —a. Viimasele asjaolule juhtis esimesena tihelepanu W. Pauli’! ning see on ka
pohjuseks, miks konformset teisendust skalaar-tensortiilipi gravitatsiooniteooriates kasutama hakati.
Saab ndidata, et kui lokaalne energia-impulsi jddvus pole rikutud, siis vabalangemises olevad kehad
liiguvad modda geodeetilisi joonil”!. Konformsel teisendusel ja skalaarvilja iimberdefineerimisel kor-
rutuvad vorrandi (26) mélemad pooled iildjuhul teguriga ¢%7. Seoseid (12) kasutades saab niidata, et
konformsel teisendusel ja parametriseeringu vahetamisel laguneb skalaarvilja vorrandi (24) teisene-

mise eeskiri kolme eeskirja (otse)summaks

SC0e T CDD‘P
pN (27)
L (2c) 9,090 - f A’Ch) "'V, PV, P
2 2A ( D) 8 uPVy el f 212A ( D) 8 ptrVy
24" _ 2A/
V- vV o= My { — V/] (28)
1A /| = A A’
—=-a|T — ¥ —-ao'|T 29
o B ®
Analoogselt teiseneb ka Einsteini vorrand (25) ning eelnevat kirjeldab jargnev diagramm
0 0 )
” SghV 5% EV |-
Slguv,¥, x| Sy |~e4?(¢) 7
——
Fl1.(12) F1.(12) . (30)
Slge. .1 Sy
’ 7% 4 —
o 5§ 8 sV
oghv’ 6d

Kui funktsioon f’ = % ja konformne tegur ¢? on 16plikud ja nullist erinevad, siis diagramm (30) on
kommutatiivne ning raamide ja parametriseeringute vahetamisel vorrandid (24), (25) teisenevad ilma
probleemideta. Konformse teguri regulaarsust eeldame, et aegruumi dimensioon ja topoloogia séiliksid,
kuid £’ # 0 on tiiendav kitsendus, mis ei pruugi kehtida.

Vorrandite (24) ja (25) teisendamine kaetud suurustega raamist katamata suurustega raami toimub
Flanagani teisendusi (12) kasutades ning seejuures ilmuva funktsionaalne kordaja seletamiseks vaatame

varieerimist uldisemalt.



_ . (D) = dd
8 dx/—g{sV}s® = 8 d*x\/—ge *1®) {e4y(®)f’ : SV} dTPS‘P =
= /v d*x\/—g{SV} V¥,
f
/ Ao/ FLEV ) 534 = d*xy/—ge H1®) {ezy(qJ)EVW} oghy 547
Va V4 Sgpa

= / d*xy/—g {EVyy } 8"V
Vy

Flanagani mojufunktsionaalis (8) olevate funktsioonide (9) sobiva valikuga saab kirjeldada mitmeid

teooriaid: URT, kvintessentsi- ja skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriaid!”- 181, Samas aga uuri-

takse neid teooriaid enamastil!- 2 7- 18]

mingis konkreetses raamis ning seetottu klassifikatsioon pShineb
mingite litkmete olemasolul voi puudumisel, mis aga konformsel teisendusel ja parametriseeringu va-
hetamisel voib tekitada segadust, milles veendume lihtsa niite pohjal.

Olgu meil URT kosmoloogilise konstandiga A, mille kirjeldamiseks kasutame Einsteini-Hilberti

mojufunktsionaali (2). Vordlusest Flanagani mdjufunktsionaaliga ndeme, et
A=1,B=0,V=A,00=0.

Flanagani teisenduste (12) pdhjal on selge, et konformse teisenduse ja parametriseeringu vahetamisega
on voimalik Einsteini-Hilberti mojufunktsionaal viia kujju, milles on mitteminimaalne seostus, mitte-
triviaalne seosefunktsioon, mateeria on geomeetriaga mitteminimaalselt seotud. Samuti paneme tihele,

et kosmoloogiline konstant teiseneb nagu skalaarvélja potentsiaal V (vt. ka terminoloogiat (10)).

_ o 6 _ _
(12) =+ A= B=—73 (7)°T.V=cA.a=7.
Sealjuures ¥ on suvaline mittesingulaarne funktsioon. Ometi on selge, et tegemist pole STG-ga selle

iildkasutatavas mottes.

3.3 Uldiste skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriate klassifikatsioon

Asjaolu, et skalaarvilja vorrandi (24) teisenemine konformsel teisendusel ja parametriseeringu va-
hetamisel (11) on esitatav kolme eeskirja (27), (28) ja (29) (otse)summana vdoimaldab anda matemaati-
liselt hasti defineeritud klassifikatsiooni.

Paneme tdhele, et kui

CH=0, siskaC;=0 ning eeskirjaga (27) kirjeldatud liige on igas (31)
raamis ja igas parametrisatioonis identselt null
24" _ 2A'
TV —V'=0, siiska TV — V' =0 ning eeskirjaga (28) kirjeldatud liige on igas (32)
raamis ja igas parametrisatioonis identselt null
1", . 1A / . . . . )
27 a =0, siiska A o =0 ning eeskirjaga (29) kirjeldatud liige on igas (33)

raamis ja igas parametrisatioonis identselt null
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Eeltoodud tulemusi kasutamegi klassifikatsiooniks, sealjuures tingimused (31), (32) ja (33) loetakse

tdidetuks, kui nad kehtivad skalaarvilja suvalisel véirtusel:

e kui koik kolm tingimust (31), (32) ja (33) on tédidetud, siis skalaarvilja vorrand (24) on triviaalne

0 = 0, seega igasugune skalaarvili rahuldab seda vorrandit.

Sel juhul on tegemist iildrelatiivsusteooriaga ning voimalik skalaarvili selle teooria geomeetria
osas on konformse teisenduse (11) relikt (vt. ka eelmise alapunkti 16pus toodud néidet). Siinkohal
jatame tdpsustamata, milline vdiks olla skalaarvilja fiiiisikaline tdhendus konformselt teisendatud

iildrelatiivsusteooria Einsteini vOrrandis (25).

e kui tingimus (31) pole tdidetud ja tingimus (33) on tdidetud, siis on tegemist minimaalselt seotud

skalaarviljaga ning sellist teooriat nimetame kvintessentsiks!’> '8 (potentsiaaliga v5i ilma).

e kui tingimused (31) ja (33) pole tdidetud, siis nimetame teooriat skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooni-

teooriaks!”! (potentsiaaliga voi ilma).

Eelnev klassifikatsioon on ajendatud Fujii ja Maeda tdost, kes kasutasid moistet skalaar-tensortiitipi
gravitatsiooniteooria ainult selliste teooriate jaoks, milles on mitteminimaalse seostuse liige voi selle
moni laiendus, mille all nad pidasid silmas, et skalaarvilja vorrand (24) soltub mateeriast’’! ning
tingimus (33) ongi sellise vdite matemaatiliselt range esitus, sealjuures paneme téhele, et puhtal kon-
formsel teisendusel on tegemist invariantse suurusega. Parametriseeringu vahetamisel voib kiill ette
tulla, et funktsioon f’ (14) liheb mdnes punktis singulaarseks, aga eeltoodud klassifikatsioonile see
moju ei avalda, sest nduded peavad olema tdidetud skalaarvélja suvalisel véértusel.

Skalaar-tensortiilipi gravitatsiooniteooria ja kvintessentsi kui minimaalselt seotud skalaarviljaga
gravitatsiooniteooria eristamine eeltoodud klassifikatsiooni alusel on seotud eeldusega, et mateeriavil-
jade )y mé&jufunktsionaal S, ei s6ltu meetrilise tensori tuletistest, mis ei pruugi kehtida iildisel juhul!®,
kuigi kosmoloogias enamasti kasutatava ideaalse vedeliku korral on see niil!> 10 12- 13- 181 Kuyidagi aga
tuleks siiski eristada neid kaht teooriat, sest minimaalselt seotud skalaarvili ehk kvintessentsi teooria
on kahtlemata hea niiteks inflatsiooni fenomenoloogiliseks kirjeldamiseks!!®!, kuid STG kisitlus lihtus
vihemalt Bransi ja Dicke artiklites!'> 14! eelkdige teoreetilistest kaalutlustest ning eesmirk oli, et teoo-
ria arvestaks ka Machi printsiipi, mis véljendub asjaolus, et skalaarvélja vorrand (24) sdltub mateeriast,
kui tingimus (33) pole tididetud.

Praktilisel arvutamisel on enamasti kasulik valida moni konkreetne raam ning viimaste 1dpmatust

hulgast eristuvad selgelt vilja moned, millest kahe definitsiooni me jirgnevalt esitame!®!:

e kui @ = const, siis nimetame raami Jordani raamiks (JR) (vaata ka terminoloogiat (10)), selles
raamis liiguvad mateeriavéljadest y tehtud objektid vabalangemisel médda meetrilise tensoriga
kooskdlas oleva seostuse geodeetilisi jooni (vt. ka valemit (26) ja sellele jargnevat). Seega kehtib

nork ekvivalentsusprintsiip.
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e kui A = const # 0, siis nimetame raami Einsteini raamiks (ER). Viimases viiakse enamasti ska-
laarvilja kineetiline liige kanoonilisse kujju (B = const > 0), sest sel juhul on osakestefiilisika

loogika pdhjal selgelt eristatud spinniga 2 ja spinniga 0 osakesed!!!.

Paneme tihele, et kaks eelnevalt defineeritud raami ei ole teineteist vilistavad, kvintessentsi korral
jireldub tingimusest (33), et need kaks raami kattuvad ning sama kehtib ka URT-s. Kiill aga on selge,
et STG puhul on need kaks raami erinevad.

Fiitisikalistel kaalutlustel seatud piirang funktsiooni A kujule (20) tdhendab matemaatiliselt, et eel-
datakse Einsteini raami olemasolu. Noudest, et viimases oleks skalaarvilja kineetiline liige kanoonilises
kujus, jareldub C(DE) = const > 0. Seega valemi (23) pdhjal peab igas parametriseeringus kehtima vor-
ratus C > 0, sest vastasel korral tuleb skalaarvilja imberdefineerimiseks votta ruutjuur negatiivsest

suurusest. Kui eelmainitud vorratus on rahuldatud, siis 6eldakse, et skalaarvilja energia on positiivne!!.

Kiesolevas to0s kasutame vaikimisi seda eeldust.

4 Friedmanni kosmoloogia iildises formalismis

4.1 Viljavorrandid

Selleks, et otsustada, kas mingi teooria on sobiv fiilisikaliste ndhtuste kirjeldamiseks, tuleb teostada
eksperimente ja vaatlusi ning vorrelda saadud tulemusi teooria ennustustega. Gravitatsiooniteooriate
kontrollimisel on suur osa kosmoloogilistel vaatlustel ning seetdttu on loomulik, et mitmed autorid on
iildiste majufunktsionaalide uurimisel saadud tulemusi rakendanud muuhulgas ka kosmoloogias!!> 131,
Jargnevalt uurime Friedmanni tiilipi kosmoloogiat iildises konformses raamis ning suvalises parametri-
seeringus.

Kosmoloogilise printsiibi pdhjal on kolmruum maksimaalselt siimmeetriline ehk homogeenne ja
isotroopnel®! ning selle printsiibi rakendamiseks kasutatakse Friedmanni-Lemaitre-Robertsoni-Walkeri
(FLRW) meetrilist tensorit, mille korral joonelemendi ruut ds”> = guvdx*dx¥ avaldub sfddrilistes koor-

dinaatides jargmiselt?®:

2 2 2 r
ds® = —dt”+ (a(1)) (1 e

+ 1% (d? + sinz(ﬁ)dd)z)) = —di’ + (a(r))*dI”. (34)

Sealjuures ¢ on kosmoloogiline aeg; a(t) on mastaabikordaja, mis sdltub ainult kosmoloogilisest ajast
f ning see suurus seab kolmruumi koordinaatkaugusele dI? vastavusse fiiiisikalise kauguse (a(t))*dI%;
r on radiaalkoordinaat ning ¥ ja ¢ on polaarnurgad. Konstandi k = —1,0,+1 viirtus niitab, milline
maksimaalselt siimmeetrilise kolmruumi kolmest voimalikust juhust on realiseerunud (vastavalt: hiiper-
boolne geomeetria, kdverus on negatiivne; tasane ehk eukleidiline geomeetria, kdverus puudub; sfééri-
line geomeetria, kdverus on positiivne). Kosmoloogilise printsiibi rakendamiseks STG-s peame veel

ndudma, et skalaarvili ¥ soltuks ainult kosmoloogilisest ajast ¥ = W(¢). Lisaks eeldame, et mateeria
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on kirjeldatav ideaalse vedeliku energia-impulsitensoriga

Tuy = (p + p)upuy + pguv (35)

kus p on mateeria tihedus, p on rdhk ning u, on vedeliku 4-kiirus, mis rahuldab seost u,ut = —1.
Sealjuures homogeensuse ja isotroopsuse eeldusel sdltuvad tihedus ja rohk ainult kosmoloogilisest ajast
p = p(t) ja p = p(r) ning 4-kiirusel u, on nullist erinev ainult ajaline komponent. Nouame, et kehtiks
barotroopne olekuvdrrand p = wp, kus w on konstantne barotroopne indeks, mille viirtus kirjeldab

erinevaid mateeria tiilipe:

= 1 — Kiirgus
~ 0 — ftolm . (36)
= —1 — kosmoloogiline konstant

Jirgnevates arvutustes kasutame asjaolu, et pirast konformset teisendust g,y = 6275_’“\; vOime tim-
ber defineerida kosmoloogilise aja koordinaadi dt +— df : Ve2Vdf = di ning mastaabikordaja a(t) —
a(f) : Ve?¥a(f) = a(t), mille tulemusel uues konformses raamis meetriline tensor on ikka FLRW kujus.
Sealjuures nduame, et konformse teisenduse tegur e oleks alati 16plik ja nullist erinev. Seega voetakse
vaatluse alla FLRW meetriliste tensorite ekvivalentsiklass. Igaiiks iseloomustatud kosmoloogilise aja
ja mastaabikordajaga.

Eeltoodud kaalutlustel voime vorrandite (24), (25) ja (26) pohjal vilja kirjutada STG Friedmanni
kosmoloogia vorrandid iildises raamis ja suvalises parametriseeringus. Sealjuures analoogselt Fried-
manni kosmoloogiaga iildrelatiivsusteoorias (4) - (6) jdidb valemiga (25) esitatud iildjuhul kuuest sol-
tumatust vOrrandist meetrilise tensori siimmeetriate tottu jirele ainult kaks. Seega kirjeldab teooriat

kolm soltumatut vorrandit ning eelmiste kaudu avaldatav pidevuse vorrand

H? = —%H‘P—F%(‘P)z—i—;—jV—i—;—;p—lﬁ (37)
2437 = 2Ly [%#‘ﬂ QR G T S )
¥ = —3CoHY - ﬁ (%) (¥)+ KXZ [%AIV = v’} +
K;B%—a’} (1—3w)p, (39)
p = -3H(1+w)p+a'(l-3w)p¥. (40)
Sealjuures oleme kasutanud tdhistusi
(')Z%(%HES,KECI—]Z, (41)

kus ajaline tuletis % ja mastaabikordaja a(t) on erinevates konformsetes raamides erinevad (vt. ka
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eelnenud kommentaare meetrilise tensori ekvivalentsiklassi kasutamisest). H on tuntud ka Hubble’i

parameetrina.

4.2 Diinaamiline siisteem

Piikesesiisteemisisesed vaatlused on heas kooskdlas URT-ga ning seetdttu peavad igasuguse iildisema
teooria ennustused teatud tingimustel ithtima URT omadegal'!l. Vérrandite (24) ja (25) pdhjal voiks
arvata, et kui skalaarvéli jadb mingil pohjusel konstantsele viirtusele piisima, siis eelmainitud vorran-
ditega kirjeldatava teooria ja URT ennustused iihtivad. Skalaarvilja potentsiaal jiib sel juhul mdjuma
kosmoloogilise konstandina. Jargnevalt uurime skalaar-tensortiilipi gravitatsiooniteooriaga kirjeldatud
kosmoloogiat kui diinaamilist siisteemi ning viimase piisipunkte!'”). Eesmirk on leida voimalik atrak-
tormehhanism, mille tulemusel STG ennustused hilises ajas oleksid lihedased URT omadega.
Faasiruum on iildjuhul viiemddtmeline ning koordinaatideks on (H ,a,p ,¥,¥). Valem (37) seob
omavahel koiki faasiruumi koordinaate ning médrab hiiperpinna faasiruumis, millel peavad asuma
fuiiisikalised trajektoorid. Seetdttu nimetatakse vorrandit (37) ka Friedmanni v6i Hamiltoni seoseks! 18],
Damour ja Nordtvedt, kes esimestena matemaatiliselt késitlesid STG-d kui diinaamilist siisteemi, tdid
vilja, et teatud koordinaatteisenduste ja eelduste kasutamisel on vdimalik trajektoorid projitseerida

tasandile!® 201, Jirgnevalt esitame nende poolt pakutud koordinaatteisenduse iildisemal kujul.

Damouri ja Nordtvedti p-aeg suvalises raamis esitub jirgmise valemiga
1A

ning see on invariantne nii konformsel teisendusel kui ka parametriseeringu vahetamisel. Selle niita-
miseks vaatame kaht raami, mis on seotud konformse teisendusega ja skalaarvilja iimberdefineerimi-

sega

1A, 1 da(t) 1A"d¥
dp = |H+-—-Y)|dt=|—= ——— |dt =
P < * ) (a(t) i 24 a’t)
1

1 d |, 5_,_ 1AV _27'e A _ dd )\ ., _
_ _ h Y= - / ! / _ Yd —
( 7a(f) eldi (e'a(®) +5 (F) A ) etar)*

1 d,_ . _dd 1Ad® _dd\ _ (. 1A .\ _
= ——(a(t —t—=— -9y — |dt=|H+=-=® |dt =dp.
(a(r)dt(“(>>+” ai T 2A i ydt) ( 37 b

Segaduse viltimiseks olgu 6eldud, et eelnev pole seotud rohuga, kuid originaaltdhistuse séilitamiseks
kasutame sama téhte. Barotroopse olekuvorrandi eelduse tottu oleme rohu asendanud barotroopse in-
deksi ja tiheduse korrutisega ning seetdttu edaspidi p all moeldakse valemiga (42) defineeritud suurust.
Tuletised skalaarviljast W p- ja t-aja jédrgi on seotud valemiga (42)
-1
% = (H-l— %%\P) ¥, (43)
Seega tingimusest % = 0 jireldub ¥ = 0 vdi H — 0. Viimasega kaasneb kdveruse invariandi singu-

laarsus!®! R = 6(H + 2H + K) — oo, mistdttu selle variandi jitame praegu korvale.
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Vorrandist (37) arvutame niinimetatud Friedmanni seose p-ajas

/ 2 2 24
n2 = <H+lilp> __KVrKp-3AK (44)
34

2A <1_%(%>2CD>

h2
Konformsel teisendusel ja parametriseeringu vahetamisel on invariantne suurus —¢. Saadud tulemus

on kooskdlas ning jirgmised tulemused iildistavad monevorra Jirve ef. al. varasemat t60d, milles
arvutamisel on kasutatud Jordani raamil'l,

Vorduse (44) vasak pool on mittenegatiivne kui reaalarvuliste suuruste ruut. Seega, kui parema
poole lugeja pole null, siis nimetaja peab olema sama mérgiga. Jiatame korvale véimaluse, et lugeja
ja nimetaja vahetavad samaaegselt mirki, sest see nduab funktsioonide t‘eippish'aéilestust mida tahame

kiesolevas kisitluses viltida. Hiljem nédeme, et piisipunkti iiheks tingimuseks p-ajas on = 0. Seega

dll{}mog (%) C — 0 ning piisipunkti lihedal vorrandi (44) nimetaja on positiivne? (vt. ka (20)) ning
dp
jdrelikult nii nimetaja kui ka lugeja on alati mittenegatiivsed. Siit saame eeldusel C > 0 piirangu

PAL -
“Zl<Jecs". 45
dp 0 (45)

Arvutades ajalised tuletised vorrandites (37), (38), (39) p-aja jirgi, saame kombineerida iildvorrandi

tuletisele skalaarviljast p-aja jirgi

42 1, (d¥\* k% 1 d¥ 1A'
o - - ) Pl —w) e —(1— o
Cap ZCD(dp) c A {< W)2Cde ( 3W)<2A a>}+
d¥ KXV (24" V/ d¥
2h;2KC +h e — —Co— . 46
+ de 2 {A v de} (46)

Saab niidata, et vorrandi (46) teisenemine valemite (12) pdhjal toob kaasa kordaja f' selle vorrandi
molemale poolele.

Vaorrandite (44) ja (46) vordlemisel on selgesti nédha, et kui kolmikust (p, V, K) ainult iiks on nullist
erineyv, siis (46) on voimalik viia kujju, mis ei sisalda muutujaid (H, p, K).

1) Eeldame, et K = 0 ja p = 0. Avaldame iildvOrrandi potentsiaaliga skalaarvélja jaoks, sealjuures
on oluline, et potentsiaal jadb vorranditesse sisse, erinevalt analoogsetest vorranditest p voi K jaoks.

PShjus on (46) viimases liikkmes, mis sisaldab potentsiaali tuletist skalaarvilja jirgi V' = jl‘l/, ning h?

av 1

@ - Seetodttu eeldame, et V 2 0, mis koos valemile

asendamisel vorrandi (44) alusel toob kaasa liikme <&
(45) eelnenud kaalutlustega tdhendab, et potentsiaal peab olema rangelt positiivne V > 0.

Uldvarrand potentsiaaliga skalaarvilja jaoks

Y 1 a¥ 1] . AV a¥ d¥ L (2A V!
——=-Co|— Cc5'C 2— — ) =3—+3c5' (=——-— ). @7
dp> 2 D(dp) 2[ - D+( A V” (dp> dp TP \A v @7

o . . ~ . a1
Flanagani teisenduste (12) kasutamisel korrutub eelmine vorrand teguriga ( 1 ) . Seega puhtal kon-
formsel teisendusel on tegemist invariantse vorrandiga. Diinaamilise siisteemi moodustab (47) koos

seosevOrrandiga (44) H arvutamiseks.

3Piirviirtus ei pruugi kehtida, kui C — oo. Pohjaliku analiiiisi Jordani raamis on teostanud Jérv et. al.!"!), Selles peatiikis me seda juhtu ei vaata.
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Kéesoleval juhul kasutatavate eelduse tottu jadb tildisest 5S-mddtmelisest faasiruumist jarele 3-modt-
meline ning fiiiisikalised trajektoorid asuvad 2-md&tmelisel hiiperpinnal. Koordinaatideks on (¥, %).
Praktikas valemit (47) ei kasutata, sest on olemas ka teine voimalus: asendame diinaamilise siisteemi
uurimiseks H kui ruutvorrandi (37) lahend valemisse (39). Seega on ainult vajalik, et ruutvorrandi
diskriminant poleks negatiivnel!!l. Sel juhul on faasiruumi koordinaatideks (¥, %) ja H arvutatakse
seosevorrandist (37).

ii) Eeldame, et K = 0 ja V = 0. Faasiruum on 4-mdd6tmeline, koordinaatidega (H ,p ,'¥, %) ja faa-
sitrajektoorid asuvad Friedmanni seose (44) 3-mddtmelisel pinnal. Damour ja Nordtvedt kasutasid p-
aega esmalt just sellises situatsioonis!®! ning pShjus on arusaadav: 3-modtmeline fiiiisikaline faasiruum

projitseeritakse 2-mdotmelisele tasandile (¥, %).

> 1 dv\°’ 1 1A/ dP\? 3 d¥
— = -(1-wo|—) -z (c'H+0-3w) (= —-d — ) —Z(1l-w)—
dp? 4( ") D<dp> 2( SRt W)(ZA a)) (dp) 2( W)dp+
_ 1A/
+3C5' (1 —3w) <§Z—a’> . (48)

Flanagani teisenduste (12) kasutamisel lisandub ka sellele vorrandile kordaja ( f ) - Seega on puhtal
konformsel teisendusel tegemist invariantse vorrandiga.

Toodud eelduste kasutamine ldhendusarvutustes on sisukas jairgmiste kaalutluste tottu. Kolmruumi
tasasus K = 0 on vaatlustest tulenev jireldus. Uldiselt on teada, et eri komponentide tihedus mas-

taabikordaja a kasvamisel kahaneb erinevalt

—4
Priirgus — @
-3
Proim — a
A — 1

Seega voime ldhendustes uurida eraldi ainult mingil epohhil domineerivat komponenti. Sealjuures
arvestame, et skalaarvilja potentsiaali V voi interpreteerida kui muutuvat kosmoloogilist "konstanti"
A.

Vorrandi (48) uurimiseks diinaamiliste siisteemide meetodil peame teist jirku diferentsiaalvorrandi

al1%- 211 Piisipunkti tingimusest

esitama kahest esimest jarku diferentsiaalvorrandist koosneva siisteemin
jareldub seega, et % = 0. Seega vorrandi (48) pohjal saab vilja tuua erinevuse kvintessentsi ja STG
vahel, mis pohineb valemile (33) jirgnevas klassifikatsioonis. Nimelt, kui tingimus (33) on tdidetud
%%/ —a' =0, siis ei ole tegemist STG-ga ning valemist (48) jireldub, et piisipunkt on kddunud piisi-
jooneks. Sama olukorra pShjustab kiirguse arvestamine ainsa mateeria komponendina, sest w = % ning
seega kordaja 1 —3w = 0. See tulemus on kodeeritud juba Flanagani md&jufunktsionaali (8) varieeri-
misest saadavasse skalaarvilja vorrandisse (24), mis sdltub energia-impulsitensori ahendist 7. Kiirguse

jaoks on viimane identselt null.
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5 Bergmanni-Wagoneri teooria

5.1 Jordani raam

Bransi-Dicke teooriat iildistasid Bergmann (1968) ja Wagoner (1970). Nende teoorias pole @ enam
konstantne parameeter, vaid skalaarvéljast soltuv funktsioon @ = w(W). Lisaks arvestasid nad skalaar-
vilja potentsiaali V = V(¥). Modlemad eelmainitud funktsioonid on vabad funktsioonid ning nende
kuju tuleb ette andal®!.
Teooriat kirjeldav mojufunktsionaal on jargmine.
d4 V—g{WR— o(¥) VL PV - 2KV (W) b+ S [ ] (49)
2K2 X ¥ u m |8 ,le»X .

Paneme tidhele, et materia modjufunktsionaalis S, ei ole skalaarvilja ¥. Seega on mdjufunktsionaal
postuleeritud Jordani raamis. Konkreetsel juhul o = 0. Vordlusest Flanagani m&jufunktsionaaliga (8)

jareldub tingimusest (20), et fiilisikalistel kaalutlustel nduame praegu
0< W <o, (50)

D’ Alembert’i operaatori kordaja arvutame vorrandist (22).

)

A =Y
B = % 20 +3
k¥
a = 0
\ W
sealjuures eeldame, et C; = 22“’@3 >0

Jargnevalt uurime seda teooriat Friedmanni kosmoloogia raames, see tihendab, et joonelement on
FLRW kujus (34). Lihtsuse pdrast eeldame, et skalaarvilja potentsiaal V domineerib mateeria iile ning
jatame viimase arvestamata. Samuti eeldame, et 3-ruum on tasane ehk K = 0.

Valemite (37), (38) ja (39) pohjal saame vilja kirjutada FLRW joonelemendiga (34) ning mainitud

eeldustega kosmoloogia vorrandid Bergmanni-Wagoneri teoorias

vl \PZ KV
H> = —H—+-—0+—— 52
¥ * 6 ‘P2 39’ (52)
: vy ¢?
2 f— — —_—— — — —_— — —_—
2H+3H = 2H‘P 2\}}260 ‘P+‘PV’ (53)
. . 1 . 2
¥ = 3HY-——o'¥ 2V V). 54
2013 Y P13 ) G
Vorrandi (47) pohjal saame esitada kahe muutujaga diinaamilise siisteemi (W, ‘g =10)
@ _ 11
jﬁ 20+3 173 20/ v/ (53)
& = a2 <2w+3 _V>H — 3+ (2w+3) y(2V V')
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Seega iiks piisipunkti tingimus on IT = 0. Teiseks on vaja, et teise vorrandi viimane liige oleks null,
mis annab meile piisipunkti:

My =0, 2V —¥V)

o, =0. (56)

Nimetame seda piisipunkti potentsiaali tingimusega méaaratud piisipunktiks.

Eksisteerib ka teine piisipunkt

. 1
Y, =0, lim

0 57
v Ty 20wy 13 57)

mida nimetame singulaarseks piisipunktiks. Selle juhu jaoks tuleks eelnev teooria hoolikalt iile vaadata,
sest valemi (51) pohjal C — oo selles piisipunktis ning seetottu p-ajaga seotud valemis (44) olev suurus

2
<‘%) C on médramatu, mis seab selle punkti limbruses p-aja fiilisikalisuse kahtluse alla. Seetottu

toetume selle piisipunkti uurimisel Jirve et. al. toodelel!!l. Olgu veel eldud, et samad piisipunktid

saaksime ka siis, kui asendaksime vorrandist (52) H kui ruutvorrandi lahendi vorrandisse (54).
Osutub, et singulaarne piisipunkt on huvitavam, sest parametriseeritud post-Newtoni (PPN) ldhendit

ehk norga vilja ja viikeste kiiruste lihendit kasutades niitas Nordtvedt!”), et Bergmanni-Wagoneri

teooria on kooskdlas péikesesiisteemis teostatud modtmistega siis, kui

20+3 — o (58)
ldo 1

Seega esimese PPN tingimuse tditmine toob kaasa vdimaliku piisipunkti ka kosmoloogilistes vorran-

dites. Seda olukorda on pohjalikult analiitisinud Jarv et. al.l'!l. Nende t66 toetub eeldusele, et Zw(éIW

on diferentseeruv ka W, iimbruses (tuletised ei ldhe 16pmatuks) ning saab kasutada Taylori ritta aren-

dust. Sel juhul tarvilik tingimus eelmainitud singulaarse piisipunkti olemasoluks on jirgmine:

20

v, T T Ro+3)? v, 7o 0

d 1

d¥ \20(¥)+3
Sealjuures paneme tihele, et eelmise tingimuse kehtivusest jareldub vahetult, et PPN-i teine tingimus
(59) on tdidetud!!!l.

5.2 [Einsteini raam

Konformse teisendusega ja skalaarvilja iimberdefineerimisega on vdoimalik Bergmanni-Wagoneri teoo-

ria viia niinimetatud Einsteini raami, milles A = 1 ning B = 1. Vastav mdjufunktsionaal on kujul
1 s VS A - 1=
S=3a /V4 d*xy/=g {R— "V, @V, @ — 2KV } + S, [[¥(P)] ' Guv. x| - (61)

Tingimusest A = 1 jireldame Flanagani teisenduste (12) pohjal, et konformne tegur e>? on antud Jordani

1 1

raami skalaarviljaga W jiargmiselt ¢>7 = ¥ =z
Jordan

. Jordani raamis skalaarviljale ¥ seatud piirangute

(50) tdttu mingeid probleeme pole, nagu jireldus juba iildisest teooriast.
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Valemi (22) pdhjal

i=1
B = & _

~ = —Ch=1 (62)
Vv =V

v = 1
| & = —$In(¥(®)#0 |

Eelmise tulemuse ja valemite (23) ning (51) pohjal ndieme, et Jordani raamist Einsteini raami minekuks

tuleb skalaarvéli iimber defineerida jargmiselt

_ C d¥\? 29?2
77 - 2= (%)

C, \d®) 20+3’
d¥ 22
= o= 4 .
Ao 203 63)

Siit jareldub kaks asjaolu:

e Toimub skalaarvilja kahendumine, iihele skalaarviljale W vastab skalaarvilja ® kaks voimalikku

kuju.

e Eelmises osas toodud piisipunkti tingimusest (2@ + 3) |y, — oo jdreldub, et piisipunktis ¥, pole

teisendus (63) pooratav.

Konformsel teisendusel Jordani raamist Einsteini raami muutub meetriline tensor jirgnevalt:

giv = g =
gl = well). (64)

Friedmanni kosmoloogia uurimiseks viime Einsteini raamis joonelemendi formaalselt FLRW kujju
(34). Selleks defineerime iimber ajakoordinaadi drg = /Wdt; ja mastaabikordaja a (1) = vV/Way(ty).

Hubble’i parameeter Einsteini raamis on seotud Jordani raami vastava suurusega jargmiselt

HE—ld“E—L<H+ 1”). (65)

Tapd, U\ 2Py

Valemi (42) pohjal
d_Hdl‘_H—i—lledl (66)
p = HOgpdlg = J 20 di, J-

Edasi jaitame raamile viitavad indeksid dra. Kaetud suurused tihistavad Einsteini raami suurusi (skalaar-
vili on tdhistatud ®). Sealjuures Einsteini raamis () tdhendab tuletist Einsteini raami aja dtg jirgi.
Eelmine vorrand kinnitab varasemat tulemust, et p-aja diferentsiaal on invariantne nii konformsel
teisendusel kui ka skalaarvilja iimberdefineerimisel ning seetdttu on ainult oluline, kumma raami suu-
rustest tuletist voetakse.

Friedmanni kosmoloogia Einsteini raamis (eeldame analoogselt eelnevaga, et mateeriat pole ja
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kolmruum on tasane)

7 1¢>2+K2‘7
6d2 3

- _ 1. _
2H+3H? = —§q>2+xzv,
d = —3HD V.

Kahe muutujaga diinaamiline siisteem (&, ?T;I;) =T) valemi (47) pdhjal.

dod

== I

dr ll 3 1 v_ll 2 I C/
—, - —2 + —2 _‘—, 3 3 _‘—,

Seega on ainult iiks tingimus piisipunkti (F =0, fi—g =0

N—

jaoks

HT=0,V =0.

(67)

(68)
(69)

(70)

(71)

Jarelikult osutub, et kasutatud eeldustel on Jordani raamis kaks piisipunkti tingimust ning Einsteini

raamis ainult iiks. Selle olukorra selgitamine iildjuhul on keeruline ning seetdttu vaatame jargnevalt {iht

konkreetset nédidet, milles oleme fikseerinud seosefunktsiooni @ ja potentsiaali V kuju.

5.3 Naiide konkreetse seosefunktsiooniga ja potentsiaaliga

Valime seosefunktsiooni jirgnevaltt!!!

¥

a)(‘P):m.

Seega tulemuse (51) pdhjal
2043 3 1

C- = —
BT e T 2w(1-v)

ning ndudest C; > 0 jdreldub, et ¥ < 1, millest koos tingimusega (50) jareldub 0 <'¥ < 1.

Diinaamiline siisteem (55) on seega kujul

v _

@ _

dall - __ 3 3 1 1 v’ 2 %4
W~ otpC -3 (e - § ) P30+ 291 - 9)(2— wY)

Valime Jordani raamis potentsiaaliks

kuid jatame selle vorranditesse esialgu sisestamata.

(72)

(73)

(74)

(75)

Piisipunkti tingimus (56) Jordani raamis on mératud seosega (2V —¥V')[y, = 0. Potentsiaali (75)

kasutades saame skalaarvilja ¥ véirtuseks selles punktis
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Piisipunkti tingimus (57) Jordani raamis on médratud seosega lPlirpP — 0 ning seosefunktsiooni
—

1
20(¥)+3
(72) kasutades saame skalaarvilja W viirtuseks selles punktis

Y, =1. (77)
Sealjuures paneme téhele, et seosefunktsioon (72) rahuldab tingimust (60)
d 1 d 1-¥ 1
— =—|——)=—5#0.
d¥Y (2(0 + 3) d¥ ( 3 ) 3 7

Piisipunkti tiilibi leidmise iiheks vOimaluseks on siisteemi lineariseerimine piisipunkti {imbruses

ning saadud konstantse maatriksi omavisrtuste arvutamine!!® 211,
Potentsiaali tingimusega (56) méératud piisipunkti korral tootab see variant histi ning lineariseeri-

misel (¥ = ¥,,I1=0) imbruses saame omavéirtusteks
A =252 =—05. (78)

Seega on tegu stabiilse sOlmega ehk atraktoriga. Molemate omavéirtuste reaalosad on nullist erinevad
ehk tegu on hiiperboolse piisipunktiga ning vastavalt Hartmani-Grobmani teoreemile lineariseerimisel
piisipunkti tiiiip ei muutul!®!,

Tingimusega (57) méératud piisipunkti tiiiibi leidmine on keerulisem eelmainitud singulaarsuste
tottu. Seetdttu kasutame mittelineaarset ldhendit, mille on vélja tootanud Jarv et. al.l'2l, Nende t66

tulemusi kasutades saame, et piisipunkt, mis on méératud tingimusega (57), LIIHHL%I — 0 on
— Ty

1
20(¥)+3
sadul.

Einsteini raami piisipunktide uurimiseks leiame kdigepealt Jordani ja Einsteini raami skalaarviljade

Y ja @ vahelise seose.

20+3 \F 1
+dd = dY = />2—— 4%
2y2 29 /1—-¥
id>+\/§1nC — Eln(—l_"l_q’),
3 2 1+V/1-¥

2 I-vV1-¥
exXp <:|:\/;CI)) C = ﬁ, (79)

kus C on integreerimiskonstant. Siit ndeme, et kui ¥ — 0, siis & — —oo, kui ruutjuure votmisel on
valitud positiivne lahend ning & — +oo, kui ruutjuure votmisel on valitud negatiivne lahend. Kui
Y — 1, siis mdlemal juhul ® Idheneb mingile absoluutvdirtuselt iihele ja samale véértusele. Erijuhul,
kui C =1, siis &?Ellq’ — 0.

Osutub, et vorrandid jddvad ldbipaistvamaks, kui mitte kasutada otseselt skalaarvilja ®, vaid suurust

M =exp (i\/%@) C, (80)
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mis votab korraga arvesse @ molemat voimalikku mérki. Sel juhul saame

aM

Kasutame edaspidi sonastust M iihikutes.

Einsteini raami potentsiaali arvutame Jordani raami potentsiaalist (75) Flanagani teisenduste (12)

pohjal jargmiselt
> V(¥(P))
V(®) = —5+—- 82
Sealjuures peame meeles, et konformne tegur ¢*¥ = @.
Potentsiaal Einsteini raamis M iihikutes on jirgmine
_ 3M*—20M3 +82M* —20P +3
V= + + . (83)

128M?
Seos % = j:\/gM vOimaldab kergesti arvutada vajalikke tuletisi. Einsteini raamis on piisipunkti
tingimuseks V' = 0.

av . 3M* —10M3 4+ 10M — 3 _iW(M—%)(M—3)(M—1)(M+1)
dd 64M? - 64M2

(84)

Piisipunkti tingimus on tdidetud kolmel juhul

M=1%g_1

3
M=3=¥=-
= 4’

1 3
M=-=w=",
3757 ;

Esimene vastab Jordani raami singulaarsele piisipunktile (57) ning kaks jargmist vastavad potentsiaali
tingimusega (56) miiratud piisipunktile, sealjuures iiks vastab ruutjuure positiivsele lahendile ning
teine ruutjuure negatiivsele lahendile. Seega, kuigi Jordani raamis on kaks piisipunkti tingimust ja
Einsteini raamis on iiks, siis piisipunkte on mdlemas kaks.

Einsteini raamis tdotab lineariseerimine mdlemal juhul histi ning Jordani raami potentsiaali tingi-

musega (56) madratud piisipunkti Einsteini raami mdlema vaste M =3 ,M = % omavédirtused on

A =2 2B =, (85)

ol

Seega on samuti tegemist stabiilsete solmedega ehk atraktoritega. Jordani raami singulaarse tingimusega

(57) médratud piisipunkti Einsteini raami vaste (M = 1) omavéirtused on

e __ 3, /3B e_ 3 /3
Ao = 2+ 12,1* . Th (86)

Seega iiks omavédrtus on positiivne ning teine on negatiivne ja piisipunkti tiitip on jérelikult sadul.
Konkreetse néite puhul on Jordani raami piisipunktide ja Einsteini raami vastavate piisipunktide tiiiibid

samad.
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6 Tulemuste arutelu ja analiiiis

Kéesoleva to6 kolmandas peatiikis uurisime iildise Flanagani mojufunktsionaali (8) varieerimisel saa-
dud véljavorrandeid. Teadmine, et konformsel teisendusel ja skalaarvilja imberdefineerimisel sdilib
mdjufunktsionaali (8) formaalne kuju, on esitatud nii Flanagani!® kui ka Fizievil!%! t56s. Neist esimene
pole kéesoleva t60 autori teadmise jérgi iildiseid viljavorrandeid uurinud. Teine aga on uurinud vorran-
deid, milles pole tdpsustatud, mil moel sisaldub skalaarvili ¥ mateeriaviljade mdjufunktsionaalis S,,,.
Kolmandas peatiikis esitatud t66 ajendiks oli arusaamine, et kui mdjufunktsionaal séilitab konformsel
teisendusel ja skalaarvilja imberdefineerimisel oma formaalse kuju, siis ka véljavorrandid sdilitavad
oma formaalse kuju. Seetdttu voiks oletada, et viljavorrandite tasemel teisenduste uurimisel saadud
infot kasutades saab konkreetsetele teooriatele seada fiilisikalisi piiranguid. Sarnasest mdottekdigust on
erinevate raamide uurimise vajalikkuse pdhjendamisel lihtunud ka Fiziev(!6].

Jargnevalt esitame kolmanda peatiiki olulisemad suurused ning tulemused ja vordleme neid teiste

autorite toodega.

e Valemiga (22) defineeritud d’ Alembert’i operaatori kordaja C on olemas ka Fizievi t6os!19 tihis-
tusega A(F,Z), kus F ja Z on kiesoleva to0 tihistustes vastavalt A ja B. Fiziev on toonud vilja
ka selle suuruse olulisuse skalaarvilja timberdefineerimisel, mida kiesolevas t66s on rohutatud
valemiga (23) ning sellele jargnevas arutluses. Flanagan on skalaarvélja imberdefineerimisel vii-
danud samale suurusele tidhisega kalligraafiline F', kuid tema t60s pole toodud véljavorrandeid

ning seetdttu pole selge, millistest kaalutlustest ta selle suuruse defineerimisel on ldhtunud.

e Selle peatiiki kdige olulisem tulemus on erinevate Flanagani mdjufunktsionaaliga (8) kirjeldata-
vate teooriate klassifikatsioon. Selles on olulisel kohal funktsioon o(¥), mis miérab, kuidas
skalaarvili W on seotud mateeriaviljadega . Fizievi to0s pole seda seost tdpsustatud ning seetdttu
on tema tulemused iildisemad, kuid vihem selged. Oigupoolest pole praegu iildaktsepteeritud
seisukohta, milline on skalaar-tensortiilipi gravitatsiooniteooriate ja kvintessentsiks nimetatava
teooria erinevus. Lisaks tuleb ette ka erimeelsusi Jordani ja Einsteini raami defineerimisel. Nimelt
on Faraoni ja Nadeau viidanud oma toosl?! autoritele (viide [27]), kes on postuleerinud mini-
maalselt seotud skalaarviljaga teooria (A = 1, = 0) ning viinud selle konformse teisendusega
raami, milles A # const , & # const ning nimetanud seda Jordani raamiks, kuid kéesolevas toos
Jordani ja Einsteini raami definitsioonidele jirgnenud arutluse pdhjal pole sel juhul Gigustatud

Jordani raami nime kasutamine.

Neljandas peatiikis on eelmise peatiiki iildisest teooriast ldhtudes uuritud Friedmanni kosmoloogiat
ning iildistatud monevdrra teiste autorite (Roshan et. al.l'>l, Esposito-Farése ja Polarskil'l) kisitlust,
kes on oma uurimistdds keskendunud vastavalt Jordani raamile ning Jordani ja Einsteini raamile. Sama

peatiiki teises pooles on diinaamilise siisteemi uurimiseks iildistatud Damouri ja Nordtvedti®! poolt
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pakutud p-aja definitsiooni suvalisse raami ning sellest ja kitsendavatest eeldustest ldhtuvalt esitatud
kahe muutujaga (‘P, %’) vorrandid. Viimaste jaoks saab rakendada diinaamiliste siisteemide mee-
todit, et uurida, millistel tingimustel STG vorrandid ldhenevad hilises ajas piirile, kus uuritava teooria
ja URT ennustused iihtiksid. Viimane on vajalik seepirast, et piikesesiisteemisisesed vaatlused on
heas kooskdlas URT-ga ning seetdttu iga iildisem teooria peab vihemalt hilises ajas lihenema URT-
le. Saadud vorrandites sisalduvad juba eelnevast iildisest teooriast tuntud suurused ja nende tulemuste
abil voiks diinaamilise siisteemi kirja panna juba mojufunktsionaali pdhjal, kuid kahjuks on p-ajaga
flitisikalisi probleeme just nendel tingimustel, mida STG-1t ndutakse PPN lihenduse tulemuste pohjal.

Viiendas peatiikis uurime saadud tulemuste rakendamiseks Bergmanni-Wagoneri teooriat, milles
sisalduva kahe vaba funktsiooni @ ja V kuju anname ette. Eeldame, et mateeria osakaal on tiihine ja
selle voib dra jitta. Lisaks eeldame kolmruumi tasasust. See peatiikk pohineb suuresti Jirve et. al.
artiklitel!'% 11-121 " Sama seosefunktsiooniga, kuid erineva potentsiaaliga niide on libi tehtud nende
2008. aasta artiklis!!!!. Niitest selgus, Jordani raamis on kaks piisipunkti tingimust ja Einsteini raamis
iks, kuid see ei pOhjusta vastuolu, sest molemale Jordani raami piisipunktile saab vastavusse seada
Einsteini raami piisipunkti ning piisipunktide tiiiibid on samuti koosk®dlas. Siiski jddb veel selgusetuks,

kas see tulemus on iildine v6i kehtib ainult mingite konkreetsete ndidete kohta.
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Friedmanni kosmoloogia iildistes skalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooriates
Ott Vilson
Kokkuvote

Kiesoleva t60 eesmirk on uurida Friedmanni kosmoloogilisi mudeleid iildise Flanagani m&jufunkt-
sionaaliga kirjeldatud skalaar-tensortiilipi gravitatsiooniteooriate raames, kus on lubatud aegruumi meet-
rilise tensori konformsed teisendused ja skalaarvilja timberdefineerimine. Koigepealt vaatleme iildise
mojufunktsionaali teisendusi, toome vilja, kuidas teisenevad konkreetsed liikmed viljavorrandites ning
saadud tulemustele toetudes esitame Flanagani mdjufunktsionaaliga kirjeldatavate teooriate klassifikat-
siooni. Esitame Friedmanni tiitipi kosmoloogia vOrrandid suvalises konformses raamis ning Damouri ja
Nordtvedti pakutud ajakoordinaadi teisendusega viime vorrandid diinaamilise siisteemi uurimiseks so-
bivasse kujju. Saadud tulemusi rakendame Bergmanni-Wagoneri teooria ja selles antud kosmoloogiliste
mudelite uurimiseks Jordani ja Einsteini raamis. Leiame iihes konkreetselt valitud skalaar-tensorteoo-

rias ithe konkreetse Friedmanni kosmoloogilise mudeli piisipunktid ning nende tiiiibid.
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The Friedmann Cosmology in General Theories of Scalar-Tensor Gravity
Ott Vilson

Summary

The aim of the thesis is to study models of the Friedmann cosmology in scalar-tensor gravity theories,
which are described by the general Flanagan action. It allows conformal rescaling of the spacetime met-
ric and arbitrary redefinition of the scalar field. In order to examine the transformation of field equations
under these transformations we show explicitly how different parts of field equations are transforming
and we use the results to give a classification of theories which are described by the Flanagan action.
We present general Friedmann type cosmology equations in arbitrary conformal frame.We introduce a
transformation of time coordinate, which was first used by Damour and Nordtvedt, in order to study
field equations as a dynamical system. Finally we examine the Bergmann-Wagoner theory in the Jordan
frame and in the Einstein frame and consider the corresponding Friedmann cosmological models. We

find critical points and their type for a distinct cosmological model in a distinct scalar-tensor theory.
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