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Zur Methode der kleinsten Quadrate. Von
F. Minding.

Die Methode der kleinsten Quadrate fordert, dass

aus einer Reihe von Gleichungen, wie
ar+by +cz+n=u l ‘
AL +by+Ccr+n = U ...... (1)
Ay —+ by - €2 -y = u,,l

u. 8. w.
diejenigen Werthe der unbekannten z y 2 gefunden
werden, welche die Summe der Quadrate aller », d. i.

[uu] so klein als moglich machen. Zu diesem Zwecke
wird [uu] in folgende Form gebracht:

[au)? [bu.1)? feu.2]?
.[“—“] + '[_51';'_1]_—'— {cc.2] + [”"‘3]’ . (‘2)

(] =
wo
[au] = [aa}x + [ably + [ac]] + [an]
[bu. 1] = [bu] + A'[au] =[bb. 1]y+{bc. 1]Jo~+[bn. 1]
[cu. 2] = [cu] + B'[bu] + A"[au] = [cc. 2]¢ + [en. 2].
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Die hier gebrauchten Bezeichnungen sind aus den
Schriften von Gauss und Encke so bekannt, dass sie
an dieser Stelle keiner Erklirung bediirfen. Aus der
identischen Gleichung (2) ergeben sich nicht allein
sofort die gesuchten Werthe der  y #, welche, in so
fern die Gleichungen (1) eine Reihe gleich guter Be-
obachtungen darstellen, zugleich die wahrscheinlich-
sten Werthe jener unbekannten Grossen sind, sondern
es wird daraus auch der Beweis hergeleitet, dass
diese Bestimmung der letzten Unbekannten 2 das Ge-

wicht [cc.2] hat, wenn das Gewicht der einfachen
Beobachtung als Einheit gesetzt wird.

Durch irgend eine lineare Substitution kann die
identische Gleichung (2) in eine andere, jedoch ganz
auf dieselbe Regel gegriindete, verwandelt werden,
Nur muss die Determinante der Substitution von Null
verschieden sein. Es sei

=M+ A7 -+ A% E:lx+lly+l2z
y="1E+ 1M+ Y& "1:9“""91?/"‘922 (3)
2 =xE+xn +xg €=qx+qu+qzz‘,l
ferner sei '
N = ra -+ b+ xc 911=)\al+ybl+xcl
B=ra+7yb+xc . u. 8. w,
G = Myt 4+ 15b + 20
so verwandeln sich die Gleichungen (1) in folgende:
U By Crn
WUE+ B+ 6L +m=uf “

u. 5. wW.
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woraus folgt:
[Uu] = [AAJE + [AB] + [UCJE + [An]
u. S. W.
und schliesslich:

YuP  [(Bu.1P | [Cu.2)? 3165
WM:%%%+[ms.x]+[@@.2]+["" ]..(®

Auch ist Au = (a ~+ yb + xc)u, daber:

[Nee) = ) [au] + v [bue] + % [cu] \
[Bu] = A, [au] + v, [bu] % [eu] ¢ ... (6)
[6u) = 2, [au] +- Y, [B] -+ x5 [ou].

Fir die kleinste Quadratsumme e-rgiebt sic.h aus
(5) derselbe Werth wie aus (2), weil nach (6) rp;t
[aw], [bu], [cu] zugleich [Au], | iBu], [F&u] Yerschwu?-
den. Daher folgt aus (2) und (5) die identische Glei-

chung:

[P . [bw 1P | [ow.2] [Mu]2 L BudP [Gu.2]® )

taa) T Wbl T lecz) (T [(BB1] [6G.2]

Setzt man in dieser Gleichung =0, y=0, 2= 0,
also auch E=0, =0, =0, so wird u =2, t, =7,
u. s. f.; also ist auch

2 n.1]2  [en.2] __ [Un]? [Bn.1]2  {Gn.2]%
%«% + [TZMET]] + o] = [m.i]“"“—[@cs,.z]] ®)

— [un) — [nn. 3]
Das im Vorstehenden ausgesprochene Substitutions-

princip fithrt auf hochst einfache Weise zu dem von
Gauss gegebenen allgemeinen Ausdrucke des Gewich-

tes einer beliebigen Function

= qr—+ gy + 9%
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Bezeichnet néimlich P das Gewicht von ¢, so ist

nach Gauss:

1 M +497 | (g,+B'q +A"gp
—f 12 QI q)
[aa] o1+ [ec2] —

d. h. man hat in dem aus (2) entstehenden Werthe
von [uu] —[nn.3] nur g fir [au], g, fir [bu], g, fir

[cu] zu schreiben, um den Werth von 1—,}— zu erhalten.

Zum Beweise dieses Satzes bedarf es Cnur der Sub-
stitution

§=a 1=y, {=@-+qyrqz

oder 3=§ y=mu s=_%_an_ 1

A 9 22 9.’
wonach nur ¢ als letzte unbekannte an die Stelle von
% gesetzt wird, wihrend » und y belbehalten werden.
Diese bubstltutlon giebt

U=0r 4+ by +cs4n

=<a—c—q)x+(b——~)y+ ¢+,

22
also Y=g« —_p e
9’ B b g 6_;27
m:a—fl_q_ u .
1 % . 8. W.;

und
[90) = o] ~ £ o], (Bt} = [ — 2 cu], [ Lo
In der Gleichung (7) setze man nun "
[(Uu] =0, [Bu]=0, folglich auch [Bu.1]=0
und [Gu.2] = [Gu],

so wird zugleich

(o] = 5. [ow] = q[Gu], [bu] =g, [Gr], [o] = g, [Gu].
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Mit diesen Werthen verwandelt sich die Gleichung
(7) nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors
(@u)? in folgende:

2 " "2

Wq{{j_._ (ql[;;).Aqu) _._(qz+1!;ccq..2-]Hl 9 _ [@(;,.2]’
welche offenbar den zu beweisenden Satz ausspricht.
Denn wenn bei den Unbekannten z y 2z [cc.2] das
Gewicht von 2 war, wie ich als bewiesen hier voraus-
setze, so ist gegenwirtig { die letzte in der Reihe der
unbekannten Grossen z y { und mithin ihr Gewicht
P, =[66.2].

Vorstehender Beweis setzt voraus, dass in der
IFunction ¢ die Grosse 2z wirklich vorkommt oder dass
g, nicht gleich Null ist; da aber nothigenfalls ¢, als
beliebig klein gedacht werden kann, so ist klar, dass
der Satz auch fiir ein verschwindes g, noch giltig

bleibt.
Es schien mir geniigend, den Beweis nur fiir drei

unbekannte Grossen durchzufilhren; fir jede andere
Anzahl wiirde der Gang ganz derselbe sein.

(Aus dem Bulletin, T. XVI, p. 305 — 308.)
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