TARTU ULIKOOL
MATEMAATIKA-INFORMAATIKATEADUSKOND
Matemaatika instituut
Matemaatika eriala

Ulo Reimaa
Morfismidest kokorrutiste vahel
jarjestatud ja additiivsel juhul
Magistritood

Juhendaja: Valdis Laan

Juhendaja: .......... .. ... Ll

Lubatud kaitsmisele

Matemaatika instituudi juhataja: ............... ... ... oL

Tartu 2013



Sisukord

(1

Sissejuhatus|

Uldi lem

3

Pos-kategooriate juht

[3.1 Pos-kategooriad|. . . . . .. ... ...

(3.3 Pohitulemus ja jireldused| . . . . . . ..
[3.4  Seos esialgse tulemusegal . . . .. . ..

3.5 Millal on voimalik tulemust rakendada’

Ab-kategooriate juht|

4.1 Ab-kategooriad . . . ... ... ....

4.3 Pohitulemus jajareldused| . . . . . . ..

4.4 Millal on voimalik tulemust rakendada’|

S Viited



1 Sissejuhatus

Matemaatikas uuritakse tihti struktuuridevahelisi morfisme, muuhulgas ka struk-
tuuride endomorfisme. Endomorfismid moodustavad monoidi. Endomorfismimo-
noidi uurimine voib olla lihtsam, kui endomorfismimonoid on esitatud lihtsamate
monoidide kaudu mingi konstruktsiooni abil. Niiteks aastal aastal 1988 ilmunud
artiklis [S)] tdestasid Vladimir FljaiSer ja Ulrich Knauer teoreemi, mis esitas polii-
gooni endomorfismonoidi teatud monoidi ja viikese kategooria pdimikkorrutise-
na.

Kiesolev t60 proovib erinevatel viisidel seda teoreemi iildistada. Mainitud tu-
lemuse olemust vOib interpreteerida sellena, et objektide vaheliste morfismide ja
nende kompositsioonide teadmiseks piisab nende sobivate alamobjektide vaheliste
morfismide ja nende kompositsioonide teadmisest.

Uhes suunas iildistame mainitud tulemust selles suhtes, et me ei piirdu polii-
goonide kategooriaga, vaid vaatame iildiseid kategooriaid ja lahutusi kokorrutiste
lébi. Teises suunas iildistame tulemust selles suhtes, et me ei piirdu objekti endo-
morfismimonoidi esitustega, vaid vaatame hoopiski kategooria tédielike alamkate-
gooriate esitusi. Kolmandas suunas iildistame tulemust selles suhtes, et vaatame
kategooriate asemel rikastatud kategooriaid.

Tdpsemalt vaadatud kahte rikastamise erijuhtu, mis loodetavasti vdivad olla
abiks mainitud tulemuse suuremale rikastatud kategooriate klassile iildistamiseks.
Nendeks erijuhtudeks on rikastaminine iile jirjestatud hulkade kategooria ning
rikastamine iile Abeli rithmade kategooria.

Jarjestatud hulkade iile rikastatud juht on moningati 1dhedane, rikastamata ju-
hule. Téepoolest, kui vaatame diskreetselt jirjestatud kategooriaid, saame tépselt
rikastamata juhu. Toestame iildistuse poliigoonide juhule ja vaatame kuidas see
poliigoonide tulemusega seondub. Jérjestatud hulkade juhul uurime natukene 13-
hemalt teatud olukorda, mis on sarnane poliigoonide juhule ning iildistab poliigoo-
nide juhtu.

Ule Abeli rithmade rikastatud kategooriate juhul tdestame analoogi tulemusele
poliigoonide kohta, mis Kkiill ei iildista poliigoonide juhtu. Siiski voib see tulemus
olla eeskujuks edasisel iildistamisel. Aditiivsel juhul esitame moningad lihtsad tu-
lemused, mis on abiks olukorra mdistmisel ning tulemuse rakendamisel. Selles
rakenduslikus osas pole autor omalt poolt midagi lisanud, vaid lihtsalt pannud lei-
tud tulemused kirja kohati iildisemas kontekstis iile Abeli rilhmade rikastatud juhu
jaoks. Samuti on liihidalt kirjas paar tulemust moodulite juhu jaoks.

Eeldame, et lugeja on tuttav elementaarse kategooriateooriaga. Muuhulgas sel-
liste pohimdistetega nagu kokorrutised ja kaasfunktorid ning samuti nende pohi-
omadustega. Kohati siiski sdnastame voi tdestame elementaarseid omadusi, mis
autori arvates rohutamist vajavad. Samuti voiks lugeja olla tuttav selliste algeb-
raliste mdistetega nagu monoid, Abeli rithm, ring, moodul ja vaba moodul.



2 Uldistatav tulemus

Siin esitame konstruktsioonid ja poliigooni endomorfismimonoidi kohta kéiva tu-

lemuse, millest ldhtuvad teised teksti pohitulemused. Esitame selle tdestuseta. Need
on [8] konstruktsioon I1.7.1 (1k.175-176), [8] konstruktsioon IL.7.6 (1k.177) ja

teoreem I1.7.7 (k. 178). Esitame lisaks moned definitsioonid ja laused, mis anna-

vad neile tulemustele konteksti. Erinevalt raamatule, lubame me tiihjade poliigoo-

nide olemasolu, sest ilma selleta pole poliigoonide kategoorias algobjekti. Eksten-

siivsete kategooriate kohta kiivas osas on ndha algobjekti olulisus.

Miirkus 1 (Téhistustest). Siin toos tihistab Set hulkade kategooriat, Pos jérjes-
tatud hulkade kategooriat ja Ab Abeli riihmade kategooriat. Iga kategooria € kor-
ral tihistab 6, selle objektide kogumit ning €, selle morfismide kogumit. An-
tud objektide, A, B € €, korral, tdhistab € (A, B) kdigi morfismide f € €,
f 1 A — Bkogumit ning kui f, g € €(A, B), nimetame morfime f ja g paralleel-
seteks. Nouame, et € (A, B) oleks alati hulk. Kutsume kategooriat viikeseks, kui
selle objektide kogum on hulk. Kasutame termini morfism siinoniiiimina terminit
nool.

Definitsioon 1 (Vasakpoolsed poliigoonid ja nende homomorfismid). Vasak-
poolseks poliigooniks iile monoidi S nimetame paari (A, A), kus A on hulk ning
A:S = End(A) on monoidide homomorfism. Siin End(A) tihistab hulga A endo-
morfismimonoidi. Kui s € § ja a € A kirjutame tavaliselt A(s)(a) asemel lihtsalt
sa.

Kui (A, 1), (B, u) on vasakpoolsed poliigoonid iile monoidi .S, siis homomor-
fismiks f: (A, 1) — (B, u) nimetame kujutust f: A — B, mille jaoks iga s € .S
jaigaa € Akorral f(sa) = sf(a).

Tavaliselt kirjutame (A, A) asemel lihtsalt A.

Definitsioon 2 (Parempoolsed poliigoonid ja nende homomorfismid). Parem-
poolseks poliigooniks iile monoidi S nimetame paari (A, A1), kus A on hulk ning
A: 8P - End(A) on monoidide homomorfism. Siin S°P tihistab monoidi S vas-
tasmonoidi. See tihendab, et sellel on samad elemendid kui monoidil .S ning kor-
rutis xy monoidis S°° on defineeritud kui korrutis yx monoidis .S. Kui s € § ja
a € A kirjutame tavaliselt A(s)(a) asemel lihtsalt as.

Kui (A, 1), (B, u) on parempoolsed poliigoonid iile monoidi .S, siis homomor-
fismiks f: (A, A) — (B, u) nimetame kujutust f: A — B, mille jaoks iga s € §
jaigaa € A korral f(as) = f(a)s.

Tavaliselt kirjutame (A, A) asemel lihtsalt A.

Koik vasakpoolsed poliigoonid iile mingi fikseeritud monoidi .S ja homomor-
fismid nende vahel moodustavad kategooria S-Act. Samuti moodustavad kdik pa-
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rempoolsed poliigoonid iile mingi fikseeritud monoidi .S’ ja homomorfismid nende
vahel kategooria, mida tdhistame Act-S.

Kui pole téhtis, kas peame silmas vasakpoolset vdi parempoolset poliigooni,
vOi kui on kontekstist selge, kumba me mdtleme, voime kasutada ka lihtsalt ter-
minit poliigoon,

Viikese kategooria % korral on %, ja #| hulgad, nii et saame vaadata kdigi
kujutuste hulka & 1‘% * hulgast %, hulka %,.

Konstruktsioon 1 ([8] konstruktsioon I1.7.1). Olgu R monoid ning olgu % sel-
line viike kategooria, et |, on vasakpoolne R-poliigoon. Olgu

W ={(rf)|reR feX f(x) € H(x,rx),x € F,).
Siis defineerime elementide (r, ) € W ja (p,q) € W korrutise vordusega

(r, )P, 8) = (rp, f,8),

kus f,8(x) = f(px)g(x)igax € K, korral ning f(px): px — rpxjag(x): x — px
on komponeeritud morfismidena kategoorias % .

Hulk W koos ndnda defineeritud korrutamisega on monoid, mida nimetatakse
monoidi R ja viikese kategooria & poimikkorrutiseks. Seda tihistame R wr % .

Definitsioon 3 (Alampoliigoonid). Olgu A vasakpoolne poliigoon iile monoidi
S'. Selle alampoliigooniks nimetame sellist hulga A alamhulka B, mille korral on
igas € Sjab € B puhul sb € B. Alampoliigoon on poliigoon, kui me tehte
sellele ahendame.

Analoogiliselt saab defineerida alampoliigoonid parempoolsete poliigoonide jaoks.

Definitsioon 4 (Lahutumatud poliigoonid). Mittetiihja poliigooni A iile monoi-
di R nimetame lahutumatuks, kui sellel ei leidu alampoliigoone A, ja A,, mille
korral A; # @, A, # @ ning A on alampoliigoonide A, ja A, 1dikumatu iihend.

Lause 1 (Alternatiivne tingimus lahutumatuseks). Olgu A poliigoon iile mo-
noidi R. Siis A on lahutumatu parajasti siis, kui iga poliigooni A alampoliigoonide
A,, i € I loikumatu iihendina esituse korral leidub parajsti iiks indeks i € 1, mille
puhul A; on mittetiihi.

Toestus. Oletame, et A on lahutumatu. Siis pole A tiihi. Olgu A esitatud alampo-
liigoonide A, 16ikumatu iithendina. Peab leiduma vihemalt iiks indeks i, € I, mille
korral A; # @. Siis on poliigoon A alampoliigoonide A; ja U;cj\; A, 16ikumatu
ihend. Kuna A on lahutumatu ja A; # @, peab olema U\, A; = @. Seega iga
iel,i#ijkorral A, = @.

Teistpidine implikatsioon on ilmne. [



Lause 2. Olgu A poliigoon iile monoidi R ning olgu A,, i € I selle lahutumatud
alampoliigoonid, mille lbige on mittetiihi. Siis on alampoliigoonide A,, i € I iihend
lahutumatu alampoliigoon.

Toestus. See, et alampoliigoonide A;,i € I iihend on alampoliigoon, on triviaalne.
Niitame, et iihend on lahutumatu alampoliigoon. Olgu B, , k € K poliigoonide A,,
i € I iihendi esitus alampoliigoonide 16ikumatu iihendina. Olgu a element, mis
kuulub igasse alampoliigooni A;, i € I. Siis mingi k, € K korral a € B, ning
igai € I korral A, N B, # @. Alampoliigoonide A;, i € I lahutumatuse t6ttu
leidub aga parajasti iiks indeks k € K, mille korral A, N B, # @. Seegaigai € [
jaigak € K, k # k, korral A, N B, = @. Seega on k, ainus indeks, mille korral
(ViesA)) N By, # @. O

Lause 3. Olgu S monoid ja olgu A mingi S-poliigoon, mis on iihe elemendi poolt
moodustatud. Siis on A lahutumatu.

Toestus. Olgu poliigoon A moodustatud elemendi a € A poolt jaolgu A,,i € 1
poliigooni A esitus 16ikumatute alampoliigoonide iihendina. Siis a € A, mingi
i € I korral. Kuna A on elemendi a poolt moodustatud, kehtib A, = A. Seega
leidub tépselt liks indeks i € I, mille korral A; on mittetiihi ja A on lahutumatu
lause [T] O

Lause 4 (Poliigooni lahutus lahutumatuteks alampoliigoonideks). Olgu A po-
liigoon iile monoidi S. Siis leidub poliigooni A alampoliigoonide siisteem (A,)c;
mille korral on iga i € I korral poliigoon A, lahutumatu ning A on alampoliigoo-
nide A; loikumatu iihend.

Toestus. Defineerime hulgal A seose ~. Defineerime, et a ~ b parajasti siis, kui
leidub poliigooni A lahutumatu alampoliigoon, mis sisaldab elemente a ja b. Ni-
tame, et ~ on ekvivalentsiseos hulgal A.

Stimmeetrilisus on ilmne. Refleksiivsuseks paneme téhele, et iga element si-
saldub oma moodustatud alampoliigoonis, mis on eelneva lause jargi lahutumatu.
Transitiivsuseks oletame, et a,b,c € A ning a ~ b ja b ~ c. Siis leidub lahutuma-
tu alampoliigoon A, mis sisaldab elemendid a ja b ning lahutumatu alampoliigoon
A,, mis sisaldab elemendid b ja c. Siis A; N A, b ning seega on A; U A, lause
pohjal lahutumatu, kusjuures a,c € A; U A,. Oleme néidanud, et ~ on ekviva-
lentsiseos.

Paneme tihele, et iga elemendi a poolt médratud ekvivalentsiklass [a] ekviva-
lentsiseose ~ jargi on lahutumatu alampoliigoon. Selleks mirgime lihtsalt, et [a]
on koigi elementi a sisaldavate lahutumatute alampoliigoonide ithend.

Niiiid annavad faktorhulga A/~ elemendid meile poliigooni A lahutuse lahutu-
matuteks alampoliigoonideks. [



Mirgime, et eelmises lauses voib lahutus koosneda ka nullist alampoliigoonist.
See olukord realiseerub parajasti siis, kui A on tiihi poliigoon.

Definitsioon 5 (Lahutus lahutumatuteks alampoliigoonideks). Eelmises lauses
kirjeldatud alampoliigoonide siisteemi nimetatakse poliigooni lahutuseks lahutu-
matuteks alampoliigoonideks.

Lause 5 (Lahutumatu poliigooni kujutis). Olgu A ja B poliigoonid iile monoi-
di R. Olgu A lahutumatu poliigoon ning olgu (B,),c; poliigooni B lahutus lahu-
tumatuteks alampoliigoonideks. Olgu f: A — B poliigoonide homomorfism. Siis
leidub parajasti iiks iy € I, mille korral f(A) C B; .

Téestus. Poliigoon A on alampoliigoonide f~'(B,), i € I 1dikumatu iihend. Kuna
A on lahutumatu, leidub parajasti iiks indeks i, € I mille korral f _I(B,.O) * O.
Siis muidugi f~'(B; ) = A. Seega

fA) = f(f'(B,) C B,. 0

Eelmine lause tihendab, et kui meil on antud parempoolsed poliigoonid A ja B
tile R ning nende lahutused lahutumatuteks alampoliigoonideks (A,),c;, (B));cy>
tekib meil iga homomorfismi f : A — Bkorral kujutus f : I — J, mille defineeriv
seos on f(A,) C B
Konstruktsioon 2 ([8] konstruktsioon I1.7.6). Olgu .S monoid ning Y parem-
poolne S-poliigoon. Olgu (Y,),c; parempoolse poliigooni Y lahutus lahutumatu-
teks parempoolseteks alampoliigoonideks.

Defineerime viikese kategooria %', mille objektideks on hulga I elemendid
ning
Defineerime monoidi

R={f:1—-1I|f€EndY)}.
Voib niidata, et R on hulga I kdigi hulgateisenduste monoidi alammonoid.

Eelmises konstruktsioonis defineeritud viikese kategooria % objektide hulk
on vasakpoolne R-poliigoon eelmises konstruktsioonis defineeritud R korral, kui
toime defineerida vordusega fi = f(i).

Teoreem 1 ([8] teoreem I1.7.7). Olgu S monoid ning olgu Y parempoolne polii-
goon iile monoidi S. Kehtigu koik definitsioonid, mis on antud eelmises konstrukt-
sioonis. Siis on

a:End(Y) - Rwr H, v (F.(fly)ier)

monoidide isomorfism.



3 Pos-kategooriate juht

3.1 Pos-kategooriad

Definitsioon 6 (Pos-kategooriad). Pos-kategooriaks nimetatakse sellist kate-
gooriat €, mille iga kahe objekti A ja B korral on morfismihulgal € (A, B) antud
osaline jirjestus ning noolte komponeerimine on jéirjestust sdilitav kujutus. See ta-
hendab, et A, B,C € 6, a,a’ € €(A,B), b,b’ € €(B,C),a < a', b < b korral
peab kehtima ba < b'a’.

Definitsioon 7 (Kokorrutis Pos-kategoorias). Olgu € mingi Pos-kategooria
ning olgu (A,),c; mingi hulga I poolt indekseeritud Pos-kategooria € objekti-
de siisteem. Olgu antud objekt A € €, ning iga i € I korral morfism 1;: A, — A.
Oeldakse, et paar (A, (1,),c;) on objektide (A,)..; kokorrutis, kui on rahuldatud
jargmised tingimused:

e kui on antud objekt Q € €, koos morfismidega ¢;: A, — Q, i € I, leidub
parajasti iiks morfism g: A — Q, mille korral g, = qi1;,,i € I,

e kui on antud objekt QO ning morfismid m,n: A — Q, siis

m<neoViel @ m; <n,.

Nimetame objektide A;, i € I kokorrutiseks ka lihtsalt objekti A.

Mirkus 2 (Kokorrutiste tuvastamine). Definitsiooni esimesest punktist ndeme,
et kokorrutis Pos-kategoorias on muuhulgas ka kokorrutis tavaliste kategooriate
mottes. Kuna kokorrutised tavalistes kategooriates on isomorfismi tipsuseni iihe-
selt madratud, on kokorrutis Pos-kategooriate mdttes, kui see leidub, isomorfne
kokorrutisega tavaliste kategooriate mottes. Seetdttu, kuigi iildjuhul ei saa me de-
finitsiooni esimesest tingimusest teist jdreldada, piisab meil mingite objektide ko-
korrutist leides, kui teame, et antud kokorrutis Pos-kategooriate mottes eksisteerib,
ainult esimese tingimuse kontrollimisest.

Mirkus 3 (Samaviirsuse ebavajalikkus). Kokorrutiseks olemise teises tingimu-
ses peab kontrollima ainult iihtepidi implikatsiooni, sest komponeerimise mono-
toonsuse tottu kehtib Pos-kategoorias alati m < n = mx < nx, kui sellised kom-
positioonid on defineeritud.

Lause 6 (Kokorrutiste iihesus). Olgu o/ mingi Pos-kategooria ning (A, (liA)ie )
ja (B, (l?)ie ;) mingid objektide A, € &, i € I kokorrutised. Siis leidub isomor-
fism f: A — B, mis rahuldab seoseid f1! =17, i € I.



Toestus. Tuleneb otse samasugusest omadusest tavaliste kategooriate korral. [

Niide 1 (Kokorrutised Pos-kategoorias Pos). Kategoorias Pos on objektide A,
kanooniliseks kokorrutiseks nende 16ikumatu iihend koos hulkade sisestustega,
kusjuures uusi jirjestusseoseid ei lisata, mis tihendab, et eri komponentide vahel
pole jirjestusseoseid. Néitame, et jirjestatud hulkade 16ikumatu iihend rahuldab
ka eelmise definitsiooni teist tingimust, mis tdhendab, et tegu on muuhulgas ka
kokorrutisega Pos-kategoorias Pos.

Olgu A,;, i € I jarjestatud hulgad ning olgu A nende 16ikumatu ithend koos si-
sestustegaz;: A; — A,i € I.Niitame, et definitsiooni[7|teine tingimus on tdidetud.
Olgu antud jirjestatud hulk Q ning jdrjestust sdilitavad kujutused m,n: A — Q,
kusjuures iga i € I korral kehtigu mi; < ni,. Olgu antud suvaline a € A. Siis

a=1(a")mingii € I jaa' € A, korral. Seega
m(a) = m(1,(a’)) < n(1,(a")) = n(a),

mis tihendab, et m < n, kuna a oli suvaline. See tihendab, et eelmise definit-

siooni teine tingimus on tdidetud ja (A, (1,),c;) on objektide A;, i € I kokorrutis
Pos-kategoorias Pos.

Lemma 1 (Kokorrutis Pos-kategoorias Pos). Olgu I mingi hulk, olgu A,, i € 1
mingi jdrjestatud hulkade siisteem ning olgu (A, (1,),c;) paar, kus A € Pos, ja
1,: A, = A. Siis on (A, (1,),c) jarjestatud hulkade A,, i € I kokorrutis parajasti
siis, kui on tdidetud jdrgmised kaks tingimust:

1. iga a € A korral leiduvad iiheselt méidratud i € I ja a' € A,, mille korral

lj(a/) =a ’

2. iga a,b € A korral

a<b=>3ielFd, b eA y@)=anyd)=bra <b".

Toestus. Esmalt oletame, et (A, (1;),c;) rahuldab tingimusi 1) ja 2). Néitame, et
(A, (1,),c;) on objektide A;, i € I kokorrutis. Olgu antud mingi objekt O koos
morfismidega ¢;: A, — Q. Defineerime kujutuse g: A — Q Iga a € A korral
leidub iiheselt médratud i € I ja a’ € A,, mille korral 1,(a’) = a. Seega saame
defineerida iga a korral iiheselt

4(a) = q(1,(a)) = q,(d), kus a=1(a").

Konstruktsiooni jirgi rahuldab g iga i € I korral seost gqi;, = ¢;. Samuti tuleb
sellest vélja, et ¢ on ainus kujutus, mis rahuldab iga i € I korral g1, = g;. Peame
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veel nditama, et g on jdrjestust sdilitav. Olgu a, b € A ning a < b. Siis leidubi € I
jaa',b' € A, niieta=1,(a"),b=1,(b")jaa <b'. Siis

q(a) = q(1;(a") = g;(a’) < ¢,(b") = q(1,(b")) = q(b),

sest g; on jirjestust siilitav.

Oletame niiiid, et (A, (1,),c;) on jarjestatud hulkade A; kokorrutis. Nagu varem
mainitud on jirjestatud hulkade A; kanooniliseks kokorrutiseks nende 16ikuma-
tu iihend B koos sisestustega (1;),c,. See tdhendab, et leidub jirjestatud hulkade
isomorfism

iel"

0:B— A, Viel: b=

Olgu a € A, siis 16ikumatu iihendi omaduste jérgi leidub iiheselt midratud i € 1
jaa' € A,, mille korral 7' (a) = 1/(a"). Siis ka

a=00""(a) = 0(:(a") = 1,(a").
Kui lisaks @ = 1,(b") mingi j € I ja b’ € A, korral, siis

(0" =671 (1,(b") = 671 (1,(a") = 1j(a),

mis tdhendab, et i = j ja @’ = b’ 1dikumatu ithendi omaduste jargi.

Jarjestuse kohta kiiva tingimuse kontrollimiseks oletame, et a,b € A korral
a < b. Siis 07'(a) < 07'(b). Loikumatu iihendi omaduste jirgi tihendab see, et
leidubi € I'ninga’,b’ € A, millekorrala’ < b',07'(a) = 1(a’)ja 0~1(b) = 1(b").
Rakendades aga viimasele kahele vordusele isomorfismi 6, saame a = 1,(a’) ja
b = 1,(b"), mis 1dpetab lause teise tingimuse kontrolli. [

Definitsioon 8 (Pos-funktorid). Pos-funktoriks F: of — 98 Pos-kategooriast &/
Pos-kategooriasse % nimetame funktorit F': &/ — 93, mis siilitab morfismide
jarjestuse. See tahendab, et iga Pos-kategooria & paralleelsete noolte paari f, g
korral kehtib f < g = F(f) < F(g).

Koigi viikeste Pos-kategooriate ning nendevaheliste Pos-funktorite kategoo-
riat tdhistame Pos-Cat.

Definitsioon 9 (Loomulikud teisendused Pos-funktorite vahel). Pos-funktorite
vaheline loomulik teisendus on lihtsalt nendele Pos-funktoritele vastavate tavaliste
funktorite vaheline loomulik teisendus.

Definitsioon 10 (Kokorrutise sdilitamine). Olgu F: &/ — 9% mingi Pos-funktor
ning olgu (4, (1,),c;) objektide A, € o, i € I kokorrutis. Oeldakse, et F sdilitab
kokorrutise (A, (1,),e;), kui (F(A), (F(1;)),c;) on objektide F(A,), i € I kokorru-
tis. Kui sisestusi pole kokorrutise juures mainitud, nimetatakse funktorit vastavat
kokorrutist sdilitavaks, kui see mingite sellele kokorrutisele vastava sisestuste siis-
teemi korral kokorrutise siilitab. Sellist sdnakasutust digustab jargmine lause.
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Lause 7 (Kokorrutiste sdilitamise sisestustest soltumatus). Olgu F: o — 3B
mingi Pos-funktor ning olgu (A, (zf)iel)ja (B, (zf)iel) mingid objektide A, € ,,,
i € I kokorrutised. Siis sdilitab F kokorrutise (A, (liA)ie ) parajasti siis, kui see
sdilitab kokorrutise (B, (ll-B )icr)-

Toestus. Olgu eeldused nagu sonastuses. Teame, et leidub isomorfism f: A — B,
mis rahuldab seoseid f 1{‘ =12, i € I. Siis on ka F(f) isomorfism ja kehtivad
vordused

F(A)Fa=F@P?), iel.

Eeldame, et (F(A), (F (ziA))ie ;) on objektide F(A,), i € I kokorrutis ja niditame, et
siis on seda ka (F(B), (F (1,?3)),.e ;). Piisab, kui kontrollime kokorrutiseks olemise
esimest tingimust, kuna teame, et kokorrutis eksisteerib.

Olgu O € %, suvaline ning olgu antud morfismid g;: F(A;) = Q,i € I. Siis
leidub iiheselt madratud morfism ¢g: F(A) — Q, mille korral gF (z;“) =gq,i€l.
Tahistame ¢’ = gF(f)™': F(B) — Q. Siis

q'F}) = @F()™NFNFG)) =qFG) =g, i€l

Niitame veel, et ¢’ on iiheselt méddratud morfism, mis rahuldab iga i € I korral
vordust q’F(z,B) = g;. Kehtigu iga i € I jaoks q”F(ziB) = ¢; mingi morfismiga
q' paralleelse morfismi ¢” korral. Siis iga i € I korral ¢ F(f)F(*) = q" fF(?).
Kuna F(i), i € I on kokorrutise sisestused, saame need koos paremalt taandada.
See annab vorduse ¢’ F(f) = ¢q" F(f), millest tuleneb ¢’ = ¢”, kuna F(f) on
isomorfism. []

3.2 Konstruktsioonid

Konstruktsioon 3 (Pos-kategooria Cat/€). Olgu antud Pos-kategooria €. Siis
voime vaadata Pos-kategooriat Cat/€, mille objektideks on funktorid

L > %, X € Cat,

ning morfismideks (F: £ — €) — (G: ¥ — €) on diagrammid

P

X —F,
F

kus S on funktor & — % ning a on loomulik teisendus F — GS. Seega vdime
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oelda, et morfismideks on paarid (S, a), kus §: & - ¥ jaa: F — GS. Jirjestus
on defineeritud seose

(S,0) <(T.p) = (S=T)A(a < p)

kaudu, kus a < f tihendab seda, et a, < f, iga x € X, korral. Kompositsioon on
defineerutud diagrammide kleepimise kaudu:

I
//m\
X —FC—— Z.

See tdhendab, et kui (S, @) ja (T, f) on nagu joonisel, siis on nende komposit-
siooniks paar (TS, (f * S)a), kus f * .S tdhistab loomulike teisenduste f ja 1¢
horisontaalset kompositsiooni, mille x € &, kohaliseks komponendiks on f,,.

Mirkus 4 (Konstruktsiooni olemusest). Kui suuruse kiisimusi ignoreerida, on
eelmine definitsioon tavaliste kategooriate tasemel erijuht kategooriast, mille saa-
me teatud 2-komakategooria [6] [,2.5 (Ik. 29) 2-noolte unustamisel. Seda tihele-
panekut me ei kasuta, seega siin ei tdpsusta selle tdhendust, ega pdhjenda seda.

On lihtne veenduda, et eelmine konstruktsioon annab tdepoolest tulemuseks
Pos-kategooria.

Meenutame, et kategooriat nimetatakse diskreetseks, kui selle ainsad morfis-
mid on tihikmorfismid.

Mirkus 5 (Pos-kategooria 9,). Olgu <, Pos-kategooria Cat/€ tiielik
alam-Pos-kategooria, mis on médratud selliste objektide F: &' — € poolt, mille
korral 2 on diskreetne kategooria ning eksisteerib objektide F(x), x € 2, kokor-
rutis.

Konstruktsioon 4 (Pos-funktor coprod). Olgu € Pos-kategooria. Defineerime
Pos-funktori
coprod: I, — G,

mis seab funktoritele F': & — € vastavusse objektide F(x), x € X, kokorrutise.

Morfismidel defineerime Pos-funktori coprod kasutades kokorrutise univer-
saalomadust. Fikseerime iga Pos-kategooria Z, objekti F': & — € korral kokor-
rutisele coprod(F) vastava sisestuste siisteemi (i%) ,> kus

1¥': F(x) — coprod(F).
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Olgu antud morfism (S, a): (F: L = €) = (G: ¥ — ) Pos-kategoorias J,.
Siis kokorrutise coprod(F') universaalomaduse jéargi leidub iiheselt médédratud mor-
fism coprod((S, a))coprod(F) — coprod(G), mis muudab jargmise diagrammi
iga x € X, korral kommutatiivseks:

Ay

F(x) G(S(x))
coprod(F) -------- » coprod(G) .

coprod((S, a))

Sellega defineerime Pos-funktori coprod morfismidel.

Lause 8 (Konstruktsiooni korrektsus). Eelnev konstruktsioon annab toepoolest
Pos-funktori.

Toestus. Esmalt niditame, et coprod on jirjestust sdilitav. Selleks olgu antud
S,a),T,p):(F: X - €)= (G: Y - ¥), mille korral (S, a) < (T, f). Antud
jarjestuse definitsiooni kohaselt saame, et S = T ja a < f. Sellest saame, et iga
x € Xykorral @, < f, ningetigax € &, korral zg(x)ax < zg(x)ﬂx. Sellest saame, ar-
vestades Pos-funktori coprod definitsiooni ning seda, et S = T tottu zg(x) = zg(x),
etiga x € X, korral coprod((.S, a))zf < coprod((T, ﬂ))zf . Sellest saame, arvesta-
des kokorrutise definitsiooni teist tingimust, et coprod((.S, «)) < coprod((T, f)).

Teiseks on tarvis ndidata, et coprod on komponeerimisega kooskdlas. Olgu
meil antud (S,a): (F: & - €) > (G: Y - 6)ja(T,p):(G: Y — €) —
(H: Z — €). Toestuseks piisab sellest, kui paneme téhele, et coprod((T'S, fa))
on iiheselt médratud morfism, mis muudab iga x € X, korral jirgmise diagram-
mi vilise ristkiiliku kommuteeruvaks, ning et viiksemad ruudud kommuteeruvad

Pos-funktori coprod definitsiooni tottu.

F(x) - GS(x) HTS(x)
‘ F G H
Ix 1S(x) T8
coprod(F) coprod(G) ———— coprod(H) .

_—
coprod((S, a)) coprod((T, f))

Viimaseks niditame, et coprod kujutab iihikud tdepoolest iihikuteks. Selleks
piisab tdhelepanekust, et iga x € &, korral diagramm
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coprod(F) -------- » coprod(F)

coprod((1g-,1))

kommuteerub.

3.3 Pohitulemus ja jareldused

Definitsioon 11 (Tédpne ja tiielik Pos-funktor). Nimetame Pos-funktorit
F:d - 3
tapseks ja tdielikuks, kui morfismid
Fyp: 9d(A,B) - B(F(A), F(B))

kategoorias Pos on iga A, B € 4, korral pooratavad. Teisisonu, parajasti siis, kui
F, 3, A, B € 9, on bijektiivsed jarjestust sdilitavad ja peegeldavad kujutused.

Soovime leida Pos-kategooria Z, selliseid tdielikke alam-Pos-kategooriaid,
millele Pos-funktorit coprod ahendades saaksime téieliku ja tdpse Pos-funktori.

Definitsioon 12 (Esitatav Pos-funktor). Esitatava Pos-funktori mdiste on sama,
mis tavalise esitatava funktori mdiste, ainult et 1ahtekategooria peab olema Pos-ka-
tegooria ning sihtkategooria Pos. Sellest piisab, et tegu oleks Pos-funktoriga. Té-
histame objektile A vastavat esitatavat Pos-funktorit

G(A,—): € — Pos.

Lause 9 (Esitatava Pos-funktori poolt kokorrutiste siilitamine). Olgu €
Pos-kategooria ning olgu A, B, B,, i € I selle objektid, kusjuures olgu (B, (1;),c;)
objektide B;, i € I kokorrutis. Siis sdilitab esitatav Pos funktor € (A, —) kokor-
rutise (B, (1,),c;) parajasti siis, kui iga f,g: A — B korral on tdidetud jirgmised
kaks tingimust

e leiduvad parajasti iiks i € I ja f': A — B, mille korral f =1,f' ning

o [ < g parajasti siis, kui leiduvad i € I ning f',g': A — B,, mille korral
[ <g ning f=ufjag=1g"
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Téestus. Esitatav Pos-funktor €' (A, —) sdilitab kokorrutise (B, (1,), ;) parajasti siis,
kui (6(A, B),(6(A,1,))cr), €(A,1,): (A, B;) = €(A, B) on kokorrutis Pos-ka-
tegoorias Pos Arvestades, et f: A — B, korral kehtib esitatava Pos-funktori defi-
nitsiooni jirgi vordus

CA L) =uf, O
nideme, et selle lause tingimused on parajasti lemma [I] tingimused kokorrutise
(G(A, B),(B(A,1,)),e;) jaoks.

Teoreem 2 (Tingimus coprod ; pooratavuseks). Olgu € Pos-kategooria ning
olgu antud mingid

(F: 4 > %),(G: Y% - B) € (Dy),.

Siis on

coprod; ;: D, (F,G) — €(coprod(F), coprod(G))
Jjérjestatud hulkade isomorfism, kuiiga x € Xy korral sdilitab esitatav Pos-funktor
G (F(x),—): € — Pos kokorrutise coprod(G). Kui on teada, et jdrjestatud mor-
fismihulk € (coprod(F), coprod(G)) pole tiihi, kehtib ka vastupidine implikat-
sioon.

Téestus. Olgu meil antud mingid (F: & — €), (G: ¥ — €) € (Dyg), koos vas-
tavate kokorrutistega (coprod(F), (i )rez,)> (coprod(G), (z;;)ye%), kus (1) co
(zf)yeg on vastavate kokorrutiste sisestused, mille fikseerisime Pos-funktori
coprod defineerimisel.

Oletame, et iga x € X, korral on € (F(x), coprod(G)), (€ (15, ’f)yey) ob-
jektide G (F(x),G(y)), y € ¥, kokorrutis Pos-kategoorias Pos. Nditame, et sel
juhul on coprod, ; jérjestatud hulkade isomorfism. Jirjestust sdilitav kujutus on
jarjestatud hulkade isomorfism parajasti siis, kui see on siirjektiivne ning jéarjestust
peegeldav.

Veendume, et coprod . ; on siirjektiivne. Olgu f: coprod(F) — coprod(G).
Siis iga x € X, korral f zf : F(x) — coprod(G) . Arvestades lauset|§|, saame, et
iga x € X, korral leidub iiheselt miiratud element S(x) € %, ja liheselt médratud
element a, € € (F(x), G(y)), mille korral

F_ G
iy =150 -

Niitid muutub .S triviaalsel viisil diskreetsete kategooriate vaheliseks funktoriks
X - ¥ ning a = (a,),cq, loomulikuks teisenduseks F — SG, kuna kategooria
X diskreetsuse tottu ei pea (a,),cq, mingeid muid tingimusi tditma loomulikuks
olemiseks. Niitid muudab f diagrammi
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X

F(x) i GS(x)

G
Isx)

coprod(F)

coprod(G) .

vilimise ristkiiliku iga x € 2, korral kommuteeruvaks. Kuna coprod((.S, @)) on
ainus selle omadusega morfism, saame, et f = coprod((S, a)) ning nieme, et
coprod;. ; on tdepoolest siirjektiivne.

Veendume, et coprod,; on jirjestust peegeldav. Selleks oletame, et
coprod((S, a)) < coprod(T, p). Siis ka

coprod((S, @)t < coprod(T, p)it

iga x € &, korral. Lause @jrgi leidub iga x € X, korral iiheselt méédratud R(x) €
%, ja tiheselt médratud a,, . € €(F(x), G(R(x))), mille korral

coprod(S, a)f = i3 a; (1)
coprod(T, p)if = 1%, B. )
a, < By 3)

Iga x € X korral rahuldavad tingimusi (I) ja (2) ka morfismid a,: F(x) —
G(S(x)) ja p,: F(x) - G(T(x)). Kuna lause E] jirgi on aga sellise omadusega
R(x),a;, ja p, tiheselt médratud, saame, et T'(x) = S(x) = R(x), @, = a, ning
p. = p.. Niiiid, kuna § = T, annab , eta < fja(S,a) < (T,p). Seega on
coprod . ; jirjestust peegeldav ja ka bijektiivne.

Niitid eeldame vastupidise implikatsiooni tGestamiseks, et coprod . ; on jirjes-
tatud hulkade isomorfism ning € (coprod(F), coprod(G)) pole tiihi. Fikseerime
x € 2, ning niitame, et € (F(x), —) sdilitab kokorrutise (coprod(G), (’g)ye?)-
Selleks kontrollime lause [9] tingimuste kehtivust.

Kontrollime lause esimest tingimust. Olgu f € €(F(x), coprod(G)). Kuna
coprod;. ; onbijektsioon, pole D (F, G) tithi. Valime suvalise (a, §) € D, (F, G).
Defineerime iga & € &, korral morfismi g, : F(§) — coprod(G) jirgmiselt:

6 a., kuié#x
gﬁ:{ £ ks ©®

Kasutades morfismide g.: F(§) — coprod(G),& € I, jaoks kokorrutise uni-
versaalomadust, saame morfismi g € € (coprod(F), coprod(G)), mis muuhulgas
rahuldab tingimust gif = f. Olgu (T, ) = coprod;';(g). Teame Pos-funktori
coprod definitsiooni jirgi, et jirgmise diagrammi véline nelinurk kommuteerub.
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Px

F(x) GT(x)
‘ F \ G
coprod(F) coprod(G) .

g

Samuti kommuteerub alumine kolmnurk. Seetdttu kommuteerub ka iilemine kolm-
nurk. Meil on tarvis niidata, et pole iihtegi teist valikut 7'(x) ja f, jaoks, mis iile-
mise kolmnurga kommuteeruma paneks. Oletame, et mingi g, : F(x) - GT'(x)
paneb iilemise kolmnurga kommuteeruma. Siis paneb see ka vilise nelinurga kom-
muteeruma. Seega, kui defineerime funktori 7’ ja loomuliku teisenduse
p': F - GT', mis on samad, kui T ja f, vilja arvatud x kohalised komponen-
did, mis on vastavalt S’(x) ja f., on meil

coprod; (T', ') = g = coprod (T, f) .

mis coprod ,(T', f’) bijektiivsuse tottu tihendab muuhulgas, et f, = f. Sellega
on lause esimene tingimus kontrollitud.

Kontrollime lause [9 teise tingimuse kehtivust. Olgu selleks antud
f, f' € €(F(x),coprod(G)) sellised, et f < f'. Niilid kditume samamoodi nagu
esimese tingimuse kontrollimisel: fikseerime mingi (a, §) € D (F, G) defineeri-
me seosega H analoogiliselt morfismipered (g:).c 4, ja (g é) ce,» Kusjuures paneme
tihele, et g, < gé iga ¢ € 2, korral. Niilid saame vastavalt kokorrutise universaal-
omadusele kaks morfismi g, g’ € € (coprod(F), coprod(G)), kusjuures g < g’.
Kasutades eeldust, et coprod ;. ; on jérjestatud hulkade isomorfism, saame g ja g’
originaalid (S, f), (S", p") € D, (F,G), kusjuures (S, f) < (S, ), millest, ar-
vestades, kuidas on 9, (F, G) peal jdrjestus defineeritud, saame, et .S = .S’ ning
p. < Bl kus f, p. € B(F(x), G(S(x)). Saame samamoodi nagu esimese tingimu-
se kontrollimisel, et f, ja f; on vastavalt f ja f’ originaalid kujutuse € (1 5, zg(x))
suhtes. Sellega on tulemus tdestatud.

Jéreldus 1 (Endomorfismimonoidi esitus). Olgu (F: X — €) € (Dy),. Siis
sdilitab esitatav Pos-funktor € (F(x),—) iga x € X, korral objektide F(x) ko-
korrutise parajasti siis, kui objekti coprod(F) jdrjestatud endomorfismimonoid ja
D (F, F) on isomorfsed.

Toestus. Pohjenduseks tuleks lihtsalt tdhele panna, et objekti coprod(F) endo-
morfismimonoid pole kunagi tiihi, kuna sisaldab tihikmorfismi ja et coprod. - on
monoidide homomorfism. 0

Definitsioon 13. Nimetame Pos-funktorit F: € — 2 Pos-kategooriate ekviva-
lentsiks, kui iga A, B € 6, korral on kujutus F, p jérjestatud hulkade isomorfism
ning iga D € 9, korral leidub C € 6, nii et D ja F(C) on isomorfsed.
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Jéireldus 2 (Alamkategooria esitus). Olgu 9 selline Pos-kategooria Dy, tdielik
alam-Pos-kategooria, mille korral iga (F: X — €),(G: Y — €) € D, jaiga
x € X, korral sdilitab esitatav Pos-funktor € (F(x), —) kokorrutise coprod(G).
Siis on D ekvivalentne objektide coprod(F), F € 9, poolt mddratud Pos-kate-
gooria G tdieliku alam-Pos-kategooriaga.

Toestus. Teoreemi [2] t6ttu on tingimused F, , jirjestatud hulkade isomorfismiks
olemise kohta tdidetud. Ekvivalentsi tingimus objektide jaoks on aga triviaalselt
tdidetud. 0

3.4 Seos esialgse tulemusega

On voimalik, et pole kohe niha, kuidas isja toestatu seostub teoreemigal[l] Selleks
anname Pos-kategooriale 9, natukene teise kuju.

Definitsioon 14 (Kategooria toime hulgal). Kategooria X toimeks hulgal S ni-
metatakse [[10] funktorit p: £ — Set, mille korral on S hulkade p(i), i € %,
16ikumatu iihend.

Mirkus 6. Olgu tdhistused nagu eelmises definitsioonis. Kategooria toimet hul-
gal voib vaadata poliigooni iildistusena. Téepoolest, kui € ainus objekt on A, siis
on kogu funktoris p sisalduv info kodeeritud monoidide homomorfismis

Pan- C(A, A) — Set(p(A), p(A)),
kusjuures sel juhul p(A) = S.

Konstruktsioon 5 (Kategooria ja Pos-kategooria poimikkorrutis). Olgu an-
tud viike kategooria &£ ja viike Pos-kategooria & koos kategooria & toimega
p hulgal #,,. Defineerime Pos-kategooria 7 jirgmiselt:

e objektideks on kategooria &% objektid,

morfismihulgaks 7' (A, B) on

{(r, /) € R(A, BxFH"™ | r € R(A, B), f(a) € H(a,p(r)(a)), a € p(A)},

(r, f) < (s, g) parajasti siis, kui r = s ja punktiviisiliselt f < g,

kui (r, f) € W(A,B)ja(s,g) € W(B,C),siis (s, g)r, ) = (sr,8,f), kus
g.(a) = g(p(r)(a)), g,.f(a) = g(p(r)(a)) f(a) ja

tthikuks 1, € #'(A,A)on(1,,a~ 1)).
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Pos-kategooriat 7" nimetame £ ja K poimikkorrutiseks toime p suhtes ning ta-
histame seda £ wr, Z .

Lause 10 (Konstruktsiooni korrektsus). Eelnev konstruktsioon annab téepoo-
lest tulemuseks Pos-kategooria.

Toestus. Olgu antud koik nagu esineb eelmises konstruktsioonis. On selge, et hul-
kadel 7' (A, B) defineeritud seos < on osaline jérjestus.

Komponeerimine on defineeritud korrektselt, sest kui on antud mingid morfis-
mid (r, f) € W (A, B) ja(s,g) € W (B, C), siis nende kompositsiooni (s, g, f)
esimese komponendi, sr, korral pole korrektsuses kiisimust ning teise komponen-
di, g, f, korral on (g, f)(a) = g(p(r)(a)) f (a) alati defineeritud, sest

a 25 pr)@) 5 p(s)p(r)a)) = plsr(a)

millest muuhulgas ndeme, et (s, g)(r, f) € W (A, C).

Niitame, et komponeerimine on jirjestust sdilitav. Selleks oletame, et on antud
(r, ), (', f") € W(A,B) ja(s,g),(s",g') € W(B,C),niiet(r, f) < (', f')]a
(s,g) < (s'g’). Siisr =rjas =s"ning f < f'jag < g’ punktiviisiliselt. Siis
ka muidugi sr = s'r’. Peame niditama, et g, f < g/, f punktiviisiliselt. Selleks
fikseerime a € p(A). Siis

(&./)a) = g(p(r)(a))f(a)
< g(lp(r)(a))f'(a) (sest f < f' punktiviisiliselt)
= g'(p(r)(a))f'(a) (sest g < g’ punktiviisiliselt)
=g'(p(r' @) f'(a) (sest r=1r")
= (g, /' )a),
mistottu on komponeerimine jérjestust siilitav.

Niitame, et komponeerimine on assotsiatiivne. Selleks olgu antud morfismid
(r,f)e W(A,B),(s,g) € W (B,C)ja(t,h) € W (C, D). Siis arvutame

(&, h)(s, )(r, f) = (s, hg)(r, ) = (tsr, (hg).f)
(t, h)((s,8), (r, ) = (t, h)(sr, g,.f) = (tsr, h, 8. /),

mis on vordsed, kuna iga a € p(a) korral

(hy,(g.))a) = h(p(sr)(a))g(p(r)(a)) f(a)
= h((p(s) = p(r))(@)g(p(r)(a))f (a)
= h(p(s)(p(r)(a))g(p(r)(a)) f(a)
= (h&)(p(r)(a))f(a)
= ((hy8), /)@,
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mistottu (h,g),f = h,(g,f).
Viimaks nditame, et B € %/, korral on (15,b — 1,) tdepoolest komponeeri-

mise iihik. Saame (r, /) € # (A, B) puhul

(Ig,a = 1)@, f) = Apr.(a=1).1) = (. /),

kuna iga a € p(A) korral

(b= 1), )a) = (b 1)(p(r)(@)f(a) =1,,,Sf(a)= f(a)
ning saame (s, g) € 7 (B, C) puhul

(5,8)p, x> 1) = (slp, g, (x = 1)) =(5.2),

kuna iga b € p(B) korral

(81,(x = 1))(b) = g(p(15)(b)(x = 1,)(b) = g(1 (D)1, = g(b). O

Konstruktsioon 6 (Kategooria & ja Pos-kategooria ). Olgu ¢ Pos-kate-
gooria. Olgu antud objektid 6, € %, i € I ning olgu iga i € I korral objekt
A, objektide A¥, k € I, kokorrutis. Defineerime Pos-kategooria % . Selle objekti-
hulgaks on

Ky={G,k)|iel kel}

ning jirjestatud morfismihulkadeks on

i

F (1K), (j, 1) = G(A], A)),

kusjuures morfismide komponeerimine kdib nagu Pos-kategoorias €. On selge, et
tegu on Pos-kategooriaga.

Defineerime kategooria &, mille objektideks hulga I elemendid, morfismihul-
kadeks on

R0, j)={f €SetI, 1)) | Vk € I, : G(AF, A1) £ @)

ning morfisme komponeeritakse nagu kujutusi. Tdepoolest on tegu kategooriaga,
kunaiga f € X(i, j)jaigag € R(j, k) puhul sisaldab iga x € I, korral jirjestatud
hulk € (A,, A, (), vihemalt iihe elemendi. Seda seetSttu, et sinna kuuluvad kdik
Jarjestatud hulga €(A,, A, ) # @ ja jirjestatud hulga G (A, ), Ay () F D
elementide kompositsioonid.

Siis vdime defineerida kategooria & toime p hulgal %, funktorina, mis objek-
tidel i € %, tegutseb seose

p() ={(.k) | k € I}
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kohaselt ja tegutseb morfismidel f € %(i, j), seose

p(f): (k) = (j, f(K))

kohaselt. Ilmselt on tdepoolest tegu funktoriga ning kategooria & toimega hulgal
K. Samuti on selge, et X ja F on viikesed.

Lause 11 (Jérelduse 2| alternatiivne sonastus). Olgu antud Pos-kategooria €.
Olgu antud objektid A, € 6, i € I ning olgu iga i € I korral objekt A, ob-
jektide A%, k € I, kokorrutis, kusjuures iga i € I ja iga j € I korral sdilitagu
esitatav funktor € (A;, —) objektide A;‘, k € I, kokorrutise. Olgu kategooria R
ja Pos-kategooria F, koos toimega p, antud nagu eelmises konstruktsioonis. Siis
on objektide A,, i € I mddratud Pos-kategooria € tdielik alam-Pos-kategooria
ekvivalentne Pos-kategooriaga X wr, €.

Toestus. Toestus pohineb jireldusele 2] Niitame, et jareldus[2] on rakendatav ning
seejdrel nditame, et selles jarelduses mainitav Pos-kategooria &, alam-Pos-kate-
gooria on ekvivalentne Pos-kategooriaga # wr, €.

Olgu 9, Pos-kategooria, mis on konstrueeritud € kaudu nagu mérkuses
Konstrueerimeigai € I korral objekti F € (9,),. Olguigai € I korral diskreetse
viikese kategooria Z; objektide hulgaks

('E[i)o ={(., k) | ke Ii}

ning olgu funktor F;: 2, — € defineeritud objektidel seosega

F((i.k) = AX,

Kuna & on diskreetne, on funktori F; morfismidel defineerimiseks ainult triviaal-
ne voimalus. Ilmselt iga i € I korral F, € (9),, kuna objektide F,(k) = Af,
k € I, kokorrutis eksisteerib. Samuti on tdidetud jdrelduse [2] eeldused ning seega
objektide A; € 6, méidratud téielik alam-Pos-kategooria on ekvivalentne objek-
tide F;, € Y, midratud alam-Pos-kategooriaga . Seda seetottu, et kokorrutised
on isomorfismini tiheselt méddratud, nii et iga i € I korral on objektide Af.‘, kel
kokorrutis A; isomorfne samade objektide kokorrutisega coprod(F;). Niitame, et
2 on omakorda ekvivalentne Pos-kategooriaga X wr, €.

Defineerime Pos-funktori Q: % wr, € — 9 ja niitame, et tegu on Pos-kate-
gooriate ekvivalentsiga. Defineerime objektidel i € Q: & wr, € korral

@) =F,
ning morfismidel (r, f): i — j korral
o((r, ) =(S,, ay),
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kus §,: &; — Z; on diskreetsete kategooriate vaheline funktor, mis on defineeri-

]

tud objektidel seosega

S.((1, k) = (j, r(k))
ning a,: F; — F,S on loomulik teisendus, mille (i, k) € & kohaline komponent
on

(af)(i,k) = f(k),
mis on korrektselt defineeritud, kuna
f (k) € Z(k, p(r)(k))

= F (k,r(k))

=& (AF, ATY)

= G F((i, k), Fi((J, r(k))))

= C(F((i, k), (F;S,)((, k)))
jakuna ; diskreetsuse tottu pole loomulikul teisendusel «, vaja rahuldada iihtegi
mittetriviaalset diagrammi.

Niitame, et Q on Pos-funktor. Selleks néditame esmalt iihikute séilitamist. Olgu
antud i € % wr, €. Selle iihikuks on (1;, (k = 1)), ehk (1, (k = 1,)). Siis

O((ly, (k= 1)) = (S, , @) = (G K) = (1, (k) ap) = (1g, 1, ),
kuna ilmselt
(a(kHlk))(i,k) =k 1)k =1, = (11%)(1',@-
Niitame komponeerimisega kooskdlas olemist. Selleks olgu antud i, j, ! € £ wr, €
ning (r, f):i — jja(s,g):j — . Siis saame arvutada iga (i, k) € (), korral
(8,50, k) = S,(S,.((1, k) = S((J, (k) = (I, 5(r(0)) = (L, (sr)(k)) = S,((i, k)
ning
(g = S)ap)in = (@g)s, @@ )ip

= (@) S ()

= g(r(k)) f (k)

= (g./)(k)

= (@ )i

mistottu

G((s,8)(r, f)) = G((sr,8,.1))
= (S g, r)
= (S,S,. (@, * S,)a,)
= (S, a,)(S,a,)
= G((s,8)G((r, ).
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Néitame jirjestuse sdilitamist. Selleks olgu antud objektid i,j € % wr, € ning
morfismid (r, f), (s, g): i = j, mille korral (r, f) < (s, g). See tdhendab, et r = s
ja f(k) < g(k) iga k € I, korral. Seega S, = .S, ning

(O(f)(l-’k) = f(k) < glk) = (af)(,‘,k)
iga (i, k) € (), korral. See tihendab, et

Q((r, f)) = (S, ap) < (S, a,) = O((s,2)).

Niitame, et Q on Pos-kategooriate ekvivalents. Olgu F € 9. Siis F = F,
mingi F;, € 9, korral. See tihendab, leidub i € % wr, ¢, mille korral Q(i) =
F, = F. Seega kehtib objektide kohta kiiv ekvivalentsi tingimus. Niitame niiiid,
etigai,j € R wr, % korral on Q, ; jirjestatud hulkade isomorfism.

Olgui,j € R wr, €. Niitame Q, ; stirjektiivsust. Olgu S': X; — Z; diskreet-

sete kategooriate vaheline funktor ning olgu a: F; — F;.S loomulik teisendus. Siis
S’ defineerib funktsiooni r: I; — I; seosega

r(k) = S((i, k)

ning « defineerib funktsiooni f: I, = F#, seosega

1

F (k) = ag )
kusjuures f(k): F((i, k)) — (F;S)((i, k)), ehk teisisdnu
[l AF - AT
See tdahendab muuhulgas, et iga k € p(i) = I, korral
H (k. p(r)(k)) = K (k, r(k)) = B (AL, AT) # @,

kuna selles sisaldub f(k), mistottu r € R(i, k) ning (r, f) € (R wr,€)(,J).
Lisaks konstruktsiooni tdttu Q((r, f)) = (.S, a), mis toestab Q, ; siirjektiivsuse.
Jirjestuse sdilitamise nditamiseks oletame, et (r, f), (s, g) € (R wr, €)(, j),

kusjuures Q((r, f)) < Q((s, g)). Siis (S,,a;) < (Q,,a,) jaseega S, = Q ning
a, < a,.Siis agaiga k € I, korral

(U, r(k) = 5,((, k) = S((i, k)) = (, s(k)),

mistottu r = s. Samuti iga k € I, korral

fk) = (af)(,',k) < (ag)(,',k) = g(k),

mistottu f < g. Sellega on jarjestuse peegeldamine ndidatud. See pdhjendab ka in-
jektiivsuse. Kokkuvotteks oleme nididanud, et O on Pos-kategooriate ekvivalents.
Kuna Pos-kategooriate ekvivalentsus on transitiivne seos, saamegi selle, mida soo-
visime tOestada. ]

23



Mirkus 7 (Suuruse kiisimused). Paneme téihele, et tegelikult pole eelmine lause
ning jireldus [2| tdiesti samavéirsed. Seda seetdttu, et eelmises jdrelduses on ob-
jektid A, indekseeritud hulga poolt, seega on ka kategooria # viike kategooria,
mistottu on Pos-kategooria # wr € viike. Jirelduses |2l mainitud alamkategooria
ei pea aga olema ilmtingimata véike.

Saaksime samavéirse tulemuse, kui objektid A; voiksid olla indekseeritud hul-
gast suurema ja Pos-kategooria C objektide kogumiga sama suurusjirku kollekt-
siooni I poolt. Et viltida aga arutelu selliste kollektsioonide olemuse kohta, piir-
dume juhtumiga, kus I on hulk.

3.5 Millal on voimalik tulemust rakendada?

Teoreemi [2] rakendamiseks on eriti mugavad sellised objektid A Pos-kategoorias
€, mille korral siilitab esitatav Pos-funktor € (A, —) koik kopiirid. Siis piisab meil
tulemuse rakendamiseks sellest, et funktori F' € (€,,),, F': & — € korral oleks
iga x € &, korral F(x) selle omadusega. Mugavad on need ka seetdttu, et mit-
metes kategooriates on voimalik selle omadusega objektid tipselt klassifitseerida.
Selles punktis uurime teatud konkreetset olukorda, mille korral on vdimalik objek-
te mingis mottes parimal viisil selle omadusega objektide kokorrutisena esitada.

Definitsioon 15 (Tagasitombamisest). Olgu € kategooria ning olgu antud selles
konservatiivne ruut (ehk tagasitdmbaja diagramm)

P . x

Ix

Y

Z.

fy

Siis deldakse, et morfism p, on saadud morfismi fy moéda noolt f tagasi tomma-
tes ning Oeldakse, et morfism p, on saadud morfismist fy tagasitombamise teel.
Vastavat tagasitombajat kutsutakse tagasitombajaks modda morfismi f.

Kui € on lisaks Pos-kategooria, siis kutsutakse eelmist diagrammi tagasitom-
bajaks Pos-kategooriate mottes, kui iga objekti A ja morfismide m,n: A — P
korral m < n parajasti siis, kui p,m < pyn ning pym < pyn.

Definitsioon 16 (Ekstensiivsed kategooriad). Oeldakse, et kokorrutistega kate-
gooria € on infinitaarselt ekstensiivne, kui leiduvad tagasitdombajad mooda kokor-
rutiste sisestusi ning objektide Y;, i € I iga kokorrutise (Y, (ll.Y),.e ;) ja kommuta-
titvsete diagrammide
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fi

=

Y,
!

i € I korral on (X, (t),c;) objektide X, i € I kokorrutis parajasti siis, kui eelne-
nud diagrammid on iga i € I korral konservatiivsed ruudud.

Kui 16plike kokorrutistega kategooria € rahuldab eelmist tingimust juhul, kui
card(/) = 2 ja leiduvad tagasitdmbajad mooda 10plike kokorrutiste sisestusi, ni-
metatakse seda ekstensiivseks kategooriaks. Ilmselt on inifinitaarselt ekstensiivne
kategooria ekstensiivne.

Infinitaarselt ekstensiivsed on nditeks sellised kategooriad nagu hulkade kategoo-
ria, topoloogiliste ruumide kategooria ja viikeste kategooriate kategooria.

Definitsioon 17 (Range algobjekt). Oeldakse, et kategooria € algobjekt 0, on
range algobjekt, kui iga sellesse minev nool on isomorfism.

Paneme tédhele, et kui kategoorias leidub range algobjekt, on kdik selle algobjektid
ranged.

Esitame jargmises lauses moned meil vaja minevad infinitaarselt ekstensiivsete
kategooriate omadused. Artiklis [4] on need tdestatud ekstensiivsete kategooriate
jaoks, aga probleemideta saab need tdestada ka infinitaarsel juhul.

Lause 12 (Ekstensiivsete kategooriate omadusi). Olgu € ekstensiivne kategoo-
ria. Siis on

e kategoorial € range algobjekt,
e kokorrutiste sisestused on monomorfismid ning

o kui (A, (1,),c;) on objektide A, i € I kokorrutis ja i,j € I on sellised, et
i # J, siis on iga konservatiivse ruudu

P

X,

X, X

korral objekt P algobjekt.
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Jargmine definitsioon on infinitaarne versioon lehel [[12] esitatud ekstensiivsete
2-kategooriate definitsiooni erijuhust Pos-kategooriate korral.

Definitsioon 18 (Ekstensiivne Pos-kategooria). Utleme, et kdigi kokorrutistega
Pos-kategooria € on (infinitaarselt) ekstensiivne, kui see on tavalise kategooriana
infinitaarselt ekstensiivne ning rahuldab lisaks jirgmist kolme tingimust:

e mooda kokorrutiste sisestusi leiduvad tagasitdombajad Pos-kategooriate mot-
tes,

e kokorrutiste sisestustega jarelkomponeerimine on jérjestust peegeldav kuju-
tus, teisisonu, kui 7: B — C on kokorrutise sisestus ning f,g: A — B on
morfismid, mille korral 1 f < 1g, siis f < g,

e kui (B, (1,),c;) on objektide B;, i € I kokorrutis ja A pole algobjekt ning
indeksite 7, j korral on antud morfismid f: A - B,,g: A — B I mille jaoks
uf <ug,siisi = j.

Jargmise moiste vOib leida niiteks lehelt [[14].

Definitsioon 19 (Lahutumatud objektid). Algobjektiga kategooria & objekti C
nimetatakse lahutumatuks, kui iga kord, mil (C, (1,),c;) on objektide C;, i € I
kokorrutis, leidub parajasti iiks i € I, mille korral C, ei ole algobjekt.

Mirkus 8 (Lahutumatud objektid). Paneme tidhele, et kui C on lahutumatu,
(C, (1,),er) on objektide C;, i € I kokorrutis ja i, on see iiheselt midratud indeks,
mille korral on C; algobjektist erinev, siis selle indeksi korral on 1; isomorfism.
See tuleb sellest, et C on objektide C,, i € I kokorrutis, aga algobjekt on kokorru-
tamisele mingis mottes iihikuks. See tdhendab, et voime kokorrutisest algobjektid
oma sisestusega dra jétta, ilma et kokorrutise objekt muutuks. Seega on (C, 1; ) ob-
jekti C; kokorrutis. Kuna ka (C; , 1 CI-O) on objekti C; kokorrutis, saame, et leidub
isomorfism f: €, — C, mille korral 1, = f ICiO‘ Seega on y; isomorfism.

Lemma 2 (lause [2] 2.5.3). Isomorfismi tagasi tommates saame isomorfismi.

Jargmise lause tdestuse tavaliste kategooriate kohta kdiv osa pohineb lehel [[14]]
asuva analoogilise tulemuse toestusel.

Lause 13. Olgu A infinitaarselt ekstensiivse Pos-kategooria objekt. Siis sdilitab
esitatav Pos-funktor € (A, —) koik kokorrutised parajasti siis, kui objekt A on la-
hutumatu.
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Toestus. Olgu € Pos-kategooria ning olgu A selle objekt. Oletame, et esitatav
Pos-funktor € (A, —) sdilitab kdik kokorrutised ja nditame, et A on lahutumatu.
Selleks oletame, et (A, (1,),c;) on objektide A, i € I kokorrutis. Lause [J] jargi
leidub parajasti iiks indeks i, € I ja morfism f: A — A, , mille korral saame
morfismi 1,: A — A esitada kujul

1A=1,.Of,

millest saame, et ;; on paremalt podratav. Kui korrutame eelmist vordust paremalt
morfisimiga l;,» Saame

Ly, =1, f 1
Kuna ;, on monomorfism, saame selle vasakult taandada, millest jareldub vordus
1, = fu,. Seegaon y; pddratav vasakult ja paremalt, mistottu on see isomorfism.
Olgu i € I selline, et i # i,. Téhistagu 0 nullobjekti. Siis leidub meil lause
jargi konservatiivne ruut

0

A A,

kusjuures lemma @ jérgi on p isomorfism, kuna 1, on isomorfism. Seega on iga i #
iy korral A; isomorfne algobjektiga ning seetdttu ka ise algobjekt. See tdhendab,
et A on lahutumatu.

Oletame niiiid, et A on lahutumatu ja néitame, et esitatav Pos-funktor € (A, —)
sailitab kokorrutisi. Selleks kasutame lauset[9} Olgu antud objektide B;, i € I ko-
korrutis (B, (1),c;) ja morfism f: A — B. Kuna € on inifinitaarselt ekstensiivne,
siis leiduvad objektid A, i € I, mille korral on (A, (i'),c;) objektide A, kokorrutis
ning iga i € I korral leidub konservatiivne ruut

A

[
1

A, A

fi

B.

1

B.

B
L

Kuna A on lahutumatu, siis on parajasti tihe indeksi i, € I korral A, algobjektist
erinev, kusjuures 1;‘; on isomorfism. Siis

=B
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Niitame, et selline esitus on iiheselt médratud. Esmalt paneme tédhele, et iihegi
i # iy korral ei leidu morfismi m: A — B,, nii et f = 1’m. Sel juhul oleks A,
algobjekt. Tagasitombaja universaalomaduse jérgi leidub siis morfism A — A,.

Kuna A, on range algobjekt, peab ka A olema algobjekt. See on aga vastuolus A
lahutumatusega.
Oletame, et morfismide m,n: A — B, korral kehtib

B, _ B, _
liom—f, L= f.

Siis zim = zin ning kuna zi on monomorfism, vorduse saame vorduse m = n.
Sellega oleme niidanud, et kehtib lause E] esimene tingimus.

Teise tingimuse kontrollimiseks oletame, et f, g: A — B, onsellised, et f < g.
Siis leiduvad i,j € I'ja f': A — B;jag': A — B, nii, et f = Pflijag=1lg'.
Siis 12 f < zf g’ ja infinitaarselt ekstensiivse Pos-kategooria definitsiooni jérgi
kehtibi = j ja f' < g’, kuna A ei ole lahutumatuse tottu algobjekt. See ongi aga
see, mida oli tarvis ndidata ning lause [9)jirgi siilitab esitatav Pos-funktor € (A, —)
kokorrutise (B, (l?)[el). ]

Mairkus 9. Kuna objekti lahutumatus ei maini kuidagi kategooria jérjestust, saa-
me asjad 1dbi teha tavaliste infinitaarselt ekstensiivsete kategooriate korral ja eel-
mise tulemuse kaudu rakendada neid infinitaarselt ekstensiivsete Pos-kategooriate
jaoks.

Jargmine konstruktsioon annab funktori, mis on erijuht raamatus [8]] lehekiiljel
413 defineeritud koastendamise funktorist. Kuna see on olemas seal raamatus, ei
hakka me tdestama, et tdepoolt on tegu funktoriga.

Konstruktsioon 7 (Koastendamise funktor). Olgu & kdigi kokorrutiste ja Iopp-
objektiga kategooria. Tdhistagu 1 mingit fikseeritud I6ppobjekti. Defineerime funk-
tori

D: Set - €,

mis seab hulgale X vastavusse 10ppobjekti 1 koastme hulgaga X. Tapsemalt ta-
hendab see, et fikseerime iga hulga X korral mingi objektipere (1), _, kokorrutise
(D(X), (v¥),cx)- See defineerib funktori D objektidel.

xeX
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Olgu X jaY hulgadjaolgu f: X — Y funktsioon. Defineerime morfismi D(f)
kasutades kokorrutise (D(X), (UxX )ex) universaalomadust, kui iiheselt méératud

morfismi, mis paneb iga x € X korral kommuteeruma diagrammi

X

Ux

1

D(X)

D(f)

Y
7e)

D(Y).

Mirgime, et kuna igas infinitaarselt ekstensiivses kategoorias on olemas vihe-
malt algobjekt, ei ole iikski infinitaarselt ekstensiivne kategooria tiihi.

Jargmises mirkuses paneme paika meie kasutatava kaasfunktoritega seotud
terminoloogia ning esitame ilma tdestuseta moned hésti tuntud omadused.

Mirkus 10 (Kaasfunktorid). Olgu € ja & kategooriad. Olgu F: € — 9 ja
G: 9 — € funktorid. Oeldakse, et funktor F on funktori G vasakpoolne kaas-
Jfunktor ning et funktor G on funktori F parempoolne kaasfunktor, kui leidub X
ja Y suhes loomulik isomorfism

7. D(F(X),Y)—> E(X,G(Y)).

Isomorfismi z nimetatakse adjunktsiooniks. Selle adjunktsiooniga kéib kaasa loo-
mulik teisendus #: 1, - G F, mida nimetatakse adjunktsooni iihikuks, kusjuures
adjunktsooni z véirtust kohal f: F(X) — Y saab avaldada iihiku kaudu jargmi-
selt:
z(f) = G(finy.

Lisaks on iga kategooria € objekti X korral ithiku komponent #n, universaalne
nool objektist X funktorisse G. See tihendab, et iga kategooria & objekti Y ja
morfismi g: X — G(Y') puhul leidub iiheselt médratud nool f: F(X) — Y, mille
korral kommuteerub kolmnurk

X

Nx

G(F (X))

RN

GY).

G()

Lause 14 (Funktori D omadusi). Olgu € infinitaarselt ekstensiivne kategooria,
millel leidub loppobjekt ning olgu funktor D : Set — € antud nagu konstruktsioo-
nis[7] Siis on funktoril D jdrgmised omadused:
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1. D sdilitab kokorrutisi,

2. D sdilitab loppobjekte.

Toestus. Raamatus [8] on ndidatud, et igal koastendamise funktoril leidub parem-
poolne kaasfunktor. Seega siilitab D kokorrutisi.

See, et D sdilitab 1oppobjekte, on pohjendatav sellega, 1oppobjekt hulkade ka-
tegoorias on ithe elemendiga hulk. Seega viib D selle iihest 10ppobjektist koosneva
pere kokorrutiseks, mis on muidugi l16ppobjekt. [

Mirkus 11 (Kitsendused funktorile D). Olgu terminoloogia nagu konstruktsioo-
nis|/} Arvestades eelmist lauset, teeme moned kokkulepped funktori D kohta, mis
pole iildisust kitsendavad, kuid teevad arutlemise lihtsamaks.

Olgu hulkade kategoorias fikseeritud mingi Ioppobjekt, mida tdhistame 1. Siis
vOime itildisust kitsendamata eeldada, et D(1) = 1. Samuti, kui X on hulk ning iga
x € X korral tihistab s¥: 1 — X konstantset kujutust elemendile x, on selge, et
(X, (sff ).ex) on objektide pere (1), kokorrutis. Kuna D siilitab kokorrutisi, on
(D(X), D(sxX ),ex) objektide pere (1),cx = (D(1)),cx kokorrutis. Voime eeldada
iildisust kitsendamata, et (D(X), D(sxX ).ex) on funktori D defineerimisel fikseeri-
tud kokorrutis. Teisisonu, sellise kokkuleppega on hulkade X ja Y ning kujutuse
f: X — Y korral D(f) tiheselt midratud morfism, mis paneb iga x € X korral
diagrammi

D(s¥)
D(1) D(X)
D(f)
Dh
D(Y).

kommuteeruma.
Lause 15. Olgu € algobjektiga infinitaarselt ekstensiivne kategooria, kus
D:Set > €

on nagu konstruktsioonis[/jja I : € — Set on funktori D vasakpoolne kaasfunktor.
Olgu C kategooria € objekt. Siis

e card(I(C)) = 0, parajasti siis kui C on algobjekt ning

e kui card(I(C)) = 1, siis C on lahutumatu.
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Toestus. Esimese osa esimese poole tdestuseks oletame, et I(C) on tiihi hulk. See
tahendab, et see on algobjekt. Siis, kuna D siilitab kokorrutisi, on ka D(I(C))
algobjekt. Kuna tegu on range algobjektiga ning 7. : C — D(I(C)), jdreldub, et ka
C on algobjekt.

Esimese osa teise poole tdestuseks oletame, et C on algobjekt. Kuna I on va-
sakpoolne kaasfunktor, siilitab see kokorrutisi. Seega on ka I(C) algobjekt, mis
tadhendab, et see on tiihi hulk.

Teise osa tdestuseks oletame, et (C, (1,),c;) on objektide C;, i € I kokorrutis.
Kuna I on vasakpoolne kaasfunktor, siis séilitab see koik kokorrutised. Seega on
(I(C), ((1,));c;) objektide I(C,), i € I kokorrutis. Kuna hulkade kategoorias arvu-
tatakse kokorrutisi 16ikumatute iihenditena, jareldub, et parajasti iihe i € I korral
on hulk I(C;) mittetiihi. Selle i korral I(C,) # @. Lause esimest punkti rakendades
saame, et parajasti tihe i € I korral on C; algobjektist erinev. See tihendab, et C
on lahutumatu. 0

Definitsioon 20 (Lahutus lahutumatuteks alamobjektideks). Olgu C eksten-
siivse kategooria % objekt. Utleme, et objektide A, ja sisestuste 1,: A, — A, i € I
slisteem on objekti C lahutus lahutumatuteks alamobjektideks, kui iga C; on lahu-
tumatu ning (C, (1,),c;) on objektide C;, i € I kokorrutis.

Mirkus 12. Eelmises definitsioonis motleme alamobjekti all objekte A; koos si-
sestustega 1;, mitte lihtsalt objekte A;. See on kooskdlas sellega, et monikord kutus-
takse objekti alamobjektideks sinna objekti minevaid monomorfisme. Kuna eks-
tensiivses kategoorias on kokorrutise sisestused monomorfismid, on selline termi-
niloogia digustatud.

Jargmine lause annab meile infinitaarselt ekstensiivsete kategooriate korral tin-
gimuse, mis on lahutuste leidumisega samaviirne.

Teoreem 3. Olgu € algobjektiga infinitaarselt ekstensiivne kategooria ja olgu
D: Set — € konstruktsioonis 7] defineeritud funktor. Siis leidub funktoril D va-
sakpoolne kaasfunktor parajasti siis, kui kategooria € igal objektil leidub lahutus
lahutumatuteks alamobjektideks.

Toestus. Oletame, et funktoril D leidub vasakpoolne kaasfunktor 7: € — Set.
Olgu X Pos-kategooria € objekt. Kui X on algobjekt, on selle lahutuseks tiihi
lahutus. See tdhendab, et nulli lahutumatu objekti kokorrutis. Edaspidi eeldame,
et X ei ole algobjekt. Kehtigu méirkuses (11| tehtud kokkulepe. Tdhistagu 1 seal
fikseeritud 10ppobjekti. Iga i € I(X) korral tihistagu

sf(X): 1-1IX), x—i
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konstantset kujutust elemendile i. [Imselt on (I(X), (s,“X)),E]( x) hulkade siisteemi

(1),¢; kokorrutis. Kuna funktor D siilitab kokorrutisi, on (D(I(X)), (D(s; ™ );erx))
objektide siisteemi (D(1),c; kokorrutis.

Ekstensiivsuse tottu saame tagasitdombajat vottes leida objektid X, € 6| ja
morfismid 1, X; — X, ¢g;: X; — D(1), mille jaoks kommuteerib iga i € I(X)
korral diagramm

X

nx

D(1) —— D(I(X)).
D(s;)

mis on konservatiivne ruut ning (X, (1;),cyx)) on objektide X;, i € I kokorrutis.
Olgu i, € DI(X)). Niitame, et X, pole algobjekt. Selleks oletame, et X; on
algobjekt ning jdbuame vastuoluni. Ei saa olla, et D(I(X)) on iihe elemendiga hulk,
kuna siis oleks X = X, , mis oleks vastuolus sellega, et X pole algobjekt. Seega
card(D(I(X))) > 2. Vastuolu tahame saada sellega, et #, on universaalne nool
objektist X funktorisse D.

Olgu A = {a, b} mingi fikseeritud kahe elemendiga hulk. Paneme tihele, et
kuna X; on tiihi hulk, on (X, (1;);erx)\ (;,)) Objektide X, i € I(X) \ {i;} kokorru-
tis. Kasutades selle kokorrutise universaalomadust, defineerime morfismi g: X —
D(A), kui iitheselt méddratud morfismi, mis iga i € I(X) \ {i,} korral paneb kom-
muteeruma ruudu

X, X
4q; 4
D(1) b D(A),
ehk teisisonu, rahuldab vordust
gL = D(Sf)qz"

Defineerime kujutused m, n: I(X) — A seostega
N a, kuii#i, . .
m(l)—{b’ kuii =i, ’ n:ie a, i e I(X)

Ilmselt m # n. Saame vastuolu, kui nditame, et nii m kui ka n panevad kommutee-
ruma kolmnurgad
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Nx Nx

X DA(X) X DI(X)
\ D(m) \ D(n)
D(A), D(A).

Esmalt paneme tihele, et hulgal I(X) \ {i,} on nii m kui n konstantsed. Seega
igai € I(X) \ {i,} korral

msg(X) = 54, ns,I.(X) = 54
Arvutame iga i € I(X) \ {i,} korral

I(X)
i

I(X)

D(m)nx P = D(m)D(S )q,- = D(mS[ )q,- = D(S(?)qi = gi;.

Taandades kokorrutise (X ’(li)ieI(X)\{iO}) sisestused 1, i € I(X) \ {i,}, saamegi,
et molemad kolmnurgad kommuteeruvad ning m # n tottu pole 7, universaalne
morfism objektist X funktorisse D. See on vastuolu. Seega ei ole iihegi i € I korral
X, algobjekt.

Jargmiseks niitame, et iga i € I(X) korral sisaldab hulk I(X,) kdige rohkem
tihe elemendi. Kuna iga i € I korral on adjunktsiooni ithiku X, kohaline kompo-
nent universaalne nool objektist X, funktorisse D, leidub iiheselt méératud nool
r;: I(X;) — 1 hulkade kategoorias, mille korral kommuteerub kolmnurk

nx;

DI(X))

N

D(1).

D(ry)

Vaatame iga i € I(X) korral jargmist diagrammi.

1.
i

X, X
\
DI(X,)) DI(X))

D))

Selles diagrammis kommuteerub viline ruut adjunktsiooni tihiku # loomulikkuse
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jargi. Vasakpoolne kolmnurk ja diagrammi parempoolne, iilemine osa kommutee-
ruvad eelnenud kahe diagrammi kommuteeruvuse tottu. Tdhistagu z adjunktsioo-
ni. Siis arvutame

”(I(li)) = D(I(li))nxi =nNxl; = D(Si)qi = D(Sl-)D(”,-)ﬂxi = D(Siri)rl)(i = ﬂ(Sil‘i).
Kuna 7 on bijektsioon, siis hulkade kategoorias kehtib
1) = s;r;.

Kuna T siilitab vasakpoolse kaasfunktorina kokorrutisi, siis on (I(X), (I(2;)),cyx))
objektide I(X;) kokorrutis. Hulkade kategoorias on kokorrutise sisestused injekt-
sioonid. Kuna I(z;) = s,r; on kujutuse I(1;) tegurdus libi iihe elemendiga hulga, siis
on I(z;) kujutis iihest elemendist koosnev hulk. Injektiivsuse tottu jareldub sellest,
et I(X,) ei saa sisaldada rohkem kui iihe elemendi. Kuna X, pole algobjekt, siis
lause |15] jargi pole I(X,) tiihi hulk. Seega on hulgas I(X,) parajasti iiks element
ning lause (15|jdrgi on X, lahutumatu.

Oleme saanud, et objektid X, koos sisestustega 1;,, i € I(X), moodustavad
objekti X lahutuse lahutumatuteks alamobjektideks.

Teistpidise implikatsiooni tdestamiseks oletame, et kategooria € igal objek-
til leidub lahutus lahutumatuteks alamobjektideks. Selleks, et funktoril D leiduks
vasakpoolne kaasfunktor, piisab nditamast, et iga objekti X € @, korral leidub
universaalne nool objektist X funktorisse D. Fikseerime suvalise objekti X € 6.

Olgu (X, (1));ex(x)) kokorrutis, kus ;1 X; — X, i € I(X) on objekti X lahutus
lahutumatuteks alamobjektideks. Defineerime morfismi 7, : X — DI(X)), kui
kokorrutise (X, (1,),;) universaalomaduse jérgi leiduva iiheselt méiédratud morfis-
mi, mis paneb kommuteeruma ruudu

i

X, D(1)
1 D(s™)
X DI(X)),

Nx

kus m; on iiheselt miédratud morfism 18ppobjekti. Niditame, et 77, on universaalne
nool objektist X funktorisse D. Selleks olgu Y mingi hulk ningolgug: X — D(Y)
mingi morfism. Kuna iga i € I(X) korral siilitab objekti X, lahutumatuse tottu
esitatav funktor € (X, —) koik kokorrutised, saame, et iga i € I(X) korral leidub
tiheselt médratud indeks f(i) € D(Y) ja iiheselt middratud morfism m,: X, —
D(1), mille korral kommuteerub jargmise diagrammi vilimine ruut.
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X; D)

g DI(X)) Disj)

/k

X D(Y).

q

Selle diagrammi {ilemine kolmnurga sarnane nelinurk kommuteerub morfismi 7
definitsiooni jirgi ning parempoolne kolmnurk kommuteerub funktori D definit-
siooni jdrgi. Peame nditama, et alumine kolmnurk kommuteerub. Selleks arvutame
igai € I korral

D(f)nyt, = D(F)D(s;ym, = D(s¥ ym; = qu,.

Taandades paremalt kokorrutise sisestused, saamegi alumise kolmnurga kommu-
teerumise. Peame veel nditama, et f on iiheselt méératud kujutus, mille korral too
alumine kolmnurk kommuteerub. Kui g on mingi teine kujutus I(X) — Y, mille
korral alumine kolmnurk kommuteerub, saame iga i € I(X) korral diagrammi

X, D(1)
D(s;™)
DI(X)) D(sy)
/ N
X D(Y),

q

milles teame kommuteeruvust kdige, vilja arvatud vilimise ruudu jaoks. Et ndidata
valimise ruudu kommuteruvust, arvutame

g1, = D(&)nyt, = D(g)D(s; X ym; = D(sY,m,.

Kuna f (i) pidi olema iiheselt miiratud indeks, mille korral vdlimine ruut kommu-
teerub, saame, et g(i) = f (i), millest i suvalisuse tottu jiareldub f = g. Sellega on
ndidatud, et 7, on universaalne nool objektist X funktorisse D ning seega leidub
funktoril D vasakpoolne kaasfunktor. [

Jareldus 3. Olgu € algobjektiga kategooria, mille korral leidub funktoril D va-
sakpoolne kaasfunktor 1. Olgu X selle objekt. Siis card(I(X)) = 1 parajasti siis,
kui X on lahutumatu.
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Toestus. Lause[I5annab iihte pidi implikatsiooni. Teistpidise implikatsiooni nii-
tamiseks oletame, et X on lahutumatu. Olgu X, 1; eelmise lause toestuses leitud
objekti X lahutus lahutumatuteks alamobjektideks. Teame, et card(I(X)) pole tii-
hi hulk, siis oleks lause [15]jdrgi X algobjekt ning poleks seega lahutumatu. Kui
oleks card(I(X)) > 2, siis oleks C esitatud kokorrutisena objektidest, millest roh-
kem kui iiks oleks erinev algobjektist. See oleks vastuolus lahutumatusega. Seega
card(I(X)) = 1. ]

Mirkus 13. Teoreem [3|tdhendab, et funktori D omadused méngivad olulist rolli
selles, kas meil leiduvad lahutused lahutumatuteks alamobjektideks. Nditeks, kui
D ei siilita korrutisi, ei saa sellel vasakpoolset kaasfunktorit leiduda, sest parem-
poolsed kaasfunktorid peavad sdilitama koik piirid.

See tdhelepanek rakendub niiteks topoloogiliste ruumide kategooria korral.
On lihtne veenduda, et topoloogiliste ruumide kategooria on infinitaarselt eks-
tensiivne ning et D seab hulgale vastavusse diskreetse topoloogilise ruumi sellel
hulgal. Pole aga keeruline veenduda, et sellel juhul ei sdilita D kokorrutisi. Sel-
leks paneme nditeks tdhele, et kahe elemendiga diskreetse ruumi 16pmatukordne
korrutis iseendaga on Tihhonovi teoreemi tdottu kompaktsete ruumide korrutisena
kompaktne. See tihendab aga, et sellel korrutisel ei saa olla topoloogia diskreetne,
sest 10pmatu diskreetne ruum pole kompaktne.

Topoloogilist ruumi nimetatakse lokaalselt sidusaks, kui igal punktil leidub
lokaalne timbruste baas, mis koosneb sidusatest hulkadest. Niiteks topoloogilised
muutkonnad on lokaalselt sidusad. On vOimalik n#idata, et lokaalselt sidusate to-
poloogiliste ruumide kategooria korral leidub funktoril D vasakpoolne kaasfunk-
tor. Meie selles aga ei veendu.

Konkreetsete kategooriate korral vdib monikord kasutada kaasfunktoriteoree-
mi, et kontrollida funktori D vasaku kaasfunktori olemasolu.

Toome ndite infinitaarselt ekstensiivsest Pos-kategooriast, milles leiduvad la-
hutused lahutumatuteks alamobjektideks. Selleks toome moned definitsioonid.

Definitsioon 21 (Jérjestatud monoidid). Jdrjestatud monoidiks nimetame mo-
noidi koos jarjestusega, mille suhtes on monoidi tehe mdlemas muutujas jérjestust
sdilitav. Jarjestatud monoidide homomorfismid on jérjestust sédilitavad monoidide
homomorfismid.

Definitsioon 22 (Jarjestatud vasakpoolsed poliigoonid). Jdrjestatud vasakpool-
seks poliigooniks iile jdrjestatud monoidi S nimetame paari (A, 4), kus A on jirjes-

tatud hulk ning 4: .S — End(A) on jérjestatud monoidide monoidide homomor-

fism. Siin End(A) tihistab jirjestatud hulga A punktiviisiliselt jédrjestatud endo-

morfismimonoidi. Kui s € .S ja a € A kirjutame tavaliselt A(s)(a) asemel lihtsalt

sa.
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Kui (A, 1), (B, u) on vasakpoolsed jdrjestatud poliigoonid iile monoidi .S, siis
homomorfismiks f: (A, A) = (B, u) nimetame elementide jirjestust sdilitavat ku-
jutust f: A — B, mille jaoks iga s € S jaiga a € A korral f(sa) = sf(a).

Tavaliselt kirjutame (A, A) asemel lihtsalt A.

Jarjestatud vasakpoolsete poliigoonide iile jarjestatud monoidi .S ja nende ho-
momorfismide kategooriat tihistame gPos. See on morfismide punktiviisilise jir-
jestuse suhtes ka Pos-kategooria. Voib nididata, et tegu on infinitaarselt ekstensiiv-
se Pos-kategoo-
riaga mis on téielik ja kotdielik. Kokorrutised selles Pos-kategoorias on lihtsalt
poliigoonide 16ikumatud tihendid.

Niide 2 (Jirjestatud poliigoonid). Artikli [3] teoreem 3.2 iitleb, et jéirjestatud
poliigoonide korral leidub lahutus lahutumatuteks alamobjektideks. Selle toestus
on vordlemisi sarnane tdestusega jirjestamata poliigoonide korral. Kasutades lau-
set[TT]jdrjestatud poliigooni endomorfismimonoidi jaoks selle lahutuse korral, saa-
megi teoreemi |1|lihtsa ja otsese iildistuse jdrjestatud poliigoonide jaoks. Seda sel-
les mottes, et sellel juhul diskreetselt jdrjestatud poliigoone vaadates on tulemus
samavairne tulemusega l]
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4 Ab-kategooriate juht

Siin leiame analoogi teoreemile[2] Ab-kategooriate korral. Kisitlus on analoogiline
kisitlusele Pos-kategooriate puhul.

4.1 Ab-kategooriad

Definitsioon 23 (Ab-kategooriad). Ab-kategooriaks nimetame kategooriat €,
millel on antud iga A, B € 6, korral hulga € (A, B) peal Abeli riilhma struktuur,
mille korral on morfismide komponeerimine mdlemas muutujas aditiivne. See ta-
hendab, et a, b, ¢ € 6, korral kehtib

(a+ b)c = ac + bc
alb+c)=ab+ bc,

millal iganes vastavad tehted defineeritud on.

Raamat [9] nimetab Ab-kategooriaid aditiivseteks kategooriateks ning moni-
kord nimetatakse neid ka eeladitiivseteks kategooriateks.

Lause 16 (Nullmorfismid). Olgu antud Ab-kategooria < ning selle objektid A,
B, C ja D. Kuna (B, C) on Abeli riihm, siis leidub selles liitmise suhtes iihi-
kelement, mida nimetame nullmorfismiks ning tdhistame 0 € /(B,C). Iga f €
(A, B) jag € d(C, D) korral kehtib Of = 0 ja g0 = 0 (kus komponeerimise
tulemused on vastavate objektide vahelised nullmorfismid).

Toestus. Toestuseks mérgime lihtsalt, et komponeerimine on kummaski muutujas
eraldi Abeli riithmade homomorfism. Abeli riihmade homomorfismid viivad aga
aditiivse lihiku aditiivseks iihikuks. [

Niide 3 (Ringid). Definitsioonist on selge, et igale ringile R vdime seada vasta-
vusse iihe objektiga Ab-kategooria, mille ainsa morfismihulga elementideks on
ringi R elemendid ning nende korrutamine ja liitmine on defineeritud nagu ringis
R. Samuti on iga Ab-kategooria € objekti A korral €(A, A) loomulikul viisil ring.
Selle samaviirsuse tottu kutsutakse Ab-kategooriad monikord ka ringoidideks.

Niide 4 (Ab-kategooria Ab). Abeli riihmade kategooria on loomulikul viisil vaa-
deldav Ab-kategooriana. Morfismide liitmine on defineeritud punktiviisiliselt.

Niide 5 (Ab-kategooria R-Mod). Iga ringi R korral on kategooria R-Mod, va-
sakpoolsetest moodulitest iile selle ringi, loomulikul viisil vaadeldav Ab-kategoo-
riana. Morfismide liitmine on defineeritud punktiviisiliselt.
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Definitsioon 24 (Ab-funktorid). Olgu € ja & mingid Ab-kategooriad. Siis ni-
metame Ab-funktoriks F: € — 9 tavalist funktorit F: € — 9, mille korral
on

F,3:6(A,B) » D(F(A), F(B))

Abeli rithmade homomorfism. See tihendab, et F on selline funktor, mille korral
iga a,b € (A, B) korral kehtib F(a + b) = F(a) + F(b). Monikord nimetatakse
Ab-funktoreid ka additiivseteks funktoriteks [9] (1k. 197).

Definitsioon 25 (Kokorrutised Ab-kategooriates). Kokorrutiseks Ab-kategoo-
rias nimetame kokorrutist tavaliste kategooriate mottes.

Niide 6 (Kokorrutis Ab-kategoorias Ab). Objektide A; € Ab,, i € I kanooni-
line kokorrutis on
<@ A, (li)iel> ,
iel

P A =1{@)cs | a, € A card{i € T | a; # 0} < oo}
iel

tahistab Abeli riithmade A;, i € I otsesummat ja

kus

a, kuii=i,
14:A.—>@A. avr (a),c;, a; = ..
i ip i i/iel> i O, kui i ?élo

iel

on sisestused. Tavaliselt samastame sellel juhul elemendid a € A, ning 1,(a) €
D, A, ja téhistame ,_, A, elementi (g;),c; Summana

2 a

iel

kusjuures tiihi summa on null. Tehted on otsesummal defineeritud punktiviisiliselt.

Mirkus 14 (Summamiirgist ja loplikkusest). Mirgime, et iga kord, kui kirjuta-
me avaldise kujul
S

iel
kiib vaikimisi kaasas eeldus, et a; # 0 kdige rohkem 16pliku hulga indeksite i €
I jaoks. Seda me eraldi ei maini. Jirgnevas on tihti olukorrad, kus peab olema
koige rohkem 16plik hulk elemente mingist elementide perest a; € I nullist erinev.
Tavaliselt on selle kindlaks tegemine lihtne ning késitluse segasemaks tegemise
véltimise eesmérgil me enamasti tekstis antud teemat ei puutu.
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4.2 Konstruktsioonid

Konstruktsioon 8 (Ab-kategooria ). Olgu antud mingi Ab-kategooria €. De-
fineerime Ab-kategooria 9. Objektideks Ab-kategoorial 9, on paarid (F, X),
kus X on hulk ja F: X — %, on funktsioon, mille korral eksisteerib objektide
F(x),x € X kokorrutis. Defineerime morfismide Abeli riihmad vordusega

De(F. X).(G.Y)) = [ D €(F(x). Gy

xeX yeY

See hulk on ilmsel viisil iiksiiheses vastavuses hulgaga
{@iexyer € @D | af € G(F(x),G(y),card {y €Y @ ax # 0} < oo},

seega vOoime Abeli riihma D, ((F, X), (G, Y)) elemente vaadata kui morfismide
peresid (aﬁ)xG x.yev» ehk lithidalt kirjutades (a}). Kuna soovime rohutada fakti,
et iga x € X korral leidub kodige rohkem 16plik hulk indekseid y € Y, mil-
le korral a; # 0, kirjutame, arvestades niites |§] kirjutatut, morfismide kogumi
D.((F, X),(G,Y)) elemendid kujul

y
yeY x€X

(54)
kus summeerimine kiib iilemise indeksi jirgi. Abeli riihma 9, ((F, X), (G,Y))
aditiivne iihik on sellel kujul (3 0) ning

(Zaﬁ) + (Z bi) - (2 (a) + b,{)) .

Olgu (Y b%) € 24,((G.Y),(H,2Z)) ja (Y ax) € De((F,X),(G,Y)). Nende
morfismide komponeerimine Ab-kategoorias 9, on defineeritud seosega

(35)(Ze) - (z 3 b)

z€Z yeY

ehk liihidalt

Olgu (F, X) Ab-kategooria 9, objekt. Selle objekti iihikmorfismiks on

Z‘Sy 5 = lpoy, kuix=y
x T 0, kuix#y °
xeX

yeX
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Lause 17 (Konstruktsiooni korrektsus). Eelnev konstruktsioon annab téepoo-
lest tulemuseks Ab-kategooria.

Téestus. Olgu antud mingi Ab-kategooria € ning olgu 9, nagu eelnevas konst-
ruktsioonis. Selles tdestuses olgu (F, X), (G,Y) ja (H, Z) fikseeritud objektid
Ab-kategoorias J,.

Esmalt veendume, et komponeerimine on korrektselt defineeritud. Olgu antud
(o) € D((F,X).(G,Y)) ning (X p2) € D4,(G,Y),(H, Z)). Selleks, et

nende kompositsioon
(Z ) ﬂfai)
xeX

oleks korrektselt defineeritud, peaks iga x € X ja z € Z korral olema summa

2 i

yeY

defineeritud ning selle tulemus peaks olema Abeli rithma € (F(x), H(z)) element.
Kuna y € Y korral ay € G(F(x), G(y)) ja f; € €(G(y), H(z)), siis ilmselt fa; €
€ (F(x), H(z)), mis lahendab mdlemad mainitud kiisimused.

Veendume, et konstruktsioonis defineeritud iihik on tdepoolest komponeeri-
mise iihikuks. Olgu (Y ax) € D, ((F, X),(G,Y)). Siis

(X5)(Xa)= <Z Zéﬁai)xex

z€Y yeY

= <2 5;a;> (kuna y # z = &, = 0)
xeX

z€Y
- (Z a§> (kuna &7 = 1,..,).

Uhikuga paremalt korrutades kiib kontroll sarnaselt. Nieme, et see arvutus
meenutab tdestust, et iihikmaatriks on tdepoolest maatriksite korrutamise suhtes
ithikuks. Komponeerimise assotsiatiivsuse kontroll ja komponeerimise aditiivsuse
kontroll ndevad vilja sarnased maatriksite juhule ning arutluskiik kiib samu radu
pidi. Seega ei hakka me neid kirja panema. 0

Lause 18 (Kokorrutised (Ab-)kategoorias Ab). Kui kategoorias Ab on antud
paar (A, (1,),cr), kus 1,: A, = Aigai € I korral, on see paar Abeli rilhmade
A,, i € I kokorrutis parajasti siis, kui iga a € A on parajasti iihel viisil esitatav
kujul Y., 1.(a,), kus a; € A,.

41



Téoestus. Oletame, et (A, (1,),c;) on objektide A;, i € I kokorrutis. Nagu kirjas néi-
tes @ on objektide A, kanooniliseks kokorrutiseks otsesumma (@ie 1AL (D 1) ,
kus sisestused on defineeritud eeskirjaga

a, kuii=i
/. ’ 0
I A - @A., aw (a,); a = .

el © L
i ip i i/ i O, kui i # i

iel
See tidhendab, et leidub Abeli riihmade isomorfism
0:@PA->A Viel:of =1
iel
Olgu a € A, siis otsesumma konstruktsioonist teame, et leiduvad iiheselt médédratud

a; € A,,i € I, mille korral 07" (a) = D i1 1 (@), kusjuures kdige rohkem 16pliku
hulga indeksite i € I korral a; # 0. Siis ka

a=00"(a)=0 (Z z;(a,.)) = )1 00)(a)) = ) 1,(a).

iel iel iel

Uheselt méiratuse niitamiseks oletame, et elementide a, € A,,i € I korral kehtib
samuti a = )., 1,(a;). Siis

iel iel iel
Koos vordusega 0~ (a) = Ziel 1/(a;), saame, et

PRACHEIITHCH)

i€l iel
millest sellise esituse iiheselt méiratuse tottu jdreldub, et a = a, iga i € I korral.

Niiiid tdestame vastupidise implikatsiooni. Oletame, et iga a € korral leiduvad

iiheselt midratud a; € A;,i € I, mille korral a = ), _, 1,(a;). Niitame, et siis
on kokorrutise universaalomadus tdidetud. Olgu antud mingi Abeli riihm Q ning
homomorfismid ¢;: A, — Q,i € I. Konstrueerime homomorfismi g: A — O,

mille korral kehtib iga i € I jaoks g, = qi;,. Olgu antud a € A ja olgu a =
Yic; 1i(a), kus g; € A;. Defineerime

q(a) =Y qa,).
iel
Siis ilmselt g, = q1; ning tegu on homomorfismiga, kuna b = Zie, (b)), b, € A,
korral
atb=Y 1(a)+ ) 1b)= ) 1(a,+b)
il il il

42



ning seega

g(a)+qb) = Y qa) + ) a(b) = Y, q(a; +b) = qla+b).
iel iel iel
Paneme tihele, et g on ainus homomorfism, mis rahuldab vordust g, = gi;, sest kui
r: A — Q on homomorfism, mis rahuldab iga i € I korral g, = r1;, siisigaa € A

korral
r@)=r (Z zi(a») = ) (@) = ) 4(a) = q(a).

el iel icl L]

Mirkus 15 (Kokorrutised (Ab-)kategoorias Ab). Eelmise lause kohta on teha
oluline tihelepanek. Olgu definitsioonid nagu eelmise lause sonastuses. Vaatame
tingimust, et a € A on parajasti iihel viisil esitatav kujul ), _, 1,(a,), kus q; € A,.

See tihendab, et leidub koige rohkem loplik hulk indekseid i € I mille korral
a; # 0. Toepoolest, summa ;. _, 1,(a;) eksistents tihendab, et kdige rohkem 16pliku
arvu indeksite i € I korral 1,(a;) # 0. Lisaks kehtib 7,(a;) = 0 = a;, = 0, kuna
vastasel juhul voiksime defineerida

a,_{ 0, kuij=i
J a;, kuij #i
mille korral kehtiks samuti
a= Z 1,(a)),
iel
mis oleks vastuolus esituse iihesusega.

Konstruktsioon 9 (Ab-funktor coprod). Olgu € mingi Ab-kategooria ning ol-
gu i, nagu eelmises konstruktsioonis. Konstrueerime Ab-funktori

coprod: I, — 6.

Iga (F, X) € (D), korral fikseerime kategooria & objektide F(x), x € X mingi
kokorrutise (coprod((F, X)), (zfcp ) ex)- Siit saame, kuidas coprod objektidel toi-
mib.

Jargmiseks defineerime Ab-funktori coprod morfismidel. Selleks olgu antud
(Y ar) € D ((F, X),(G,Y)), kus (F, X),(G,Y) € Dy. Siis iga x € X korral

D el F(x) - coprod((G.Y))

yeYy

ning kasutame nende morfismide jaoks kokorrutise universaalomadust. See annab
meile morfismi

coprod ((Z a,ﬁ)) : coprod((F, X)) — coprod((G,Y)),
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mis on iiheselt midratud morfism, mis rahuldab iga x € X korral tingimust
coprod ((Z a,{) > i = Z 15 . 5)
yeyYy

Lause 19 (Konstruktsiooni korrektsus). Eelnevas konstruktsioonis defineeritud
coprod on toepoolest Ab-funktor.

Toestus. Selles tdestuses olgu (F, X), (G,Y) ja (H, Z) objektid Ab-kategoorias
D

Esmalt kontrollime aditiivsust. Olgu (Z a ) ja (2 pr ) nooled objektist (F, X)
objekti (G,Y). Iga x € X korral arvutame

(coprod <<Z ai)) + coprod <<Z ﬂi) ) )Slf
= coprod((Z ai)) 1 + coprod ((Z ﬂﬁ))x
=Y Sl + ) Op

yeY yeY

= Z l (Xx+lGﬂx
yey

= )5 (X + )
yeYy

= coprod ((Z (ax + ﬂ,f))) iF
= coprod ((2 ai) + <Z ﬁ,{)) iF

Kuna zf on kokorrutise sisestused, saame need koos paremalt taandada, mis annab
meile selle, mida soovisime.

Viimaks kontrollime iihikute siilitamist ja komponeerimisega koosk®dlas ole-
mist.

Arvutame iga x € X korral

coprod <<Z 6,{) > il = Z 178y
yex xeX yey

=1 F(x) (kuna iga teine liidetav on 0)

=1 iF
— “coprod(F.,X)"x *

Siit sisestused taandades, saame, et coprod siilitab iihikud.
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Olgu (Y ay) : (F,X) = (G,Y)ja (X ;) : (G,Y) — (H, Z). Arvutame iga
x € X korral

coprod (( ) 57) (X a¥) ) i = coprod ((Z Y ﬁ;ai)xex> -

zeZ yeY

=YY pral

z€Z yeY

=2 2 uhe

ze€Z yeY

P

yeY zeZ

=Z<21fﬂ§)ai

yeY \zeZ

= yezy coprod ((2 ﬂj)) zfai
= coprod <<Z ﬁ;)) Z 1y

<o (£57) o () -

millest sisestused taandades, saame komponeerimisega kooskdlas olemise. 0

4.3 Pohitulemus ja jareldused

Definitsioon 26 (Esitatav Ab-funktor). Esitatava Ab-funktori mdiste on sama,
mis tavalise esitatava funktori mdiste, ainult et lihtekategooria peab olema Ab-ka-
tegooria ning sihtkategooria peab olema Ab-kategooria Ab. Sellest piisab, et tegu
oleks Ab-funktoriga.

Mirgime, et Ab-kategooriate korral kehtivad samasugused tulemused kokor-
rutiste iihesuse ning sdilitamise kohta nagu olid mainitud Pos-kategooriate korral.

Definitsioon 27. Olgu € mingi Ab-kategooria ja olgu A ning A,,i € I selle ob-
jektid kusjuures (A, (1,),c;) olgu objektide A;,i € I kokorrutis. Defineerime iga
i € I korral morfismid p,: A — A, kokorrutise universaalomadusega, kui iiheselt
méératud morfismid, mis rahuldavad iga i, j € I korral tingimusi

pili=1’ j#i$p11j=0.

Morfisme p;, i € I nimetatakse kokorrutise (A, (1;),c;) projektsioonideks. 1llust-
ratsiooniks on diagrammid
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A, A Aj A
\ i \ pi
1, 0
A, A..

Lause 20 (Esitatava Ab-funktori poolt kokorrutise siilitamine). Olgu A, B ja
B,, i € I objektid Ab-kategoorias €, kusjuures olgu (B, (1,),c;) objektide B, i € 1
kokorrutis. Esitatav Ab-funktor € (A, —) sdilitab selle kokorrutise parajasti siis,
kui iga a: A — B korral leiduvad morfismid a,: A — B,, i € I, nii et a = Y, 1,q,
ning a; # 0 koige rohkem lopliku hulga indeksite i € I korral.

Kui need samavididrsed tingimused kehtivad, on morfismid a;, i € 1 iiheselt
mdidratuse tingimust a = Y. 1,a, rahuldavad morfismid.

Toestus. Eeldame, et
((g(Aa B)a (g(Aa li)ie])

on objektide € (A, B;), i € I kokorrutis. Lause (18| jirgi tihendab see parajasti
seda, et iga a € G(A, B) korral leiduvad iiheselt méiratud a;, € € (A, B,), mille
korral a = ), _, € (A, 1,)(a;). Illustreerime olukorda (mitte ilmtingimata kommu-
teeruva) diagrammiga:

Arvutades saame
a= ) CA1)a)= ) 1a,
iel iel
mis annab, arvestades mirkust[I3] selle, mida tahtsime niidata.
Eeldame, etigaa: A — B esitub mingite morfismide a,: A — B,, i € I korral

kujul
a= 2 1,a;.
iel
Siis
a= Z La; = Z C(A,1)(a).
iel iel
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Lause@kasutamiseks peame veel nditama a,, i € I on ainsad seda vordust rahul-
davad elemendid. Oletame, et lisaks mingite a; € € (A, B;), i € I korral kehtib

a=) GA1)d)= ) 1a.

iel iel

0= Z 1,(a; — a)).

il
Suvalise j € I korral seda vordust vasakult kokorrutise projektsiooniga p;: A —
A ; korrutades, saame

Siis

0=p,0=p, Z 1(a; — a;) = Z(lei)(a[ —a) = (pjpy)a; — a)) = a; — aj,

iel iel

mis annab elementide g, iiheselt méératuse. [l

Teoreem 4 (Tingimus coprod ;. ; pooratavuseks). Olgu ¢ Ab-kategooria ja ol-
gu antud mingid objektid (F, X),(G,Y) € (Dg),- Siis kujutus

coprod ;. v, Gy, De((F, X),(G,Y)) — €(coprod((F, X)), coprod((G,Y)))

abeli rithmade isomorfism parajasti siis, kui iga x € X korral sdilitab esitatav
Ab-funktor
G(F(x),—): € - Ab

objektide G(y), y € Y kokorrutise coprod((G, Y)).

Toestus. Olgu antud mingid (F, X),(G,Y) € (D), koos vastavate kokorrutiste-
ga
(COpI‘Od((F, X))a (lf)xeX)a (coprOd((G’ Y))a (l)?)er)a
mille fikseerisime Ab-funktori coprod defineerimisel.
Eeldame, et coprod ; x ¢y, on Abeli riithmade isomorfism ja nditame, et su-
valiselt fikseeritud x, € X korral siilitab esitatav Ab-funktor € (F(x,), —) kokor-
rutise

(coprod((G,Y)), (1) ey).
Selleks kasutame lauset @} Olgu antud a € € (F(x,), coprod((G,Y))). Peame
niitama, et see esitub kujul
a= Z zf(xy, a’ € €(F(x,),G(y), yeY.
yey
Kasutades kokorrutise universaalomadust morfismide

b = a, kuix=x,
X 0, kuix#x, ’
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kus x € X, jaoks, saame morfismi a: coprod((F, X)) — coprod((G,Y)), mis
rahuldab vordust Ezfo = a. Kuna eeldasime, et coprod, 1. y, .y, On pddratav, saame

leida morfismi (Z al ) 1 (F,X) = (G,Y) kategoorias 9, mis rahuldab

a=coprod((za,{)).

Korrutame selle vorduse molemaid pooli paremalt morfismiga zfo ja arvutame

_ T F
a=ar,

= coprod(Z ai)zfo
_ G Yy
_Y Sl

yey

Seega
a)Jclo € %(F(XO)’ G(y))a y € Y

on pere mida otsisime.
Niiiid nditame teistpidist implikatsiooni. Eeldame, et iga x € X korral on

<<‘g( F(x), coprod((G, Y)), € (F(x), 5 )yey>

objektide € (F(x), G(y)), y € Y kokorrutis. Niditame, et coprod ; x) ¢y On pdo-
ratav. Esmalt nditame injektiivsust. Aditiivuse tOttu piisab, kui néditame, et tingi-
musest coprod ((Y ay)) = 0 jireldub (Y ax) = 0. Olgu (Y ax) selline, et

coprod ((Z a§>> —0.

Fikseerime niiiid suvalise x € X ning arvutame
0 = coprod <<2 ai)) i = Z a.
yeYy

Lause [20|jérgi on seda vordust rahuldav pere ay, y € Y iiheselt médratud. Kuna
seda vordust rahuldab ka pere (0),cy, saame iga y € Y korral vorduse ar = 0.

Kuna x € X oli suvaline, siis saame Kka, et (Z a)yc) = (. Sellega on injektiivsus
toestatud.
Niitame niitid kujutuse coprod, ;. x, ¢ y) stirjektiivsust. Olgu

a: coprod((F, X)) — coprod((G,Y)).

Peame leidma (Y ax) : (F, X) — (G,Y), mille korral coprod ((X ay)) = a.
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Olgu x € X suvaline. Siis
aif : F(x) — coprod((G,Y)).

Saame niiiid lause [20| jirgi, et leiduvad morfismid a;, € € (F(x),G(y)), y € Y,

mille korral
al)f = Z ‘5(1,13)((1,{) = 2 zfa,{.

yey yeY

Nii konstrueerime morfismi (Z al ) (F,X) - (G,Y), mille korral
coprod (Z ai) 1= Z oy = ary.
yey

Taandades koos paremalt sisestused 1%, saame

a = coprod <<Z ai)) ,

mis toestab siirjektiivsuse. [

Sellest tulemusest saame teha samasugused jidreldused, nagu olid Pos-kategoo—
riate juures sarnasel tulemusel.

Jireldus 4 (Endomorfismimonoidi esitus). Olgu (F, X) € (Dy),. Siis sdilitab
esitatav Ab-funktor € (F(x), —) iga x € X korral objektide F(x) kokorrutise para-

jasti SIis, kui objekti
coprod((F, X)) jdrjestatud endomorfismimonoid ja Py((F, X),(F, X)) on iso-
morfsed.

Jéireldus S (Alamkategooria esitus). Olgu 9 selline Ab-kategooria D, tdielik
alam-Ab-kategooria, mille korral iga (F, X),(G,Y) € 9, ja iga x € X korral
sdilitab esitatav Ab-funktor € (F(x), —) kokorrutise coprod((G,Y)). Siis on D
ekvivalentne objektide coprod((F, X)), F € 9, poolt mddratud Ab-kategooria
€ tdieliku alam-Ab-kategooriaga.

4.4 Millal on voimalik tulemust rakendada?

Siin vaatame monda olukorda, mille korral on teoreem 4] rakendatav. Jargnevas on
pohiliselt kas lehel [[11] mainitud tulemused voi nende iildistused.

Kui rdadgime allpool ringidest ja moodulitest, motleme iihikelemendiga assot-
siatiivseid ringe ning vasakpoolseid mooduleid. Analoogilised tulemused kehtivad
siimmeetria tottu muidugi ka parempoolsete moodulite jaoks.

Jargmine lause on umbes pool raamatu [9] teoreemist 2 (1k. 194).
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Lause 21 (Loplikud kokorrutised). Olgu € mingi Ab-kategooria ja olgu A ning
A,,i € I selle objektid, kusjuures card(I) < oo. Siis on objekt A objektide A;,i € 1
kokorrutis parajasti siis, kui leiduvad morfismid

1A, > A, piA—> A,
mis rahuldavad iga i, j € I korral tingimusi

pil; = 1, J ;ﬁ i=> pilj =0. (6)

Z up; =1, (7)

iel

kusjuures sel juhul on 1,,i € I vastava kokorrutise sisestused ning p;, i € I selle
projektsioonid.

Toestus. Raamatus [9] on sOnastatud ja tdestatud tulemus juhu jaoks, kus card(l) =
2. See tdestus ldheb ilmsete muudatustega 1dbi ka juhul 1 < card(/) < co. Arves-
tades, et tiihi summa on 0, vdib veenduda, et tdestus ldheb ldbi ka juhul card(l) =
0. [

Jargmine lause on seotud raamatu [9]] lausega 4 (1k. 197). See iitleb, et Ab-funk—
tor sdilitab 1oplikud kokorrutised.

Jareldus 6 (Loplike kokorrutiste siilitamine). Olgu € mingi Ab-kategooria, siis
iga Ab funktor F sdilitab koik loplikud kokorrutised..

Toestus. Paneme lihtsalt tdhele, et eelmises lauses toodud tingimus kokorrutiseks
olemiseks koosneb ainult samasustest, mis on antud komponeerimise ning liitmise
kaudu. See tihendab, et F siilitab need samasused, mistottu siilitab see ka kokor-
rutise. H

Jareldus 7. Olgu € mingi Ab-kategooria ja olgu (F, X) ning (G, Y ) Ab-kategoo—
ria Dy, objektid, kusjuures card(Y') < oo. Siis on

coprod . v, Gy De((F, X),(G,Y)) — €(coprod((F, X)), coprod((G,Y)))
pooratav.
Toestus. Tuleneb otse eelmisest jireldusest ning teoreemist (4] 0
Raamatus [9] on sealkandis, kus on eelmised kaks tulemust, kirjas ka teoreemi

M]variant 1oplike kokorrutiste korral. Nagu eelmisest jareldusest nideme, on sel juhul
olukord vordlemisi lihtne.
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Definitsioon 28 (Monomorfsed pered). Olgu € mingi kategooria, olgu A ja B,,
i € I selle objektid ning olgu a,: A — B,, i € I morfismid selles kategoorias.
Utleme, et morfismid a;,i € I moodustavad monomorfse pere kui iga objekti C
ning morfismide f,g: C — A korral kehtib

f=geViel . af=ag.

Lause 22. Olgu A, CjaC,,i € I objektid Ab-kategoorias €, kusjuures (C, (1,),c)
olgu objektide C,,i € I kokorrutis ning selle kokorrutise projektsioonid p, moo-
dustagu monomorfse pere. Siis sdilitab esitatav Ab-funktor € (A, —) kokorrutise
(C, (1;);ey) parajasti siis, kui iga morfismi f: A — C korral leidub koige rohkem
loplik hulk indekseid i € I, mille korral p; f # 0.

Toestus. Oletame, et esitatav Ab-funktor € (A, —) siilitab kokorrutise (C, (1,),c;)-
Lause [20|jdrgi tahendab see, etiga f € € (A, C) korral leiduvad iiheselt médédratud
fi € 6€(A,C)),i € I mille korral lausest

f= Y 6ALS) = D uf.
iel iel
Korrutades j € I korral selle samasuse pooli vasakult morfismiga p;, saame
pjf = Z(pjli)fi = (pjlj)fj = fj
iel

mida oligi vaja, kuna kdige rohkem 16pliku hulga indeksite j € I korral on f; # 0.
Teistpidise implikatsiooni nditamiseks eeldame, etiga f : A — C korral leidub
koige rohkem 16plik arv indekseid i € I, mille korral p, f # 0. Defineerime

fi:pif

ning arvutame iga j € I korral

p; Z Lfi= ijlipif =pp;f =p;f.
il il
Kuna morfismid p;, j € I moodustavad monomorfse pere, saame siit jireldada, et

Yufi=f.

= 0

Lause 23. Olgu R ring. Ab-kategoorias R-Mod moodustavad mistahes kokorru-
tise projektsioonid monomorfse pere.
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Téestus. OlguCjaC,,i € I objektid Ab-kategoorias R-Mod ningolgu (C, (1,),c;)
objektide C;, i € I kokorrutis. Olgu antud mingi R-moodul A ning kaks morfismi
f,g: A — C.Oletame, et f # g ning nditame, et leidub projektsioon p;, mille

korral p, f # p,g.
Kuna f # g, leidub x € A, mille korral f(x) # g(x). Moodulite korral saame

toestada analoogilise tulemuse lausele [I8] Seega saame elementidele f(x) ja g(x)
tiheselt médratud cif € C, jac’ € C, jaoks esitused

F@) =), g =) uh.
iel iel
Kuna f(x) # g(x), peab leiduma j € I mille korral c{ # cf . Siis
2, (@) =, e = D (pe)) = ()] = cf.
iel iel

Samuti saame p;(g(x)) = cf ning seega

p(f(x) = ¢l #cf = p,(g(x)).
Seetdttu p, f # p; 8- []
Lause 24. Olgu A, B, C ja C,,i € I objektid Ab-kategoorias €, kusjuures olgu

(C, (1)) objektide C,,i € I kokorrutis. Olgu f: A — B epimorfism ning sdilita-
gu esitatav Ab-funktor € (A, —) kokorrutisi. Siis sdilitab ka € (B, —) kokorrutisi.

Toestus. Peame niitama, et iga f: B — C avaldub kujul f = ) fi» kus
fiiB—-C.

Teame, et morfism fe: A — C avaldub iiheselt kujul

fe= Zlid,..

iel

iel Li

Nagu varem oleme teinud, saame eelmise vorduse mdlemaid pooli morfismiga p;,
J € I korrutades, etd; = p; feiga j € I korral.

Oletame, et j € I on selline, et p; fe = 0. Siis ka p; fe = Oe, millest jdreldub,
kuna e on epimorfism, et p;/ = 0. Seega on samuti kdige rohkem 16plik hulk
indekseid j € I, mille korral p; f = 0. Seega saame kirjutada

fe= Zlipife= <2’ipif) e,

iel iel
millest e paremalt taandades saame
/= Z Lpif,
iel

mis ongi soovitud kujul esitus. ]
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Lause 25. Olgu € mingi Ab-kategooria, olgu K loplik hulk ning olgu A,, k € K
ja B;,i € I mingid selle Ab-kategooria objektid. Kui iga k € K korral sdili-
tab esitatav Ab-funktor €(A,, —) objektide B,,i € I kokorrutise (B, (1,),c;), Siis
sdilitab selle ka esitatav Ab-funktor € (erK A, —).

Toestus. Olgu (A, (k,),cx) objektide A,k € K kokorrutis ja f: A — B..Iga
k € K korral leiduvad iiheselt médratud morfismid fl.k A, = B, i € I, mille

korral
K, = Z lifik.

Rakendades fikseeritud i € I korral kokorrutise universaalomadust morfismi-
dele fl.k , k € K, saame iiheselt méiératud morfismid f;: A — B,, mille korral

fik =fik'

Niiiid saame iga k € K korral arvutada

(Z ’ifi> K, = Z L (fix) = Z ll-fl-k = [k

iel iel iel
millest paremalt sisestused k,, k € K taandades, saame

Z lif i= f-

iel O]

Ringi R voime vaadata loomulikul viisil R-moodulina, kus elemendi r toime
on lihtsalt elemendiga r vasakult korrutamine. Selle mooduliga seoses saame jirg-
mise tulemuse.

Lause 26. Olgu R mingi ring. Siis R-mooduli R korral sdilitab esitatav Ab-funk-
tor R-Mod(R, —) koik kokorrutised.

Toestus. Olgu A;,i € I mingid R-moodulid ning olgu (A4, (1,),c;) nende kokorru-
tis. Olgu f: R — A moodulite homomorfism. Leiduvad tiheselt miiratud elemen-
did a; € A, i € I, mille korral f(1) = Y., 1,(a;). Kuna R on vaba moodul moo-
dustajaga 1, saame defineerida seosega f;(1) = a, homomorfismid f;: R = A,.
Lisaks saame iga x € R korral

(X f)@=x(Duf) D =x X i) = x Y 16a) = x/(D) = f (),
mistottu Y1, f; = f O

Jareldus 8. Olgu R ring ja olgu A loplikult moodustatud R-moodul. Siis sdilitab
esitatav Ab-funktor R-Mod(A, —) koik kokorrutised.
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Toestus. Kasutame eelnevaid lauseid. Kuna R korral siilitab R-Mod(R, —) koik
kokorrutised, sdilitab iga naturaalarvu n > 1 korral need ka R—Mod(]_[q’ R, -).
Moodul [T} R on vaba moodul » moodustajal. Iga 15plikult moodustatud mooduli
A korral leidub 16plik arv moodustajaid, millele me mingi » > 1 korral saame vaba
mooduli [ [} R moodustajad peale kujutada. See indutseerib epimorfismi [ [{ R —
A. Me oleme niidanud, et siis sdilitab ka R-Mod(A, —) kdik kokorrutised. ]

Olgu R mingi ring. Esitame tulemuse, mis klassifitseerib sellised R-moodulid
A, mille korral siilitab esitatav Ab-funktor

R-Mod(A, -): R-Mod — Ab

koik kokorrutised.
Jargmine lause on raamatus [[1] harjutus (b) lehekiiljel 54. Lehel [[11] on selle
toestus.

Lause 27. Olgu olgu R mingi ring ning olgu antud R-moodul A. Siis sdilitab esi-
tatav funktor R-Mod(A, —) kokorrutisi parajasti siis, kui mooduli A iga pdrisa-
lammoodulite ahela A, ¢ A, A, C A, k € N korral on U, \A, mooduli A
pdrisalammoodul.

Artikkel [/]] nditab, et eelmises lauses antud tingimusest iildjuhul ei jareldu, et
moodul A oleks 10plikult moodustatud ning annab muuhulgas allpool oleva poord-
tulemuse vasakpoolsete Noetheri ringide jaoks. Tuletame meelde, et ringi R kut-
sutakse vasakpoolseks Noetheri ringiks, kui iga ringi R vasakpoolsete ideaalide

ahela 1,1, C I,,,,j € Nkorral leidub j, € N, nii etiga j > j, korral I, = I, .

Lause 28. Olgu R vasakpoolne Noetheri ring ja olgu A R-moodul. Siis sdilitab
esitatav Ab-funktor
R-Mod(A, —): R-Mod — Ab

koik kokorrutised parajasti siis, kui A on loplikult moodustatud.

Kuna iga korpus on vasakpoolne Noetheri ring, siis vektorruumide Ab-kate-
gooriate korral on olukord vordlemisi lihtne, kuna 16plikult moodustatud vektor-
ruumid on parajasti 16plikumddtmelised vektorruumid.

Kuna iga 16plikumddtmelise vektorruumi voime esitada mingite ithemddtme-
liste alamruumide kokorrutisena, vdoime vaadata teoreemi [4] kui iildistust teoree-
mile lineaarsete kujutuste maatriksite kaudu esitamise kohta.
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On morphisms between coproducts in the ordered and in the additive case
Master's Thesis
Ulo Reimaa

Summary

In mathematics morphisms between various structures are often studied. In
particular, the endomorphisms of a structure can be of interest. The collection
of endomorphisms of a given structure is a monoid. Studing that monoid can be
easier, if the monoid is decomposed into simpler monoids using some construc-
tion. One such construction was given by Vladimir Flaicher and Ulrich Knauer
in 1988. They proved that the endomorphism monoid of an act over a monoid is
isomorphic to the wreath product of some monoid and some small category.

In the present work we try to generalize that result. We interpret the essence of
the theorem to be, that to know morphisms between objects and the composition of
these morphisms, it suffices to know the morphisms between suitable subobjects
of the given objects and the compositions of these morphisms between subobjects.
The theorem we mentioned gives a result of that sort for the representation of the
endomorphism monoid of an act over a monoid.

We generalize the result in different directions. For one, we do not restrict our-
selves to any specific category, but try to give a result for all categories. Another
direction in which we generalize the result, is that we try to represent full subca-
tegories of given categories not only endomorphism monoids. The third direction
of generalization is enrichment.

To be more precise, we look at two specific cases of enrichment. We hope that
in doing so, finding a common generalization for them might become easier. We
view enrichment over the category of partially ordered sets and enrichment over
the category of Abelian groups.

The case of partially ordered sets is similar to the case of ordinary categories.
Indeed, ordinary categories can be viewed as order enriched categories with disc-
rete order. We prove a generalization of [8] theorem II.7.7 and see how what we
proved relates to it. We also prove a result relating to the existence of nice decom-
positions for a certain subclass of categories.

The case of enrichement over Abelian groups is somewhat different from the
case of ordinary categories. It does not generalize it. We prove an analogue of [§]
theorem I1.7.7. And present some simple, known results, that the author found
here and there, that clarify the situation and help in applying the proven theorem.
We also present, without proof, a couple of known results in the case of modules
over a ring.
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