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Vud w Y% B i} i} N _
See brosuur on mdéeldud Oppevahendina, kuid mitte Opikuna.

Ta on sissejuhatus voi proloog enne sisenemist tollesse ime-
parasesse hoonesse, mille nimeks on diferentsiaalgeomeetria.
On ju vaja ette valmistada teed ja rajad, et oleks vdimalik
Iaheneda sellele &Mtise!e, tutvuda tema arhj.tektuuri Jja
koostisosadega. Brosuur hdlbustab loengute jalgimist ja
konspekteerimist, aga ei asenda neid.

Lisaks sellele pﬁﬂab brosuur ehitada silda seni omaette
eksisteerinud suvergginsete matemaatika valdkondade vahel,
nagu geomeetria, algebra, matemaatiline analuus ja diferent-
siaalvgrrandid- T.lslmap;eval on sfcv)na otseses mottes maailma
vallutanud katastroofid ehk t'é\psemalt - kujutuste singulaar-
susech Katzistroofide teooria latted on kusagil funktsionaal-
analuusi sugavustes, kuid nad on kujundanud uue aluse erine-
vate matemaatiliste kontseptsioonide mdistmisel. Tuginedes
olemasolevatele klassikalistele teooriatele, pakub uus motte-
laad Ullatavalt haid mudeleid nii tappisteadustes kui ka
neist kaugemates teadusharudes. Sageli esinevad katastroofid
ka geomeetrias, Jja vastupidi, katastroofide Kkirjeldamine ja
rakendamine eeldab alati head geomeetrilist ettevalmistust.

Seda on arvestatud materjali valikul. Kahes esimeses
peatﬂkis tegeleme struktuuridega, mis otseselt ei kuulu
geomeetria valdkonda, kuid on edaspidi vajalikud. Kolmandas
peat&kis tutvume nn. m:';l\hkijatega ning kujutuste invarianti-
dega, mida tavakohaselt peetakse diferentsiaalgeomeetria
kompententsi kuuluvaiks. Viimases, neljandas peatllikis aga
SEIJveneme diferentsiaalvorrandite probleemidesse, et sellega
naidata diferentsiaalgeomeetria osatahtsust kaasaegses mate-
maatikas.

Soovitame lugejal erilist téhelepanu pggrata jJoonistele
ja toodud nél'\idetele.



1. peatikk. MIDA ON VAJA DIFERENTSIAALGEOMEETRIALE

8§ 1. Hulkadest ja kujutustest

1.1. Muidugi me eeldame uldtuntuks j%‘rgmised stmbolid:
AIB,C,... on hulgad; a,b £ A - a ja b on hulga A elemendid;
Va € A - a on hulga A suvaline element; U c A - @ on hulga A
alamhulk; 0 - tuhi hulk; A M B - kahe hulga I[/Ilhisosa; AUB -
nende uhend; A x B - otsekorrutis; A2= A x A - otseruut ja 1»
ehk id® - tema diagonaal; RIl - n-ruum, X = (T, ,....,21) -
ruumi 0?1 punkt.

1.2. Alamhulka / c A x B nimetatakse hulkade A ja B
vaheliseks eeoeeke. Seejuures (a,b) € / korral koéneldakse, et
elemendid a ja b on seoses /.

Olga /(@) hulga B alamhulk, mille elemendid on seoses /
elemendiga a € A, ja /~1 (® hulga A alamhulk, mille elemendid
on seoses / elemendiga b £ B; siis on kolm samavaarset voima-
lust kirja panna, et a ja b on seoses /:

@b) €7 *=b£€/@) «a€l/“l-
lga seosega / c [, x B kaasneb poordsecs /_lc B X A,
@b) €/ < (b,a) €/ 1.
IHmselt /. Juhul /= /-1 nimetatakse seost /c. A™

t - -
summeetriliseks.

1.3. Kahe seose / cfixBjagc | Bx£ korral on vdima-
lik moodustada nende seoste kompoelteloon gf <& x 4=

@,c) €gf« /(@) Ng~1© *0.

Margime, et kompositsiooni asemel kasutatakse ka teisi
termineid - korrutis ja superpositsioon. Sumboli gf asemel
kirjutatakse ka g»/.

Kehtib nn. kolmanda projektsiooni reegel



gf = Prix(C{(A x @) N ( x £)}-
Otsekorrutia / x C koosneb kolmikutest <a,t>,0) £ A x Bx L,
kus a ja b on seoses /, otsekorrutis A x g aga kolmikutest
(a,t>,0), kus b ja C on seoses g. iMJhisossa Axg N ¢ x¥%
kuuluvad kolmikud moodustavad projekteerimisel
AxBxC——AxC 1 (6,60 (a.C) seose g/.

Motlemlseks kaks kisimust. Mis on JT2-tasandil liitfunkt -
siconi Z = g(F(X)) graafik, kui funktsioonide y = fix) jJa
r - g(y) graafikud on antud vastavalt *co~ ja y2-tasandil9
Kuidas tolgendada puutujate

M O-r U a)U-xo0) ja 2-zo- g4 b0)(/-»0)
kompositsiooni?
o oo ; 1
1.4. Kompositsiooni pooramisel kehtib vordus
€/IM1=T1 «"1-

lga seose / ; ftx £ puhul on secsed /7l ja //-1c &
simmeetrilised.

1.5. Seos / cAXx @ vgib rahuldada vghemait alit
tingimust
1ltr' <iB. r.rv =1*.
3.rv - 1A. 4. tr' b m

Tlnglmusel 7 (v. tlnglmusel P) iga a £ A kooral koosneb hulk
/() alimalt (. vahemall) uhest hulga @ e]emeudist. Tingimu-
sed 3 ja 4 pole aga midagi muud kui tingimused / ja 2 p&l)é')rd—
seose /~1 jaoks.

Tingimusel / nimetame seost / funbtaioontbe hulgast
hulka B, tingimustel 1 ja r? hulga A kujutuse&s hulka LH, tin-
gimustel /, £, 3 inj&ktBioonike, tingimustel 1, ?, 4 eu™-
juhtsiocnlke ja tingimlgﬁte] 1-4 bljektnlocv.tk3.

Irljekl:smon (v. surjektsioon, bijektsioon) on .injektiiv-
ne (v. surjektllvne bijektiivne) kujutus.

Motlemiseks: kui < 1= /2, kus ¢ on injektsioon, voi

/4® “ /27 tus ¢ on surjektsioon, siis / (E f?, st. seoste

vordust on voimalik taandada injekteiooniga vasakult ja sur-
jektsiooniga paremalt.



1 .b. Nool /: A —e B tahendab, et ¥ on hulga A kujutus
hulka B. Kirjutis /: a+»b tahendab, et kujutus / kujutab ele-
mendi a elemendiks b, st. t = /(a); seejuures 0 on a kujutle
ja a on 6 originaal. Kirjutist /: A —eB : a t»b me mdistame
nii, et / on hulga A kujutus hulka @, mis kujutab elemendi a
elemendiks ®. Nooﬂed -h—* ja -—-%* tahendavad vastavalt
injektsiooni ja surjelﬁtsiooni.

Kdneldakse, et jargmised diagrammid

? n -
4 * av 1R
C—£—-0
on kommutati |veed kui vastavalt h =gf voi g = /. Siin
ja ka edaspidi raaglme kommutatiivsetest diagrammidest.

Juhul, kui kolmnurkses diagrammis ABC nool / kujutab
sﬁrjektsiooni ja nool g injektsiooni, on tegemist kujutuse h
kanoonlllee eeltueega.

1.7. Kolmnurkses dlagrammls ABC antud / ja g puhul on
nool h alati Uheselt maaratud: h = gf. Kusugem millal on
maaratud nool g, kui on antud f ja h, ning nool /, kui on
antud g ja h? Voib konelda vorrandist h - gf noole g voi T
suhtes. Vastuseks on j%lrgmine

LAUSE. Kujutus g eksisteerib antud ¥ ja h puhul
parajasti siis, kui

h~*"h a /-1,

seejuures on ta malgratud [I(theselt, kui ¥ on SLVJII"jektSiOOI'].
Kujutus f aga eksisteerib antud g ja h puhul parajasti siis,
kui

Wrl egg™1l,

thit tt
seejuures on ta maaratud Uheselt, kui g on injektsioon.
Toestuse jatame lugejale.

JARELDUS. Kujutus /: A—*B on injektiivne parajasti siis,
kui eksisteerib kujutus g: B—*A, selline, et gf = 1”; kujutus
g: B -A on surjektiivne parajasti siis, kui eksisteerib kuju-
tus f: A/ -B selline, et gf - 1~ Vvaljendame seda lihemalt
lausega: injektsiuon on pooratav vasakult, surjektsioon pa-



remalt.

Molemal juhul on tegemist vorrandiga h = gf, kus h - 17;
esimesel juhul g suhtes, teisel T suhtes. ™

Bijektsiooni / korral rahuldab molemald tingimusi poord-
seos r*i N ? - 1«. /I'*= 1B.

1.8 . TEOREEM. Iga kujutuse kanooniline esitus on voima-
lik bijektsiooni tMapsusega, st. kui meil on kaks kanoonilist
esitust h =gl/1l ja h = g2/2, nagu naidatud diagrammi |l

1
siis eksisteerib Uks ja ainult uks bijektsioon B, mille
korral kogu diagramm on kommutatiivne.

Toestus. Vaadeldavas diagrammis on h = gl/ 1=
Seega, arvestades, et » $2?~r~ 1B * kuna J1 Za
on sm'jlrjektsioonid, ja g‘l’lg’\ 1, g£192= 1a , kuna gl ja g£
on injektsioonid, saame rt 1?/=(gl/ 1 (g“1g1 ,
samuti =/2V2 ja =g NN g2g21e Rakendades lauset

1.7 kolmnurkadele AIél?IBA ja BBC, j%\reldame, et eksisteeri-
vad ja on Uheselt maaratud kujutused Rl ja R , sellised,
et /2= R~ ja gl=ggR2. Kuna aga R1=/2/"1 ja R2=g2lgl.
siis R*lpl= g71g2/2/;1= gM"lV~ 1= 1® . st. R1= 2. Nool R on
" ni

uheselt maaratud ja ilmselt vastab bijektsioonile, mott.

4 ~ n
1.9. Tahtis on moista kanoonilist esitust Uldisemas kon-
tekstis. Oeldakse, et kommutatiivsed diagrammid

A ——————- *=C Auy—

o NB "< 1 a["u
A B I8 1 71 PE
y * R A7l @ p='{— B
A>— -B" N B > A K€" _i8)1



kujutavad diagrammide AIB ja A"®@" (vastavalt AffiC ja A"jP'C’,
WEW ja A’IBCG)) morflame. Morfismid on moodustatud kujutuste
a, B, 7 0 poolt. KUI koik kujutused a, B, 7, O on injektiiv-
sed, surjektllvsed v0| bijektiivsed, siis raagttakse vasta-
valt mono-,api- voi i1*omorfi&mlet.

NUUd on vbimalik esitada koik need kujutused a, ps7, 0
kanooniliselt surjektsioonide ja injektsioonide kompositsioo-
nidena: a= agal, — R2R1, 7= 727t. 6= 6g6l (@l. R1, 71, 61 on
surjektsioonid,l1tlt ou, Brt 7é,, LT injektsiuonid). Tekivad vahe
pealsed sama tuupi diagrammid

ja iga morfism esitub epimoyfismi ja monomorfismi komposit-
sioonina. , Jatame lugejale toestamiseks, et vahe%eialsed dia-
grammid tOﬁpoolest eksisteerivad ja et nad on maaratud iso-
morfismi tapsusega. 1

Seega kolab teoreem 1.8 uldlstatult hoopis jargmiselt:
diagrammide morfismi karioonlllne esitus on alati vdoimalik,
sealjuures isomorfismi tapsusega.

| | 7]
1.10. Tanu sellele uldistusele voime kullalt lakooni-
liselt kdnelda mitmesuguste struktuuride morfismidest.

NAIDE. Olgu kujutuse a: A2—>A poolt defineeritud hulga A
elementide korrutamine. Paari I(A,a) nimetatakse rihinolcHke.
Kujutust /: A-® nimetatakse ruhmoidide (A,a) ja (@B,R) vahe-
liseks morfismiks , kui diagramm

A
Jo
B2-

kus ,a2)=(/(al),/(a2)), Vval ,a2€ A, on kommutatiivne, st.
/onagu austaks korrutamisreegleid a ja B. Kui nuud ¥ ja ka
J on esitatud surjektsioonide ja injektsioonide kompositsioo-
nidena, siis ilmselt on ka tegemist morfismi kanoonilise esi-

2 a



H n K
tusega ja isomorfismi tapsusega maaratud ruhmoidiga %) -
Olga korrutamised a ja B assotsiatiivsed. See valjendub
diagrammide

kommutatiivsuses, mis tahendab, et tegemist on pool rihmadega.
Siis Ij‘ciuame samasuguse diagrammig/i ka % jaoks. J:";Iirelikult,
poolruhmade morfismi on alati vOimalik esitada isomorfismi
tlélpsusega epi- ja monomorfismi kompositsioonina.
Analoogilised vaited kehtivad samuti rfljhmade morfismi
(vt. teoreem homomorfismidest) ja lineaarkujutuste korral.

§ 2. Vektorruumidest ja lineaarkujutustest

2.1. Vektorruun (ule korpuse R) on hulk d, mille elemen-
te nimetatakse vektoriteke ja kus on defineeritud lineaar-
tehted: liitmine (@) € 12~ a+b € ( ja korrutamine arvudega
@A, €Rx(L n \a (L Vastavad aksioomid arvame tuntuks.

Kujutust /: 1l-=+({2 Uhest vektorruumist Ol teise U nime-
tatakse Uneaarkujutueebe, kui ta on nii aditiivne kui homo-
geenne :

/(end) =/@) +/©), /() =\V@, Vaba ,VU K

Nullvektori O ( 1(: taielikku origiliaali ruumis L. nimetatakse
lineaarkujutuse / tuumafce ja tahistatakse Ker/, ruumi Q
kUJutlSt ruumis 1P nlmetatakse lineaarkujutuse / kujutieehe
ja tahlstatakse Imf (sonadest Kemel, Image). Nii Ker/ kui
ImfF on vastavalt ruumide Wl ja 02 alamruumid.

Lineaarkujutus f: H.—* (, on mono-, epi- voi ieomorfiem,
vastavalt sellele, KFS ta on injektiivneM (Ker/ = 0), surjek-
tiivne (I - A ) voi bijektiivne. Nagu 6eldud, 1iga lineaar-
kujutuse voib isomorfismi tapsusega avaldada epimorfismi ja



monomorfismi kompositsioonina (kanooniline esitus).

lga lineaarkujutuse /: [U-* 02 korral on vektorruumid
t#l/Ker/ ja In/ isomorfsed.

Vektorruumi (C lineaarkujutust iseendasse /: { —<d nime-
tatakse endomorflemike, erijuhul, kui / on bijektiivne, auto-
mor/iemtke e. ruumi L (regulaarseks) teieendueeke. Ruumi L
xoik teisendused moodustavad i(neaarruhma.

2.2. Lineaarkujutuste /: 0"~=*1 hulka tdhistatakse siUm-
boliga £01(@©2). See on samuti vektorruum, sest temas on
defineeritud lineaartehted:

(/1+/2)@)= N1  (@+2 @), (D)= M/(a)), Va€ll,V\ER,

mis rahuldavad vektorruumi aksioome.

Hulk I*= £(L,IR) on ruumi L kaaemum ja tema elemente
nimetatakse kovektori teke.

lga lineaarkujutusega /: L —"2 assotsieerub tema kcne-
kujutue /7*: BR2—*IL*: ¢ H» /. Kehtib valem

) = 0¢UX), VX EL, VoEIN~

*
kus /(X) ja / (@) on lihtsalt asendatud tahistustega /X<ja
/*9.
Vektorruume Ker/mja ImF , mis on vastavalt isomorfsed
faktorruumidega 1 /lu/ ja L/Ker/ nimetatakse kujutuse / ko-
tuumaka ja kokujutLeeke ning tahlstatakse Coker/ ja Coin/.

2.3. Lineaarkujutuste jada

M
on tapne, kui Imf = Kerg. Sel juhul on kaaskujutuste jada

I*

samuti tgpne.
Lineaarkujutus /: L —» 02 on monomorfne parajasti siis,
kui jadad

o *.ill-£* Q , 0w L

on tg\peed,ja epimorfne parajasti siis, kui on tlfa'\psed jadad

10



(U=~ I,-*o0 , (L*<~ 1= 0

2.4. Vektorruumis C on fikseeritud vektorite el, e2,...,
e korral véimalik moodustada ! ineaarkujutus

N: R=* d - x=(x\a?....371) *+e”rl,
kus eri=£67~= e™Y e2o™+ ... +er2n

on antud vektorite lineaarkombinatsioon suvaliste kordajatega

n n n
XJ (vastavalt A_Einsteini kokkuleppele jatame sumboli 2

kirjutamata!). Alamruumi ImA ¢ C nimetatakse vektorite et
I In&aarkat teke -

Kui kujutus A on monomorfne, siis vektorid on vektor-
ruumis 0 lineaarselt sO6ltumatud. Sel juhul on ImA isomorfne
0™-ga. Kui J1 on epimorfne, siis ImA =

Kui N1 on isomorfism, siis vektorid e+ moodustavad vek-
torruumi 1 boost ja/vn on selle ruumi dimenﬂsioon e. moode,
n=dim O.. Sel juhul voib iga vektori X € L uUheselt avaldada
baasivektorite lineaarkombinatsioonina X = e~ 1. Kordajaid X1
nimetatakse vektori X komponentideke (e. koordinaatideks)
antud baasis. Kohe kujunevad koordinaatfunktsioonid
el: X «#x\ n lineaarselt soltumatut kovektorit, mis moo-
dustavad kaasruumi (* baasi, e. kobaaei. Baasi e. ja kobaasi
e nimetatakse teineteise suhtes dugalseteks. Duaalsete baa-
side korral ruumides 1 _ja 1  moodustavad vaartused
e'(eJ.) = 6J-'uﬁkikmaatriksi (U;; Yon tuntud Kroneokeri delta, mis
vordub uhega, kui i=J, ja nulliga, kui_l Z J).

Paneme tahele, et vektori X = ex ! komponendid avalduvad
kobaasi kaudu: x'='e (X)), jJa samuti kovektori ¢ = ! kompo-
nendid avalduvad baasi kaudu: = ®(el).

2 5. Uiie Ja sama dimensiooniga vektorruumid on immorf—
sed. Toepoolest, kui vektorruumides U ja 02 baase maaravad
isomorfismid on N1: B*Ql ja /12: R+» 02, siis on Kka
n2n~1: Ql—» 02 isomorfism.

Sageli on kasulik muuta vektorruumis L baasi, e. teisen-

Leopold Kronecker, saksa matemaatik,. 1823 - 1891 .

n

2*



dada baas ezx baasiks ej= Sel juhul teiseneb kobaas e
kcl)lplaasiks en= é’;eJ. Maatriksid (aJ\) ja (ag\) on teineteise
poordmaatriksid. Selle teisendusega kaasneb koordinaatide

teisendus: kui X = eirl=mer 1 ja o =gprel=¢p~1, siis

x1= a*xn , h1= ¢ —jO--

Vastaku baasidele ja ezx isomorfismid /l: Ri* L ja
N: RE» IL Siis automorfismile J1_1/1: @+ Rl vastab koordi-
naatteisendus S1Y* r1. Automorfism NI/1-1: € = L tahendab
vektorruumi L teisendust

X = X = erl.

2.6. Kui vektorruumides Il ja 02 on antud baasid et jq
ea ning kaasruumides ( ja L* duaalsed kobaasid el ja ea
(t=l,...,n; 0=1,...,m), siis on lineaarkujutus fl: L—» C ja
kaaskujutus h*: 1i—’.([2 maaratud Uhe ja sama m*n maatrik-
si abil:

h(et)= eaHj , h*(ea)= Hel ,

X = esx1t h(X) = Bo!Tfrl , 0= (ha_eaH— h*@®) = q,‘raH’iel.
Loomulikult, baaside teisenemisel
V e Vv
teiseneb ka maatriks:

Xt_’x pjx’

Ithidalt H = B HA. Endomorfismi korral A =B ja H =A HA.
Sobiv on esitada kujutusi h ja h UOheaegselt operaatori

n = saH’l\el abil, fwKida tuleb moista nii kovektorina kui ka
vektorina (vektorvaartustega kovektor):

X = H(x) = o - paear O(H) = ¢™H el.

Operaatorit H voib tolgendada ka nagu bilineaarset funkt-
siooni ﬂ(X,@ = cpo( 1 argumentide X ja ¢ suhtes. See osutub
kasulikuks jargmises arutluses.

12



2.7. Oletame, et m<n-maatriks Hl (m rida, M veergu) on

Jaotatud plokkidesse

fu 1Y)

H= — 1—

Ix iV
las plokk U on p*p-maatriks ja vastab astakumiinorile. Vas-
tavalt teoreemile maatriksi astakust on siis V = X(J1Y.
Maatriks H laguneb kahe maatriksi korrutiseks

= GF ,
kus G - on lineaarselt s6ltumatute veergudega m*p-iaaat-

riks ja F - I.U 1Y) on Ilneaarselt soltumatute ridadega
p*n-maatriks (E on uhikmaatriks). Seejarel avaldub H kujul

n=QrT ,
kus Q on reamaatriks, mis koosneb p vektorist £ G®, ja 7 on

veerumaatriks, mis koosneb p Kovekfcorist F’\\e4, X=1,...,p
(HZ= Oﬁer)- Selline esitus vastab kujutuse h kanoonilisele
esitusele, vt. 1.6. Vektorid, Q moodustavad In/ baasi (ruumis
), kovektorid 7 aga Im/ baasi (ruumis (). Ker/ osutub
kovektorite T annulaatoriks.

Nimetagem lineaarselt sdltumatute veergudega maatriksit
edaspidi injektiivssks magtriksiks (sest talle vastab mono-
morfism) ja lineaarselt sOltumatute ridadega maatriksit sur-
jektiivseks maatriksiks (talle vastab epimorfism). Regulaar-
ne maatriks vastab isomorfismile.

NAIDE. Endomorfism rwrriis Iff e. Xyz-ruumie on defineeri

tud 3x3-maatriksiga H, mille astak on ?:

ri -1 1 o rr on

-3 51 6 - -1. n 1

1/3 -r/31 -1. 0-1 3j
Maatriks H on lahutatud korrutiseks GF, kus ;:.aatriks F on
surjektiivne ja maatriks G injektiivne (uks vdimalikest
kanoonilistest esitustest). Vektorid fJ, 7-h"371 moodus-
tavad Imh baasi, milleks on tasand T2y+fZ = 0. Kovektorid x-y,
-x+2y+3z moodus tavad i baasi ja nende annulaatobiks on
Herh, ehk sirge X=y=- ~z_Antud juhu’ Kei7l ¢ mmr.



2.3. Summeetrilise maatriksi H puhul saadakse plokk
plokist X transponeerimise teel, st. ¥ = X", ja kanooniline
esitus V(yib olla jarepine:

H=[F[P X riry) x fuix?).
Selline olukord esineb, kui on tegemist 2. jarku ké’verale oa
pindade kidumisega.

NAIPF. Ruutfunktsioonile

/ = CP-Xy-zyMXxz+yz-bx-sy+z
vastab maatriks

N 172 172 -5/2° 210 L0 15 ogq r2-11-11

-1/2 -2 12 -4 4110 a X 1 10 3
- X 1/2 0

172 1/2 0 12 100 T 27 1o oc A
5/2 -4 12 0. =1 3 1, 3

ja selle kanooniline esitus naitat, et funktsioon 7/ voib
taanduda kujule

F=UV - Ve - 2U + 10,
kus

3X

Iimselt /7 = F«WU, kus % :{X,y,2) @,Y) on “Y.r-ruumi pro-
jekteerimine UV-tasandile. Funktsiooni f nivoopindadeks
-ryz-ruumis on hﬂperboolsed silindrid, mille sirgjoonelised
moodustajad on paralleelsed sirgega Xzy.Z = -1:1:3.

=N X

» l«
8§ 3. Matemaatilisest analllsist

3,1. Mis on diferentseerus kujutus? See on (meig%rosuu-
ri raames) n-ruumi kujutus m-ruumi
/: @ —*KI : X = (X1,3?2....94D t-y =

mis rahuldab t:’:tliendavat tingimust. Nagu iga funktsioon
$: RE-¢R on toodav ruunist R™ ruumi &cl kompesitsiooni
® - ¢p»/ abil, nii ka koordinaatfunktsioonid ya: yi-* ya voime
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tuua ruumist Kl ruumi Fh. Saame m funktsiooni /= y mis
soltuvad koordinaatideet F ; f.-1,..,n; <x=1,..(fM. Kui kdikjal

ruumis [R* eksisteerivad funktsioonide * o3rtuletised
/¢ = , siis kujutusi; / nimetatakse dI/ar»nteeeruvalta.
0JT
Osatuletised .Ttooaustavad .7iIM-ITeatriksi mida nime-

tatakse Jacobi mcuxtrikeiks. Jacobi maatriks punktis X £ N?
moodustab m*n-maatriks:. mis koosneb arvudest ja vastavalt
maarab ! ineaarkjjutu.se

TIR™,

mida nimetatakse kujutuse F difetanteiaaltke punktif3 X.
Sellest aga teeme juttu veel allpool, vt. 4-4» k. 34. Mai-
nigem niipalju, et kujutus T / viib vektorid punktist £ €
punkti y = fix) € R ja kovektorid, vastupidi, punktist y
punkti X. L ,

Kui eksisteerivad funktsioonide f* koik p jarku osatule-
tised

P~ -
bl | i. t i
p or!.__drp
kus p u, siis koneldakse, et / on GM-dif&rentaeeruv
kujutum, voi klassi Cu kuuluv. Kui U - o, siis kujutus / on

eile.
.l m »f tl
MARKUS. Tavaliselt koneldakse, et kujutus f on maaratud
stusteemiga yJ- Za(xi). Vastavalt traditsioonile, kasutame ka

1
meie allpool *eda valjendit, kaigi ta on veidi meelevaldne.

3-2. Olgu f, g, h diferentseeruvad kujutused ja h
kujutuste ¥ ja g kompositsioon h - g>f

oe‘ -— n

.

Yaslavalt lirtfunktsiooni diferentseerimise seadusele, on sol
Juhi’l vastavad Jacobi maatriksid omavahel seotud:

Karl Jacobi, saksa matemaatik, 1804 - 1851 .
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nj = <€=/)/7. @
a=l....m? \=;,...,r. Seda seost valjendab kommu-
tatiivne diigramm

Th
TRl —-— — *rKr
x 4 !/ z
Y \ / Vv )
t/"1 y=Fix), Z=g(y),
mis tdhendab: kompositsiooni diferentsiaal T*h on diferent-
silaalide ja Tkompositsioon:
Txh =

Kui kujutused 7/, 5, h kuuluvad kla3si CZ, sus voime
sgoie () modlemaid pooli diferentseerida, veel muutuja P*
jarri:

" BeCIUE 8 gag i - @
seega osatuletised hx,, h"i, avalduvad t“(n:lielikult osatuletiste
fv N, Sa /£, kaudu.

Kui kujutused f, g, h kuuluvad klassi C*, siis, jJatkates

mitmekordselt sellist protseduuri, voime kolk osatuletised
avaldada vaatavate osatuletiste 55 I Ja g\é ea
L " "°q [

o
> P
kaudu, q ~ p =.u.

Siledate kujutuste korral voib seda protseduuri korrata

I18pmatuseni -

3..K Kui kujutuse /: @1* S™ astak (st. Jacobi maatriksi
astak) on konstantne sumys ja vordub arvuga p, siis seda
kujutust voib kirjeldada jargmisel viisil.

Ruumis R on funktsioonid f° konstantsed (n-p)-mootme-
listel pindadel, mis moodustavad p-parameetrilise parve,
Naiteks, sellise parve moodustavad ruumis 3P tasandid
X7=const, 1=1,- ,p (@@ on samasugune @, kail margime teda
G-ga, rbhutades, et ta Uuldiselt erineb ruumist R, kust lah-
tub nool 7).

Ty, HK v Q i v

FowaiiP T, mmaaravad vorrandid y -j{X) p-mootmelise pin-
na . e, kujutise /((Rn). Selliseks pinnaks vrib ruumis Rg ol-
la koordinaatfcasand u - 0, A=o0+1,... sP.



Kujutagem7ette, et ruum R;’ on teisendatud ruumiks Rl nii,
et tasandid xQ=const on kéverdunud pindadeks j =const, ja
ruum R™ on teisendatud ruumiks R* nii, et koordinaattasand
yx=0 on kooldunud pinnaks yO*/QI 1) Tahistame neid teisendu-
si vastavalt nooltega a ja b. Tekib kommutatiivne diagranm

d’\ - »RU xo-const jjd =const
y - ? . b. ja.- i,
re— b ~gm \/6:0 Va:]]a_ '

kus /o= 6-1/a: Rh: Gl (y»), y*= of, o, on line-

aarkujutus. M(al naeme kujutust F deformeeritud, lineaarkuju-
tusena, nagu kdveras peeglis. Lokaalselt (st. kullalt vaike-
ses ﬂmbruses) on kujutus / samavaame lineaarkujutusega 7/ .
Toimub kujutuse / lokaalne lineariseerimine. Uleminekul

Jaoobi maatriks, kui ta on lahutatud plokkidesse, kus
p*p-plokk U vastab astakumiinorile, teiseneb nii

fULY fEILO

X1V Lo rodJd =

et plokid X, Y, V muutuvad O-plokkideks ja plokk U uhikmaat-
riksiks E. ) .
Teisendused a ja b on vdimalikud ja Uleminek /»* / rea-

tt tt
liseeritav. SelleB seisneb uks kullalt keskne analuusi teo-
reem aetakuet.

3.4. Nimetagem siin kaks tahtsat erijuhtu:

1) p=n ™ m; Jaoobi maatriks on injektiivne, tema n veergu on
lineaarselt soltumatud; sel juhul nimetatakse kujutust /
Immereloonlke;

2) p=m ~ n; Jaoobi maatriks on le‘Jrjektiivne, tema m rida on
lineaarselt sdltumatud; sel juhul nimetatakse kujutust T eub-
mereloonlke.

Immersiooni korral ruumis RIl mingeid kihte el teki,
lihtsalt see ruum on nagu viidud ruumi RI ja koolutatud
seal n-mootmeliseks pinnaks. VOrrandeid ya= /“(X1) nimetame
pinna /(R11) parameetril isteks vorrandeiks.

Submersiooni korral tekivad ruumis R” (-m)-mootmelieed
kihid, mis projekteeruvad ruumi R” punktideks, kusjuures

17



/(R1D) = R*. Kihid on maaratud uldvorranditega fa (xi)=y&-const.
Ruumist RU kéneldakse nagu kihtruumiet, ruumist K" nagu selle
kihtruumi baasist ja kujutusest f nagu vastavast projektsioo-
nist. Teistes keeltes vastavad kihtruuumile terminid bundle
(ingl.), paccnoenne (vene), fibre (pr.), Bundei (saksa).

Lisame veel kolmanda juhu, mil kujutus / on Uheaegselt
immersioon ja submersioon:
3) p = m = T; Jacobi maatriks on regulaarne, tema deter-
minant, mida nimetatakse jakabiaanike, on erinev nullist; sel
Juhul nimetatakse kujutust f difeomorfiemike. Ruumi RUI difeo-
morfismid e. teisendused moodustavad selle ruumi teieenduete
ruhma.

Vordluseks toome tabeli:

HULGAD VEKTORRU D MUUTKONNAD
kujutused lineaarkujuhused diferentseeruvad k.
injektsioon monomorfism immersioon
surjektsioon epimorfism submersioon
bijektsioon isomorfism difeomorfism

Siit naeme, ?_F monomorfism (v. epi- ja isomorfism) on injek-
tiivne (v. surjektiivne, bijektiivne) lineaarkujutus, immer-
sioon (v. submersioon ja difeomorfism) on aga diferentseeruv
kujutus, mille diferentsiaal on monomorfne (v. epi- voi iso-
morfne) lineaarkujutus.

Vastavalt diferentseeruvate kujutuste klassikafikatsioo-
nile jaguneb diferentsiaalgeomeetria kolmeks valdkonnaks:
1) immersioonidest saab alguse pinnateooria;
2) submersioonidest kihtruunide teooria;
3) difeomorfismid on ruhmateooria uurimisobjektiks.

3.5. NAITED,
Sirgjoone vektorvorrand r=at +r ,
kus 370, e. parameetrilised vdrrandid
X =1t+ X% y=mt +tyo, z =nt + ZQ

(22+ m +2n 2/ 0) madfavad immersiooni

R = R3~ * X,y,z), mis on uUhtlasi injektiivne kujutus.

18



3.5.2. Ellipsi parameetrilised vorrandid
)ix—a oosE, Yy = b sint
maaravad immersiooni @ , mis pole
injektiivne kujutus, kuna R katab ellipsi

q) _|.Q) = mitmekordselt.

3.5.3. Himjperbooli parameetrilised vlc”v)rrandid
x = F(t + D, 9w ¢
maaravad kdikjal immersiooni @®-» R2,
valja arvatud punkt t - 0, mille kujutis
puudub; kﬁ\ks pooltelge (=,0) ja @,
katavad huperbooll erinevaid haru5|d.

P ~P

IN

N
Tasandi vektorvorrand r = au + 0V + ®
=+

maarab tingimusel a X immersiooni
R-* @8-
Pinna vektorvorrand r=r.,y)

[ 4 _ _ _ _ 37
maarab immersiooni R —» tingimusel

rip bhr s kus i gs -

Funktsioon f{x,y,Z) maarab submersiooni
B —» R tingimusel gradf z 0. Ruum B
laguneb  funktsiooni / nivoopindadeks
/ = const e. kihtideks. Juhul T=AX+By+CZ

(A2+B2+C2 t 0) on kihtideks paralleelsed tasandid.
Submersuoon ei tarvitse olla sﬁr'ektii\me kujutus.
Nalt f—XP+y +z on iubmersioon kdikjal [é—s, valja arvatud
punkt (©,0,0), kuid surjektiivne vaid poolteljele (@ ,+0)c R

3.6. Uldjuhul ei pruugi kujutuse f: @L> K" astak oll:
konstantne suurus. Seal, kus astak langeb, tekivad ieearaeu-
8ed, e. singulaarsused voi katastroofid.

Lahutame kujutuse / immersiooni $ ja submersiooni ¢
kompositsiooniks /7 = ¢°d

19
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kus dr xH- X, FQ)) ja :(ir,y)>— Y-

Vastavad Jaoobi maatriksid on seotud jargnevalt

E
<J>= O 'En)x (J1].

st. kujutuse T Jaoobi maatriks (J) on kujutuste ¢ ja ¢ Jacobi

T*(T+n)- ja (m+n)xn-maatriksite korrutis, En ja Em on uhik-
plokid.

n-mootmeline pind $CK11) ruumis

IR'SR1T pole midagi muud, kui seos

/ ¢ RKR1, vt. 1.2. Seda pinda ni-
metatakse kujutuse / graafikuke.
Punktis o(£) we naeme kaht n-moot-
melist tasandit Ime(h Ja KerTCpl,,,.J"th_

Esimene neist on pinna ¢00?11) puutujatasand punktis ¢(.IN). Kui
need tasandid omavahel 16ikudes moodustavad g-mootmelise ta-
sandi, st.

dimdirfyp M KerTQC)D) = q,

siis E'jelgem, et punkt X on kujutuse / TM'—tu“d‘pi isearane
pggkt. IImselt projekteerib ¢ tasandi Imeq) rutuni Ty ®" (n-9)-
mootmeliseks tasandiks ja kujutuse / astak punktis X on n-q.
Koikide selliste punktide hulka ruumis H! nimetame ~-stn”u-
laareueeke.

Kujutus f indutseerib kujutuse R™, mille graafikuks
on pind ¢CE4). Kui punkt x € Y? on selle kujutuse ~-tllupi
isearane punkt, siis nimetame teda kujutuse f XM1*=tllpi ise-
araseks punktiks. Selliste punktide hulka ruumis Rl nimetame
XN-singulaarsuseks.

th n
Jatkates arutlust, jouame samm—sammult edasi korgemat

R R _ ql(ﬁu- .:]_ K _ _ _
tuupi singulaarsusteni A Nahtavasti tekib ruumi @l

i 10?7
etratt/tteeerimine X4' 3 x4'9"  +#1d2a3 mis kandub @
vahendusel ka pinnale ®®BM ).
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Juhul q,= &= <B= gs=1 kasutatakse simboli EQMZ Tas
asemel Iihtsar]pt stimbolit As‘ Stratifikatsiooni A<f A23 ﬁ3*.**
tolgendame Jargmisel viisil. Kujutame ette mingi 2 pinna

valgustamist ja uhtlasi

selle pinna projekteerimist

piki valguskiiri ekraanile,

(vt. joonis). Seal, kus

valguskiired puudutavad
pinda, naeme varju piirdejoont e. singulaarsust Al. Joonel Al
vOivad esineda punktid, kus valguskiired puudutavad joont Al.
Need punktld moodustavad singulaarsuse Ap . "

Jargm|5| eingulaarsusi As, 3>2, voime naha mi tmemoot-
meliste pindade valgustamisel.

Esimestel singuhaarsustel on ka omad nimetused: A.- volt,
Ap - koirts, A3 - paasusaba, A, - liblikas, 5 - vigvam,
AN - taht (ing. fold, cupe, evtallowtall, butterfly, wigwam,
etar), vastavalt konfiguratsioonidele joonisel

Uldiselt nimetatakse singulaarsusi Ag kaepoidideke.

Joonisel on kujuﬂtatud kolm konfiguratsiooni A,, A,O A..
K%tsu teravikku naeme tasang,liva pinna~I6ikaisel tagasi-
poordeserva normaaltasgndiga Paasusaba voil:M) nahe loikes ta-
sanduva plnna tagasmoordeserva teraviku laheduses. Kui aga
tagasmoordeserval on_kaks Iahedasi: teravikku, siis, kui os-
kame vaadata, voime naha liblika sundi.

« oo

o - - - .0 Q - n _
Ka uldisemaid singulaarsusi £ voib naha pindade
valgustamisel, kuid siis juba mitmemootmeliste kiirte abil,
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voi projekteerimisel mitmemdotmelises sihis.

Singulaarsuste uurimisega tegeleb omaette teadusharu,
mis on kullalt lahedane diferentsiaalgeomeetriale ja kahtle-
mata kasutab d.g. vahendeid,. - kataetroofide teooria,, See
teooria sai alguse prantsuse matemaatiku Rene Thomi toodest
1950 aastatel ja on akad V.Arnoldi sonade jargi "ekstreemum-
ulesannete grandioosne uldlstus

3.7. Uheks peamiseks eesmargiks singulaarsuste klassi
Titseerimisel on vaadeldavate funktsioonide maksimaalne liht-

sustamine.
Olgu naiteks £y-tasandil antud funktsioon T{X,y) aren-

datuna Maolaurini ritta
f(x,y) =f +f,x + /2y + 2/ 12y + /22y2) +

+ 3/7u/y + 3 1rrX yz+ /222Y3) + ...

ja olgu O-punktis grad/ = 0. Tegemist on singulaarsusega
O-punktis. L,_Figutades pinda Z-f{X,y) 2yz-ruumis (funlq:siooni
graafikut) ules-alla, fikseerime asendi, mil pind labib O-
punkti. Siis / = 0. Lineaarliikmed puuduvad, kuna = f = 0.
Ruutliikmed ~(/n "™+ 2Ff~xy + /22y2) voime  tingimusel

112 /0  tuua xy-teljestiku pggrdega kanoonilisse kujju

12 22
H
nlar+ kry , nagu tehakse tavalise ruutvormiga. Seejarel voime

teha teisenduse

a: (X, y)" (x,y),

kus X

y

x +1@Q]7~+ ralrxy + a22y2)

y + ~M(anx2* 2a*rxy + al2y2),

n n
mille tagajarjel kaoksid ara kuupliikmed. Et tulemuses

f°d"= N.M- Xryr+... puuduksid kuupliikmed, on vaja, et

Colin Maclauriri, soti matemaatik, 1698 - 1746
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Niali 6 /1n* m,lal2+ ~ra™~ r /1 12e-
Na22+ 2MRal2 2 Nr2* ~"2a22 6 "N222”

Sllt selgub, et kordajad (A on voimalik vastavalt flkseerlda.
Nalteks kui me tahaksime funktsioonis / = OT- y + 22y vaba-
neda kuupliikmest 2xyr, siis teisenduseks sobiks

X
M

X + azy + Ry2
Y + AR+ (R-1)2y,

kus a ja R on suvalised parameetrid. Muid”ugi, (yabanedes kuup-
liikmetest me ei saa loota, et kaovad ara koérgemad astmed.
Kuid manipuleerides analoogilisel viisil neljanda, viienda ja
jl'érgmiste astmetega, voime siiski samm-sammult vabaneda nen-
dest astmetest nonda, et lopptulemuseks on {L)P,H ALy2 Iilma
sabata. Jarelikult, parast
koiki vajalikke teisendusi
on funktsiooni f{X, X/? ni-
voojooned O- punktl umbruses
kas ellipsid voi huper—
boolid, vt. joonis.

Toodud arutlus leiab aset ka suvalise Tfunktsiooni /:
L@—» R korral O-punkti m]bruses, kus grad/=0 ja det(/1™ t O.
Maatriksit (/13) nimetatakse HeBBe maa‘rikeike, tema determi-
nanti aga heeelaanlke. Difeomorfismi tapsusega on funktsioon
/ vﬁrreldﬁv ,kar}por;)ilise kujuga A,l(tll)2+ -t l'l,n(th)z. Korgla—
jaid 1+ voib veel vdrdsustada +1-ga. Vastavalt kordajate mar-
kidele teostatakse Kklassifitseerimine.

Nait. n= 2 ja n = 3 korral on kaks vBimalust: +, +- ja +++,
++-; n = 4 korral on voimalusi kolm: ++++, +++-, ++— _ Selles
seisneb tuntud Uoree"l lemma.

Ludvig Otto Hesse, saksa matemaatik, 1811 - 1874.
Harold Kalvin Morston Morse, USA matemaatik, 1892 -
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Joonisel on kujutatud kaks

voimalikku singulaarsust J2 Ja

221 kujutuse /: R2 —» R puhul.

Mdlematel juhtudel grad/ = 0,

kuid esimesel juhul on Hesse

1 maatriksi (/+J) astak 2, teisel

jJjuhul aga 1. Esimesel juhul kehtib Morse®i lemma, teisel ju-
hul aga mitte.

3.8. Juhime tahelepanu terminile muutkonnad tabelis
Ik. 18.

Olgu antud mingi topoloogiline ruum M, kaetud loenduva
arvu lahtiste umbrustega, mis on homoomorfsed Ti-ruumiga RI1.
Paare (u1,%), -kus U on nkaA umbrusteat Ja vasta\(/mhomoomorfism
U—» Brl, nimetatame kaartideka. Homoomorfism ¢ maarab umbrusel
U koordinaadid. Koik kaardid moodustavad ruumi M atlaae. Kui

kaartide m,p) ja @,}) umbru-
sed l16ikuvad, siis kompositsioon
a = dop-1: p(n 1 U) —» d(n n V)
mgz;rab [M]hisosal Uun lj koordi-
naatide teisenduse. Kujutusi a
~ nimetatakse uleminekufunktsloo-
nideke. Kui koik uleminekufunktsioonid kuuluvad klassi C ,
siis antud atlast nimetatakse Cu-atlaseks ja ruumi M Cu-di-
lerentseeruvaks muutkonnake lihtsalt Cu-muut*onnafee. Tava-
line n-ruum R* on muutkond uhe standardse kaardiga. Muidugi
me lubame Rn-s ka koordinaatide teisendusi.
Muutkondadest on vaja raakida
selleks, et oleks voimalik
uurida keerulisemaid pindu jt.
moodustisi, kus pole vdimalik
defineerida koordinaate nagu
n-ruumis R1l. Lihtsamad muutkon-
nad n= 2 korral on sfaar,
toor, aareta Mobiuse leht, Kleini pudel (vt. joonis).

August Ferdinand. Moblus, saksa matemaatik. 1790 - 1868;
Feliks Klein, saksa matemaatik, 1849 - 1925.
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NAIDE. Neljamootmelise muutkora[ia moodustavad sirged koi-
memootmelises ruumis, sest sirge maaramisel on vaja fikseeri-
da 4 parameetrit, nt. sirge I8ikepunktide ordinaadid ta-
sanditega X = 0 jJja y = 0. Kolme-, kahe- ja uheparameetrili-
sed sirgete parved on selle muutkonna alamnuutkonnad: komp-
leksid, kongruentsid, joonpinnad.

Joonpindadest me tunneme
koonust, silindrit, uhekattelist
n «
huperboloidi, huperboolset para-
boloid!, tasanduvaid pindu,
mille moodustajaiks on mRAn_gi
ruumilise joone (e. tagasipoor-
deeerva) puutujad. Kongiuentsi
moodustavad nt. pinna normaa-
lid. Kui ruumi igas punktis el
aﬂ d mingi siht, siis voib
raakida sirgete kompleksist.
3.9. Kaarte kasutatakse kujutuste lokaaleel uurimisel.
Olgu P:M1-> M2 muutkonna M1 kujutus muutkonda M2 ;
@O 9 ) - kaks kaarti muutkonnal M1 ja @2.92), (12,42)
b v
- kaks kaarti muutkonnal M2, kusjuures Fd”) c U2* F(ul)c Ug-
Kui I”"n Ul jt0, siis ka U?n U2 * 0, eest FO~n 0l1) c U2n Ug.

Tekib kormrutatiivne diagramm

al o

A—L—»B
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B=<®Ug N 02)_ a ja 0 on Uleminekufunktsioonid Umbrustel

V ut ja u2nu2,st. a=0¢"1,b=3921» nine / = 02%PI
ja / = p2?¢“1. Kujutused / ja / esitavad kujutuse P vastava-
tel kaartidel. Kujutuse P omadusi, mis kdikvoimalikel ule-
minekutel a*b:f *» f Uhelt lokaalselt esituselt teisele ei
muutu, nimetatakse iInvariantseteks omadusteks. Suurusi, mil-
lel on invariantsed omadused, nimetatakse invariantideke.
Kujutuste diferentsiaalvariantidega me kohtume allpool

"n
kolmandas peatukis.

Kaks lauset motlemiseks.
1. Kujutuste kompositsiooni esitus on vastavate

esituste kompositsioon.

H = GF,
g = 030021, / = $2Pp~L = h = h3HP“1,

ft* «N

q ; ~ 1
2. Uleminekufunktsioon a™=
esitus kaartidel W, ja Uo)-

b on samasuskujutuse 1

Markus. Allpool, raakides ko&ikvoimalikest tuletistest
eeldame vastavate funktsioonide diferentseerimist.
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2. peatiukk. VEKTORVALJAD JA DIFERENTSIAALVORMID

Sammume julgelt edasi, et veelgi laheneda diferentsiaal-
gsomeetria probleemidele. Eelmises peatﬂkis me négime, (Iet
kdikjal kehtib teatud duaalsuse printsiip: injektsioon - sur-
jektsioon, monomorfism - epimorfism, immersioon - submersioon,
vektorruum ja tema kaasruum, vektorid - kovektorid, lineaar-
kujutuse korral kaaskujutus, tuum - kotuum, kujutis - kokuju-
tis. Seda ideed vgljendab ka kaesolev peatlljlkk, kus juttu
tuleb duaalseteet ja lksteist t'éliendavatest mbistetest -
vektorv.lsllljadest Ja diferenteiaalvormidest.

§ 4. Vektorvglljad

4.1. Oleme jglle ruumis Ir . Kasutame veerumaatrikseid
u ja x punktide ja vektorite tahistamisel . Vektoreid punktis
u € KL voib defineerida kahel viisil.

1. Liikugu punkt ruumis RIl piki trajektoori u(t) ja
tema asendiks hetkel t = 0 vaadeldav punkt U, st. U(0) = U;

X=u(0), -—-selle punkti Kkiirusvektor ja
7 uo dhtlasi trajektoori puutujavek-
=0 / tor punktis u on maaratud tule-
7 tistega U(Y) vahrtusel t - 0.

TAhiétame x =u(0) ja &tleme, et punktis u on defmeeritud
vektor Xu, mille komponentideks on X. IlImselt voime suvalist
siledat funktsiooni ¢: Rt * Rpiki joont u(t) diferentseerida
ja rgl;\kida selle tuletisest vektori Xu suhtes:

Xvp = |* o* Arvestades, et diferentseerime liit-
funktsiooni, saame valemi

Xmp = g1 M)X1,

kus kordajateks on ¢ osatuletised punktis u, vt. 3.1, lk. 14.
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2. Defineerime punktis u diferentsiaaloperaatori
Xu: ¢ »* Xud, mis igale siledale funktsioonile ¢: RIE*R seab
vastavusse mingi arvu Xvp £ R. pga nbuame, et iga funktsiooni-
paari  ¢,d korral
Xm@ + @) = Xup + Xud,
Xm@ ) = Mxup, V k €R,
X (@-4) = Xvp-p(n) + hn)-Xu.

Muide, siit jareldub kohe, et XqK = 0. Kui rakeridada operaa-
torit Xu funktsioonile ¢, arendatuna punkti U umbruses Tay-
lori ritta

d(@ = o) + pxrME - u)™ L ol MW@ -0 A - m)3+...,

arvestades seejuures koiki reegleid, Baate samasuguse valemi
Xup = bl MYTL, kus Ti= Xyll, Gl on koordinaatfunktsioonid.

Jg'\relikult vgib joone puutujavektorit t/élgendada nagu
diferentsiaaloperaatorit (koik tingimused keﬂﬁivad!) ja ka
vastupidi, 1iga diferentsiaaloperaator Xu on maaratud suurus-
tega X ja teda voib moista nt. kasvoi sirgjoone u(t) = Xt + un
puutujavektorina. Konelgem lihtsalt, et punktis n on antud
vektor Xu ja tema komponentideks on n arvu X.

Kui igas punktis U € Rll on fikseeritud mingi vektor X ,
siis on ruumis RR antud vektorvalt X. Sel juhul s8ltuvad kom-
ponendid x Wordinaatidest u, st. x = xu). Vektorvalja X
puhul voib raakida funktsiooni ® tuhetisest Xp = (E%.X , Mis on
funktsioon - mitte arv, nagu Xud. Kull aga

Xp(n) = Xup, V un € R,

n 1 v
4.2. Vektorvaljaga on seotud jargmised moisted: trajek-
toorid, voog, invariandid. Olgu ruumis Rl antud vektorvali X
komponentidega x(u). Koostame diferentsiaalvdrrandite sisteemi

n=x@).

Teooria kinnitab, et lahendid Ut= dt(u) eksisteerivad, iga t
korral O-punkti umbrusest kujutus at: uh=> ut on difeomorfism

Brook Taylor, Inglise matemaatik, 1685 - 1731.
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ning iga 3 ja t Iq)rral Q-punkti umbrusest kehtib vdrdus
°S®ab= agy - Siit jére!idub, et t =t0 korral ay, on samasustﬁi,—
sendlljls 1,m ja a =a- . Teisiti t')e‘ildes, kujutus t*» a. maa-
rab uheparameetrilise teisenduste ruhma. Sel juhul on tavaks
kirjutada at= exptx.
Joont at@) nimetatakse
punkti u trajektooriks. Kuna
t muutudes iga punkt [liigub
piki oma trajektoori, tekib
ruumis @&! voog a-..
Vaatleme funktsiooni @ RL-¢ @ korral kompositsiooni
<p°a . Ilmselt on funktsiooni h°a. vicliartuseks punktis U funkt-
siooni vnggrtus punktis u«=§ar.i(u), st. ¢)°ax.(u) =d)(l/|u.),
V U € K11. Naeme, et funktsioon $0" kandub t muutudes vastu
voogu. Seejuures

« VvV uUuryv 1

Kui funktsioon ¢ on vektorvalja X trajektooridel konstantne,
siis ¢°a. = ¢ Jja Xp s 0. Sel juhul nimetame Funktsiooni ¢
vektorvgllja X invariandike.

Urdiselt on vektorvgljal X n-1 séltumatut invarianti

12,...,In (p funktsiooni nimetatakse soltumatuks, kui nende
Jacobi maatriksi astak on p). Need invariandid maaravad sub-
mersiooni I: @t % RHIl-1, s.o. projekteerivad ruumi Rl piki

trajektoore ruumi Ri-1.

Peatume veel juhul, kui vektorvélja X komponendid X(U)
sO6ltuvad koordinaatidest U lineaarselt ja homogeenselt, st.
X = CU, kus U ja X on veerumaatriksid ja C on mingi konstant-
ne nxn-maatriks. Sel juhul avalduvad stisteemi U = CU lahendid
kujul ut= e®tu maatriksi ct eksponentsiaali

eCt=E + Ct + C2 |- + ...+CA +...

abil. Alati, kui vdimalik, peame silmas skeemi

n==Cc6U => ut= eCtu.
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Toome nuud naiteid.
4.2.1. Olgu €£y-tasandil antud sisteem U = X(u) ja ta
lahendid ut= at() kujul

fX=2 fXt= 2t + X
1Y =1, ly = -t +y.

Tegemist on vektorvaljaga
X(2,-1), mille trajektoorideks on sirgjooned ja invariandiks
funktsioon ¢ = X + 2y. Kontroll: ¢ =1 + 2y = 0.

4 2.2. Qalle xy-tasandil:

'E'- 1 fX=t+X
r r . IVt-rbr -
Vektorvalja X(1,y ) trajektoorideks on vdrdhaarsete hiper-

boolide harud, invariandiks ¢ = X + y. Kerge on kontrollida
seost a_» = a

S+t"
ST (- B+¥)=  (8+D)+X, T j.
°s4 4
O+X 1 yg )
4.2.3. lIkka veel xy-tasandil:

n L fcosE -sintl LZAN
vi=Mli o x Y» lytdl= Isint costj * UWJ-

Lahendite leidmisel kasutame skeemi

F=cu = ut= e

ot =%
) 312 O

=u A les [ 7 =
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Vektorvalja x(-y,x) trajektoorideks on kontsentrilised ring-
jooned, ‘Vilnvariandiki ¢ = 2?7+ y2. Voog aC kujutab endast ta-
sandi pooret vastupaeva.

4.2.4. Olgu xy—tasancHIiI sistéem u = Ct maaratud maat-
riksiga C=akE + M, kus E = [J °], 1= (¢ “J,], a,b eR.

Siis eC”= aa*(E cosot + | sinbt).

a>0 a <o a =o0 Korval pn toodud faasi-
QJ. ) portreede klassifikatsiooni
b>0 (i) O tabel: mittestatsionaarsed
b<0 o> 0 O fookused (a > 0), statsio-

naarsed fookused (a < 0) ja

poorded (a = 0).
Invariandi  selgitamiseks kasutame polaarkoordinaate
®.9), X = p coBp, Yy = p 3rmp. Voog at: ,y) h- &t,yt) on

polaarkoordinaatides(p?) @\ «@\.), kus pt= p eat, "= ¢ + bt.
Jarelikult, invariandiks on p exp(- ™ ¢). Trajektoorideks on
logaritmilised spiraalid p = pQezp("™ ®)-
4.2.5. Juhul
o-e g)-*» «c-1i.
a>0 on voog at elliptiline poore, tra-
Jjektoorideks on ellipsid, invarian-

diks oti2- Ry2.

4.2.6. Juhul

\t
C= [E£], kus \,Ji €R, eCt= I

on invariandiks O™y \ Lihtsamad faasiportreed :
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Cop N

L = u <0 - kokkusurumine, X =y > 0 - venitamine,
0,,@ = (2,-1) - stabiilne solm paraboolidest,
Al = ,1) - mittestaliiilne solm paraboolidest,
a,u) = (@,-1) - sadul huperboolidest.

r

4.2.7. Kui xXyz-ruumis

X 010 X 71 t tz/2 X
Yy = 001 X y , siis vt = 01 t Xy
z .0 0 0. . Z .001 . »2
sest
M1, n o 0] ro 1o ro r 1t t?21
C= 00T .ec*= 010 + 00Tt+ oo M2 Ty
000 Bol R OO 050)2= 100 1)
Vektorvaljal 0) on kaks sOltumatut invarianti: Z ja

y2- 2XZ. Muuseas, teine invariant on ruutfunktsiooni
X +yt + 2z © diskriminant.

Trajektoorideks on paraboolid
tasanditel z = z

42 8. Uldistame eelneva olukorra neljaméotmelisse ruu
mi. Votame ruumi (04 koordinaatideks (u,u” ,U",u™"). Vektorvalja
X" .u®".tT.0) korral Xu = u®, X2u = u", X3u = u",

10 . Vv 1t t2/2 t9/6 FU1
c= 0010, u 01 t 22 , w
000 1 U 00 1 ¢ w
G00O .00 0 1 U

invariante on kolm: D1= U - vy~ + wr d2=u" Z(Er

3UT):
D3= u". Kontrollige, et XDl= XD2= XD3= 0. Trajektoorideks on
kuupparaboolid. Tasandil u"'=1 on u - 21+ ~u")3.
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Dg= U™ - ~ ning D

uu+ut +u"\t—2+gt:c

(3DL Y+ (202)3 on kuupfunktsiooni
diskriminant.

Vorrand D =0 mggrab U Uu"-
ruumis sanduva pinna, mille
tagasipoordeservaks on kuup-
p;}‘abool MX= E /6, /2, ©).
Toepoolest, puutujal

Mt+ AJIN=(E3/6 + A/2, 1©2/2 +U, t + X) on D1(Mt+ XICV)= \9/3,
D2 (Mt+ MC) = -\2/2, DM+ W ) = 0. See leiab aset ta-

sandil U"= 1, kus punkt (t*/6, t©2/2, t, 1) liigub piki punliti
(0,0,0,1) trajektoori. Osutub, et kuupfunktsioonil Ut on uks
voi kolm reaalset juurt vastavalt sellele, kus asyb punkt
(U, u", u", 1) tasanduva pinna D = 0 suhtes: kas valjaspool
holmu voi nende vahel. IEIUi see punkt asub tasanduval pinnal
D = 0 voi selle tagasipoordeserval, on kuupfunktsioonil vas-
tavalt kahe- voi kolmekordne juur.

Nende arutluste juurde tuleme hiljem veel tagasi,

ve. 11.2, 1k. *134

4.3. Koiklvektorid punktis U € RIl moodystavad vektor-
ruumi, mille tahiseks on T dc . Ka koik vektorvaljad moodusta-
vad vektorruumi (ule korpuse @® Jja selle vektorruumi baasi

moodustavad osatuletiste operaatorid <9 = — .. Toepoolest,
1 _aul
kui X on mingi vektorvali komponentidega OI', siis iga dife-

rentseeriva funktsiooni p korral on Xp = o¢..I1, kus ¢ =" ;
1 1 oul
jJarelikult,

X =3 X1.

N Vv 1f
Seda valemit tuleb Oigesti moista. Siin voib tekkida vaike

segadus: kas avaldis g+l on operaatorite lineaarkombinat-
sioon kordajatega X1 voi on tegemist koguni osatuletistega
nr . Arusaamatuste valtimiseks lepime kokku, et sunmeerimi-

Oul
sel diferentseerimist el toimu, st. summeerimisindeks 1 vii-

tab lineaarkombinatsioonile, kull aga Kirjutist 0+X kus
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- _ _ hT ol .
summeerimist pole, tuleb méista osatuletisena — . Stmboli

n.- 3r asemel voiks kirjutada ka xd , kuid selaujluhul tekib
Uiemlnekul maatriksvalemitele veel suurem segadus; nt. baasi
teisendamisel d = dA on selge, et O"A”" on lineaarkombinat-
sioon, kirjutisel Ag aga pole motet, kuna & on reamaatriks.

Margime, et vektorld d on lgas punktls u € @ lineaar-
selt séltumatud sest vordus =0 tahendaks et suvalise
funktsiooni ¢ korral oleks ¢1C+= O0» mis pole vdimalik.

Fikseeritud 1 korral on vektorvalja dz trajektoorideks
koordinaatjooned, mis on paralleelsed t~-teljega, invarian-
tideks aga koordinaatfunktsioonid "5, kus j t i.

Operaatorite d+ poolt moodustatud baasi nimetatakse

naturaaleeke baaelke.

4.4. Diferentseeruda kujutuse /: [Rt» L diferentsiaali
T / voib defineerida ka kasutamata Jacobi maatriksit, vt.
3.1, bkk. 15.

Votame ruumides TJRU ja (MR®, kus v = /(u), kaks vekto-
rit Xu ja Yv ning nimetame vektori Yv vektori Xu kujutiseks,
kui suvaNIise diferentseeruva funktsiooni ¢: Ori* R korral
kehtib vordus

Y = Xu (40/).

Minnes ﬂle komponentidele, vaib E)elda, et ®ay = /\3r Jja
ya= Tl Xx.

kus (/’>) on Jacobi maatriks. M&lemad deflnltsmonld on sama-
vaé'lrsed Eelistatum on uus definitsioon, mis vbimaldab kuju-
tust T7: X 2 Yv defineerida koordinaatide abita.

Lisagem, et Jaoobi maatriksi (%) veerud punktis u € Rl
vastavad operaatorite kujutistele, kui neid vaadelda

naturaalses baasis (da)v:

V < 6i>u=

lirmersiooni korral moodustavad vektorid Tu/(61) pinna
/(IR1D) puutujatasandi baasi punktis v = /().

NAIDE. Pinna defineerimisel vektorvBrrandiga T = 'l'i(u,i>)
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on operaatorite kujutisteks vektorid ?u, ja nende
lineaarkatteks pinna puutujatasand, vt. 3.5.5, Ik. 19.

4.5. Nagu oeldud kutsub voog a.= exth esile funktsioo-
ni ¢ liikumise: ¢ = ¢°a.. kone alla voiks tulla funktsiooni
¢t esitamine Maclaurini reana

h=0p+dt+d£22 + ... ,

kus "= X, o*= X2, --- ;ﬁttes kdrvale sta@dardsed kinnitused
rea koondumise kohta, naeme me siin voimalyst Kirjeldada
funktsiooni ¢~ 1ilma et oleks vaja lahendada susteemi u=£(u).
Vastupidi, rea koostamisel on vaja leida tuletised o
®",... voi vastav diferentsiaalvdrrand, mis neid tuletisi
omavahel seob.

4.5.1. Olgu ngiteks, ,Zyz-ruumis antud vektorvzuali
X(1,0,fc), k € R, ja me tahame kirjeldada funktsiooni

o = y2- 72- 1)

I/iikumist- Kuna ¢"= X - kz, o*= 1 - X, ¢"= 0, siis rida
lopeb parast kolmandat liiget:

P= AT+ y2- 72~ 1) + X - kDt + (I - kr) ©/2.

Antud juhul lahendub stisteem X = 1, y =0, Z =k lihtsalt:
Xt= t+ X, yt=y, zt=kt + z, ja me saame sama tulemuse ka
otseselt:

= ~L (@ + xR+ y2- (kt + Z2)z- 1].

4.5.2. Teine olukord Kkujuneb ;ly—tasandll funktsiooni
¢ = 2" Tiikumisel vektorvglja X(-y,X) mOJuI_ Seal juures oleme
komplekstasandil, kus z - X + yi. Sel juhul Xz= iz, ¢"= 1y,
¢+ n2g= O. Viimane seos on diferentsiaalvorrand, mille
Iahendlks on ¢ =¢ cosnt + 7 (Tsinnt.

Minnes Ule polaarkoordlnaatldele = p cosO0, y = psind,
saame zn= pn (cosnQ + i sinn0) ja

d = pn[cosn(0 + © + i sirm(0 + B)]-
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Kuna voog pooi*ab tasandi punkte vaetupaeva iUhtlaselt»
poorab funktsioon " ennast 3aiwa kiirelt vastupidises suunas,
st. paripaeva.

ILKpt
Joonisel on kujutatud funktsiooni y
= (R- y2)oos2t - 2XU sin2t + [2xy cos2t + (QR2- yZ)Bin2t]i
r. -
reaal- ja imaginaarosade nivoojooned pgtm)rdel paripaeva (71=2).

4.6. Peale lineaartehete, st. vektorvaljade liitmise X+Y
ja nende korrutamise funktsioonidega gX, on olemas veel euiu-
operateiocn

[XY] = XY - YX.

v v tl
Seda operatsiooni voib tolgendada jargniselt. Olgu X ja Y
vektorvglljad ning ' Ja y4 neile vastavad komponendid. Kuna

diferentseeriva funktsiooni ¢ korral X = ¢p£X1, Y = pJV»
siis
XY = (xp3)y3+ d1(Gyl) = p+j Xy p1(xyl),
YXp = ML)+ 91 X1) = n X*-y3+ p1(¥X1),
dzo

0. = - .
J du du2 .
Sohwarzi teoreemile, ¢1;F ¢4 Jarelikult,

kus on teist jarku osatuletised ja, vastavalt

DXY] ¢ = p1Qyl- YX1).

Operaatorit [XY] mgistame vektorv;aljana, mille komponentideks
on Xy4— YJT. Tapsemalt, vektorvlalllja [XY] i-ndaks komponendiks
on vektorvgljade Y ja X C-ndate komponentide tuletiste vahe
vastavalt X ja Y suhtes.

Erijuhul, kui X ja Y komponendid sdltuvad koordinaati-
dest U lineaarselt ja homogeenselt, st. 1 = Au jay = Bu, kus
A ja B on konstantsed n*n-maatriksid, avalduvad vektorvalja
[XY] komponendid kujul -[AB]JU, kus [AB] = AB - BA. Maatriksit
[AB] nimetatakse maatriksite A ja B kommutaatoriks.

Hermann Amandas Schwarz, saksa matemaatik, 1843 - 1921.
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Vektorvalja [XY] teket voib tolgendada Jargmisel viisil.
Naitame esiteks, kuidas vektorval j ja X mo;utab teisendus b.
Vastaku vektorvaljale X voog
at= exptx. Punkti u trajektoori
kirjeldab [liikuv punkt at(u).
Teisendusel b teisenevad punk-
tid u ja at(@) punktideks b(t)
ja b(at(u)) = bath~1 (b(u)).-
Voog a,, teiseneb voolﬁs baXb—l,
mis vastab vektorvaljale TbX.
Toepoolest, vastavalt kujutuse
diferentsiaali definitsioonile
4.4 1k. 34, naeme, -et 1iga diferentseeruva Tfunktsiooni <
korral

(X)) & =X _t (¢b) = (pobat) " (b~1 (W)), Q)
b @

st. (TbX)d = (hobecup-1 )*_0 ja batb_l=exp TbX.

Asendades valemis (*) funktsiooni ¢ koordinaatfunktsiooniga
n , selgub ka, millised on vektorvgllja TbX komponendid,
nimelt @pX*1)eb_1, kus (©*) on teisenduse b Jacobi maatriks.

Nii voib arutleda ka teisenduse b_— expTY korral kut T
on fikseeritud: vektorvali X telseneb vektorvaljaks Tb_X.
Oeldakse et voog b _kutsub esile vektorval ja X deformeerl—
mise ja seda klrjeldab parameetri T muutudes vektorvall Th™X.
Vektori  (Tb"X)u muutumise Kkiirust igas punktis € Rl on
véimalik hinnata tuletise abil

o X" :Ilml (ThX - X),

x=0 Xx-0 T

mis annabki tulemuseks vektorvalja [XY] vektori. Tgepoolest,
diferentseerides komponente (GY**)ob-1, kus b asemel mdistame
b , parameetri T jargi kohal T = 0, arvestades seejuures, et
(GOMHN 0= Yie (00N 1M-0= YEFP AJ™ muutub uhikmaatriksiks,
saame lopptulemuseks Xyl- YX1, s.o. vektorvalja [XY] kompo-
nendid.

Ka siin on vdimalik rakendada tuletisi Maclaureni rea



moodustamiseks. Tahistame X = TD X ja margime tuletise
(TbxX) ;=0 lihtsalt primiga X"; jargmised tuletised tahistame
(M™X" Pb_q jne. Seega voib kone alla tulla avaldis

2
XX: X + XY + X* E‘ +...,

mls klrjeldab vektorvalja X muutumist voo b mojul. Kinnitame
oeldut jargmlste naldetega

4.6.1. Olgu xy-tasandil antud vektorvali X(-y,X); vastav
voog on tasandi poore umber O-punkti. Vaatame, kuidas seda

voogu mgjutab vektorvgli Y(1,0).
Arvutame sulud
X1 ©.-1),[[XYIY] =0,...
Ja koostame rea:
. XX: X + X'T .
Komponendid (—y,ﬁ(HT) ng\itav?d, et vektorvglljale X, vastab
samuti tasandi poore, kuid umber punkti (0,T). Parameetri T
muutudes kandub voog (keeris, vesip[ljlks, tromb) muutumatult
vasakult paremale, vt. joonis.

4.6.2. Mojutagu nuud vektorvali Y(-y,X) vektorvalja
X(1,0). Seekord X" (0,1), X"(-1t0) ja X"+ X = 0. Saame dife-
rentsiaalvdrrandi, mille lahendiks on

XX= XcosT + X"sinT.

"
Komponendid (cost, sinD naitavad, et paralleelnihete suund

Xt poorab ennast vastupaeva.

V6Irreldes voogu a . tuule-
ga, haeme, et hetkel T=0 puhub
Ifn

tuul laanest, hetkel u= p Iou—
nast.

4.6.3. Vektorvaljade X(X-a,y) ja Y (X,y) korral [XY](-a,0),
[1XY]Y]1(-a,0),...t st. X"= X"= _..= X(k\ V k. Parameetri T
muutudes -M-st +oo-see eemaldub vektorvali X~(x-aex,y) ekspo-
nentsiaalselt valjast X I6pmatusse.
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4.6.4. Maatriksite

00 O '00 -1* |- O 1
A= 00-1 ja B= 00 0 kommutaator on [AE] = 1 0

01 O. 10 0. [o 0
Seega vektorvaljade X = j-zj jaVyY = | oj korral [XY] = | £]-

Kaks pggret Xyz-ruumis, uksv'm'umbe_r X-telje, teme umber
[ ]

y-telje, tekitavad kolmanda poorde umber Z-telje. Naeme ana-

loogiat guroskoobi efektiga ja Coriolisi kiirendusega.

§ 5. Diferentslaalvormid

5.1. q\jferenteiaalvorm on kovektorvali ruumis R1, st.
kui vektorvalja moista vastavusena

X:u € IRl Xu € OVRL,

siis diferentsiaalvormi tuleb moista vastavusena
dp: U€R F @Pu€Tﬁ R,

k%S) T* Rl on vektorruumi T Kl kaasruum. Seejuures varmi ®
vaartuseks valjal X nimetame funktsiooni ¢(X), mille vaartus
punktis u on ou &u »

@O W) = tm(xn).

Diferentsiaalvormi lihtsaim ngide on diferentseeriva
funktsiooni ¢: @ —> R diferentsiaal dop, mis defineeritakse
valemiga

<Sp(X) = Xd,

K
kus X on suvaline vektorvali. H
Juhime kohe tahelepanu sellele, et uldjuhul ei ole

Gaspard Gustav Coriolls, prantsuse fuusik Ja matemaatik,
1792 - 1843.
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diferentsiaalvorm funktsiooni diferentsiaal, st. Uldiselt ei
eksisteeri funktsiooni, mille diferentsiaaliks oleks antud
vorm. Kui aga selline funktsioon eksisteerib, siis nimeta-
takse vormi tapeeke.

Diferentsiaalvorm ¢ maar%?/ igas ruumis TUFﬂ anﬁmul laatori,
mis on selle ruumi (-1 )-mootmeline alamruum. Tapse vormi
puhul ¢ = dp on need annullaatorid nivoopindade ¢ = conet
puutujatasandid.

Me teame juba, et osatuletiste operaatorid d, moodusta-
vad igas ruumis T IR bagsi ning suvaline vektorvali on aval-
datav kujul X = d.xr. Nuud aga moodustavad koordinaatfunkt-
sioonide difere)gtsiaalid duM (tapsem oleks Kkirjutada du)
igas ruumis duaalse kobaasi ja suvaline diferentsiaal-
vorm on avaldaiiav kujul @ = ¢ dul. Ilmeelt dul(dJ) = dJulz 6’:‘]
ja 6O = q3r.

5.1.1. xj2-ruumis on diferentsiaalvorm ydr = xdu + dz
plussmé{rgi korral ttmapne, sest ta on funktsiooni xy + Z dife-
rentsiaal, miinusmgrgi korral aga ei ole tépne.

5.1.2. Jareldus Greeni valemist: diferentsiaalvorm
1
Pdr + Qdy on .zy-tasandil lokaalselt tapne parajasti siis,
- 6q _ OP
kut 4o Qy
5.2.Eelpool nagime, et kujutuse /: [Rt* Rl diferentsiaal
Tf viib vektorid ruumist [l ruumi IRR. Ettevaatust: T/ viib
vektorid vektoreiks, mitte vektorvaljad vektorvaljadeks. Nuud
lisame, et kaaskujutus T / toob diferentsiaalvormid ruumist
K" vastupidises suunas ruumi [Rl

® h- o = dot/.
Seejuures j'élg\b t'épne vorm t‘é‘\pseks

c3poT/ = clpof)t

mis jareldub valemist Y~ = Xu(@°/), vt. 4.4, bk. 34. Nii
diferentsiaal T/ kui tema kaaskujutus T*/ on maaratud Jacobi
maatriksiga. Valemid

George Green, Inglise matemaatik, 1793 - 1841.
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ya= fl Xs ja o+= pa/f

on duaalses vastavuses, esimene neist seob vektorite XV| ja Yv
komponendid, vt.4.4, teine aga kovektorite ja ¢u= ®V°T/
komponendid.

Juhime t‘:‘alhelepanu markusele 3.1, Ik. 15, mis oli tehtud
ebakorrektse valjendi ya- /“ (rl )-kohta, praegustes tahistus-
tes va= Yeelgi ebakorrektsemalt kirjutatakse dua=/"<3uf
Ainudige on siin Kkirjutada mitte dvat vaid <3a»T/ voi
d(yaof). Kui meie edaspidi traditsiooni jgrgides ikkagi Kkir-
Jutame valesti, siis me ei tohi unustada deldut.

5.3. Diferentsiaalvorme on voimalik omavahel liita @ + ¢
ja korrutada funktsioonidega ¢f. On olemas diferentsiaai-
vormide vaiiekormtie ¢ n ¢, s.o. bilineaame kujutus, mille
argumentideks on vektorvgljad X, Y:

000 60O
nE D= e e

Naeme kohe, et o ndp =-bnd Ja ¢ n ¢ = 0. Valiskorrutisi
voib samuti omavahel liita ja korrutada funktsioonidega.
Vglliskorrlg;iste lineaarkombinatsiooni nimetame 2—vomi|_r|1e.

On mdeldav defineerida p diferentsiaalvormi valiskor-
rutis p-lineaarse kujutusena

bn P (it..x )= 00O

Ja moodustada vastavalt ka p-vormtd. Siit saab alguse valle-
vomid<E“ teooria,

Peatume lahemalt 2-vormidel. Kui vormid on antud valemi-
tega ¢ = ¢0.C&1 ja ¢ = ¢.3u*, siis nende valiskorrutis on
esitatav jgirémiselt:

G AD=00IAEM N dur,

kus oo g} Toepoolest, votame argumentideks
X —d&X*,Y = Ja arvestame, et dul du*(X,Y)=— X yN-X"yl .
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Toestyse voib lopuni viia lugeja.
Uldine 2-vorm on esitatav kujul

9 = elJaul™ & N1

kus kordajad O~ on koordinaatide tB'suvalised funktsioonid
1B kaldsummeetrilised indeksite | ja J suhtes, st. 0iJ Oji*

M&tlemiseks: naidata, et xy-tasandil on dtp n @b vaartus
operaatoritel Jja Jakobiaan

%@
1001 = 91 ¢2

5.4. Duaalses vastavuses vektorvaljade suluoperatsiooni-
ga O»Y) » [XY] on diferentsiaalvormide vaii edi ferénteeerl -
wine D: ¢ m Dp. Operaator D seab igale 1-vormile ¢ vasta-
vusse 2-vormi O¢d ja rahuldab j'?;irgmist kolme tingimust:

1. 0 + @) = DX O,
2. 0@ = @Ghn b + ¢Od,
3. Q) =0,
kus @, ¢ on suvalised l-vormid ja ¢ - suvaline diferentsee-
riv funktsioon.
Jarelikult, kui vorm on antud kujul @ = ¢xdu t siis

Op = a[1p~JA41 n du*.
Toepoolest, kuna @= djp~Ndu”, saame NPFE3WI3nl= 6 pldurAdul=
= n+n dud+ Oj<prcluiA dul) = 0 j@L )dulA duj=
=9 du®3.

2-vorm O¢ On vormi ¢ valladlferenteiaal.
N Kolmas tingirr)lus thebﬁ et tgpse vormiw valisdiferentsiaal
vordub nulliga. Vaikese tapsustusega on oige ka vastupidine
lause: kui Ixp = 0, siis on vorm ¢ lokaaleelt tls[\pne.

NAIDE. Xyjz-ruumis on l-vorm antud kujul
¢ = Pdr + Qdy + Rdz,

kus P,Q ja R sdltuvad koordinaatidest X, y ja z. Tema valis-
diferentsiaal on
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DO = CiPA @r+ dQA CY + CZRA (IZ =

“ 98- % J)ax AN + <5g- W)k Adz + <sl - 55)ten A o

Tuntud Stokesi valem (Ja ka Greeni valem tasandil) on aval-
datav kujul

X =/ Bp.
au n

kmB U on kompaktne piirkond ja OU on pind e. raja, mis piir-
konda U Umbritseb. Teatavasti jéreldub Bellest valemist, et
D=0 korral on vorm ¢ tapne, vt. ka 5.1 .2, Ik. 40.

1 M
MARKUS. Valisdiferentsiaal on defineeritav ka valemiga

WhCLY) = X)) - Y@C)) - d(IXYD),
kus X ja ¥ on suvalised vektorvé{ljad.

Toepoolest, olgu X = 01, Y = 06~yl, ¢ = ¢p+@L, siis
X(@O™)) - Y@CD) - o(XYD) = X(plyl) - ¥~ X 1)- ¢l X¥1-YX1)=
= Xt~ 1- YhIX1= < n OUAX.Y).

5.5. Tuletame meelde, kuidas vektorvali ¥y mgjutab vek-
t%rvalja X, vt. 4.6, Ik. 37. Voog b,= expTY tekitab vektor-
vailja XX: )‘Eb X, mis parameetri T muutudes Kkirjeldab vektor-
valja X deformeerimist.

Voog tx kutsub esile ka diferentsiaalvormi ¢ deformeeri-
mise ja seda kirjeldab diferentsiaalvorm

Ox= p°Tb .
Siin on samuti loomulik kénelda tuletisest ®¢"= lim -(¢ - ),
-0 X X

aga ka korgematest tuletistest ja vastavast reast

Lahtudee ilmsest vordusest
(@oTOX)(Tb_xX) = (@CX))*bx
ni v n
ja diferentseerides selle vorduse mélemaid pooli T jargi

George Gabriel Stokes, inglise matemaatik, 1819 — 1903.
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kohal % = 0, saame
0" Q) - d(XT) = Y@  Ja ¢ O = ¥@CD) + (X )
Kui minna ulle esitusele X = Y - pdyl, ¢ ~
leiame " ) = Y(P3r1) + ¢l <XyA- Yrl)= (Y@l ciui+ qdyi) (X>-
Tulemuseks on valem, mille jargi voime arvutada ¢~
b= YolGE 1+ ¢™3yl.

] B A
NAIDE. xy-tasandil on diferentsiaalvorm ¢ = Y&E - X31J

vektorval ja Y{-y,X) suhted |nvar|antne b "= 0, (p = ¢; vektor-
valja Y{Xfy) suhtes aga "= ¢ e" f sesx h"- 2¢.

V.V It
Meil oli room tutvuda vektorvaljg. ja diferentsiaalvormi
Lie tulatiatega.

8§ Z. Jaotus ruumis R

6.1. Vaatlememe ruumi R’. Olgu igas vektorruuwis T™.R
fikseeritud mingi p-raoctmeline alamruum A (tasand), Utleme,
et Pn-s on autud Jaatus, A.

Jaotuse A v0|vad maarata p lineaarselt soltumatut vektor-

valja X1 ....X , mis igas punktis u c R‘ moodustavad tasandi
A,, baasx, voi ka n-p lineaarselt so6ltumatut diferenisiaal-
vorrel wp U, ...,c/1, mille annullaatoreiks igas punktis u c Rr-

on tasandid A™.

Nimetame immersiooni ¢; V —» RL jaotuse A lahendike, kui
1ITTp = A, st. kui koik. pinna ¢(7) puutujatasandid kuuluvad
Jaotuse U tasanditele, Submersiooni Jr RIE*. w nimetame jao-
tuse A eetim#SOke Integraaliks, kui KerTd o [, st. kui kujutus

Tp annulleerib koik A tasandid e. koik A tasandid kuuluvad
vastavate kihtide puutujatasanditele.

Sophus Marius Lie, norra matemaatik, 1342 - 1§99.



Joonisel a* ~asakul Kuju-
tatud 2-mddtmeline jaotus ja
tema 1-mcotneline labend (ir<t™-

PV raaijocn), paremal on kujutatud
l-moolnelina  jaotus, mi? on
puuiunjcs funktaiconi ¢ nivoo-
pindadele, kusjuures ¢ on esl-
mp.ie l-ategraal.

Kui ekaxsteerid submersioor : -~ W, mille kerral
ArTp = A 2%118 rimetatakse, jaotust [1 Integreeriwakc. . Fel
juhal on ¢ maaratué ftop sOltumatu. funktsiooniga 0 , ndl.le
Jiferen /siar.lid /1;"0" moodustavad \orffddy*?. Wa, a = p+l ,*.. 7,
sam?vasrbs kobaasi. Soe aga tahendab, «t eksisteerib regu-
larrne (n-p)* (a-p)-maatriks a =(I£), Ir.ils seob moiemad KO-
baasiil or~N%g;iel valemiga

fipa- A°V\

MaaicLKsit WA voib ni_metada intrgz—eft;mmsmat’\lke ike ilmse
analoogi? tottu integreeruvusteguriga uhe diferentsiaalv”~rral
puhul. Kux senat Gf=A® véaliselt diferentseerida D(d]>)=D(Ail).
siis TiZtw-, et ((kA U + Ab; = 0 ja

DU = - A~1<A\ n l.
siit jareidit/
LAUSS. Iga Kahe integreeruvale jaot.usexe [ kuuluva
vektorvalja X ja 1 sulud [XY] kuuluvad samuti jaotusele /.

st
W) =0(> =0 U (&XYD = 0.

Toepoolest, antud eeldusel  IXifX.Y) - -U)(@XY)), kuid
i X.Y)=-A_1lan U (X,Y) =0, vt. 5-3, 5.4.

Lausaga «n sOnastatud jaotuse i integreeruvuse tarvilik
ja piisav tirgimus (piisavust meie ei toesta).

NAI DE. 2y~-r*uumie on 1 -mé6tmeline jJaotus [ antud witol
dega



= (x-y)dx - (2X- |
l.B— (x-y)dy + E 3Clz
ja ka vektorval jaga X = (2X-1) ~ - (2y-1) + 0z-y) "

1-médtmeline jaotus on alati integreeruv. Lahendeiks on vek-

torv51ja X trajektoorid. Integreeruvusmaatriks A = no f}

teisendab vormid QU taisdiferentsiaalideks

1
-all-G J-[?b
kus qu xy-Z, q&o< +y-2z* Submersiooni dkihtideks on haper—
boolide harud.

]
Me tungisime valdkonda, mis parit veel ammustest Pfaffi
aegadest.

6.2. Pfaffi probleem seisneb ﬁldjoontes j%rgmises.

Ruumls R K1 eS|mesed muutujad U1, t—l on sdltumatud,
jargmlsed muutujad U , a=n+l_._. N, soltuvad Viimaste osa-
tuletised esimeste Jargi on antud virranditega
. . = r2(ud,up), 1
sul 1( P) ®

kus parempoolsed funktsioonid I™, nagu néidatud, so6ltuvad
kdikidest muutu;atest Uurlmlsteemaks on muutujate Ul ja ua
vahelise soltuvuse omapara ja sisteeni (12(|ntegreeruvust|n—
gimuste korval ka susteemiga (1) seotud upris sisuka struk-
tuuri geomeetriline télgendus.

Esmalt markame, et slsteem (@) on ekvivalentne Pfaffi
slisteemiga ("= 0, kus

da= dua- dul. @)
i
Vaatleme lisaks ka vektorvalju
AV Tea O

Nii_vektorval jad X. kui vormid Op maaravad ruumis (R™ R’I
n-mootmelise jaotuse A, valjad moodustavad baasi, vormid
kobaasi .

Johann Friedrich Pfaff. saksa matemaatik. 1765 - 1825.
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Kahe vektorvalja x+ ja X" sulud

'V jlm'V? - */?7>« (4)

kuuluvad jaotusele A parajasti siis, kui

X4 Nr 5>

Sel tingimusel on jaotus A integreeruv.

Piki joont I/Il(t) on ststeen (1) alati integreeruv, ka
siis, kui tingimus ,\;5) ei keht], sest probleem taandub hari-
like diferentsiaalvdrrandite sisteemiks

u3(t),ua) . ®

Selle lahendid ua (t,up) maara-
ravad ruumis K3« Ol jaotuse A
integraal joone

(u™t). ua(t,uf)),
kus uon suvaline punkt B"-s.
Seda  joont nimetatakse joone
urt) liftike.

6.3. Kasutame juhust heita pilk kaasaegsesse seostuste

teoorlaeee. Ruumi R (R® nimetatakse klhtruumlke, ruumi RU
selle baaelke. Projektsiooni

i Rx & “-
nn f ) i i o
poordseos 1 seob iga baasi punktiga U € Or vastava kihi
% o) = M Jaotus A mijglrab kihtruumis seostuse, mis seisneb

kihtide U(lekandmises e. tranelatalooni B piki teid, (inglis-
keelsed vasted: connection In the bundle, translation of
fibres). Nimelt, kui baasil on antud mingi joon e. tee, mis
viib punktist A punkti B, siis piki selle tee lifta voib kihi
1 (A) kujutada kihti IG1 (B).

I Oluline, on seejuures markida, et  translatsioon
- (A —miC" (B) soltub teest, mis thendab punkte A ja B
(klassikaline joonintegraali teest sOltuvuse probleem).
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Ky tee aljtus- ja Io&&-
1 @); purJet ubtivad, A= B siis P&
giine kihi translatsioonist ule
tsukli  ja wema  lrujutamipc-st
holonoomia iseendasse % (®) -» A (A), e.
tsukkel holonoomiaat

I__
*v .

Kui nn. seostuse fcoweriie-
otj2at 2X,ir“q ranuldab tingimust (*5), siis kihtide translat-
sioon teest ei soltu, st. holonoomia on triviaalne (lokaalne
ieoreera). Kull aga woifc esineda globaalseid olukordi, Kkus
tingimusel () holonoomia pole triviaalne.

Nii, nt., Mobiuse lebe moodus-
taja voi toori meridiaani
transleerimisel ei pruugi tule-
mus olla samasusteidendus,
vaata joonis.

NAIDE. xyz-ruuinis (baasiks zy-tasand, kihtideks 2-telje-
ga "arail=eisod sirged ) maaravad vorm

9) - 0z - ™dc - Qdy

«
ja kaks vektorvalja

XA= dx + P d Yol M 4 Wz

2-mootmelibe jaotuse A. Koverusobjektil on ainus komponent

X1Y - XTI Kui suurused P ja Q el sol.tu Z-st, silis
X.Q - X?P - - ~ . Susteem (1) taandub uhele vorrandile
dz = Pdz -=Qdy

TeB (,T(®), y(t)) liftid leiame vdrrandist
Z- PR .y(0).2) X(L) + ukx().y(t).0) y(B).

ni P ja Q ci soltu z~A, biis arvut.ame joonintegraali
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zZ= % Pdx + Qdy .
a
Naiteks, juhul P = -~ [ Q = f annab integraal ule tsukli
tema poolt piiratud pindala

\ 8Xdy - ycir.

Selles vgiljendub hoionoomia. Nihe, mis tekib ringjoone
(X = roost, y= rsint), O™ t $ 2C, labimisel, vordub ringi

pindalaga r2 ot = wr? .
6.4. Kui me tahame, et kihtide translatsioon
(NG I SN (=]

oleks lineaarne kujutus, siis iga tee korral peaksid olema
stusteemi (6) lahenditeks

Ua= A< (UL (L)) Up. )

Kui hetkel - 0 oleme tee alguspunktis ub siis %5‘ (UO)
peab olema uhikmaatriks. Asendame funktsioonid (7) susteemi
®) ja votame t = 0, saame C'Jlap“ (UQ o 8]1 =R (u(’)‘.ug) Ué ja

wrouN) = o8p (WD) . Kuna koordinaatide (u™,uf) valik

on suvaline, siis jéreldame, et suurused I™“peaksid lineaar-
selt ja homogeenselt s6ltuma koordinaatidest Ua, st.

rj= i ®)

kus kordajad s6ltuvad ainult koordinaatidest ul. Ilmselt
ka vastupidi, tpingimusel @) on slsteem (6) lineaarne:

= rjf (I(D) GUt) ub.

tern uldlahend avaldub kujul ua= o o kus maatriksi (AQ)

veerud moodustavad lahendite fundamentaalsusteeni ja A“(O)=OF
Tingimusel (@) kdneldakse lineaarseet seoetueeet antud
kihtruumis.
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LAUSE. Lineaarse seostuse puhul
1) maarab pind ua= ~(ul) jaotuse [ lahendi parajasti siis,
kui

aif (9)
2) on funktsioon (@ = <Q1(U1)ua jJaotuse [ esimene integraal
parajasti siis, kui

4+ ¢E, = Q (%)

Toestus. Toepoolest, lahtudes /alemeist (2), () ja @),
1) maaravad funktsioonid ZTiM ) siisteemi ti= O lahendi para-
jasti siis, kui dzf*- T°@@.1= 0 ja (g r*xMN)dui= 0 ,
siit saame tingimuse (9);
2) on funktsioon (p = fala jaotuse [ esimene integraal para-
jasti siis, kui Xd¢= 0, st. (64G+ &= 0, siit saame
tingimuse (10). I

Huvitav on kirjeldada ulaltoodud aspektist muutkonna
(antud juhul ruumi K11) puutujakihtrtuimi. olgu Ell baasiks ja
vektorruumid T 07~ kihtideks. Lineaarne seostus selles kiht-
ruumis on nn. “afiinne seostus. Koordinaatideks ("-s on uk,
koordinaatide ua osa etendavad diferentsiaalid dul, valemiks
®) on r]f= *.Ctu". Funktsioone " (U1) tuleb moista vektor-
valja komponentidena ja<V funktsicioni oletu diferentsiaalvor-
mina. T0estatud lause sonastub jargniselt:
1) vektorvali X(X ) on jaotuse A lahendiks parajasti siis,
kui

djx1i - 0; an
2) diferentsiaalvorm p= duEl on jaotuse A esimene integ-
raal parajasti siis, kui

aj Vv < <12)

|
Tingimustel (11) ja (12) nimetatakse vektorvalja X ja vormi d
abeozuuteeit paralleelseteks antud seostuses. Avaldistes

a/ 1- rik® ja dfl3 g™ esinevad nn. kovariantsei
tuletised.
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6.5. Kui rulifis ¢C on antud n vek/'torvalja Rl Ja n dife-
rentsiaalvormi 0*, mis igas punktis U € R””moodustavad duaal-
se paari baas + kobaas, Ol (R )= o’\ vt. 2.4, Ik. 11, sns ek-
sisteerib objekt cg> m”~s on seotud sulgudega ja valls—
diferentsiaalidega:

W Del” - 2 &Skeld nek- <13>

A H

Toepoolest [R.R.] kui vektorvali on esitatav baasis R _ nii,

nagu naitab e5|mene valem, st. objekt c. . eksisteerib. Paneme
K

tahele, et Cl,j‘ Kuna

D9k (Ri ,R;)= -Ok ([RL,R:D) = - c\y ja

2 cpgq sp n 9'1(R1.B1J)=

-\ Ckq(Op (R1)0g (RI)- OP") 0 WtheH)) = - C\y

siis siit j!'\e/lireldub ka teine valem.

Seega on sisse toodud mitteholonoomeuee objekt. Kui
CIL: 0, siis nimetatakse baasi (R,0) holonoomeebe. NtM. natu-
raalne baas (0,du), vt. 5.1, lk. 40, on holonoornne. Uldiselt
on baas (R,0) mltteholonoomne.

Markimist vaarib ka juhtum, kus suurused c® on kons-
tantsed. Selline olukord esineb Lie ruhma.l, kus neid suurusi
nimetatakse struktuurikonstantideks, valemeid (13) aga struk-
tuurivérrande iks .

Peatume veel Lie dlferentseerlmlsel vektorvalja X = R X1
suhtes. Olgu Y = R# ja b= olaﬁ vastavalt vektorvdfi ja
diferentﬁiaalvorm. Lie tuletised defineerime siin voo abzexth
suhtes jargmiselt:

Y'= -(Taty);=0, dfd»rTat);=0, Y'=xy, o= Xp

(markus: o3 langeb kokku sellega, mis oli 5.5-s, k. 43; Y*
erineb sellest, mis oli 4.6-s, k. 37, mgrgiH poolest, y* ja
d3 mdistame nagu harilikke tuletisi vektorvalja X suhtes,
vt. 4.2,0k. 29, 4.5, 1k. 35). Siis

Y'=R(y - Q), = (@ qOp, )
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kus maatriks Con maaratud valemiga

cr a/ + (15)

Erijuhul
R"= -RC, 6°= CO. 16)
Toestame need valemid teises  jarjekorras. Kuna

Y] = [R*.RA] =R~AXy3) - RI(YX1)+ [RA] * 3. siis saa-
me arvutusvalemi

[XY] = RAXy1l- Y54 an
ja
[XY] = R1(Xyl- C*y3),

millest j:‘:'ireldub esimene valem (14), kus maatriks Con antud
kujul (15). Esimesest valemist (14) saame esimese valemi
(16), kui Y asendada P"-ga, sellest saame teise valemi (16),
sest 6(R)=E = 0"(QR) + OR") = 0" R) - C= 0; lopuks saame
teise valemi (14): 0°= 0 + 0= (d+ gO0. Paneme tahele,
et kasutasime diferentseerimisreeglit @@= b+ dp, mis
tuleneb definitsioonist

(™= (([@ral) (@) 0,
vt.5.5. k. 43.
Holonoomses 9t))aasis lihtsustub maatriks (15): C’jz J,qX1
ja valemid (14) Uhtivad eespool tuletatud arvutusvalemitega,
vt. 4.5, 5.5.

Motlemiseks. Poordume tagasi ruumi R1* ®< leus oli antud
naturaalne baas, vt. 6.2, lk. 46,

(dl,d dul,du’-).

a
Kui asendada operaatorid d=+ vektorvé{Ijadega ¥ ja diferent-

siaalid dua vormidega ua, vt. valemid @) ja @), siis saame
uue duaalse baasi

X .d

CcL

mida nimstame JOHaaeattuke. Tuletada adapteeritud baasi
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mitteholonoomsuse objekt ja kirjutada valja valemid (16)
juhul, kui X on operaator X# kasutades plokk-maatriksit

M1k o j 0
13 -
1% CXAANTT v ?

Kuidas ngévad vglja plokid 2)(“r¥j ja dgT[ lineaareeostuse
ri u puhul? -

Valemitest (14) voib naha seost Lie tuletiste ja kovari-
antsete tulgtlste vaael, vt. (9), (10). Lie diferentseerimine
on ilmselt Gldisem moiste, kuna kov@;iantne difﬁrentseerimine
taandub temale erisituatsioonis. Puudke seda tapsustadal! Mis
on kovariantne tuletis, kui lahtuda Lie diferentseerimisest?

VNl(ljlsns oleme tutvunud mitme mdistega, mille baasil
voime edasi sliveneda diferentsiaalgeomeetria probleemidesse.

Muidugi ei ole me konelenud kategooriatest ja
funktoritest, mis hulgateooria uldistusena on viimasel ajal
hglvanud enamuse rnatmaatikaharusid. Seetdttu pole véimalik
naidata el tensorite ega, Lie tuletiste E nktoriaglseid
lahteid. On mainitud Lie ruhmi, kuid pole raagitud rihmade
esitustest ja nende arvukatest rakendustest, mis ulatuvad nii
kristallogﬁﬁﬁfiasse kui kvantmehaaniﬁfsse. Palju pdnevat ja
hgﬁravat jaab parﬁtamatult kaadrist valja. Siiski loodame, et
pogus tutvus jargneva materjaliga on teadmishimulisele
lugejale tdukeks iseseisvateks sammudeks.



3. peatukk. MAHKIJAD

Oleme jdudnud maja lavele, mida nimetatakse diferentsiaal-
geomeetriaks, ja nuud voime heita pilgu ka selle maja sisse.
Esimeseks teemaks valime "Mahkijad” ja peatselt saame naha,
et meie lahenemisviis osutub kullaltki pohjendatuks ja teatud
mottes ka elegantseks.

87. Mahisjooned ja -pinnad

7}”1. 0lgu xy-tasandil antud
uldvorrand
F(X,y,t) =
mis soltub parameetrish t. lga
fikseeritud t korral maarab see
vorrand konkreetse joone; t muutmisel aga saame Joonte parve.
Viime labi jlé':irgmise arutluse:

1) F(E,y,1)=0 = F(X.y,f)=0 3 TRy, ):
1) F(E,y, 1) @ F(X,y,t+At)=0 1Fi(x,y,t)=

> (@) PGV
Fikseerime parameetri kaks
vaartust t ja t+At ning vaat-
leme vastavaid jooni. Nende
joontt_a I6ikequvnlkt (e,t Ioil_<e—
punktid) on maaratud slsteemiga
(2). Kui funktsioon P on t suh-
tee pidev, sus vaikese kasvu At korral on need jooned
iksteisele kullalt Izihedased ja piirprotsessis, kui. At -*0
teine joon ilmselt laheneb esimesele, samal ajal 18ikepunktid
vitavad teatud piirasendid esimesel joonel. Neid piirasendeid
n/ivmetatalﬁse joone (1) karakteristlikeks punktideks.rv IlImselt
voib  slsteemi () teise vorrandi asendada vérrandiga
—[F(X,y,t+At) - F(x,y,t)] - 0, st. lahutada teisest yaTsT+
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dist esimene ja .jagada saadud vahe At-ga. Kui funktsioon F
on t suhtes diferentseeriv, siis uus slisteen jagb slstee-
miga (2) ekvivalentseks ka piirprotsessis At — 20. Tulemuseks
on slisteem @), mis maarab joone (1) karakteristlikud punk-
tid. Kui Onnestub siit avaldada X ja yparameetri t suhtes:
X=X{t), y=y{t), siis saame karakteristlike punktide hulga
e. sellise joone parameetrilised vdrrandid, mida nimetatakse
parve mahisjooneks. Kui aga_ dnnestub ellmlneerlda kas para-
meetrilistest vorrandelst Vi vahetult susteemlst @3) para-
meeter t, siis saame mah|5100ne uldvorrandi kujul @&).
Uleminekut @B)-* @) on ka-
sulik moista ka xyt-ruumis. Li-
same JI/-tasandile t-telje. Siis
maarab vorrand () xyt-ruumis
pinna. Kuna tuletis F* on saa-
dud funktsiooni F diferentsee-
rimisel operaatorl ~ abil,
siis maarab slsteem (3) sellel
pinnal punktid, kus vektorvalja
I~ trajektoorid, milleks on
t-teljega paralleelsed sirged, puudutavad pinda (1). Need
sirged moodustavad silindri, mille voérrandiks on (4). Kui
konelda pinna (1) projekteerimisest piki ™ trajektoore, siis
parve joonteks on selle pinna loikejoonte projektsioonid ta-
sanditega t=t (=oonst), ja mghisjooneks @) ruumilise joone
(3) projektsioon xy-tasandile. Voib kdnelda ka pinna (1) val-
gustamisest t-teljega paralleelsete kiirtega; siis heidab
pind xy-tasandile varju, mille piiriks on mé{hisjoon @).

NAITED.

7.1.1. Vdrrand (x - t)2+ ya= 1 maarab zy-tasandil uUhik-
ringjoone, mille keskpunkt (t,0)
liigub piki x-telge. Tekib ring-
joonte parv. Diferentseerimine
parameetri t Jargl annab teise
vorrandl Mah|SJoone vorrand (O]

naeb valja Jargmuselt -1,
st. ta koosneb kahest sirgest
Y= # .
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7.1.2. Vorrand (X - t2)2+ ya= 1 maarab .ry-tasandil sa-
muti uhikringjoone, mille kesk-
punkt (12,0) liigub piki X-tel-
ge, kuid olukord on siin teist-
sugune. Diferentseerimine t
j%ﬁgi annab vorrandi t(X—6°)=0.

% Mahisjoon koosneb kahest pool-
sirgest X - 22 Q y=# ja

ringjoonest JT+ = 1.
Erinevus seisneb selles, et
kui eelmises naites né{gime
xyz-ruumis torutaolist pinda, mille teljeks on Xt-tasandil
sirge X = t, siis nuud naeme torutaolist pinda, mille tel-
jeks on Xt-tasandil parabool X - . Pole vaja selgitada, et
mdlemal juhul pinna horisontaalloiked tasanditega t - tO pro-
Jjekteeruvad Xy-tasandile parve joonteks; esimesel juhul maa-
ravad pinna vertikaalsed puutujad Xy-tasandil kaks paralleel-
set sirget “////// , teisel juhul aga kaks poolsirget koos

ringjoonega V////7Q

7.1.3. Vorrand 2X - 3ty + t3= 0 maarab .zy-tasandil
sirgete parve. Mz'i'hisjooneks on
poolkuupparabool. Tema para-
meetril ised vorrandid on

fx=13
1 yv= 12

ja uldvorrand on x2- y3= 0.
>S3A=ruumis naeme joonpinda,

/ mis koosneb xy-tasandiga paral-

4 leelsetest sirgetest. Projektee-

- >y rimisel xy-tasandile tekib pin-
g na=v<Idijoon Al ja sellel kort-

* \ supunkt A2, vt. 3.6, Ik. 21;

A, projekteerub poelkuuppara-
booli harudeks, AEf teravikupunktiks. Paneme taéhele, et punk-

tis Acpuudutab t-telg nii pinda kui ka voldijoont A



M b
7.1.4. Uldistame eelmist naidet. Olgu sirgete parv
1
Xy-tasandil maaratud v@rrandiga

kx + By + C= Q

kus ABC s6ltuvad parameetrist
t. Eeldame ka diferentseeruvust

t suhtes. Slsteem (©) naeb v%‘tlja jl";irgmiselt:
rAIrr+By+C = 0
I A*X + By + C'= O
ning tema lahendi voib esitada kujul

ci1 Al
. G118 B1*1

D

1
1
Siit saame mahisjoone parameetrilised vdrrandid.

Kontrollige: mz'ihisjoone puutujaks iga t korral on sirge
AT + By + C= Q

7.1.5. Olgu joon tasandil antud vektorfunktsiooniga 7 (t).

Eeldame, et iga t vaartuse puhul eksisteerivad tuletised

T ja 7(). Tahistame stmbo-

litega 1 ja v joone puutuja ja

normaali uhikvektorid. Olgu r

tasandi suvalise punkti koha-

vektor. Siis (I'~7,7)=0 on nor-

maali vektorvorrand, Kkusjuures

umarsulud tahistavad sklaarkor-

rutist ja tuletist t jérgi on

tahistatud tg\piga . Sel juhul

leidub kordaja R nii, et I'- 7 = RV. Normaalide mahisjoont

nimetatakse joone evoluudtka. Evoluudi leidmiseks moodustame
slsteeni

(r-7,7) =0
(r-7,7) = T2,
kus teine vOrrand on saadud esimesest diferentseerimise teel.

Kui r-7 - Rv, siis R(V,7)= 'E jaR = —(—L—) . Seega normaalil
V.7
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fikseerub karakteristlik punkt, mida nimetatakse ké&verua-
ke_e_kpumktlhe. Suurust R nimetatakse koveruemadiueeke, tema
poordvag‘,rtust K= ’kaga kover~eeke punktis 7 (t). Need nimetu-
sed on digustatud seoses nn. kdvemeringjoonega.

Nimelt, votame antud joonel
kolm lahedast punkti /%'-Bja C
vastavalt parameetri vaartuste-
ga , Ja t_. “Ringjoone kesk-
punktiks, mis labib punkte A B
ja C,on ilmselt koolude AB ja
BC keskwstsirgetle 16ikepunkt,
mis on maaratud sisteemiga

C

T+ Ty
B, 7B~ T7») -0

v 4
2 ' A0
kus 7a# 7g, 7C on punktide A B C kohavektorid. Kui siin
esimene vorrand jagada vahega .‘Ea_ t. ja minna piirile prot-
sessis B-»A, kus punkt B laheneb punktile A, ning teine
vorrand jagada vahegﬁ\ - ta ja minna piirih’le protsessis
C-*B kus punkt Claheneb punktile B, saame siUsteemi

0
0.

(rv V
(r-7B .7B)

IImselt kehtib vordus
(r-78.1B) - (r-7B.7A) - (r-7A,7A) + (r-7B»7A) = 0
ja ka vordus

7 ™=\ )_J/is=-d m)_
* T7 TI Z A"

mis on saadud eelmisest jagamisel vahega tB~t . Kui niud siin
minna piirile protsessis B-)» A, saame

-7 -11-0.

st. vaadeldava ringjoone piirasendiks punktide B ja Ciuhtimi-
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sel punktiga A on ringjoon, mille raadiuseks on koveruskesk-

punkt. Seda ringjoont nimetatakse waverusringjooneks punktis
A.

ME -
Poordume tagasi suuruste R ja Kjuurde ja tuletame nende
arvutusvalemid koordinaatide kaudu:

T=Uy). 7= @Ey. T= @y)-

x = JgJli v= (V.0 7)= o -~
a~+ y2)Iirz - G2+ y2)ijz - -~ (iM+y2)172
X 3y
2 o (2% 2)312 ke IV X
av 132+ y2 32
Xy

Kui joon on antud vérrandiga y= y(X), mis on samavaame

1 4 =
susteemiga \(Xy: }(t) * saame

R __d+JS2)3/2 e
(1+y'2)3/2

Viimasel juhul on kdverus K
tdlgendatav ka funktsiooni T(x)
graafikul. Vastaku argumendi
vaartustele X ja x+ax graafiku
punktid A ja B. Olgu koolu AB
pikkuseks A ja moodustagu graa-
fiku puutujad punktides A ja B
nurga, mille suuruseks on Aa. Siis on graafiku koveruseks
punktis A

K= lin 123
[Axo

Toepoolest, kuna puutuja tous on tana = ), kus a on nurk,
mille moodustab puutuja x-teljega, ja A3 = [(Ar2+ (Ay)2]1/2,
siis

,%a Al\a Il_x _ Al\a 1

S x Is X [u<§/)-3-!11/2 .
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Silt saamegi piirvadrtuseks K, sest a = arctany”™ ja

a
1+y 2

7.1.6. Poolkuupparabool X2- y3= 0 nditest 7.1.3 on para-
booli wy-= J?- |y evoluut.

Toestuse jatame lugejale.

7.1.7. Normaali vorrand (r-7,7) = 0 naites 7.1.5 on sa-
mavaame vérrandiga do= 0, kus ¢ = ~(r-7)2. Tahendab, teatud
mottes on tegemist funktsiooni <9 ekstreemumulesandega. IIm-
selt on Ckp)ll? punktide A ja Bvaheline kaugus, mille koha-
vektoreiks on rja 7, ja ekstreemumiks on kaugus, mida tuleb
moota piki normaali.

On vdimalik ka selline tdlgendus: helilaine, mis on tek-
kinud punktis A, porkab vastu joont punktis B ja tuleb punkti
A kajana tagasi sel tingimusel, kui sirge AE on joone normaal
punktis B, voi teiLsiti 5eldes, kui AB on joone evoluudi
pUUtUj |?'|»- 1 =]

Puuame vastata kusimu&ele: mitmekordne kaja vqib kosta
paraboolilt? Parabool on uldjuhul esitatav vektorvorrandiga
7 = at2+ bt + C, kus a,b,c on fikseeritud vektorid. Punkt-
sioon g = 2(r=7) on t suhtes neljanda astme poanoom ja
& = 0 on kuupvorrand, millel voib olla kas uks voi kolm
reaalset lahendit (teiselljuhul vdivad kakilvoi koik kolm la-
hendit kokku langeda!). Jarelikult, kaja voib olla kas uhe-,
kahe- voi kolmekordne.

Naitame seda parabooli 7.1.6 korral. Olgu pimktide A ja

B koordinaatideks vastavalt

X,Y) ja (x,y)-. Siis r = (X,Y),

J 7=y, 7= (L,y") ja vor-
/ rand = 0 avaldub kujul
"J X-X)+y -y =o, st.
/ normaali vorrandina. Peale vas-

tavat asendamist ja tsisenda
mist saame  Kuupvorrandj X
suhtes:
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D -51rY* -5 (f)2x -

] n
Kui arvutada invariandid D1, , lahtudes sellest vorrandist,
j?‘ varem kirjeldatud diskriminandi D, vt. 4.2.7, lk. 32, siis
naeme, et

vV -3 @f>2 x- VvV -5 ffY- D=

Poolkmhoparabool J?- y8- 0 lahutab >&rtasandi kaheks piirkon-

naks, uhel neist D < 0, teisel D > 0. Kui punkt A asub esi-

meses pilrkonnas, iiis temast saab evoluudile tdmmata kolm

puutujat , mis on Uhtlasi parabooli normaalideks (st. kostab

kolmekordne kaja), kui aga punkt A asub teises piironnas,

siig, on evoluudi puutuja ja parabooli normaal ainus (Ja kaja

on uhekordne). Juhud, mil punkt A asub poolkupparaboolil voi
selle tipus, jatame mﬁtlemiseks lugejale.

Soovitame analuusida ka keerulisemaid juhte, nt. Kkui

parabool asendada ellipsiga.

Mitmekordse kaja voib tekitada

ellips? Kuidas see _seotud

evoluudiga? Puudke naidata,

milline on ellipsi evoluut,

vt. joonis.
7.1.0. Kui vektorfunktsiooni 7 (3) parameetriks on kaare
pikkus 3, siis [PTJ *» AS, =1 ja” =T. Nagu iga vek-

tor r avaldub ortonormeeritud baasis %tv kujul r - T + yv,
kus X - (I,1), Yy- (r,v), avalduvad selles baasis ka tule-
tised ~ ja "  “esitame maatriksvalemi):

BadSa o x i, *)

Toepoolest  esiteks, kuna TP \2- 1ja (@)~ 0, siis

ﬁba "I:j - kal ) = 4.a 1-)« p- LW -0,

teiseks, valemist r7,7)-Y jareldub r]i>, ®J =1,
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@=3,v] =K 3aai mKvy
ning kolmandaks, Jig o= ~[ Vi o= K, st. é‘d = -Kt.

Suurus Kon meile juba tuntud kdverus. Valem (*) koos

valemiga ”~ = x moodustab nn.
liikuva telJeetiku der ivcitE00-
nivalemid. sest nad Kkirj avad
vektorite T j% v poolt maaratud
teljestiku no. infinitesimaal-
set nihet [liikumisel piki antud joont.

DerivatsioonivalemeidI voib
kasutada mitmesuguste ulesan-
nete ‘ahendamisel.

Naiteks, votame Kkiire, mis
lahtub joone punktjst kohavek-
toriga 7 ja on jaigalt seotud

I liikuva teljestikuga, ning
kisime: kus asub selle kiire karakteristiik punkt? Et kusimu-
sele vastata, votame konstantsete komponentidega X ja VY

vektori r= + yv ning nduame, et vektor ST oreks
kollineaame vektoriga r. Kuna =T - Kj/T+ Kxv, saame
tingimuse 1 = jp e. virrandi 2?2+ (y - |)2= (])2. Jére-

likult, kdikide kiirte karakteristlikud punktid asuvad ring-
joonel, mille diameetriks on koverusraadius.

7.1.9. Antud joone 7 puutujate ortogonaalseid trajektoo-
re nimetatakse selle joone
evolventideke. Kohe markame, et
joon 7 on iga oma evolvendi
evoluut.

Joone 70) korral on kd&ik
evolvendid antud uhe vektor-
vorrandiga

res) =7¢) + (@ - s)7(a),
il

kus 1igale d vaatusele vastab
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uks evolvent. Toepoolest,

I85=B-T+ ““3) il = (d ““a)Kvt st. joon r(s) kulgeb
joone 7@) p%ytujatega risti ja on nende orto%%naalne trajek-
toor. Veel naeme, et parameetri 3 iga kahe vaatuse sl ja s2
korral

1(s2) - 7@y - [(sh- 7@~ = = =(

it' kui vgrrelda kahe puutuja qikkusi nende puutepunktid$ﬁt
uhe ja sama evolvendini, siis uks neist on teisest pikem tap-
selt nii palju, kui suur on puutepunkte thendava kaare
pikkus. Puutuja nagu kerib ennast niidina lahti joonest 7
(voi vastupidi, kerib ennast selle joone peale) ja seejuures
iga tema punkt jgtab jaljena vastava evolvendi.

Olgu uks evolventidest kiirgusallikast mis tekitab ta-
sandil laine, kusjuures laine iga osake levib piki normaali
sama kiirusega, mis naaberosakesed. Selle laine fronte voi
faase vastavail ajahetkeil kirjeldavad teised evolvendid.
Koik kulgeb hgsti seni, kuni kaks Iahedast normaali ei IBiku,
st. seni, kui lainefront ei joua evoluudini. Pdrgates vastu
evoluuti, lainefront murdub ja tasandil tekib nn. kauetik.

Et olukorda paremini moista,
pSJdke joonistada mitmesuguste
joonte evolvente. Poolkuuppara-
booli X2- 8 = O puhul saate
naha, milliseid faase labib

lainefront, kui kiirgusallikaks

" on parabool.
Puudke kirjeldada lainefrondi faase, kui esialgne laine
on ellipsikujuline ja hakkab levima sissepoole.
Kaustikute teke pole vast vdimatu ka maailmaruumis,
nt. mingi kauge galaktika kiirguse tagajgrjel. Selle prob-
leemiga on tegelenud J.ZeldovitSs (NL TA liige, 1914 -1987).
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7.1.10. Kas me oskame joonistada toori? Toor on vlrdsete
raadiustega staaride mahlsplnh
miile keskpunktid asuvad fik-
seeritud ringjoonel. Ringjoone
projektsioon tasandile on tea-
tavasti ellips ja sfaaride pro-
jektsioonid on ringid. Jgreli—

kult, toori kontuuriks tasandil on ringjoonte parve mahis-
joon, mille keskpunktid asuvad ellipsil, 3t. ellipsi evoluudi
kaks evolventi. Ellips ise on nende evolventide vahellse riba
keskjooneks. Toori kontuuri maaramisel  tekib tapselt sama
probleem, mis on ellipsist eraldunud 1iainefrondi kirjelda-
misel. v "

Muidugi, seda voib vaita mitte ainult toori, vaid ka iga
nn. ka,na,ipinna, kUJutamlseI tasandll (kanalpind on ﬁhesuguste
raadiustega sfaaride mahlsplnd soltumata sellest, millise
joone moodustavad nende keskpunktid).

7.1.11. [llysat kaustikut, Kkuid mittelnormaalide mahis-
joonena, voib naha igas kohvitassis. Kui paikesekiired lange-
v%ﬁ mingi anuma  (nt. kohvitassi) sisekﬁljele, voime anuma
pohjas naha heledat -taolist piirkonda. Mida erksam on
valgustus ja ideaalsem peegeldus, seda paremini on nahtav
kaustik. Kirjeldame seda nahtust valemitega.

0lgu mystasandil antud uhik-
ringjoon M(cost,sint) ja lange-
gu punkti M (vasakult) x-telje-
ga paralleelne kiir. Punktis M
toimub peegeldus. Peegeldunud
kiir kulgeb piki sirget
Yy - sint = tan2t(x - oost).
Leiame nende sirgete mahisjoone.
Selleks diferentseerime viimast
vérrandit parameetri t jar<-i:
eost- cos 21 {x-aost )+sint man2t

- i) -
ja moodustame susteemi
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X - cost = - £ a3t cos2t
{y- sint = - ~ cost sin2t ,
saame kaustiku parameetrilise«! vérrandid

fl

(5 +sin2t) cost
Y= sin3t .

Uldvorrandiks on

[4(x2+ y2) - 173= 27y2.

See on nii X- kui y-telje suhtes simmeetriline 6. jarku joon.
Kuna t muutub vahemlkus - § p siis tuleb lisada, et X>0,
st. kohvitassis me naeme vald selle Joone Uhte poolt. Joone
kulgemist t muutumisel voib Jalglda maarates tema punkti asu-
kohti, nt. hetkeil t = 0, _.ﬂ. ja uurides puutuja tousu
tan2t muutumist.

7.2. Olgu nuud xyz-ruumis antud pinna.pa.rv. Vorrand

¥(X,y,Z,t) =0 (@)

eraldab parvest iga konkreetse t korral vastava pinna. Moo-
1} 1l
dustame kaks susteemi. Uks nendest

fF(X,y,z,t) =0 )]
1 rex,y,z,t) =

maarab pinnal (1)karakteristiku milleks on reeglina mingi
joon. Elimineerides susteemlst (2) parameetri t, saame _parve
mahl epinna vérrandi. Teine slsteen koosnegu kolmest vérran-
dist

F(X.,y,Z,t) =
Ft(x,y,Z,t) =0 ©)
F*(X,y,Z,t) =0 ,

kus kolmas vdrrand on saadud teisest, samuti nagu teine esi-
mesest, diferentseerimise teel t jargi. Susteem (3) maarab
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karakteristikul (2) karakteristliku punkti (e. punktid). Pa-
rameetri tl_inuutudes moodustab see punkt ruumilise joone, mida
nimetame mahieplnna tagaeipoordeaervake.
NAITED.
7.2.1. Eriti hasti on kujutatav tasandi litkumine
Ayz-ruumis
A(DX + B(t)y + C(t)z + D(D) = 0, )

"
kus A, B, C, D olgu vahemalt kak?/I korda diferentseeir_uvag
funktsioonid. Sel juhul avaldub susteem (2) kujul (jatame
argumendi t kirjutamata)

kx + By + CGZ+ D =0
KX+ By+ CZ+ D=0,

slsteen @) aga kujul

AX + By + CE+D =0
e« A"X + B"y + C"Z + D"
X+ BY+ CZ + D"

O

o
O.

n
Tasandite parve raahispiﬂiia nimetatakse taeanduvake pinnakﬁ(sel.
Temal on samuti gasipoordeserv, mille parameetrilised vor-
randid tuletame slsteemist (3)":

X :1y:zZ-=
B C D A CUD A B D A B C
= B CD 5 ACHD ABD * ABLC
B C b° A C D A B D A B C

][]
Vaatleme tagasipoordeserval punkti r = ({t),y(t),z(t)). Vek-

tor r°= (x'(li).y' it),z" (t)) maa-
rab  tagasipddrdeserva puutuja
r+ v ja koos vektoriga
r= (r(t).y(t),ze(t)) kann.
kooldiunletaeandl T+ UT"+ UP" .
On kerge "aha, et puutuja on
maaratud sisteemiga (2)°". Toe-
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poolest, asendame sisteemi @) r koordinaadid ja diferent-
- v - ~ - - -

seerime t jargi molemaid sarnasusi, arvestades seejuures, et r

koordinaadid r rahuldavad suteemi (3)"= Saame

A"+ B+ C2°=0

A"X"+ B-y-+ C-2-: 0 , A
mis tahendab, et puutuja r + ur” Jﬂtib sirgega (2)". Kool%y—
mistasandiks on aga Fasand (L), sest diferentseeriﬂes sus-
teemi (4)" esimest vorrandit ja arvestades teist, naeme, et
A+ B*+ QZ"= 0. Olukord on taielikult kirjeldatud.

Uldjuhul (1)~ @)- @) voib kujutada (vahemalt Iokaalselt)
analoogilist piltiff Méistagi selle vahega, et taga5|poorde—
serva (3) puutujau=£2) pole sirged ja kooldumlstasand @) ei
tarvitse olla tasa Vastavalt parve mahlsplnnale voib siis
tasanduvast pinnast kénelda vaid tinglikult.

7.2.2. Naites 7.1.3 oli meil tegemist S|ngulaarsustega A|
ja A,. Ka siin voib taheldada kaspoide A. ja AO seoses sUs-
teemidega (2) ja (3). Kui aga juhtub, et taga5|p55rdeserval
on isearaseid punkte (nt. teravikke), siis nahtavastl on
tegemist jgrgmise kaspoidiga A3, mis kannab nimetust paasu—
saba, vt. k. 21.

Naiteks tasandite parve
X-ty + 5@ -z W 0

mahispinnaks on tasanduv pind, mille tagasipggrdeservaks on
joon

= T8 -3 -3 L
tasanduv pind ise on esitatav nii parameetriliselt
* *
rs a 4 +3 *3 w  *2

kui uldvorrandiga

Oy2- 273- 12.X2)2+ 4(2X - 22)3 =



Joonisel on vasakul kujutatud tasanduv pind, paremal aga tema
tagasipdordeserva kolm projektsiooni koordinaattasanditel.

Kui vaadelda parve vorrandlt xyzt-ruumis, siis me naeme
seal 3- mggtmellst pinda 2- mootmellste tasandlllste moodusta-
jatega. Projekteerimisel piki vektorv51ja u; trajektoore
tekib sel pinnal stratifikatsioon ~ 3 M= Ax 2.
mootmellne voldipind A., sellel 1- mootmellne kortsujoon Ap ja
sellel Uks O-mootmeline paasusabapunkt A3 . Tasandilised moo-
dustajad projekteeruvad xyz-tasandile (e. Xxyz-ruumi) parve
tasanditeks, pind A selle parve méhispinnaks, mis on tasan-
duv pind, joon A: tasanduva pinna tagasipggrdeservaks ja
punkt A3 tagasipgérdeserva teravikupunktiks.

7.2.3. Jéiga keha [liikumise Kkirjeldamisel kasutatakse
nn. liikuvat teljeetikku e. taustsusteemi. Moodustagu vekto-
rid el, e2, e3 ortonormeeritud baasi: (Grami

maatriks on ﬁhikmaatriks). Baasi liikumisel sGltuvad vektorid
ajast t ja nende tuletised avalduvad samas baasis kaldsum-
meetrilise maatriksi abil:

-OB u2
(el <2 €3) = (el e2 e3) x > 0 -w*
U7 wo

N J
Toepoolest, eksisteerib maatriks (&%), mille abil vektorid
&tavalduvad vektorite el kaudu: e=€ef,- Kuna aga

Jorgen Pedersen Gram, taani matemaatik, 1850 - 1916.
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(ee™) = 0%, siis diferentseerides t jargi ja asendades
tuletised vastavate avaldistega, saame

<kai 2j) + <& -aBre - ak? + «lI0 - ai+ a5 = 0.

st. maatriks (ai) on kaldsﬁ‘mmeetriline. Vektorit
W= eo0)l+ e0g2+ eddB,

mille komponendid esinevad valemis, nimetatakse hetkeliseks
nurkkiiruseks Ta asub hetkellsel poorllemlstel*lel sest tema
siht Jaab hetkeks muutumatuks: u) = + e3u = 0.

Sellist liikuvat teljestikku
kasutatakse  joone uurimisel
ruumis. Olgu joon antud vektor-
funktsiooniga 7 (t). Tuletis
7(® maarab joone puutuja sihi,
tuletised 7(t), 7(t) aga kool-
dumistasandi. Fikseerime orto-
normeeritud baasi T,v,R: olgu
1= 7(*}I puutuja uhikvektor,

IT(t) . i
suuname ~ vektori v kooldumis-

tasandil risti vektoriga 1
ja valime R nii, et ta oleks
risti vektoritega %, v ja moodustaks nende vektorltega parem-
poolse kolmiku, st. B = % x v. Vektorid T, v, B maaravad kolm
telge: puutuja, peanormaaii ja bmorupall ja kolm tasandit,
mis on vastavalt nendega risti: normaaltaeandi, elrgeetue-
taeandi ja kooldumietaeandi .
Kui parameetriks on valitud kaare pikkus 3, siis
I7G)] =1 ja7@) = 1(9). Sel juhul avalduvad baasivektorite
tuletised valemiga

3 3 Ro%
v = (Tv X -
a ) ( ) S 93

kus K ja @& on suurused, mida nimetatakse vastavalt joone

69



k% rueebe Ja vaancLeke. Teljestiku hetkeline nurkkiir, S on
maaratud Darboux™ vektoriga ama+ KO, st. teljestik poordub
umber binormaali kiirusega K ja umber puutuja kiirusega .

Seda teljestikku ja viimast maatriksvalemit seotakse
tavaliselt Pemet* nimega, kes avaldas vastavad valemid 1847.
aastal,(| kuid samasugused valemid esinesid juba 1831. aaﬁgal
oTartu Ulidpilase Karl Eduard Senffi (1810-1850) auhinnatoos,
mille ta kirjutas prof. Martin Bartelsi (1769-1836) juhenda-
misel.

Uurime joont lokaalselt Prenet* teljestikus. Arendame
vektorfunktsiooni 7(3) Maclaurini ritta punkti 3=0 umbru-
ses:

7@3) =7(0) + 7(0)s + 7(0) 32/2 + 7(0) 33/6 +...

Kuna 7 =1, 7 =Kv, 7 =K(-KT + a) + Uv, saame joone
parameetrilise eBituse

7(3) = (3 - K2 33/6 +...,K 32/2 + £ 33/6 +...Kae s3/6 +...).

Arvestades vaid koordinaatide pealiikmeid, moodustame nn.
lahendava joone

7(3) = (3,K32/2,Kae33/6),
mis annab joonest 7 @) ligikaudse ettekujutuse.

Joone 7 @3) kolm projektsiooni
vastavalt kooldumis-, nonnaal-
ja sirgestustasandile on para-
X bool, poolkuupparabool ja
kuupparabool (joonisel & > 0).

Jean Gaston Darboux, prantsuse matemaatik. 1842 - 1917.
Jean Fr*d*ric Prenet . prantsuse matemaatik, 1816 -1900.
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Uurime 7.1.7 eeskujul ka funktsiooni do= ~(r - T(S))2.
Leiame tuletised

=-(r-70), 9=1- K(r-7,v),
d= (r - 7,k2t - v - K#B).
Omu r=7+rr +yv+ 26.#Kui =0, siis X = 0; see
maarab normaaltasandi. Kui ¢p= 9= 0, siis X - 0, 1 - Ey =0;

saame sirge
r=7+1lv+am,
mis on normaaltasandi karak-
teristikuks. KA do= o= cp= 0,
siis Kez+1=0jaz=--"
M|
" Karakteristikul fikseerub punkt.
Normaaltasand mahib tasanduva pinna ja see E)Illllnkt liigub piki
selle tagasipoordeserva, mida
nimetatakse joone 7(3) ru.u«t-
lieeke evoluudika. Joon 7(")
ise on oma ruumilise evoluudi
kooldumistasandite ortogonaalne
trajektoor (e. ruumiline evol-
vent).

7.3. Votame veel kord vaatlusele funktsiooni
d=g(r - 7)2.

kuid eeldame nﬁﬁd, et 7 on kahe muutuja U ja v vektorfunkt-
sioon. Vektor r jglab endiselt xyz-ruumi suvalise punkti M
kohavektoriks. Arvutame funktsiooni doesimest ja teist jarku
osatuletised u ja v jargi, kasutades tahistusi punktist 3.1.
Ik. 15:

Pj= (r-7.78. D= "(Ti.Tj) + (r-7*71j)

Kuna me tahame, et tegemist oleks immersiooniga (U,U) >*7,
siis ilmselt 7‘. 7P, vt. 3.5.5, Ik. 19. Parameetrite u ja V
muutudes maarab vektorfunktsioon 7 pinna. Osatuletised 7 ja



=1 X TBT on normaali uhik-

17ix T21 I
vektor. Viime sisse tahistused
T2 (Ti.Tj). h4g- (n.7,).

Suurused g. . ja A. . moodustavad
kaks stmmeetrilist maatriksit.
Neile vastavad kaks ruutvormi,
mida nimetatakse pinna esimeeeke ja teieeke ruutvormike.
Objekti (~j) nimetatakse pinna meetriiieehe teneorike, sest
ta vOimaldab arvutada puutujavektorite skalaarkorrutis!:
nimelt, kui x =7~ ja y= T7lyi, siis &,y) = gi” SyJ,
millega on maaratud meetrika puutujatasandil. Kui esitada

teist jarku osatuletised 7 vektoritena, avalduvad nad
baasis (7.,,72,n) kujul

Tir Vvtj + v

kus kordajateks on ja I'". Viimaseid nimetatakse Chrie-
toffel”i eumboiiteke. Nad avalduvad vektorite 71»71j kaudu
valemiga 1* = (71.,71;3). kus suurused i71) moodustavad

maatriksi (glg) poéordmaatriksi, st. gk _jkl=

Nendest Gaussi nime kandvatest valemitest saab alguse
pinnateooria jﬁledaspidi ka I'T1 Riemannl geomeetria.

Uurime nuud funktsiooni <9 ekstreemumi tingimusi. Kui
d.= d2= 0, siis -7 1n, st. leidub selline suurus R,
et =7 + Rn. Kuna R pole fikseeritud, siis viimane vordus
kujutab endast nonnaali vektorvorrandlt Siit jareldame et
punkti M kauguse ekstremaalvaartuse pinnast voime  leida
mootes teda piki normaali, ja nii saamegi ekstremaalvaartuse
tingimusel, et hessiaan |d4;11 on antud punktis positiivne.
Sel juhul ¥ -gJ™ Rft® jJa hessiaan avaldub kujul

Elwin Bruno Christoffel, saksa matemaatik, 1829 - 1900.
Carl Friedrich Gauss, saksa matemaatik, 1777 - 1855.

Georg Friedrich Bernard Riemann, saksa matemaatik, 1826-1866
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*11 *12 =R2J N2 g N 1A+ ElLNF O+ Bn Ag
A= = n2 ~22 N 2 A22 9.2 "22 1”2 N2

Kujutust (@U,) I» 7 voib korraldada nii, et vektorid 71 ja

moodustaksid pinna puutujatasandll ortonormeeritud baasi
(siis glj= CxJ) ja et see baas oleks pooratud nii, et Ti2= 0.
Sellist baasi koos normaalvektoriga n nimetatakse pinna
Darboux” teijeetikxike. Sel juhul avaldub hessiaan kujul
(hu R -1 )(n22R -1) ehk ~~ (R -R1)RR-R2), kuRR™NJI- ,

Rg= A~ . Suurusi K~* ja Kg= nimetatakse pinna pea-

kévemateks. aga suurusi
K="KIK2 ja H = K,+ K2

- N - - n
vastavalt pinna taie- (e. Gaussi) ja keekmieeke hoverueeke
Uldjuhul

H _ N 1&22*811722~2812"12
N11722~74 2

K>0 Oletame, et R~ Rg. Siis vgib

vaita, et K<0 (vastavalt K>0)

korral on funktsioonil @ ekst-

reemum antud punktis parajasti

*| siis, kui R1< R < Rg (vastavalt
R < Rl voi R™ R).

J1 K<0

Normaali 1= 7 + Rn iga-
le punktile vastab funktsiooni
<p(u,U) singulaarsus J2, kusjuu-
res kahes nn. fokaaipunktia
r=7+Rn, I =1,2, takib sin-
gulaarse J21, vt. 3.7, k. 24.
Fokaalpunktid moodustavad kaks
f(ﬂ(aalplnda. mis on normaalide
mahispinnaks.
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7.4. Vaatleme vektorfunktsioone 7 (U,V) 1I=ja Mgp,v).
Esimene neist kujutab Uu-tasandi pinnale, teine uhiksfaarile.

di kaudu otse uhiksfaarile. Seega on moodustatud Gaase!
kujutue v = n<T ', mis kujutab pinna Uhiksfaarile. Kuna 7 ,
72 on baasivektorite i, j kujutised T7 korral ning nl, ng
nende vektorite kujutised Tn korral, siis kujutus Tv kujutab
vektorid T1,T2 vektoreiks n.,,n2.

Vektorid ny on ris¥J normaalvektoriga n, sest n2 = 1 ja
(n,n) 7R, Ja neid on v8imalik avaldada baasi 74»7p kaudu.
Viime labi arutluse Darbous” teljestikus: kuna n = 7~ 72,

eile nt=7+x V. Tx 71r= Vlp X 72+ $12T x n = -hlj7j.
Jarelikult, maatriks (~sz2v0n kujutuse v Jaoobi maatriks ja
jakobiaaniks on pinna taiskoverus K= Ii<f{.

Joont, kus K= 0, nimetatagfe
pinna parabooleeke jooneke. Uhel
pool  paraboolset  joont, Kus
K>0, asub elliptiline piir-
kond, teisel pool, kus K<0,
huperboolno piirkond. llmselt
on paraboolne joon kujutuse v
voldijooneks. Elliptilise piir-
konna kujutamisel orientatsioon
el muutu, huperboolse piirkonna kujutamisel aga muutub.
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MUTED.

. A A B . -
7.4.1. Tooril on selgelt naha mdlemad piirkonnad. Kuju-

tamisel V katab toor sfaari ka-
hekordselt (seni, kui toori me-
ridiagn teeb Umpber toori telje
taispoorde 360 , katab vastav
suurringjoon sfaari kahekord-
selt). Voldijoon tooril koosneb
kahest ringjoonest, mis kujutu-
vad sfaarile tema poolusteks.
Kui toori natuke deformeerida,
siis need kujutised el tarvitse
olla punktid.

n w
7.4.2. Tasanduva pinna kujutiseks on joon sfaaril. Toe-

poolest, liikudes piki tasandu-
va pinna sirgjoonelist moodus-
tajat, mis on ihtlasi tagasi-
pagrdeserva puutuja, normaal-
vektor n oma suunda si muuda»
sest puutujatasandiks koikides

moodustaja punktides on tagasip%grdeserva kooldumistasand.
il It
Normaalvektori n suund soltub kooldumistasandi poordest ja
It 1
muutub vaid uleminekul uhelt sirgjooneliselt moodustajalt

teiselg.
t

v «
Taiskoverus vordub nulliga, K= 0, sest kujutuse V astak

ruumilise joone korral on 1, tasandilise joone korral aga O.

7.4.3. Veel Uks huvitav naide. Olgu kujutus

=buy)

10*

@i~z )
rnaaratud mingi funktsiooni osa-
tuletistega, st. f olgu gradi-
entne kujutus. Vaatleme pinda
Xj/Z-ruumis

X=1my=V, Z=dU,i).

Lahtudes vektorfunktsioonidest
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7 = (uv.ep), 71= (1,0, 72= O,1,42), 7~ 8= (- .2 1)f

D17 ,+h7pt7,x</p m (/7]
Voo*13 - - 1- o - - et

ja vordus = O e K= O on samavaarne vordusega

It k= O e. Idd2 1= 0. See tahendab, et kujutuse f voldijoon
ja paraboolne joon vaadeldaval pinnal vastavad (ksteisele,
nimelt, esimene on teise projektsioon xy-tasandile.

7-5. Kuidas leida parve mahisjooR,t, kui parvey jooned on
antud parameetriliste vlrranditega? MOistkem, et sisteemis
X = X(3,t)
Y= y(a,t)
on 3 parve oarame%ter, st. iga fiksegritud 3 korpal liigume t
muutudes piki uht parve joont. Votame kaks lahedast joont
vastavalt parameetritele 31 ja 30 niq‘,’,g4 oletam(?/k et nende

joonte Id6ikepunkt on esimesel joonel maaratud vaartusega
ja teisel joonel vaartusega t2- Siis

x(sl,tl) = x (32,£2), V& ,tl) = y(s2,t2)
ja kehtivad vordused

"x(32,12)-x(31,t2) 1 x(s1,2)-x(sl,tl) 1

v 31 2 ri + %] 32 51
y(32,t2)-y(31,t2) 1 y(sl,t2)-y(sl,tl) 1
Vs, - . +

Siit jareldame, et sisteemi determinant vordub nulliga:

x(3z ,&2)-x(3"\,1z2) x(sl.2)-x(s1,tl)

v 31
y(a2,tg)-y(el,tg)  y(31,2)-y@3>t1) = 0.
v 31 *2 Il

Minnes ule piirvaartustele sy gi* ap_« eeldades
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&
funktsioonide x ja y diferentseeruvust, saame vdrrandi

*1 *2

v -9

kus Xry xg ja yl, yg on funktsioonide X ja yvastavad osatu-

letised 3 ja t jargi. Teist jarku determinant 12 on

funktsioonide x ja y jakobiaan ja me tahistane tegg‘ ?‘i_htsalt
\Xy\' N w
Niisiis voime kdnelda kujutuse /:(3,t) i &,y) voldi-
joonest Al, mis on antud at-tasandil vodrrandiga |xy] = 0 ja
voldljoone kujutisest /(A ,) Xy-tasandil, mis ongi otsitav
mah|SJoon

Kirjeldame geda olukorda Iahemalt Nimetame funktsiooni
& nivoojooni luhidalt dojoonteks soltumata selles kas
funktsioon on antud st- voi xy-tasandil. Naiteks,
st-taeandil on antud tavalised koordinaatfunktsioonid 3 Ja t
ning neile vastavad 3- ja t-jooned; xy-tasandil voime naha
nende kujutisi. Saniuti on xy-tasandil antud koordinaat»
funktsioonid x ja y, mis on seotud funktsioonidega X ja Ll
jargmiselt: x = x»/, y=y=f, vt. markus 3.1, lk. 15 .ja kai
5.2, Ik. 41. Voldijoonel f toimub  x-joonte puutumine
y-joontega, sest |xy] = O tahendab, IIet gradx | grady. See-
juures kujutuee igas A, punktis maarab X-joone ja y-joone
&hine puutuja T/ tuuma e. KerT/, sest Jaoobi maatriks annul-
leerib nende joonte puutujavektorid:

x1 x2
M M
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Esimesel joonisel on kujutatud voldijoon Al, millel X- ja
y-jooned puutuvad. Teisel joonisel on kUJutfﬂ:ud 3-jooned_1, 2
ja t-jooned a, 0, kolmandal ja neljandal naeme nende vdima-
likke kujutisi joone /(Al) suhtes. Paneme tahele, et koik
rektorid kujutuvad joone Al punktidest joone /(Al) puutu-
javektoreiks, sest T/ astak on 1.

Uurime ka |xy|-jooni St-tasandil. Nende puutujavektorid
kujutuvad xy-tasandile:

FILATT (A >) [ 1712] _ FLAHI
ALY, VI oX [lylAHY *

Olles voldijoonel A. tuleb arvestada tingimust |xy| =
I 1
Lihtne arvutus (mille j(atame lugejale!) naitab, et siis

Nay| Il = u? + ¢ 342\, lylxy| I = (y2 + y2)342\,
kus
*11 *12 *1 MM X
*12 *22 *2 MR N2 N2
x2 0 Y, M0

B 7 + B

Jarelikult, joone /(A) puutujavektor, mis on saadud joog;e A}
puutujaVﬁrtori kujutisena, on vPrdeline suurusega Vordus
X = 0 maarab voldijoonel A isearase(d) punkti(d) A, mille
kujutis(ed) /(a2) osutub (-vad) joone /(A1) isearaseks
(- teks) punktiks (-deks).

M0|stag| on see kooskolas oelduga punktis 3.6, lk. 21.
Toepoolest, y-joonte valgustamine toimub piki X-jooni e. vek-
torval ja X(-X2,X1) trajektoore. Seega

Y =Xy = >+ y2x, = Ixyl  ja y"s X2y = [xIxy]]-

2]
Tingimus y°"= 0 on samavaarna tingimusega |.z] = o ja y*= 0
thliendavaIt tahendab, et n= 0.
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NAIDE. Pakub huvi kujutus

r(3,t) =r +r™s +r2t +1 (rn s2+ 2r123t +r22t2) ,
kus r, r,, r2, rn . r12, r22 on mingid fikseeritud vektorid
snrtasandil, e. koordinaatides

M =U +73 + U2t + i (Ulls2+ 2U12St + U22t2)

I v=w +173 + Ugt + N (@Ulla2+ 2VI123t + M272) .
IImselt kujutuvad 3-jooned paraboolideks. Tegemist on para-
boolide parvega .zy-tasandil ja kusimus seisneb selle parve
mahisjoqpe leidmises. Uldjuhul on voldijooneks A.I 3t-tasandil

teist jarku kover ja tema kujutist /(A,) pole xy-tasandil
lihtne kirjeldada. Toome vaid kolm erijuhtu A B C.

A. Olgu r= r,= r2= 0. Siis
-\ (Un 32+ 20123t + U22t2)
yv=\ OM32+ 2v123t + vZ2tz) .

tt

Viime sisse ta used

Uuli2 uU22 u22 u11 " ull uv12
\ = s M =

V12 U22 u22 U1l ’ a12

D o
U11 ] vl D12 u1i2 U11 tl' _ y11l @12
_ 2D12= oo™

D11= . ep N

U1z g uliz2 uU22 u22 o012 ul1l2 U222

Jja kasutame invariantide teooriast tuntud eietigtat (ingl.
eyzygy, Sks. eyzygie)

D227 - 2D127y + Dn y2+ ~|Xy|2 = O.

On huvitav veenduda, et selline sisiigia toepoolest kehtib:



*11 U12 *22 %2 9y 2 BRI Dzlgx
Ull var vz, = “2U12 -2vpy 23t =4 ppp 422 Y

tz -at 32 «1 s P2 X ¥ 0
= -4(D11y2- 2D12xs/ +
lihtne kontrollida, ett
LR- 4Xv = 4(@*2-

Selgem on mg%sta kujutust /, kui esitada ta kahe kujutuse
ja dokompositsioonina / = dop

o i $2 © o WA+ <128+ REY
v Wl - [»,r + €127 + v22C J*
LC 1t2/2
Kujutus ¢ kerib St-tasandi kahekordselt £T)C-ruumi koonuse
TF- 4CC = 0 uhele kattele ja lineaarkujutus d projekteerib
£t]C-ruumi koos koonusega zy-tasandile. Projekteerimine toimub
vektori (A.,p.,v) sihis, mis maarab ka kujutuse dptuuma e. Kaath
On kolm Vdimalust:

1) p2-4iv < Q Kapon koonuse
sees; 3t-tasand katab kahekord-
B selt xy-tasandi; voldijooneks
Al on kaks imaginaarset sirget;
2) L2- AV > Q katphon valjas-
pool koonust; voldijoon Al ja
ka kujutis /(A1) koosneb kahest
reaalsest sirgest; 3t-tasand,
murtuna neljaks piki sirgeid
Al, katab neljakordselt sirgete
/(Al) moodustatud nurga sise-
piirkonna; sirged /(A1) on paraboolide parve mahisjooneks
xy-tasandil;
3) Lp- 4AV = 0, Katpon koonusel; voldijoon Al ja kujutis
/(Al) on sirged; 3t-tasand murdub piki sirget Al pooleks ning
katab kahekordselt pooltasandi uhel pool sirget /(Al).

t
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B Siisteeni
x = U.,3 + u2t

Y=1 (Ulls2+ 2yi23t + U22t2)

korral voldijoon Al on sirgjoon

uw 5, uw ,_
U A2 V22

ja kujutis /(A1) parabool

2By = Q
Ml M2 Ul
kus B= U2 w22 A See on jareldus sisiigiast
ur vz o0

D_22X2+ ZBy + \Xy\2: O,

1
mida on ka kerge kontrollida, Jarelikult, 3t-tasand, murtuna
piki sirgj.oont A., pooleks, katab kahekordselt J"y-tasandi
piirkonna uhel pool parabooli /(Al).

C. Huvitavad on kaks jargmist kujutust

fx=](s2 + t2) + 63
1 y=at - et ,

kus s € K. Soltuvalt mgrgist on voldijooneks Al kas ringjoon
32+ t2= 62 voi hiperbool 32- t2= 62. Ringjoonel on kolm

kortsupunkti @,0) ja (|, =~ 6), huperboolil vaid (ks
(6,0).



Ringjoont ja tema kujutist on vOimalik esitada parameetri-
liste vOrranditega:

= e cost X noe2 (cos2T + 2cost)

t = e sinT, y=1 e2(sin2T - 2sinT).

Kujutiseks /(A.) on nn. Steineri kover, mis tekib ringjoone
mingi Ipunktl jaljena selle veeremisel mooda teise Qingjoone
susekulge tingimusel, et raadlyste suhe oleks 1:3. Hiperbooli
ja selle kujutist on samuti voimalik esitada parameetriliste
vorranditega

8 = ==£chx x = \ e2(oh 2T ==2chT)
t = =eshT,

Siin vastavad ulemised margid uhele, alumised teisele huper-
booli harule. "

Lahendamist ootab ulesanne: leida sisiigia, millest
tuleneksid koik erijuhud, nii A E kui C.

7.6. Veidi teistsuguseks kujuneb olukord mahkljate leid-
misel kui pinna (joone) I||kum|st pohjustab vektorvall X,
voi vastav voog a= exptX. Kui, nalteks pind on antud vor—
randiga @ = O, siis vorrand p<at= 0 maarab pinnaparve, kus t
on parve parameeter. Vorrand qﬁl 0, kus d3= Xp= @bek); n,
maarab pinnal = 0 karakte-
ristiku.

Mahispind koosneb pinia =0
puudutavatest vektorvalja X

trajektooridest ja tema vdrran-
diks on 1 =0, kus | on vektor-
vai ja,X invariant, mis rahul-
dab jargmist tingimust:

P=P=0 > 1=0.

1=0

NAITED.
7.6.1. Olgu xyz-ruumis antud funktsioon

o = i(XZ+ y2- 22- 1).

J1S einer, soti matemaatik. 1796 - 1863.
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Vorrand o= 0 mgz;'rab LIJIhekattelise hgperboloidi. Vektorvgli
X(1,0,ft) pdhjustab selle hiperbooli liikumise,
vt. 4.5.1, Ik. 35. Tekib pinnaparv. Kuna do*=0, siis sobivaks
invariandiks on (p)r2xpd". Arvestades, et di=X-kZt d"=1-&2,
saame mahispinna voérrandiks (%-fo2)2-(X2+y2-z2-1)(1-A2)=0 e.
teisendatud kujul (1-y2)(1-A2)+0fex-z)2=0. Selleks on ellipti-
line @@>1) voi huperboolne
(&2<1) silinder, voi tasand
@-=1).
Paneme tahele et suurused
U=Kx-z ja V=y on vektorvalja X
invariandid. Kujutus
=>1 U %:(X,y,z) & (U,V)
< S *2=l projekteerib xyz-ruumi piki vek-
torvalja X trajektoore UV-tasan-
dile. Kui kujutada hiiperboloidi valgustamist piki vektorvalja
X trajektoore, siis silinder heidab ekraanile, milleks on UV-
tasand, h['iperboloidi varju. Varju piirdeks on joon

ti-1 .
Olenevalt kiirte kallakust, saame ellipsi (I/Jlo>l) voi hl}lper—
booli (& <1). Kui suurus k' kasvades Uletab vaartuse 1, toi-
mub UV-tasandil nn. bifurkateloon: hﬁperbooli harud langevad
V-teljele kiirteks (-00-1] ja [1,%0) ning samal hetkel avaneb
loik [-1,+1] ellipsiks.

7.6.2. 0lgu xyz-ruumis antud vektorvéllli X(y,z,0). Leiame
tasandi x=0 mé{hispinna, kui ta hakkab liikuma voo at mgjul.
Kuna d»x, olo'-y di-z Ja dI"=0, siis soblvaks invariandiks on
j%‘lllegliI (cb) 2pdh*. Mahlsplnnaks on koonus y -2X2=0.

Margime, et parve vorrandiks on X- ty+Zt /2=0, vt. 4.2.7,
Ik. 32, ja sama tulemuseni voib antud juhul tulla ka skeemi
7.2 j'élrgi.

7.6.3. Paneme gfaari (X-a)'4y’+Z'= R pdoriema Umber
z-telje. Selleks votame vektorvalja X(-y,X,0) ja leiame
funktsiooni_| dr [ (x-a)2+y2+z2-R2] tuletised df=ay, d=ar,
d=ay. Naeme, et q3"+'=0. Sobivaks invariandiks on

83

11*



@ )2H" )2-(db"+dp)2 . Mahispinnaks on toor
422 32+ y2) - (A z2+ & -R2)r- Q

7.7. Vaatleme kommutatiivset diagrammi

kus Mp+r, Mn ja Mr on vastavate dimensioonidega muutkonnad, /
on iranersioon ja g on tavaline projektsioon (u,v) ** U, kus
U € Ml—lja V € Mp. Kuna fwn immersioon, siis kujl&;is /(MPI_)
on ruumis Mx M, (@fr)-médtmeline pind ja selle loiked tasan-
ditega v,z oonst moodustavad , projekteerudes muutkonnale M ,
seal p-mootmeliste pindade r-parsmeetrilise parve.

R.Thomi vaatevinklist eeisneb mahkijate teooria kujutuse
h = gf singulaarsuste uurimises.

88. Diferentsiaalinvariandid

Suurused naga joone k()?)}(/erus ja vell/alne, pinna te!is—, kesk-
mine ja peakoverused on vastavate kujutuste . diferent-
siaaiinvariandid, vt. k. 26. Nagu eespool 0Oeldud, algab
kujutuse lokaalne uurimine diagrammist

B
(D)

ja seostest, mis tulenevad vordusest /a= b, vt. Ik.16
flgf= e
e *RJ R g s T (0)
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Naitame, et nimetatud diferentsiaalinvariante on vdéimalik
tuletada seostest (2).

8.1. Olgu Mfwl—mﬁﬁtmeline muutkond e. tavaline arvtelg,
kus on lubatud parameetri teisendused a, ja Mg 2-mootmeline
eukleidiline tasand, millel on lubatud tavalised liikumised b.
Litkumiste Jaoobi maatriksid on teatavasti ortogonaalmaatrik-
sid. Immersiooni F : M1-*1] korﬁal annab diﬁpraram (1) seosed
(2), kus ladina indeksid omavad uhtainust vaartust 1, seetdt-
tu a{, C&F aiimel kirjutame Iihtsaltﬁg', a', kreeka indeksid
aga omavaé vaartusi 1, 2. Maatriks (b“9) on konstantne ortogo-
naalmaatriks, st. b£R = 0. Lahti

kirjutatuna
?;a - b, [; +b’
J* a = b f] + A
?;,<a-)r ?! a"=bj /;1+ B

n ]
Jargnevaﬁ seosed meid siin ei huvita. Saadud susteemi vgib
esitada uhe maatriksiga

2ot (@)r Ja- b1 bl™ An

7a’ jo @yr+ ra’ «*  Dbl- YA AJ

Arvutades determinandid vasakult ja paremalt, saame

/v /i

@) 3

Samuti markame, et kehtib seos
c@N2+ (?H21-@")2= (/D2+ (UN2.

Jarelikult kaks suurust



f
R T

fnahy
ei soltu liikumistest b, kuid muutuvad parameetri teisendusel
a:

P(a®) = P, Q@™ ) = Q.
Suurus

K= 3

jaab aga uleminekul f f muutumatuks e. invariantseks. See
invariant ongi joone PCM” Kkdverus. Toepoolest, olgu joon
F(M~ ) antud parameetriliste vorranditega X = X(t), y= y(t);

siis stmbolitele /1, 72, vastavad X, ¥ X,
X
V., X, yja P = » ;/ Q = i?+ y2. Seega 3/2 0N sama kove-

rus, millest sai kdneldud eespool, vt. lk. 59.

8.2. Kui joon on eukleidilisel tasandil M2 antud funkt-
siooni @ nivoojoonena, siis on olukord teine. Vaatleme sub-
mersiooni & M —¢M kus M, on samasugune ”eukllvsidiline
tasand, nagu eelmises punktis, ja M on mingi Uhemddtmeline
muutkond, kus on lubatud parameetri teisendused C. Diagrammi
(1) asemel on teine diagramm

B JS
©)
ja sellest tulenevad teistsugused seosed
Va = %
= e W 0deER O

osatuletistel d, q olngg ol%'g'lon ara jaetud Ulemine indeks,

sest ta omab Uhtajnust valélrtust, Ghemuutuja funktsigoni C
tuletised on aga tahistatud nagu tavaliselt c*, C". Lahtudes



seostest (4), moodustame maatriksvorduse

AN+ Idfgu+ e ) tE £ = 3c'(pad+ fac*+ t(0-)2mqy Bad

ja arvutame determinandid vasakult ja paremalt. Selleks viime
sisse tahistused

N1 M2 ail <82 41
L nmp M= ddl+ d22, S= da+ d2, T = - 912 992 ar
P12 N22
®1 o2 o

ja analoogiliselt L, M, S, T. Vasakult saame

Spn+ g2 +1 2+
32+ " 2 2+ AR +1

= 3L+ StT + SM + tS +1,

- .'I -
paremalt sama reegli jargi

(9C*)2L + SC*[3C"+ t(C*)2]T + SC*M + [SC"+ t(C*)2]S +1 =
= S2C"(C"L + C"T) + 3t(C*)3T + S(C'M + c*s) + t(c*)2S +1.

Vorreldes mdlemaid pooli, saame neli seost:

L
M

c* (C'L + cT), T
C*M + C'S, S

(C*)JT,

(C")2s. ©

Otsekohe on naha, et suurus “’/83/2 ei soltu ei liikunistest 0
ega parameetri teisendustest C, st ulemlnekuIS(/JE B op;aab ta
muutumatuks e. invariantseks. Naltame et — /S on vastava
do-joone kdverus. Selleks esitame uuritava do-joone immersiooni
/ tulemusena.

Vaatleme kompositsiooni

M< JL n.

kus dd = const, ja kirjutame valja vastavad seosed osatule-
tiste vahel:

v? =o
% A A *v?, = =
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Esimesest seosest tuleneb

<p./]+ 0 = </>2+ 4 2= [~ ] «p* ® - a =( ] s-

teisest seosest aga saame

)
L T aA T oy 012 ol

% -4 "l 012 $22 gz =
ol P2

ca s T
jarelikult, K=
Vg - s,3/2
Niisiis do-joone kdverus avaldub valemiga
<PIL

12 022 P2
®1 92 o

@2 + dp)3/2
MGistagi voime siit saada ka jJuba tuntud valemi
K= (l4y,2)372 + Vt- 1k 59, kui votta b=y - y(%).

Tahelepanu vaarib asjaolu, et suurus X, vt. 7.5, k. 78,
on X- ja y-joone kdveruste vahe. Kui eespool oli mainitud, et
voldlpunktldes A need jooned puudutavad ukstelst sus nuud
voib lisada, et kortsupunktldes A2 on neil ka uhlsed kéveru-
sed. Pealegi osutub vordus X = 0 nii meetriliseks kui ka

kujutuse f topoloogiliseks omaduseks.

nAide. Kui cp= dllx2+ 2al2xy + arrsa+ 2a™x + 2ary+ a

Ko [Eiesiovel 2+ E2ee2ye R 1/2
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v e e BO0T
12 °22 = = €
al a &

Kui paliu voib uldse saada sOltumatuid invariante?
Arutlegem  jargmiselt. [lrranersiooni korral, vt. 8.1, osalee
tuletiste f]t /2, /*“ ) /?II Eleisepngamisel kolm parameetrit,
s.0. kaks tuletist a", a* ja uks poordenurk maatriksist

cosa -sina ) .
[ sina cosaJ 9
2
elimineerides neljast §Ieosest, vt. k. §|5_, kOlHl parameetrit,
vdisime saada ainult -uhe seose, mis naitab uhe invariandi
olemasolu. Selleks osutus kéverus K=" ,/03/2
Ndudl, submereiooni korral on osatulatisi viis: d,, d2>
®,-, P, A%, ja nende teisendamisel selpf,tes (G)) osageb kolm
parameetrit, 30. tuletised C', C" ja poordenurk a. Ulemine-
kLﬁJ!t seostelt (4) seostele (5) elimineerus maatriks (b;\), et.
poordenurk a. Suurusi L, M, S, T on neli ja nende teisendami-
sel seostes (5) osaleb kaks parameetrit C*, c". Nende para-
meetrite elimineerimisel seostest (5) peaks saama kaks inva-
rianti. Uks neist on leitud, nimelt m/S?’/2 . Teise leiame sa-
muti: kuna MT - LS = (C")4 (T - LS), siis invariandiks osutub
suurus

KT - LS ®)

Huvitav on invariandi (6) geomeetriline tdlgendus.
Funktsiooni dpgradiendiks on vektorvali v = @ d2). Jlélgime
vektori V muutumist nihkel piki dojoont. Selleks votame d>
joone puutujavektorvéija % =(ch,,-pl), ja difersntseerime kom-
ponente di, @ vglja T suhtesc; Aﬁtud punktis saame vektori

vi= (@A 2~ 12715,812024522M AT mille ekalaarruut vordub suu-
rusega MT - LS. Toepoolest, kuna

(P,,+ R2)«P,,<f|- 2d1rdp,or+ drrcp - (h,,Ph2r- Pr Xe?+ ¢ m
- «P,,0or- o1rd ,)r+ <d,réor- orro,)2.
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siis MT - LS = (V" I'.
Il
Olgu funktsiooni cdonivoojooned vektorvalja V trajektoo-
rideks. h}mselt moodustavad - ja dpjooned tasandil ortogo-

naalse vorgu, st. X+ dolx <* Arvutgme do-joone kdvergise.
Selleks diferentseerime viimast seost molema argumendi jargi:

dMm'd,+ <PizV 4>iiV &2& =0
®120 ,+ P22¢2+ ®120 ,+ P2rdr = 0.

Esitame tulemuse maatrikskujul:
PIE | FoIXND . .
% @r} 1 *2 1*1rnvE) 1 b

ning arvestades ilmseid seoseid

B11 il ISt f% ) b U]
o - 2 [®2 ] - ©7 | 450 °

tuletame seose

K X (g Il ] *1H0 +
= 0.
Kuna
HH G2 W
o, orr or = - O<|| + rplrd,or - prept =
o, P2 o
-
- _<_¢r¢,) X . 2‘ X M>rl

e R )

b
(1] <12>X @ Z I —l
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Qﬁ(q:uqnz - DAD DA PI2R - B2<N<P2] =

don 012 P2
(|) w2 222
0
ja
®+@= (07 +02).

siis do-joone kdveruseks saame

T . 0Ll 012
Ki= ,3/2 Kus 1= 10 022 «gl
o @ O

Kuna aga (" ,mFI,  .v)"™ ja (v',%)2+ (v°,v)2=
T2+ T2 = (v°)2-S, siis jarelikult

A =R+ R
K~ 1

st. invariant (6) on kdveruste Kja K" ruutude summa.

8.3. Vaatleme nuud immersiooni F: M, M3, kus M3 on
3-mootmeline  eukleidiline ruum ja M2 mingi 2-mootmeline
muutkond. Kujutist F(M,%) kujutleme 2-mootmelise pinnana
ruumis M3.

Seosed (2) avalduvad kujul

£529 = bp &
T EREL S ®

(ké&sitleme neist ainult kahte esimest). Pind oli juba uurimi-
sel punktis 7.3, Ik. 71. Nuud on vektorid 7=maaratud osa-
tuletistega /?. Meetrilise tensori (e. esimese ruutvormi)
komponentideks on”g.“=/>1/j§. Uleminekul / »*/  teiseneb
meetriline tensor jargmiselt:

«lr «kiaiaj ®)
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Seda naeme, arvestades esimest seost (7) ja maatriksi (b®)

ortogonaalsust: b%\ 7 = da”. Vastavad determinandid on seotud
vordusega

lel - ISI - Jaj2. (©))

kus |aj on teisenduse a jakobiaan.
Vottes arvesse, et

174X 72 o+ (@ »T2)2= T?2t] . IT-jx T2 2= 81 8rr~ A2 =

Ja (7,x 72.7+j) = ~NTi*72»7ij)* e8MaTe teise ruutvormi kompo-
nendid kujul

hu = @,.tr,711;,)-
IPuletame seostest (7) vorduse
<7,.7r .7,,> = I°l «(7, =72 i7k1)<"aj

ja siit teisendusvalsmi

hr ] <1°>

Valemid (8) ja (10) annavad tlelahtsa seose

hir Gkl ~ki1>"d3

ja ka vorduse

T “ = INr *S:jMa]2. V \ €R.

1" A
millest jareldame, et ruutvorrandid

Har ~ijl -0 & Rij- ~ijl =0
on ekvivalentsed, st. neil an uhesugused lahendid 1 jg n_.
Definitsiooni kohaselt on vdrrandi ~ij1=0 iahendeiks
pinna peakoverused: X~= K,, X2= Kg, vt. k. 73. Jarelikult,

pinna peakoverused K Ja K,, ning koos nendega keskmine kdve-
3 H = K~"Kg ja talskoverus K = ei muutu uleminekul

-
Nagu naeme, on mangus 15 osatuletlst /7, /v ja 13 para-
meetrit, s.o. 10 osatuletist a%, -~ ja neile lisaks 3 Euleri
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nurka, mistggravad teljestiku pgarde ja ka maatriksi (Oé‘l‘).
Seegg. on sbéltumatuid ir(lyariante 15—133:%I ni;l/g nendeks on Eas
peakoverused K1 ja voi keskmine ja taiskoverus H ja K.

8.4. Duaalses vastavuses iImmersiooniga F: M, on
submersioon ¢: M3~» M1, kus Mg on sama 3-mootmeline eukleidi-
line ruum ja Ml mingi 1-md&tmeline muutkond. Lahtume dia-
grammist (3) ja seostest (4), vt. lk. 86 , kus kreeka indeksid
omavad n[JIILIJd vl';glrtusi 1, 2, 3. Seekord on mgngus 9 osatuletiet
oo ®ap ja 5 parameetrit, s.o. 3 Euleri nurka ja 2 tuletist
C", C". Tahendab, ‘eidub 9-5=4 séltumatut invariant!.

Viime sisse tahistused

A =dn+ g22+ $33 , B =2 + d2 + o
c = O O12 , ou or13 g P2 023

e e P13 933 ®r3 933

o1l 012 O1 P11 P13 1 de2 &r3 or
D=- o0 02 ¢&» ~ @3 ®33 ¢3 -~ Or3 ¢33 &3

o1 ¢ O o1 o3 ° or o3 °

oy ¢12 13 Pl
*
E_(D_I,%r 13 F__ 012 br Or3 &
T 912 922 Pr3 -

®13 dr3 ¢33 3

®13 dr3 o33 d P P3 o0

ja jargides tapselt valemite (6) saamist, vt. lk. 87, tuleta-
me nende suuruste teisendusvalemid

IS
A = C"A + C"B, B = (C")2B,
C = C" (C°C + C"D), D = (C")3D, (5D
E= (C)(CE+CF), F = (C ) F.

Siit naeme otsekohe, et liitsuhted

B1/2. D1/3. p1l/4
ja

Leonhard Euler. aveitei matemaatik. 1707 - 1783.
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Apg A4 A 1/5 1/6

B CcD
cD * EF * EF

pn invariantsed ja annavadki 4 sdltumatut invariwanti,‘7 Neist
kaks on submersiooni ¢ kihi keskmine k&verus ja taiskoverus:

D
H= - K . : 12)
5372 Léz

Et selles veenduda, esitame vaadeldava Kkihi immersiooni
F: M2—*M3 kujutisena. Siis ¢/ = const ja kehtivad seosed

V? =o0

WopA A +VE] =

€S))

1
Esimesest seosest (13) e. susteemist

JPS +V? + /7P =0
Il'Vva +Vf +Vi =0
ilmneb, et
AA AA il
olrv o3 A A A A Iz
v:i mingi teguri atgpsusega
o1-w /7 apea M goa AA
52 $2 52 92

seejuures B = 3e?\g\. Siis veel ¢a= Bl/2Na, o¢a/~= R1/2"ij~

ja teine seos (13) annab %ap/” + B172n = 0. Kirjutame
valja kaks vordust

81J = oaRfl B hap”rl " j
Ja moodustame maatriksi

= -(B2?2% + «<*>/? [
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Meid huvit%) ruutvorrand lhij \giJ.’L = 0, mille lahendeiks on
pinna E)?akov?p{sedil(.‘ ja KE' ) ) )

Viime labi yaikese algebralise arutluse. Esiteks, meil
on tegemist 2. jarku ruutmaatriksiga

U0=<Vt
Ku b - B"" 9a(- Nagu on teada algebrast, avaldub
maatriksi U determinant jalgede trU ja trU2 kaudu:
Ul = £Ctr2u - tru2) ,

*v 1l «
mida voime naha, naiteks, enamtuntad valemist

U2- tri-U + JUJ-E =0

(E on uhikmaatriks). Kuna trU = A Jja
Tro2= Ko#k» A v 1 = Sli3
8ul = noy -JtW®}r, ¢ =
p fy-
~  <AaBAnv" VR A«v” n 1 J3 /1§ tY)

All A12 A13 @
A12 A22 A23 @
a Al13 A23 A33 O

o o2 o3 O

[

Arvutame viimase determinandi:

172\
é , 012 $h22+8 *23 1,9 02 - _ 1(B2\2+ DB2A + P) =
013 023 033+B
ol h2 $.3
a2 bt
Ruutvorrandid
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nij- ~ijl -0 pr m+ =0

w
osutuvad ekvivalentseteks. Valemid (12) kehtivad toepoolest.
Need valemid kannavad Neumanni nime. "

Teeme Neumanni valemeist moned jareldused.

8.4.1. Olgu .zyz-ruumis ¢ (x,y,z)= @ (x,y)- Submersiooni ¢
kihtideks on Z-teljega paralleelsete moodustajatega silind-
rid. Suurustest A, B, C, D, S, F funktsiooni ¢ jaoks vdrduvad
kaks nulliga, E = F = 0, teised aga langevad kokku suurustega
M, S, L, T funktsiooni ¢ jaoks: A =M, B=S, C=1L, D=T.
Silindri peakoverus vordub nulliga, K = 0, keskmine kdverus
aga langeb kokku juhtjoone kéverusega, H= -D/BC/2 = ~T/S3/2.

8.4.2. Olgu (p(X,y,Z) = 0(47,y)- Z. Funktsiooni ¢ ruumili-
seks graafikuks on pind ¢ = 0. Sel juhul ®¢,= ¢,, ©2= 2,

©3=-1, ®uy= ®|1, ~12= A12* AFr~ A22° A~13= ~23= ~33= ®
A=M,B=S+1,C=1L, D=T+M, E=0, F=1L.
Funktsiooni ¢ hessiaan vordub nulliga, L = O, parajasti

siis, kui tema ruumiline graafik on tasanduv pind, K = O.

Funktsioon ¢ rahuldab diferentsiaalvorandit T + M =0
parajasti siis, kui tema ruumiline graafik on minimaalpind,
H = 0.

8.5. Olgu M1, M2 ja M3 vastavalt 1-, 2- ja 3-mootmeline
muutkond. Kommutatiivne diagramm

nm
kus v, V ja F on immersiooniq, maarab ruumis MQ joone V(M<),

mis kuulub pinnale F(M2). Vordusest V = fv tuletame seosed,
vt. lk. 16,

=f -ul
Nl=et A 4 +

Karl Gottfried Neumann, saksa matemaatik, 1831 - 1925.
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Kui M3 on eukleidiline ruum, siis voib kasutada Gaussi vale-

meid, i A\ y vt* lk* 72, ja avaldada teise seoee
kujul

V?,= JE<#?,+ r]j W> + n°*u VvF »?e

Kw]a suurused V73, IY’I*. maaravag/ joone V(M|) kooldumistasandi,
voib esineda kaks erijuhtu: kdéikjal piki joont V (M.j) kooldu-
mistasan

1) uhtib pinna P(M2) puutujatasandiga, s.O.

hu uj &3=0,

- sel juhul nimetatakse joont Y(M1) selle pinna aeimptooti-
Ileeke Jooneke;
2) labib pinna P(M2) normaali, s.o. 3\ € R et

< ei?, e W -

- sel juhul nimetatakse joont Y(M ) selle pinna geodeetill-
eeke jooneke.

Kui muutkondadel M1, M2 ja M3 lubada lokaalseid teisendu-
si p, ajab (@ op tavaline liikumine Mj—s), siis kehtivad
seosed (tuletuse jatame lugejale):

R g- )" (p')2 = ve v] .

Cii+ ~ki A~ A><pT)2+ I pt * °5@n + rki ik

1 | ]
Siit naeme, et ulaltoodud asumtootilise ja geodeetilise
joonte vorrandeil on invariantne iseloom.

8.6. Kui eelmises diagrammis 8.5 asendada muutkond M1
kahe 1-mddtmelise muutkonna otsekorrutisega M~ M" 1, siis
méistame kujutist V~x M") joonte vdérguna pinnal F(«2).
Muutkonnas M.x M'Ion lubatud lokaalsed teisendused p x O7v kus
p ja 6 on teisendused eraldi muutkondades M1 ja M* . Vordu-
sest V = fv tuletame seosed
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W =48V

m'kl *4 u3 + "k

Olgu M3 nagu ennegi eukleidiline ruum. Siis esimesest
seosest saame

K 4 *«iX vi m
|
Teisest seosest kirjutame vélja Vy2> kasutades Gaussi vale-

meid,

y“r m /£<WV "t o o+ ui ul - ;

N
Yoib esineda kolm erijuhtu: pinna P(M2) igas punktis
1) vektorid ja on teineteisega risti» s.o.

B« 0? "l *_.°*

<V N
- sel juhul koéneldakse, et vork on ortosonaaine; :
2) vektorid ja on teise ruutvormi suhtes kaassihi-
lised, s.o.

hu v* V3 = o.

- sel juhul koneldakse, et vork on adjunﬁﬁeritud;
3) toimub vektorite VI paralleelne ulekanne piki vektor-
valja 7g trajektoore, ja vastupidi:

AT+ 4 = °-
n EY

- sel juhul koéneldakse, et vork on absoluutselt paralleelne.
Teisenduste pxa, a ja b korral kehtivad seosed

"17pT0" m o ««»t "l e
mlN,5* 5]P"0" = «l
<2+ PO'= °>*r+ri3 "> -

sest t~ P"= b* ufb U® 0"= b® yP, UuBR2 pb*= b® uf2 jne.
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Siit naeme, et ulaltoodud vorrandeil 1), 2) ja 3) on
invariantne iseloom.

8.7. Seosed (2), lk. 84, vdivad olla esitatud ka ilmuta-
tud kujul osatuletiste suhtes:
= OR @kI* Akl+ BX*/k * Qaa-

|
Siin on kasutusel sumbolid

-4 - Bv = aas

nigg maatnriksid (a*) ja (of) samuti maatriksid (tf’)wja
(Q{l on Uksteise suhtes poordmaatruksud Sellisel ku;ul voi-
mg}davad seosed (l ) ukskmk millise dlferent3|aaloperaat?‘r|
voi diferentsiaalvorrandl (ka diferentsiaalvOrrandite sis-
teemi) esitada suvalistes koordinaadistikes. See aga vdimal-
dab omakorda selgitada nende invariantseid omadusi.

Toome kaks lihtsamat ngidet.

8.7.1. Kui kujutus on mingisugustes koordinaadistikes
lineaarne» s.o. /}/ﬂz 0, sys Uldistea joonkoordinaatides on
ta esitatud diferentsiaalvdrrandite susteemiga

tfi - % Ab + B?T P} = °- <16>

Juhul n = 1 saame sirgjoone diferentsiaalvdrrandi joon-
koordinaat ides

>, ¢ = an

Vgrreldes Is;'ljsteemi (17) geodeetilise joone vgrranditega,
Ik. 97, naeme ilmset analoogiat. Geodeetiline joon pinnal
kaitub teatud mottes nii, nagu sirgjoon tasandil R2. Uks cﬂfna—
dustest seisneb selles, et geodeetiline joon pinnal on luhim
trajektoor kahe antud punkti vahel.
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Juhul m = 1 saame susteemist (16) tasandi diferentsiaal-
vorrandid joonkoordinaatides

fu K +BV f 0 <18)
8.7.2. Vaatame, kuidas teiseneb lineaarvorrand

X+ iJ+ ~k =0 a9

s6ltumatute muutujate teisenemisel (71=2). Lugedes teisendust
0 samasusteisenduseks, kasutame seoseid

Aj- 4i°i + N A -
N

(] ]
Vorrand (19) jaab lineaarseks. Teisenevad vaid kordajad:
\1j= af & Akl, jk= - (¢40)}
Maatriksi (A.5'\JJ) determinant teiseneb jgrgmiselt:

IM = |ct]2, |X|

Kuna jakobiaan |a] seisab selles valemis ruudus, siis on
determinandil Al invariantne omadus: igas koordinaatsus-
teemis on ta kas positiivne, negatiivne voi vordne nulliga.
Vastavalt sellele nimetatakse vorrandit (19) elliptllieeke,
hiperbool Beks voi parabool Beke.
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4. peatikk. DIFERENTSIAALVORRANIID
Kl

Diferentsiaalgeomeetria on suurel maaral seotud dife-
rentsiaaloperaatorite ja diferentsiaalvorrangltega. Kui klas-
sikaline diferentsiaalgeomeetria tegeleb kullalt spetsiifi-
liste objektidega (jJooned, pinnad,...), siis kaasinges mate-
maatikas on kujunemas avar valdkond, mis holrnab vaga paljusid
traditsiooniliselt eraldi eksisteerinud teooriaid. Tutvume
siin méningate kontseptsioonidega.

8§ 9. Harilikud diferentsiaalvorrandid

l ~
9.1. Pole midagi hammastavat, kui me vOtame kasutusele
« _ _ _  muoo u_ -
lopmatudimensionaalse arvruumi (k . Naiteks Maclaurini rea

©2
Ut= U + Ut + U* [2 + ... D)

kordajad (U, u®, u",...) moodustavad selle ruumi punkti, ja
vastupldl |ga|e Fﬂ)punktlle v0|b seada vastavusse rea ().
Votame kasutusele Iopmatut Jarku maatriksid

[ “*1 '01 0 .- rlt 721

u* u; 001 . 01 ¢ .
- - ., C= . eCt=

u By v: 000 . ¢ 00 1 .

i e . - -
Maatrikse%d U ja U. tdlgendame ruumi KGDpunktideﬁa. Maatriks
C erineb uhikmaatriksist E selle poolest, et kui uhikmaatrik-
sis asuvad uhed peadiagonaalil, siis maatriksis C on nad
nihkunud uhe elemendi vorra parqpale. Kui maatriksit C kor-
rutada & korda ieeendaga, siis gged nihkuvad ilmselt k ele-
mendi vorra paremale. Maatriks e on maatriksi Ct eksponent-

siaal:

ect=E + Ct + C2 /2 +...
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Moodustame otsekorrutise K x 6~, kus K on t-telg. Seega
on iga punktigﬁ t €R seﬁ)tud uks ®>, m“jda rgvimetame kihika ja
mille punkte tahistame sumboliga UX' Voib kénelda kihtruumist,

vt. 6.3, Ik. 47, ja kihtide pro-
Jjekteerimisest baasile

Kx f R (t.ut) t.

Kui igas kihis Fikseerida
punkt, st. korraldada vastavus
t »Ut, siis ruumis R x R te-
kib joon e. Kkihtruumi |1dige,
Léikel on koik koordinaadid (le,kl',...) t funktsioonid.n
Erilist osa etendab kirjeldavas kihtruumis vektorvali

_d 4 d d
Y= m u ga * " oou tY our @
mida nimetatakse taledlferentelaaloperaatorlke. Tahistame

funktsiooni ¢ tuletisi Y§ [lihtsalt primiga, st. Yo =0¢".
Selline tghistus on péhjendatud j:"lairgmise asjaoluga. Oletame,
et funktsioon ¢ soltub koordinaatidest (t,Ut,U.,...), kus ut,
« on t funktsioopid ja u,= u, uc')= u®, ... Diferentsee"rime
seda funktsiooni t jargi kohal t=0. Siis ilmselt ¢"= ~ +
+ fu + + " 8 ¢ = ~* A~ Pun”™i U koordinaatidel
pole prlmld Juhusllkud sest u"= YU, U"=YwW ,...

Oeldut saab valjendada maatriksi C at%il, nimelt“U': CU.
Viimast vordust v0|b votta diferentsiaalvlrrandite slsteemi-
na, mille lahendid avalduvad maatrikskujul Ut= eCtU. Lihtne
skeem

U= cu Ut= et ®

osutub allpool upris kasulikuks. Joon (t,Ut), kus Ut= eCtU,

on ruumis R x R@M vektorvalja Y trajektoor, mis saab alguse
hetkel t=0 punktis U. Erinev%te punktide U korral moodustavad
jooned U. algkihil vektorvalja Y Ffaasiportree. Funktsioonid
e U on ruumis X X vektorvalja Y invariandid, sest
(e CtU)"= - e-CtCU + e-CtU" = O.

Pakume lugejale hea harjutuse. Osatuletiste operaatorid
jJja koordinaatfunkteioonide diferentsiaalid moodustavad kiht-
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ruumis R x K@ naturaalse baasi

( a_r gﬁ* gm ........ dts du, du”

(o] K
vit. 6.5» lk. 51. Kui asendada siin operaator taisdiferent-

siaaloperaatoriga Y, siis asenduvad diferentsiaalid du,

du"t... automaatselt vormidega cj°= du-u®dt, wl= du" -u*dt,...
f

jJa vastavad maatriksid on teineteise pg('tjrdmaatriksid:

1 00 .
B d ) = ( 6 a d uw 1 0.
u 01 .
?é - 00.° dt =
du
10 .
.1 X au
Tekib uus, nn. adapteeritud baas
(Y’ ii» AV.... . dt” we* (»1»000).

n . B _ . _ -
Tahistame XQ= "~ , X1= ,--- jJa viime sisse kaks maatrik-
sit

X= 0 Xx1...) ja 0=
Naidata, et
X"= - XC, ar= auo @

Vorrelda seda valemitega (16), k. 52. Kas ka siin on Kkasu-
tatav ikeem @)

Naidata, e w

1) vektorvali = XE, kus Z on lIdpmatu veerumaatriks, on
invariantne vektorvalja Y suhtes parajasti siis, kui Z"= Cz,

2) lineaarne funktsioon F = fU, kus f on Idpmatu reamaat-
riks, on vektorvalja Y invariant parajasti siis, kui f*= -fC,
sel juhul P = KU t, kus U_t= e_C';U ja K on suvaline konstant-
ne reamaatriks.
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9.2. Harilik diferentsiaalvorrand pole midagi muud, kui
mingi vdrrand F = 0, kus J? on teatud funktsioon K x FB-» R
Funktsiooni F nimetatakse -dlferentslaaloperaatariks.

Vérrandi F = O lahendiks nimetatakse funktsiooni Ut> mis
koos oma tuletlsteﬂa u: |1;b rahuldab seda v@rrandit sama-
selt, st. iga t vaartuse korEal

Funktsioonile F voib taisdlivferentsiaa!voperaatorit Y (t:a—
kendada mitu korda. Sel juhul kdneldakse vérrandi F = 0 jat-
kamisest. 6eldakse, et sﬂéteem

p=f"= ...=F@®=0 ®

on saadud vn%rrandi F = 0 k-kordeel j;tkamlsel. Lahend U., peab
rahuldama siisteemi (b) iga k korral, ka erijuhul k —> m.
Sellele arutlusele voime anda kena geomeetrilise tolgen-
duse. Esiteks maarab vérrand F = O ruumis K x T pinna, mida
valgustab piki oma trajektoore vektorvgli Y, vt. 3.6, k. 21.
Sl‘ljlsteem G) tekitab &=1,2,3,... korral stratifikatsiooni
A? %3 A =>__._ Piirprotsessis, kui «k —»00, eral\%ub pinnal
F = 0 singulaarsus Ay mida nimetame selle pinna talekarakte-
ristikuks. Pinna Ax dlmensmonl kohta oq}dakse et tema ko-
dimensigon on k + 1, sest nii palju on srysteemls (§) vorran-
deid. i'l'aiskarakteristiku A00 dimensioon voib olla loplik arv.
Kui naiteks F = 0 on u jarku diferentsiaalvorrand, siis ta

sisaldab oluliselt tuletist u(n), st. —r z 0. Vastavalt

i i o mdy AN\
teoreemile ilmutamata funktsioonist maarab ta U para-

meetri t funktsioonina, kusjuures n suurust u, u®,..., u(nl~
nn n

jgavad suvalisﬂjiaks p9ragﬂ§etriteks. Esimene jatlcamine annab

vorrandi — + — —ru =0 (vasakpoolses avaldises on too-
R . du{n)__ nn n\ B
dud vaid viimane liidetav), mis maarab trn+ " parameetri t

funktsioonina, kusjuures arvestades eelbeldut suurused U,
u ,e. -, u(r"1 ! Jaavad samuti suvalisteks. Analooglllselt v0|—
maldavad ]argmlsed Jatkamlsed avaldada k0|k korgemat jarku
tuletised. Kirjeldatud protsessi tulemusena avaldub lahend
rgana @), kus n esimﬁﬁtk kordajat (mis vdivad esineda ka
jargmistes liikmetes) jaavad suvalisteks parameetriteks. See-
ga on tgiskarakteristiku AGD dimensiooniks TL Lahend X koos
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oma tuletistega maarab kihtruumis R x R vektorvalja Y
trajektoori, mis kuulub taiskarakteristikule A_-

NAIDE. Teist jlérku homogeense lineaarvorrandi
u"+ pu"+ qu =0, p., g €R,
~_ eH _ o _ _ [\ _
koik jatkamised on avaldatavad Uheainsa maatriksvorrandiga

(C2+ pC + gE)U = O.

rvrv

T;iskarakteristik AN on kahemddtmeline tasand, vektorite U ja
U"= CU lineaarkate, kus U € Ker(C2+ pC + QE).

Vastavalt karakteristliku vorrandi /2+ pA + q = 0 lahen-
deile, mis voivad olla kas reaalsed, st. /M 2= a = B, voi
kaaskomplekssed, st. 2= a + B(, kusjuures a, B € R, saame
p=-2a, q=a2 + R2 ja*

[(C - OE)2 ¥ R2E] U = O, (C - olE)2U = + R2U.

Kuna e (C_aE)*= e~atect. siis

u ect U = eat e(C_ab)t U.

=
Jggb ule arvutada
e(C-aB)t n = [E+ (C - <xB)t = R2 +...]u.
Reaalsete lahendite ”’»ﬁ korral saame
Ut= eat( chit + 1 U*shRt),

komplekssete lahendite korral

Ut= eat(U coslit + ™ U*sinfit),

kus U*= U"-aU. Piirprotsessil B - 0O, —»x singjt —, £
langevad kokku lahendid, st. = 112, ja :

Ut= eat(U + U*t).
- I 1]
Seega on koik taiskarakteristikule A kuuluvad vektorvalja Y

trajektoorid ja samuti koik diferentsiaalvorrandi lahendid
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leitud. * "

Tasandil Am toimuvat voib kirjeldada selle jargi, mida
naeme projektsioonis U"u®-ruumi tasandil u"+ pu"+ qu = O.
Uldjuhul on funktsiooni

W =
rlllivoopind.adeks uu"U*-ruumis hiperboloidide parv, koos neile
uhise asumptootilise koonusega W=0. Kuna

W= utut jpn' -@r ut = - pw,
Wugj j-pu —oi u

siis W =e p W, mis tahendab parl\lllie imprimitiivsust voo
a»=exptY smltes, so. t muutumisel jaaQ koonus paigale ja ka
parv ise jaab muutumatuks, kuid iga huperboloid voib kas ee-
malduda koonusest (p < 0) voi I%heneda sellele (p > 0). Kui
punkt U € Act liigub piki vektorvalja Y trajektoori, siis tema
projektsioon“UU' U*-ruumiswliigub piki tasandiwu'+ pu*+ qu = 0
ja vastava huperboloidi loikejoont. On kolm véimalust:

D) pp- > 0, tasand loikab k(l)lonust piki kaht slirg—
joonset moodustajat ja kahekattelisi huperboloide piki hiper-
boole; . o

2) p - 4q.< 0, tasand loikab koonust ainult tipus ja
uhekattelisi huperboloide piki ellipseid;

3 p2—l4q = Ogasand on koonuse puutujaks ja loikab ihe-
kattelisi huperbol.oide piki nende sirgjoonseid moodustajaid.

Arvestades hiuperboloidide deformeerimist (R ~ 0), 3aaTte-

etteﬁujutuse trajektooride kulgemisest. Naiteks, teisel

gi
jJjuhul naitab liikumine piki suurenevaid voi kahanevaid ellip-
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seid mittestabiiise (p < 0) voi stabiilse (p > 0) Tfookuse
teket, vt. Ik. 31. Juhul p = O on funktsioon W vektorvalja Y
invariant ja vaadeldavad trajektoorid on teist jarku jooned.

9-3. Moistagi pole alati voimalik téiskarakgeristikut A®
ja temas_ toimuvat kirjeldada sama ilmekalt, kui Onnestus eel-
nenud naites. Kuid on olemas veel vormid un, U mis
v6ivad.|anda duaalsest ssisukohast samasugu§vt informatsiooni .

Naiteks, esimest jarku diferentsiaalvorrand

P(t,u,u’)=0

m;élrab ttm" -ruumis pinna. Vormile Ion: < - U~dt vastab selles
ruumis kahemddtmeline jaotus (igas punktis vormi @© annul-
laator), rLnida Nnimetatakse Cartanl Jaotuaehe. Selle jaotuse
baasiks voib votta kaks vektorvalja

\/ m % ﬁ’%ﬂ - - % r

Moodustame vektorvalja

V‘kl{r

Y272

ehk Yp= (YgP)Y1- (YIP)Y2, miR ilmselt kuulub Gartani jaotu-
sele, sest ta on Yl ja Y? lineaarkombinatsioon ja puudutab
funktsiooni F nivoopindu, kuna YpF = 0. Projekteerides vek-
torvalja Yj,q, trajektoorid pinn/glt F =0 piki W -telge
tu-tasandile, saame diferentsiaalvérrandi integraaljooned.

Juhime tghelepanu kahele asjaolule.

1 Valgustades pinda F = 0 piki vel‘itorvalja Yg trajek-
toore (e. piki u"-teljega paralleelseid 3irgeid), tekivad
sellel . pinnal volgijoon Y,F =0 ja Iilkortsupunkt(ld)
y2P = Y[F = 0. Kuna vbérrand F (I,u,u™ ) = 0 maarab tu-tasandil
isokliinide parve (parve parameetrlks on U"), siis voldijoon
projekteerub isokliinide mahls;ooneks ja kortsupunkt(id) sel-
le mahlsgotane |searasr(veks (-eiks) Hpunktl(de)ks. (Idlntegraaljoon—
tele on mahisjoon tdkkeks ja uidjuhul nad porkuvad eealt
tagasi -

Elle Joseph C&rtan. prantsuse matemaatik, 1869 - 1951.
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a) b) © D

Joonistel on naidatud, kuidas kulgevad integraaljooned,
kui pinnaks P = 0 on

a) 2+ u2+ U )2=

b) €©- u2+ (u*)=
eest;

0) R+ u2- @ )=
ulalt;

d ©2-u + (u )=

/ Kui toke moodustab teraviku,
snll.s integraaljo%l moodustab
pe%ﬁsusaba, kui toke moodustab
paasusaba, siis integraaljoon

moodustab liblika.

2) Valgustades pinda P = 0 piki vektorvalja Y trajek-
toore (milleks on sirgjooned, kuna vektorvalja Yl invarian-
tideks on U* ja u - U"t), tekivad sellel pinnal voldijoon
Y,P = 0 ja kortsupunkt (id) A I:I Y’?.F = 0. Voldi joone pro-
Jjektsioonil on integraaljoqnte k&&nupunktid, sest diferent-
eiaalvérrandi  esimene  jatkamine annab YIP+u"Y2F=0 ja
Y~=0 = U"=0. Kortsupunktid projekteeruvad isokliinide sir-
gestuspunktideks. Toepoolest, olgu F~ U- ja P2= , Siis
arvestades, et Y_jF = F + U"P2= 0, saame

P, F

1 "12 F1
F12 F22 F2 1
F1 r2 ©

YAF= Fn + 2U"F12+ (U" )2F22
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ja seal, kus YAF = 0, on isokliini kdverus null.
Leg&ncLre™l teisendusel
a - (t,uu') (tuu') , kus t =u', u=utu, u=-t,

muutub naturaalne baas:

mdt - m001" rdt /1

du = -U" 1 -t X du

_du”. -1 0 O. -du*J
a a a

at du dur) = (aTaitai) x (* i~o]"
diferentsiaalvorrand F = O saab teise kuju F = 0, kus

] vorvorvorv v rvM v

N v
F=Foa , st. F(t,U,U") = F(-U",u-tu",t),

Jja vektorv‘ellljad Y,,Y2 teisenevad vektorvgljadeks Y,: Y2,
Yj= -Y¥,, et.

(v.ya) = (Y,¥2)

Pind, Cartani jJaotus ja vektorvali Yp ei muutu: U)°= 0)°,

Y¢, = Y_. Vaatleme projektsioone
P

ic : (t,u,u™) - (t,u) jJa Kk : (t,u,u™) = (u.u").

Vektorvalja YF trajektoorid projekteeruvad

I korral d.v. F = 0 integraaljoonteks ja
c korral d.v. F = 0 integraal joonteks.

Voldijoon F =Y2? = 0 projekteerub
I korral d.v. F * 0 integraal joonte tdkkeks ja
% korral jooneks, kus d.v. F =0 integraal“iloontel on
kadanupunktid.

Adrien-Marie Legendre, prantsuse matemaatik, 1752 - 1833,
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Voldijoon F=YJ=0 projekteerub
% korral jooneks, kus d.v. F =0 inte%Maaljoontel on
N N ka;cznupunktid, ja
ICkorral d.v. F = 0 integraal joonte tdkkeks.
Kortsupunktid F =Y8F Y’>F =0 pro;ekteerlvad .
ic korral d.v. F =0 |ntegraaljoonte tokke isearas-
teks punktideks ja
I korral d.v. F = 0 isokliinide sirgestuspunktideks.

Kortsupunktid F =Y~ = Y~F = 0 projekteeruvad
ic korral d.v. Fv = 0 isokliinide sirgeﬂsjtuspunktlildeks Ja
I korral d.v. F = 0 integraaljoonte tokke isearasteks
" N punktideks.
Koik see voimaldab kvalitatiivselt kirjeldada diferent-
siaalvdrrandi integraaljoonte kgitumist.

™

9.4. Teist Jarku diferentsiaalvdrrand

F(t,U,U" ,U") =0

If tl

maarab tuu® u"-ruumis kolmemddtmelise (huper’\)plnna. Siis on
Cartani jaotus, krgvl vormide 0)°= dww - u-"dt, = an"- U“dt an-
nullaator, kahemd6tmeline. Tema baasi moodustavad vektor-
valjad

Vom 400 fu S VA

Pinnal F = 0 tekibMvektorvali Y£= (YCF)Y_\— (thF)Ye'

Koos vektorvalja Y trajektooridega projekteerub pind
F = 0 piki vektorvalja Y2 trajektoore tuu"-ruumi. Voldipind
F = YgF = 0 projekteerub Yp trajektooride projektsioonide
(kahemootmeliseks) tokkeks. Kortsu_ilgon F = YC._F = Yg_FM: 0 pro-
jekteerub selle tokkepinna tagasipoordeservaks ja paasusaba-
punktid F = YPF = Y?F = Y?F = 0 projekteeruvad selle tagasi-
pcl;gdeserva |searasteks punktideks.

Nuud voib kirjeldada ka dlferentsmalvorrandl F=0
integraaljooni tu-tasandil, kui vektorvalja Yp trajektooride
projektsioone kahekordsel projekteerimisel:
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(t,u,u' ,u") <»(t,u,u') —»(t,u).

- " -
9.5. Silsteem kahest esimest jarku diferentsiaalvorran-
dist

P(t,u,u,u,i" ) =0
G(t,u,v,u” ,vv) =0

maarab 5-mootmelises tuvu"v®-ruumis kolmem6otmelise pinna.
Ssl juhul on Cartani jaotus, kuiwvormide l= dxi - u"dt,
U = dv - vidt annu‘laator, kolmeméotmeline ja tema baasi
moodustavad vektorvaljad

V- HUbaivd V& VR
Tekib vektorvalli

1 % %

y = “4 P2 P3 Px= Yip: G+= YiG, i:1,2,3s
Gl G2 G3

mis kuulub Cartani jaotusele ja on pinna puiltujaks. Tema tra-
jektooride projektsioonid tuu-ruumi on slUsteemi integraal-
jooned. Kahemd&tmeline voidipind

*2 P8 _
°2 G3

projekteﬁrlub integraaljoonte tdkkeks. Jargmised singulaarsu-
sed on maaratud vdérranditega

P2 P3 =0 Y2 P2 P3 0
°2 G3 G2 G3
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8§ 10. Osatuletistega diferentsiaalvorrandid.

10.1. Eelmises paragrahvis oli S(")Itug?tu paragleeter t
ainus ja me tolgendasime seda ajana. Nuud olgu uhe para-
meetri asemel N parameetrit

t t $...«t ),

st. olgu aeg n-mootmeline (miks mitte?). Tundmatu funktsioon
v "

U sOltugu nendest muutujatest. Osatuletised tahistame alumis-

te indeksitega:

n - an arm
ui~ I - uil dTJTj * *e*

Vaatleme n-mootmelise baasiga kihtruumi

HD - * R11,

klis koordinaatideks on (tl"u’ui’uiJ‘"")’ ja defineerime
taisdiferentsiaaloperaatorid

.o A d
]

d
\ m~+ + ui 1]

+uij Ur +
Viimased moodustavad n-mootmelise integ{eermﬁa (M jaotuse,
mille integraalpindadeks on aditiivse ruhma tr orbiidid ruu-
mis R”x WP5. Tapsustame seda motet.

Olgu mingis vektorruumis W antud n omavahel kommuteeru-
vat lineaaroperaatorit (afiinorit)

Moodustame iga t=(t, ,t2....tn) e [l korral uue operaatori

to = t,01+ t202+...+tnon.

Kasutame multiindekseid a=(al?a2....an) ja vastavaid tahis-
tusi
al = a'\CLC;...an! , -|a|-:1a.+2cu+...+an

(arvu |a] nimetatakse multiindeksi a kaaluks),
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= t“1 ©2S..tn". o“=o0," 025..0n .

t £
lga taisarvu kK korral kehtib vdrdus

)Ty ta O
TT" |a=fc i

v w A#
kus parempoolses avaldises on mdeldud sunmeerimist ule kdiki-
de multiindeksite a kaaluga k. Naiteks, kui n = 2, siis kaa-
lule Kk = 1 vastab kaks multiindeksit (1,0), (0,1) ja summas

on kaks liidetavat t°CN+ ~2C2~° Iltaalule * = 2 vastab kolm
multiindeksit (2,0)* (1,1), (0,2) ja summas on kolm liide-
tavat

(t,C,+t2C )2  t*0* tic]
1r — --V +Mr°t°r+W1P *e

Ed
Eksponentsiaal etc on summade (E(I:'~ eumma ule kSikide
kaalude jfe0,1,2,..., st.

etc = £ £ Ca .
ot]

Ilmselt on t n etc adltiivse ruhma Hl monomorfne kujutus
w
vektorruumi W teisenduste ruhma

V B vt= etcv, Vv £€V.
|
Taisdiferentsiaaloperaatorid
Y » <Y,,¥r..... yn)
N w
kommuteeruvad omavahel ;Ja seega on vOimalik samuti konelda

eksponentsiaalist
a

Ty , T va
.gIOT/\ *

Ruumi W moodustavad koik siledad funktsioonid /: IR™ W® *R
ja valemit Bt= etru tuleb moista jgrgmiselt:
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See valem kehtib muidugi ka koordinaatfunktsioonide
U=(u,ul,ulj,...) korral:

Ut= etYU. ®)

I tt

It
Saame valemi (3) uldistuse, mis uhtlb viimasega vaartusel
g = 1. Koos n-mootmeliste orbiitidega igas kihis tekivad
ulalmainitud jaotuse n-mootmelised integraalpinnad kihtruumis

\Fx .
Kommenteerime valemit () juhul n = 2. Olgu Uz = YU,

uili= yiyju..._slis
V u+U,V Va+5 + 2 r + «rro + —

tt N N »l
Sumboleid U, U”.‘, Ul.J. on ots&grbekas tolgendada 16pmatut jarku
2-mootmeliste (uldjuhul n-mootmeliste) maatriksitena

‘U2 u22 Ul U2 U122 w2 U2 w2
U= U1 uw ©oul= Ul U112 = U2 U2
un s _Um / _ Luz s
AULL UL12 fUl2 ul22 U22 U222
Ull=" wpy ul2= 12 7 u22= 122,

Igae maatriksis uleminekul euvaliselt realt (veerult) jarg-
misele reale (veerule) lisandub selle rea (veeru) igale ele-
mendiltle4 uus indeks 1 (vastavalt II2). l\t/!aatriksi U.l saamiseks
voib lahtuda maatriksist U ja jatta ara tema esimene rida,
kui t =1, voi esimene veerg, km t = 2; maatriksi U“. saa-
miseks tuleb maatriksis U ara Jatta tema esimene rida, kui
J =1, voi esimene veerg, kui J = = 2, jne.

Seega on maatriksi Ut esimene loode-element

VvV o “+«lv Va+5 <11* + 2u,r<,r+ "ar® + - -

mis oma kujult pole midagi muud, kui funktsiooni u(t®,t2)
Maolaurinl reaksarendus. Teised Ut elemendid on selle
funktsiooni vaetavad osatuletieed.
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Olgu nuud Kihtruumis K7”x K@ antud p funktsiooni (e.
diferentsiaaloperaator)

P= (Fl,F2....Fp).

Diferentsiaalvc”),;randi F =0 all m0|stame sMsteeml Faz o, a =
1, 2,..., p- Vorrandit F =0 v0|b Jatkata mitu korda. Nai-
teks, esimesel jlétkamisel lisandub susteemlle F=0 susteem

= 0, kus YF all mdistame koiki np tuletist Y,Fa. Koikvoi-
mal ikud Jatkamlsed ml’;z;\ravad vérrandi F = 0 taiskarakteris-
tiku.

Vérrandi F = 0 Iahendlks on funktsioon u,, mis koos oma
osatuletistega rahuldab k0|k| Jatkam|S| st. moodustab Kkiht-
ruumi Rr>v< BD'OIk”e, ulalmainitud jaotuse integraalpinna, mis

kuulub vorrandi taiskarakteristikule.

.4
10.2. Lihtsaim nr!lide: Y U = 0. valemi (6) parempoolne

avaldis on loplik summa. Koik osatuletiBed U. , kui 3>k,
« l*=* g
vorduvad nulliga. Lahendiks on n-astme polunoom

Ut U + V i +-" + ST ui,... tV

Olgu n = k = 2, siis

Uut= (E+ tY + |- Y2)U

ja 6mootmel|ses kihis, kus koorglnaatldeks on (u'ul"Ulj')’
tekivad 2- mootmellsed orbiidid. Jarelikult, invariante peaks
olema 6-2=4; neist kolm on osatuletised 11, ul2, U22 ja nel-
jJandaks osutub determinant

Ul ul2 ul
U2 U22 U2
u. u, 2U
Veenduda, et toepoolest
ULl U12 U1 0 y12 U1 un 9 U1 v vz ©
vz u22 u2 - © ecu2z Y u2% w2 f oupuwe® =0
ur vz Y1 oy ur ¢ %Y Ui U2 U1
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Naidata, millised onMinvariandid siis, kui n =3, N = %I Aga
kui A = 3? Viimane kusimus puudutab kolmanda astme polunoome
~ja uldjuhul, kui n>1f puudub vastus siiani. Ilmselt on inva-
riandid olemas iga n ja k korral.

10.3. Kui harilikel diferentsiaalvérrandite! eksisteeri-
vad lahendid alati &mmdugl tingimusel, et funktsioon F on
dlferentseeruv ja ———r’\ 0) ja nad séltuvad N suvalisest

duln) njru

parameetrist (et. taiskarakteristik on n-mootmeline), siib
osatuletistega diferentsiaalvdérrandi puhul lahendid ei tar-
vitse eksisteerida ja kui nad eksisteerivadki, siis tavali-
selt funktsmnaalse suvaga (@ parameetrit).

Votame Laplaoe’i vorrandl U..+ U, =0 (n= 2). Talskarak-
teristik on m;agratud jérgmiselt:

0™+ YMHU = 0.

1"
Kui maatriksis U, vt. lk. 114, jatta suvalﬂiseks kaks esimest
M "
veergu, siis koik teised veerud on maaratud Uheselt ja
3
uldlahend avaldub reana

u, = u + u,t, + u2t2 + t]D + 2ul2t,t2] +

+ 3t,i> + uii2@2v o 1+ ¢

Lahendite ruumi baasi moodustavad harmoonilised funktsioonid

1. v 2. - t|f t3- 37°*§, 3t2t2- t3

ehk polaarkoordinaatides (kasutades &Ieminekuvalemeid tl=
= p ooBh, 2= p BINd):

1 ,pcozh, pelnd, p20032h, p2e!n2d, p3co33dp, p33nn3o, ...

- " i n
Funktsionaalse suva voib ara kasutada rajaulesdnnetes. Nai-

teks kui ringjoonel p = R on antud suvaline funktsioon esita-
tuna Fourier reana

Jean-Babtlste-Joseph de Fourier, prantsuse matemaatik,
1768-1830.
Pierre Simon Laplace, prantsuse matemaatik, 1749 - 1827.
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Q ® )
/(@) = g2 + 2 (cyjos&p + dkslnAp),
siis ringis p < R avaldub lahend reana

u@,<p) = 32 +"2 (&) (aKkcosiih + bksinEtp)f

kus kordajad a®, tk on maaratud funktsiooniga /(¢p) (nn.
Dirichlet* Ulesanne).

10.4. Olgu antud sasteem

f P(Us -Ur2’W2>- o
l-°m,1l n,2 m2r)=0-

kus n = 2 ja tundmatuks funktsioonikswon u(tn,tE). Suvaliste
F ja G korral lahend ei eksisteeri. Toepoolest, olgu F1, P2,
FO ja G‘, GQ, Gv funktsioqpide F ja Glpsatuletised vastgvalt
muutujate ull, ul2, u22 jargi; siis siusteemi esimene jatka-
mine annab

Fild111 *R&Y 110+ Falaon =0

P1U112+ P2U122+ P3U222 0
G1lU111+ G2U112+ G3U122-
G1U 112+ G2U122+ G3U222 0
ja vaid tingimusel
I’El F 2 F 3 0
0 PLP2P3 _

G1°2 G3 0
0 G1 G2 G3

voib oelda, et susteem on involutiivne, st. lahe.nd eksistee-
rib formaalselt .
o H
Naiteks, kahest silsteemist

Peter Gustav Lejeune DIrlohlet, saksa matemaatik, 1805-1859.
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esimene on iqvolutii%nﬁ, teine aga mitte.
<
Antud siisteem maarab ilmselt U, lul2u22-ruumis mingi joo-
ne. Kui see joon oleks esitatud parameetriliste vdrranditega

ull= M, U12= o), u22= x().

siis involutiivsuse tingimus avalduks kujul

V Vi=o
o X1

See tuleneb eelmisest tingimusest, kui arvestada, et
F = Un - dpo%~1 (U22), G = U12- ¢oX-1(U22).

Tingimus ¢"X"~ (@')2 = 0 tahendab, et joone (@(t),h(£),X(N)
puutujavektor kuuluks igas punktis nn. Monge®i koonusele.
Uldiselt kannab formaalse integreeruvuse eest vastutust
Ja annab vastavat informatsiooni antud diferentsiaalvorrandi
(susteeml) eumbon. Sumbollte uurimine viiks meid juba liiga

spetsiaalsesse valdkonda.

811. Pindade valgustamine
n | I vil _ R
LOpetame peatuki ja brosuuri efektse teemaga} mis eeldab
meie teadmisi nii algebrast, geomeetriast kui diferentsiaal-
vorranditest.

11.1 Olgu n-ruumis H% antud pind ¢=0. Selle pinna
valgustamisel piki vektorvalja X trajektoor on oluline
uurida koos funktsiooniga ¢ ka tema tuletisi. Tahistame

u = a0, U = Xo, u"= Xro,-. .- @

Gaspard Monge, prantsuse matemaatik, 17/16 - 1818.
David Hilbert, saksa matemaatik, 1862 - 1943.



Sisteem (7) maarab kujutuse @ Rx RIL-»R x R°, kus R on
t-telg, voi lihtsalt

¢ - RUI -

sest IIR — ¢ R on samasuskujutus idn. Kujutus T¢ teisendab vek-
torvalja + X ruumist R x ¥ taisdiferenteiaaloperaatoriks
Y, sest u»p = @ tottu (Ym)op = X(uet), YU D« = XU «dh), - ..
Seega iga seos funktsiooni ¢ ja tuletiste Xp, X2¢, ... vahel
kandub kihtruumi R x R® diferentsiaalvérrandiks, miIII“?I on
oma invariandid. Olgu meil p sellist invarianti, mis maaravad
thtlasi kujutuse J : R®-»Rp. Siis kompositsioon annab
d°p - Flll—o Rp vektorvalja X p invarianti, ja nkui on Flﬁada

vektorvalja X n-1 sdltumatut invarianti 1 _.__ 1 , mis maara-
vad tUhtlasi mingi kujutuse I : RlIl —»RI1l-l QI projekteerimise
piki vektorvalja X trajektoore ekraanile ), siis peaks

eksisteerima selline kujutus ¢ : Rll-l —*Rp, et jargmine dia-
gramm oleks kommutatiivne:

R1+-

®@)
rat:! JL Rp

Teisiti oOeldes, invariandid «1°p peaksid avalduma baasiinva®
riantide | kaudu. Pohimdtteliselt on see voimalik, kuid prak-
tiliselt voib kujutuse ¢ leidmine osutuda komplitseerituks.

Algebraliste invariantide 1| ja J korral on kujutus @
samuti algebraling. See vaide on seotud tuntud Hilberti
probleemiga ja jareldub vastavast teoreemist algebraliste
invariantide baasi kohta.

[ ]
Toome naiteid.

11.1.1. Naites 7.dkL 82, moodustavad diagrammi @)
kujutused
X,y,2) b
(CRY)
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kus u«tp= ¢ = 1(n™N+ y2- z2- 1), wnop=d'= X - kz,
W« = 1 - ft2, n«h =0,
u«i = kX - z, Voi =Yy,
0od = m")2- 2ur ,
80Jp = (X - fiD)2- (A y2- z2- DN - W),
6ch = A @ - V2)Q - ®2).

Invariant 6 rahuldab kahte tingimust, vt. 7.6, lk. 82:
D ol =0, 2D U=u=0 = 0»J =0. (©)

Jarelikult,
1) pind 6 o = 0 koosneb vektorvtélja X trajektooridest,
2) pinna ¢ = 0 voldijoon kuulub pinnale 6<~p = 0 ja
tema vari on mggratud Uv-tasandil vdrrandiga 0°¢p =
Uhekattelise hﬁperboloidi vallgust[?misel on tema varjujooneks
ekraanil kas ellips, [ft]>l, voi hiperbool, [f<l.

11.1.2. Samasugune olukord tekib ruurﬁisﬂk huperkvadri -
ku ¢ = 0, Kkus ¢ = /\(J'>+y2+ z2-t2-1), valgustamisel piki
vektorvalja X(1,0,0 ft) trajektoore, millel on kolm invarianti
U=y, V=12, W= kx-t. Sel korral u°p = ¢, unT«ph = X-kt,
nrep = 142, nod = .
60J = (m=)2-2ur, 60dd = (x-kt)2-(-Fr2)(Ay 2% z2-t2-i ),

6oh = W2-(1-F2) (2! Al) .
Kvadrlku varju piirdeks 3- mootmellsel UVW-ekraanil on pluss-
margl korral uhekattellne huperboI0|d kui <l , v0| ellip-
soud kui [fesl, mufuusmargl korral aga vastavalt kas kahe-
v0| uhekattellne huperboI0|d

Vaartusel [fel=L toimub bifurkatsioon.

120



Kui |£] oletab kasvades vaartuse 1, siis esimesel juhul kat-
tub ringjoo,\?e I+V2 = 1 valispiirkond tasandil WI= 0 uhe-
kattelise huperboloidiga ja sisepiirkonnast paisub valja el-
lipsoid; teisel juhullkattub hiuperbooli U2-v2= 1 valiepiir-
kand Iﬁﬁlhekattelise qyperboloidiga ja sisepiirkonnast paisub
valja uhekatteline huperboloid.

11.1.3. On moeldav sama huperkvadrlku valgustamine ruu-
mis K kahemddotmeliste kiirtega, mis on maaratud kahe vektor-
valjaga X~1.0.A.0), Xg0,0,0,1), voi nende invariantidega

U=y, V =KklIx-l1z-kt. Sel juhul tuleb diskriminandi Ju 2u|

asemel kasutada determinanti 10.2, Ik. 115, mis seda ilmselt
uld,istab. Kuna ¢l= xtkz, $2= x-1i, on = 1+&2, 012=1 . $h22=
- 1-Z2, siis UY-tasandil saame vorrandi

AdJ2- 1) + V2= 0,

kus A = (#f2)(1-12)-1. Varju piirdeks on UV-tasandil kas el-
lips voi huperbool. Vaartusel A = 0 toimub bifurkatsioon.

"

x ll|'/|1'4' Kolmandat jarku pindade valgustamisel _zyz-ruumis
voime haha volldijoontel ka korteupunkte. Toimugu valgustamine
piki vektorvalja X (1,C,k) trajektoore. Invariantideks on
U = riz-X, V =y. Vaatleme funktsiooni

® =i 3+ 3zy2- 62).

1 [ 1] att
Miinusriérgi korral maarab vdérrand ¢ = O nn. ahvisadula,

plussmargi korral nimetame seda pinda tooliks, Kuna
o =1 (2 iy2 -28), o"=Xx, o¢'=1,

siis on tegemist diferentsiaalvorrandiga U"= 1, mille inva-
riantideks on

D1=u - u"u"+ 1 ("3, D2= u" - ~ (U2,

m
vt. 1k. 32. Voldijoone maaramiseks need invariandid ei sobi,
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sest kumbki neist ei rahulda teist tingimust (9)- Kull aga
sobib diskriminant D = (3D1)2+(2D2)3. Saame

D1°p = U, B2°p =T 1? - k, D-th = 9U2- @k = V2)3.

k<0

Vorrand B®p =0 e.

9U*= @k t V2)3

mgﬂgrab Uv-tasandil voldijoone kujutise (6. jgrku joone). Tin-
gimusel 0 voi D2= 0 (sest U*= 0) eralduvad voldijoonel
kortsupunktid (stratifikatsiﬁon A.:>A ), mille kujutised osu-
tuvad teravikupunktideks. Naiteks ahvisadula korral koosneb
voldijoone kujutis kahest harust teravikega (k<0), voi ilma
(fc0). Tooli korral voib voldijoon puududa (fc<0), voi Iiui see
olemas on, siis tema kujutis moodustab huuled, nagu naidatud
joonisel, kahe teravikuga huulenurkades.

11.1.5. Olgu xy-tasandil antud vektorvali X(X-a,y-b),
mille trajektoorid on fikseeritud punktist (@,0) lahtuvad
sirgjooned. Voib kdnelda selles punktis asuvast valgusalli-
kast. 4 1

Valgustame teist jarku joont < = 0 uldjuhul, kus

1R2



Sellises esituses on holbus leida tuletised

£°11 °12 °1

Xp = (xy D x 312 °22 fI2

°2  °o

E_‘L 012 al

xqu)q} @Ga.y—b QX °12 a22 a2
L°l a2 2o

Jargmisel diferentseerimisel leiame
X = Xrdp + 2(Xr((b Xab),
st. tegemist on diferentsiaalvdrrandiga
UM- 3u"+ 2u"= 0,

millel on ka}l_'k.s invarianti u"-3u'+2u ja (u'-2u')2(u‘-u')_1.
Voldi joone maaramiseks need ei sobi, kuid sobib nende vahe,
vt. teine tingimus (9), lk. 120. See aga annab meile vdrrandi
r-tr) (ti"-3u"+2u)-(u -2u)2= 0, ehk

20UT- U®) - U )2= O.

Naiteks, ringjoone valgustamisel ¢ = ~(X2+ y2- r2) ja
tulemuseks on ruutvorrand

(a2- r2)!2- 2abl + b2- r2= 0,

kus k = X:_a on vektorvalja X

invariant. Selle [lahendid” on
tingimusel a2* b2- r2 e 0 (st.
kui punkt (a,b) on valjaspool
ringjocmlt) reaalsed ja erinevad
ning maaravad I-teljel vasta-
valt kaks punkti, milleks on ringjoone varju piirdepunktid.

Kusimus lugejale: kuidas toimub 2. ja 3. jarku pindade
valgustamine ruumis, kui valgusallikas asub punktis (a,b,C)?
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11.1.6. Valguskiired vdivad olla kdverad, nt. ring-
jooned, vektorvglja x(-ytx,0)
trajektoorid xyz-ruumis.

sfaari
& - a)r+ y2+ r2= r2
valgustamisel 3zaarme diferentsi-
aalvérrandi u*+u" =0 ja sobiva
invariandi (u" )2+u" )?-(U"+U)2,
mis annab otsekohe toori vor-
randi

37+ y2 +z2+ a2- r2)2= da2 {n?+ y2).

2 A
11.%. Diagramm (8),v9nnab ﬂeile suurepargse voimaluse
uurida Viete’i kujutisi. Votame naiteks kuuppolunoomi

2
ut=u + u"t + u” Va + */6

Vasf.avalt Viete"i teoreemile avalduvad kordajad u, u*, u’
polinoomi juurte tl1, t2, t3 kaudu valemitega

®:u= -0 t,t2t3. u'= g (V 3+tiW s ’- u'= - 3(M *r+*3>-

Kui siin i t,, on reaalarvud, siis on seegamdefineeriils:ud
t1t2t3-ruumi kujutus ruumi UU" u”"-ruumi, mille tahisteme sim-
boliga .

Kui kaks juurt on kaaskomplekssed ja vaid Sks reaalne:
tl 2= a+Ri, t3=i, siis annab Viete’i teoreem teised valemid

G tu=-~@2+ R2)T, u"= ~(a2+ R2+ ra%), u"= - ~(2a + t),
kus a, B, T on ikkagi reaalarvud. Saame aRlRT-ruumi kujutuse

1 1
uu“u®-ruumi, mille tahistame sumboliga ®©1.
Kujutusi ¢ ja ¢l nimetame Viete"i kujutusteks.

Franqois Vlete. algebra isa, pi“antsuse matemaatik,
1540 - 1603.
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Pang°rn tahelc, ot ruumis on olemas vektorvali

X """»'»>-1 ), mille suhtes funfcteiooni ¢ - - t"etised

on:

Reu-s FLVV2> -2V V "=

ja aj3T-ruumis on vektox*vali X, (-1 ,0,-1), tciiie suhtes
funktsiooni _, 4(aZ+s2K tuletised on:

X/P*— z ™+ P2+ *ax)™ ~ i - - M29: + T), x?0l=1.

M6lemal juhv] oler.e samasugustes tingimustes, nagu Olise
naitee 11.1.4.

On voimalik avalci&tla vektorvalja Y('J'<1 ,1) invanar.did
D.I— r D nii vektorvalja X kai ka vektorvalja X._ invariant!-
de touxdv, Valime vektorvalja X invariantideks suurusca x, u:

rorl 12 -1
lyJ“®20ys Vs beI

ning, vektorvalja Xlinvariantidsks n:

hwf =

. {el 0"
(0 T3 0 j

uJg -_3

—

4.].((
Samaaaegselt on defineeritud Kaks ?armist kujutust

1 - (t.,t2,t3) ** U,y ja In: U.p.T) €.

kanek.ordces (lic™animis



i!JIIatavalt sllljmmeetriiisteks kujunevad alumised nooled
® :D,= - N x{3?~ 3y2), d2= - y2), d = -y2@*-y2)2:

D1= - 1 £(£2+ 3TR), D2= - 1(£2- r2), D = TR (3E2+T2)2.

VY% il
Toepoolest, kui t1, t3 on polunoomi ut juured, siis
teostades selle3 polinoomis nn. Techlmhauei teleenduee

] g3
t=8-u", saame polinoomi D1+IX>3+ /6, mille juurteks on t~+u™,
tg+u", t3+u", ehk b-c, c-a, a-b, kus

‘a' ro-1 1m r

b 1 1 04 x
3 -

. C . -1 10 3 4

tl tt 4
Lahtudes jallegi Viete’i teoreemist, saame

D1= " g(<*-b)(b-c)(c-a),
d2= g[(b-c)(c-a)+(a-b)(c-a)+(a-b)(b-c)J.

Samal ajal avaldub diskriminant D valemiga (millel k&ll antud
1t
hetkel pole tahtsust):

D=- 4z a2b2c2.
Kuna kujutuse ¢ korral on
b-c = 2x, c-a = -x-¥Y3y, a-b = -x+Y3y,
ja kujutuse o1 korral
b-c =- |(a-T), c-a ="(a-T)+Ri, a-b = ~(a-T)-Ri,

tt
siis siit saamegi ulaltoodud avaldised Dl ja D2 jaoks. Sama-
sustest

X2 02 -3y2 2+ y2 (3x2-y2)2= (3?+¥2)3,

€2 (C2+3T)2)2- T2 (3e2+T]2)2= (C2-T)2)3,

Ehrenfried Walter von Tschimhauaen, hollandi matemaatik,
1651 - 1708.
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eaame definitsioonivalemit Q-(3Cl)2+(3D2)0 arvestades, vasta-
vad avaldised ka diskriminandi D jaoks.

H It

Alumised"(nooled tolgenduvad nuud jérgmisel viisil.
Vorrand P=0 maarab I17~Dg-tasandil poolkuupparabooli. Kujutus ¢
murrab xy-tasandi piki sirgeid y=0 ja {= #¥3 x kokku ja
katab sellega kuuekordselt poolkuupparabooli sisepiirkonna
DNG. Kujutus o¢. murrab £r)-tasand.i kokku piki sirget T)=0 ja
katab kahekordselt poolkuupparabooli vglispiirkonna DNO. See-
juures ringjoon z?+y2-a? ja hiiperbool £2-T2=a2 kujutuvad ihe-
le ja iimalev sirgele D =4 Sa2. s

Nuud tolgenduvad rylernisad noomlped, st. Viete’i kujutu-
sed, juba iseenesest. Vorrand B=0 maarab uu®u"-ruumis tasan-

Dt 3 "2
duva pinna tagasipoordeservaga /6, /72,t), vt. 4238,
Ik. 33. IlImselt pakib kujutus ¢ eelnevalt kuueks murtud
12 3 uumi selle tasanduva pinnathﬁlmade varlwéele ja kujutus
¢1 pakib kaheks murtud aRT-ruumi i/aljapoole holmi. Seejuures
koolduvad sirged, siis orilc vektorval jade X ja X1 trajektoori-
deks, tingimata vektorvalja Y trajektoorideks, st. vastava-
teks kuupparaboolideks UU"u"-ruumis. Kuidas nimelt toimub
pakkimine kujutuste ¢ ja &l korral, on kirjeldatud kujutus-
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toga ¢ ja o1.

Lopaks tuletaiiie Carclo.nro valemi Ja ehitame hea masina
kuuppolunoomi Juurte arvatamisekb

Votame kasutusele tahistused

VTRl T ELOF B FLO S
moodustame maatriks?"d
P-AE+yl, Q=£EFTP
ja arvutame nende kuubid:
P3= -3D + I, Q3--3DE + VB J.

W/ | >1
M£istagi pole tahistustel 1 Ja J midagi Uhist nooltega h{ja J
a

ial toodud diagrammis. Kaks mainitud samasust on samavaarsed
vérdustega | | -jPI3» jO3j=1Qj3. Uhtlasi naeme, et

{X £yi)3= tt £ T))3= -3D]l + Yb.
Maatriksite p3 ja Q3 karakteristlikud vérrandid

IP3- BE] =0 ja |@B- A3E]=0
langevad kokku ruutvgrrandiga \3 suiites

(13+ 3D1)2- D = O,

miile lahendeiks on

xtr =-3Dl 1 n -
st. suurused (.Ttyi)3 ehk (ET))3.

Olgu 11 6= - g *“ i, &= -~ — i kuupjuured uhest.
Kana

3+ \3= -6D«, (X~2)3- (3D,)2-D

-(2D?)3, A"™g- -2L2,
fajs

«ilx'.-1'jjr Cardario, itealla matemaatik, 1501 - 1576.



(A+A.g)3+ 6Dg (A,,* \2) + 6D1= 0,
(\,e+\ré)3+ 6d2 qlie+ \ré) + 6D1= o,
(ASHXgS)3* \re) + 6D1= 0,
rais t;hendab, et suunused
e NN 6 + A2G
on polunoomi
®(2) = D,+ D2Z + 2736
juured, suurused
£l=M X2~ u** z2=S e + *20 " u"” Z3= xi® + kre ~ u"
aga polanoomi
@ =d+"Z + U \/22 + ﬁG

juured, sest ¢ (z-u*) = p(a). Viimased voime avaldada funkt-
siooni

(2 = \2zz+ \"z - u"

M tt

vaartustena kohal 1, e, E:
~=/0). z2=/(), z3= /(8).

See annabki uldise Cardano valemi.
Funktsiooni f(z) kordajaid 1H$a. b nimetatakse Lag-
range"i reeoivent idehe. Need on maaratud valetniga

A,>2= /-3D,+ ¥Yb
voi eile juurte z, , Zg, Z3 kaudu:

X1l= 5 @1+ B*3>- *2= 3 (21+ eV  “ 3>-

Tavaliselt esitatakse Cardano valem poliunoomi z/+pe+q

puhul kujul

Joseph Louis Lagrange, prantsuse matemaatik, 1736 - 1813.
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+8 §- /r/4+ -

R

Kue juures nodutakse, et kuupjuurte korrutieeks oleks - p/3.
See klapib ka meie tulemusega, sest esitades voOrrandi
z3+pz+g=0 kujul Z/"~+DgZ+Dj=0 naeme, et

D1= /6, D2= p/6, D= g™ + p227  ja

Muidugi on funktsioon /(z) Cardano valemist meeldivam . Kuigi
Lagrange’i resolventide mggramiBel tuleb arvestada tingimust
NAR= -2D2> on juurte arvutamine lihtsam, sest nendeks on
vaartused /(1), 7(e), /(e).

Seega kUJutab funktsioon /(Z) komplekstasandi iseendasse
ning viib uhejuured 1, 6, E juurteks Z1, z2, z3. Liikugu punkt
Z piki ringjoont (cost.sint). Esitame kompleksarvud trigono-
meetrilisel kujul:

Z = oost + i sint,
-u"= ro (cosOo+ i sin9o),

rk (oosOk+ i sinOk), f&=l,2.

Kui nuud f(z)=x+yi, siis maarab avaldis —u"+\Az+X822 joone
parameetrilised vérrandid

= rocosOO + I .cos (OI|-|+ t) + I cos (OO+ 21

y = rosinOO + rTsin(OI_+ t) + rzosin(09+ 2v) ,
mis on Ejhikringjoone kujutiseks. lL‘meer punkti -n" pél)arleb
raadius r ja selle otsas pggrleb kaks korda kiiremalt teine
raadius r£. Algseis u"+A™Ag, kui t=0, mzlilg\rab esimese juure
21, hetkel +t=2%/3 Tfikseerub teine juur -un"+A"e+ANé*N ja
hetkel t=41C/3 kolmas juur u"+A"e+A.gE”"Zg. Vandates sellist
masinat, voime kergesti leida koik juured Z1, Zg, Z3.
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Kogu see jutt on oige uidjuhul, kui polinoomi <@ kordajad
U, U*, U on kompleksarvud. Kui need kordajad on reaaleed,
siis juurte asetus soltub diskriminandi D margist, nagu nai-
datud joonisel.

Soovitame lugejale viia labi samasuguse arutluse ruut-
funktsiooni u + n"t + t"2 puhul.
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= n
§ 12. Lahendamata Ulesandeid

Neile, kes on hasti omandanud materjali ja kes soovivad
It tt
oma oskust naidata kenade, kuid raskete ulesannete lahenda-
1" tt
misel, kuulutame valja konkursi kolme Glesande lahendamiseks.

Uleaanne nr.1. Leida sisiigia, millest oli juttu punkti
7.5 lopus, lk. 82.

LHeacanmmAnr.Z. Vastata kusimusele, mis oli esitatud
punkti 10.2 lopus, 1k. 116.

Ulesanne nr.3. viia labi taielik analuus punkti 11.2
K +2 J- *4
eeskujul 4. astme polinoomi U + Ut + u* /2 + uM [6 + /24

puhul .

Oiged vaatused vaarlvad publitseerimist.
Voitjatele maaratdkse preemiad.
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