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Proocminm.

g n diffectatione, quam anno 1775 edidi et publice defendi, de Geome.
srin acuftica i. e. de methodo, ex fola differentia temporum, quibus
idem fonus e loco incognito A (Fig. 1.) proficifcens in tribus faltem focis-
B, C, D auditur, diftantiam et fitum loci A inueftigandi, agere coepi.
Quum motus foni, experientia teftes aequabilis fit; data jtempoi"um, qui-
bus fonus in A ortus in locis B, C auditur, differentia, reclarum quoque
AB, ‘AC differentia. AC—AB innotefcit, * Popamus enim , fonum: vno
minuto fecundo percurrere 1083 pcdes Parif. s et fonum in loco A or-
tum m miautis fecundis ferius audiri in C, quam in B, et » minutis fecun-
dis ferivs in D, quam in B; per fe patet, fore AC—AB==1083 m ped. ,
ét AD— AB==1038 n ped, Parif. . Quodfi igitur locus quaefitus A cum -
locis cognitis By C, D in eodem plano pofitus fit;. omnis difquifitio eo re~
dit, vt oftendatur, quomodo datis’ in tetragono ABCD lateribus BC, CD,
cum angulo intercepto BCD; et rectatum’ AB, AC, AD differentiis hae
rectac ipfac inueniri qtieant. ' Hoc problema tetragorometricum foluendi
duplicem tunc expofui methodum, *~ Prima a' ccl. Jows Melderkreus (*) e
' i ' : Geome:

(*) Abbandlungen dev .@omg( ®cf;webtrcf)en Xfabemue bev SBtffenfd)afteu. Quttec
. Dand, S. 82-—87, nad) bee .ﬁaﬁneud,en uebetrergung.



" Geometria fublimiori defumta, qnam L c.§ 15 xﬂuﬂram, conftructione
duarum hypcrbolarum GO HF (Fig. 1) fe inuicem in A Fecantxum ab-
folumn-, quarum - altera GO, aflumto axe transuer{'o GL.A(‘«-AB» circa
focum B, altera vero HE, facto axe transuetfo HK-—'AD——A& ‘tirca £o.

cum C deferibitur.  Secunda, quam, nutum. cel. Kneﬂneu (cquutus/l L

§. 22, ex-principiis trigonometricis erui, in hoc confiftit:

! 24 Sit :

BC—=m 2N ;ﬁm.lc totus = ;

CD=n 1.3 " anguli BCD § Fnus__p i

AC—AB=b - - ‘ . cius_cofinus==iq
m(n’*’+b’—c2)-—g Rt M e e

n(m?+4b2)=nh

am(b—c) =k

m2 —'b2 —_— ’

(g+h )2 +n2p zla.,.,.r; _ e K sy

. an? p“bl—-(g%hq)(k%zbnq) Say : b oanr i 3 2

4n°p2l — (kab2bng)? = ‘ :
emAB o= *“7'*‘}/“(50?'{*72)

uym VEro. accurata hyperbohrum. qualem pnma methodus :eqmnr,
con{’trucno; multum incommedi habeat,: caleuluss contra, quem fecunda

prae('cnbxt, admodum moleﬁus fit; tertiam methodam Geometme tag- .

tum ¢lementaris_principiis innixam , fimulque reuqua, quae Geomemam
agnfticam fpectant; , data opportunitate. tradere pollicebar. .. Vt igitur pro-
mlms ftem, materiam 1ﬁa.m in hac differtatione finiam, €o quxdem ordine,
g primo. dlCtum prablema generaie noua methodo foluam,. , deinde viam,
aperiam, diftantiam et firam laci A inueaiendi, engmﬁ ille vel fupra vel
infra Planum BCD poﬁtus fit, denique difquiram, quatenus Geometriae
acufticae,” cuitis theoria adeo clegans eft, vius eriam fperarn pof it pram.
eus, randemn Coronidis foco Scholio quodam celeberrimae acquationis $==x

A

n
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~ veram mdagabo indolem,

- - ‘..!! ' : . , 3
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i dx(fertanone Bac obuiae; cui tota Analyﬁs xnﬁuitomm fuperfiructa eff

for. St oe
: Problema BN R SR
Datis in tetragons ABCD"(Fxg %) tatenbus BC, CD, cum angulo
mtcrcepto BCD, et differentiis AC-—'AB» AD—AB- 1pﬁs rectns AB AC. ;
AD inuenire, iy _ : :
Solutio, Detmttatut ad reCtdatR BD pﬂpendtcul:ms CL, et ad rectam
CF, quae rectae BL parallela cft, perpepdxculam AF; erit NF==CL, ot
FC==NL. Quum porro datis in triangulo"BCD lateribus BC, CD et an-
- 'gulo intercepto BCD, etiam-ipfiug bafis BD, altitudo CL cun recta BL
facile reperiantur,. rectas hasce pro. coghitis- accipiamus, ' ,
Sic igitur BD=m ; e b $
BL==n : ' ARG | et
7 CL==NF=at Py ok T A B Sty
o "AC— AB—b ; :
| “AD —AB=s¢ : &
: gt A SRR T 0 i by
exit AC=xwb ! i g
AD=x e s o s el bbay
A FC:—:NL—-—'n-—-BN
e ND' S e TR ) g,
Quum igitur AB?—BN?=AD? —-Nb‘
erit 2 —BN2?—x? %zcx»f-:c’—m +2m BN«-—B‘Qsl
ergo m 2—c?2—20ex P BN

am -

Ponatur brcu:taus caufa m®—¢? "—'h
exit BN ==h—20x

-.———‘-’ g
.2m @

As e e



tine FO=xn o rho~m 8 | 1iicifed bl (00 Lo A

2m
FC:zmn——h-}nzcx. Y
P‘orro eft AN’“----/’&B’—BN2 ahiaipte, & =
hmt ANZ::..x--h’—;}chx-%‘f.c x’ bt
% A /L L 44;‘52 bgs. e O R LY B D B S
] :;4m2x —h’-}-4chx—-4c"‘x‘
it B e TR CRERETSY hs S0 e
"""—'4h'x’+4chx—h’ 134 oBa slslisisg SO iy
& ISR L 1Y 468 )16 gred g s S

am? R :

Wil Eie ’Jr » — s o e 2 -hn' £ 5 L 8 15
: AN:;%‘V‘(@hx’b}q;chx—q—hi) oy, Sodech, oot scripesisaasy e
Iam vero AF = Nf & AN, e AR
hmc AF::r-p———V (4 hx? & 4chx—h2)

AF? =12 g4 hx* F 4 chx — h* '{"’,}:‘V"(‘t hx® v 4cbx — b7)
. '4m2 R % et i ; 205 s
ergo AF2 == 4m>r? —h> d 4 hx® s g chx g mr = (4 hx’»}-.@chxf—-hz)

4 m*

: : Sed fimol et
AF?:=AC* m-FC? . -

- hinc AF? == x? 2 bxb?% —

»

(zmn—-h—f-zcx)’
> ,
AF’=x2+sz+b’-—- (2mn-—h) F4(z mn——b) cxfgcix®
4 m* :
AF’:ﬁ4m’x’+8m2bx+4:;1‘b_"—_—(zmn-h)z——4(zmnc---ch)xf—v4c?i;%
4 m* \ AFz
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? AF3“4hx2~P4\zm b»—zm;m»hch)x-}u;m bz--qmzn“»;qmnh shd

4 L 4m* _
/ ' = Brevitatis ergo ponatur 2 (mb~— nc¢) ==1; T
- ogit AF? 4hx --1«4mlm}-.q.clnr-{«4mzbZ 4 m2n? +4mnh-——h’ ;
;") 4 m? Asdrve e
/ Hinc.

E o -4m?r? kg miy” (4hx? ¥ 4 chx—h? ):‘:4mﬂ-{<4m b"——4m n?pgmnh
! mr2 ey (4 hx’»{-q.chx—hz\———-lx»{umb*' -—mn? 4nh
T¥ (4hxe ok gohx—h?) == bgm (P —n* =)k nh
Ponatur m (b* —n?—r3)snh =g ‘ St PR 1Y
etit r T (4hx? o gchx—h?) == lx g i By

4r2hx?spkgr2chx —2h? = 1°x2 2 glxvpg?

i ' (ar°h—12)x% k2 (2r3ch—gl)x = r?h? & g*
x> o 2(212c¢ch—gl) " rh? % g?
X o Rl ;
4v*h—1 | 4r2h—1*
Ponamr tandem 2 r’ch — gl - Ty
r’h® e g? — v
4r2h—1? = t3
: awn v Apede A
erit X3 b — x = — .
5 t. : S, R 3
Ergo x = — u ¥ y (u? qvt)
e . t s 'k

| ' G g it st

!‘ \  Fertiam hanc, quam nunc inuenimus, problematis noftri folutio-.
| - sem vniuerfalem , quamuis pro fublimiori quaeftionis indole fitis adhuc
l prolixa {it, multo tatnen breuiorem et faciliorem efle fceunda, in aprico
2 i Vi autcm ¢t natura et vius eius eo luculentius pateat; notandum eft3
|
}

S AT 1) Aequa- 3
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1) Aequationem pro‘ x feq AR inuentand “haud rmmutar:., etiamfi
vel pcrpendnculans AF.extra BL, vt Fig. 3. 4, vel apex A extra argulum

-ECD, vt Fig. 5, cadat. ' Si enim AF -cadat exera BL ﬁmﬁmm ‘werfus -

(Fig. 3)+ omnis mutatio, quam folutio hoc cafu pmmr, heec et vt

he2cx
BN negatiua adcoquc BN == -~————— cuadat. Sed quum hic fimul
; 2 @ '
' ks RES T Lo A R SV S
, bC == n ok BN ﬁat ; hoe calu rurfus egit FC oz o iy adeoque
¥ b 2 m

e

«

aetho pro » eadem prodlt cum xlla, quam fupla muemmus LSt pGr.rs
AF extra BL dextram verfus cadat, vt Fig. 4, omnis mut a\:o in eo confic

lht. vt FC negatiua euadat.  Quug vero in folutione non nifi quradratum
FC?, quod femper poftxuum eft, occurrat; acdquatio pro x inuenta nec

hoc cal’u vllam -mutationem patitur,  Si tande'm apex A cadat extra angu- -

lum BCU (Fig. §.), -denue BN .negatiua et FO o=t n + B\l cuadit,

h.— 2 CX--
———manet. Iam qmdem porro hoc cafu
2m

AF:= AN —FN, adeoque r:FN _negatiua ﬁt. Sed quum In aequa-
tione inuenta non ipfar, fed tantum eius quadratum r* occurrat, quod
femper. poﬁnuum eft; acquauo pro x inuenta etiam hoc gafu eadem ma.

adeoque ru'rfus FC '-.::: n

pet.  Tali modo conftat, folutionem, quam “dedimus, vmuerfahfﬁmam' :

effe atque omnes cafus poﬂibxles in {e comprehendere,

: 3

2) Ex hoc vero apparet, “eam problematis efle mdo!em, viex xpf'o
valore rectae quaefitae AB inuento nullo modo diiudicari poflit, num apex
A intra angulum BCD, an extra ilum ponendus fit, fiue hic valor pofiti-
yus, fiue negatiuus reperiatur -Hacc igitur ambiguitas ex aliis, circum.
Aftantiis tollenda eft,” et fi problema hoc ad Geometriam acu{hcam applica-
urs facile folo foni audxtu tolli poteft,

3 3) Quum . aequauo pto x.inuenta quadﬂmmﬁty 'haec vero femper

» ' duas



\

duas radices habeat, adeo vt eodem iure

X = —ud (U4 ve) e e 1
=, ac. ! ;

t %
X = -—-u—-xf(u +vt)

: ponere lnceat, pro recta quacfita AB duo ,
femper va'ores repe'riumur', quornm vterque’ quaeftioni propofitae f{atise

facit. ~ Siigitur praoblema ad Geometriam acufticam apphc.:ur, vera di-
ftantia verusque fitus loi quaeliti A per fe-ascipites funts necnifi ex aliis
circurafantiis diindicari poteft, quinam inter duos valores pro & inuentis
in quolibet’ cafu locum habeat.  In multis autem cafibus id immediate
cognofcnur, quia ex ,obféruauombus foni in locis B, C D inftitutis notum
eft, ‘quacnam rectarum AB, AC, AD fit maxima,

4) Si calculus infticutus ﬁlmmam w> 4 vt negatmam tradat, ita vt
S Yty e s Sl
: reperiaturs valor pro «. intcntus mere imaginarius

: t
" eft, ergo in hoc cafu quacttio propofita R eft,. nec yllum quadran-
‘gulum ‘ex datis condxtmmbus conftrui pote[} In Geometria acuilica hic
caflus. mmquam locum haber, dummodo momenta, qmbus fonus auditur,
rite obfemcutur : ~

) Pofito AC < AB, quanmas 43 mwma: et poﬁto AD < AB,
quantitas ¢ negatina fit. Qodﬁ ergo fonus.in C ocyus auditur, quam inB,
valor & negatiuus, et fi in D ocyus auditur, quam in B, valor ¢ negatiutis

~poni debet. , o Y : Il €1

a5 7 i _ o
Vt ¢o melius mtelhgatur, quomodo calctlus in quol“bet cafu dato:
inflitvendus fit; rem vno' faltim exemplo illuftrare iuuabit. ~Expesientia
“comprobatum ‘eft. fonum per vaum milliare- circiter 20 minutis fecundis’
ferri, adeoque «centefimam partem ‘millidyis tempore 5, minutorum fe-’
‘cﬂnﬂomm feu 12 minuts tertiis abfoluttc. Ponamus igitir, fonum re’

4 A ctam
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ctam AC 96 minutis terils, et reclam AD 3 minutis fecundis tardius percur-

rere, quam rectam AB; etit be=s AC—AB==8, etc==AD—AB==15
_partibus centefimis milliaris, Iam ponamus I)D*—-'m---3o, BL=—n=—10y
et LC=1=6 elusmodz pambus s Cetit h =='m? =2 =675

l._..z(mb—nc)::uSo: g_.,.nx(b~—-n2-—t2)-rnh.....4590, .

~gr2ch= g19000, r?h*=x 16402500, 4r?h=2 g7200
— gl -—-826on +gr= +2106<3xoo, — %= — 32400

@ ==— 97200, ¥ == 37470600, L t== 64800
T = 2428094880000, 7 (u* 4 vr) == + 1561263
"+112 =i 944784°°°°a ! —u s 4 97200

u? +Vt"‘ 24,7542120000. — a4y (u? +vt)~,. '1653463 ;

—udp @AV 1658463, 38465
it b 648007 64300
Ergql)AB'—:—‘;XT‘-—:ﬁswi
AC —'x+b=s 33,593 ; partibus milliaris centefimis.
AD ~..-1$+¢-—-— 49,593 ) : p

pe 3

--u-—-;/"(u + vt):::-—t464063

‘= Sed_porro -
—a T (@ V) 1464063 o o AL ATS
a4 'tY ’ "T64800 i 64800
Ergo 2) AB = x = -—-n,sas} Tl
C == x+b == — 14,593 p partibus milliaris centcﬁmu- :
AD =x+c = — 7,593 P

(Lodﬁ jam ‘veritatem valcrum, guos inuenimus, explorare vehs duc
rectam BD==30, BL==10, acerige perpendicularem LC==6, 'Sic ha-
bes triangulum BCD. ‘Nunc fuper bafi BC primo loco defcrlbc mangu-
lum BAC rectis AB == 25,593, et AC == 33,593,  atque reperics

AD = 40,593, et apex A talem fitum habebit, vt perpendicularis AN,

B

jater B et L cadat, Demde fuper cadem bafi BC aliud tuaugulum defcribe |

allum-
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17 e : 9
“affumtis rectis AB == 52,59‘3 et AC==r4,5973, étque reperies AD==7,593,
hic vero apex A hunc fitum habebit, vt perpendicularis AN dextram ver-
fus.in prolongatam LD cadat. -Hoc' modo apparet, vtrumqae rectarum
AB, AC, AD: valorem inuentum problemati fatisfacere ,~adeoq\ic.quaeﬁ=:
tum apicem A in duobus diuerfis locis poni pofle., In propofita-autem:
quacftione acuftical’ quumi locus A, ex' quo fonus ad loca B, C, D perue-
nit, vnicus tantum fit, alia ratione decidendum eft, quinam valorum in-
ventorum in ¢xemplo noftro-verus firy idque ex hac circumftantia, quod
fonus loca C, D ferius attigerit, quam locum B, facile conftat, Ex Koc
enim per {e patet; inuentos yalorcs negatinos hic locum nonhabere, dum
ceteroquin fonus ferius audivi debuiflet in B, quam in C et D. Ergo vera
foci A diftantia’ AB contmet 25,593 partes ‘milliaris ccmo(‘mas. Sumtis’
-igitut pro milliari 24000 pedibus, eri¢-AB= 6[.4.2. pedibus. * Quodfit
fonus in loeoB 96 minutis tertiis ferlus al;ld;tus futffet quam in C, valor b,
foret neganuus, ergo b—..:i—-s ponendus, ceterum vero caleuiu§ eodem
prorfus modo inftituendus foret, Hoc exemplum 1p('o fimul intuitu docet i
calculum inftituendum, veut pwhxum haud tamen adeo onerofum efle,
vi, Arithmeticis, peritis horrorem incutiat. . Quum veto’ “caleulus in‘multis
cafibus, admodum abbreuiari po(ﬁg. -praecipue fi obferuatoribus. {oni Ratio-
nes B, .Gy D pro lubitu adfi gnars liceat 5 .non minus vtile ac incundum- vides;
_tur, folutionem, quam, inuenimus, generalcm ad praccnpuos cafus fpecm—
liores applicare, :

.
>
&
-
<A
<
'
o

Ponamus igitur- 1) ftatiengs B, C; D, (an 2 ) ktales wefle; vt BC =
BD perpendicularis fit; punctum B cadet i inL, hinc BL=—=n=o0, et

BC=—=LC==r; adeoque erit g==m (b2 —r12) et l=2mb, Vnde appa-

ret, calculum hoc cafu parum abbteuxan. _ T
e ¢1391 moehed ai mEk von O Q& ponolithl (f s

i \ B ’ “ §‘ 5.
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Ponamus 2) fonum 2 fingulis obferuatoribus in B, €, D eod{m. momento
percipi 5 erit b==o, et ci=o, hinch=m?, g==nm® —mn? — me?'
= m(mn—n?-=r?); l==o0, u=o; v=mmr? + m?/(mn ---m-—r?-)2

t=g mPr?, ::+;/vt, x-:vt"“v . -»
‘ o SIEN: <P adeoque i

~

t I8¢ 4 '2
: A +'('mn—-n2— e
boiin « Uity 4r2 1 3! ergo:

B ¥t L2 S0 >

P m‘——-ff(m"rz-}—(mn-—-g --r")’) 137 Taine
Si in hoc cafu fimul BC ad BD perpendxcu’arxs fit (Fig., 6), erit quoque
NS0y ergo x:::-—p"(mzr’+r4)=:zf(m Hr2)y= gCD: Ergo

Hoc cafu locus A m thedia rec-ta CD cnt._: Nam demxﬁ‘a perpendtculan ;
AE, erit D’A AC:::.DE E7 hmc DE"‘*EB, ergo AL,..._.AD.._.AC

o) i 1 3 ‘§- ‘.'6..’ : ') fiid ToaaBiL 5 | L0k

. Ponantur 3) ftationes B, C, D i eadeny recta BCD; vt- ng 75 Puns

ctum L' (Figi'a.) thic cadet 'in'C), hiric erit BL=2n==BC LC i= r ==,
swm*(b’—n°)+n(m=—-c’) trm——gl, =gt n“-“—-l"‘u‘+v:-.o~

v gl —mbrnt) = (it e),
1dczrco X =g ——— = %
‘ Rr g B 2 (mb—ne) ,
Ergox—m(n* —b*) — n(m? —ch)
7 ” 1 €
2 (mb—nc) ” 5
AB = BD(BC? —b?2) — EC’T(BDZ__.cz) \ YR st
o O ED By T 4252

- 2T vy +
oo X704 3 . > i IRV ¢ BN

= 5 7 i3 3 WG ok n' K 1
romnwr 4) ftationes B, C, D non ﬁ:lum in eadem recta, fed (fua-
£ . | que



h(que BE'=="CD; ‘etit BD'<='¥ BEC, hmc m:::n, adeaque per §.06;
an{n? — b2?) -~ nan®— c*), o TR A S

X =

2 2n(2b—¢) . .o
fhing x == 2@ 4 b3) 4,
2 (2i)—_7'c)" { ; K& 15 b AR i s fe. _
T a(@Rb)e—er i 2 (BC24 b2 o2,
Ergo x == : g ec Al =
: e g 2R 4 b)sys ( a Ca(c—2b)
L T O e

Qmm aequmones §§. % 7 e\hlbnae non folum fitis breucs fed
e‘tia:m; quia pnmx gmdus funt, non mf' voicum Valorem pro AB admxt—
tant; pofitio {tacionum E, C, D in cadem recta, praccipue fi firmul
BC=—CD aflumitur, inGeometria acwﬁxca omnibus reliquis merito ante-
ferenda eﬁ, vt in diflertatione priori iam monui. . _Si porro: in his aequa-
 tionibus rectas BC, BD iisdem. littéris deﬁgnes, qulbus in difl, priori vﬁls
fum, i ¢ fi BC—=m, CD==n, adeoque BDzm—l—n ponas, repenes

per §.6. AB—=(m+n) (mn-£b?) —mc?
5 2 (mc—(m -}-n) b)
dem eft, quam in diff, pnon§ 40. pro hoc cafu inuenimus, Sed com-
paratio harum aequauonum ceteroquin prorﬁfs congruentinm fimul docet,
eam, quam hunc §, 6, exiubuimus, illa, quam dtIT pum exmbet. muifto

i |

» a”equat{onem » “quae plarie._ea-

,concmmbrem effe. :
¢ § 9. _
Aflumatur 5) &anombns B, Cs D in eadem recta pof' tis (Fig. 7.)

’c._—o, adeoque AD==AB, eritper §. 65, ‘
m(a? =—b?) —am?;  n? ~—b?~—nm, Ergo

o= 5

y ansly o 2mb B R 2 bilis TR () 5D
gt A (m ==n) b iiprye cafit’ # quidem tegatina videtur s fod
B2 quum

— 2b
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_quum. tnangulum BAD aeqmcrurum fizs hic f'emper et AC <« AB, adeo-

que b negatiua. Ergo « reuera pofitiua eft.
§. 10

Affumamus 6) ftationibus B, C, D in .eader’n‘rccta‘pbﬁtis non folum
effe c=—=0, f¢d quogue b==o03 erit, per §. 9» x =a(m — n) = o¢.

) 3 Oy "
Ergo in hoc'cafu diftantia AB infinite magna eft. Hic igitur cafus, re
rigorofe fumta, numquam -accidere poteft, i. e, nullum triangulum BAD
t (Fig.7.) conﬂrut Poteﬁ, in quo AB==AC—=AD ﬁt, feu, quod idem eft,
_in trnangulo aequicruro BAD mulla recta AC duci Poreﬂ, quae cruribus -
- AB, AD acqualis fit, alias enim BA foret infinitc magna. '

§. xr. o }
Tandem ponamus 7) Rationibus B;C, D in eadem ‘recta affumtis,
“ex obfernationibus fohi reperiri b==BC==n," et ¢==BD=m, '‘erit .
n? = b2e=0, m?— ¢*==0, mb — nc==mn—nm==0, ergo per§. 6. x..-::g.ﬁ
Quid haec expreflio fignificet, in Schalio, qued infra addemus, docebitur,

P el o > il :
Suppofuimus hucusque, locum quaefitum A enm fationibus B .C D
in eadem plano efle, adeoque rectis, quibus iunguntur, tetragonum ABCD -
terminari, cuius diagonalis fit AC. Quid vero, fi locus A extra planum
ECD ponatur; ita vt A fit vertex pyramidis, quae tnanguhs BCD, ARC,
ACD, ABD terminatur, adeoque, ad ficum loci A explorandum, ‘eius
'non folum diftantia AB, fed etian altitudo ﬁxpra planum BCD quaerenda
fit? Hoc cafu tres {tationes B, C, D non fufficeré, facile mtel_hguur Vidi-
mus enim in prooemin, Tocum A (Fig. 1.) in interfectione hyperbolarum
GO, | 'F deprchendi.” Si igitue A cum locis B, C; D in- eodem pilano. éﬁ,
ad interfectionem hanc repcncndam ROR requiritur y mﬁ vt hyperbolae
s ety : “iftae

/
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iftae ,‘in,plano BCD conftruantur. ;Si vero locus Asextra planum BCD po-
nitur, inclinatio planorum ABC, ACD ad planum BCD igneratur, adeo-
que plana ABC, ACD, in quibus hyperbolae GO, HF conftrui debent,
plane incognita manent; Vede parct, ad locum A hoc cafun explorandum
quatuor certe obfcruanombl,s foni i ftationibus B, C, D, E. -Opus . fore.
Hac autem ratione ex differentiis cemporum, quibus fonus in illis obfer-
vatur, differeptiae rectarum AB, AC, AD, AE innotefcunt, et locus A
eft vertex pyramidis quadrangularis, quae bafi ECDE et hateribus, AB,
AC, AD: AE determinatur.. Quodfi ergo quacftionem: qliomodo loci A
extra planum,, in quo obferuatores. foni funt, pofiti cum diftantia tum

~ alticudo, et verus fitus explorarx peffit; vniuerfaliflime folutam velis ; cla-
rum eft, illam I'equenth quod iam foluere volumus. problemate niti. :

§. 13.

Problema 2.‘

¥ In pyrarmde quadrangulan (Fxg 1 ), cuius vertex-in A eﬂ: datls
bafeos lateribus BC, CDs DE cum angulis BCD, CDE et differentiis late-
ram 4B, AC, AD, AE haec latera xpﬁn et altxtudmem ac f itum vemcls .
muemre : ' :
Solum Poﬁto AC—-—AB._a, AD AC...A._b AE-—AD"—"C; Tac
BG= CI=1 (BC—1), CH==DK =1 (CD—b), DL==EN=—%(DE—),
ac dcfcnbe circa focum B ex vertice G hyperbolam GO, circa focum C ex
wertice H hyperbolam HF, circa focum. D ex vertice L hyperbolam LM.
Hasce tres hyﬁerbol-as ‘GO, HF,'LM rota’ Clrca‘ axes fuos GB, ‘HC, LD,
donec fe omnes in vnico puncto A. interfecant : habebis verticem A atque
‘latera quaefita. AB, AC, AD, AE, et demxﬂ'a ex A ad planum BCDE recta
-perpendicularis dat fimul altitudinem pyramxdls T LR LR
: Demonﬁmno Qmm R G—_—Cl 3 erit Gi==BC—2 BG 4xis' transuer-
s .,hyperbo‘ae _VGQ. Iam _yero, BC — a=2 BG (p. con(tr. » hinc
TR e g B3 : Gy BC
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BT

ig A f
BC.;.'.':BG"""S. ‘id'eft, axis’ itrav'suer‘fus GI=AC = wné—gg’vérte‘x A
in hyperboia GO erit. ' Pari ‘modo patet, hyperbolae’ HF axem transuer-
fum HK=A D-—-AC. et bypcrbohe LM axem transuerfum LN—=AE—AD
effe, adeoque verticem ‘A quoque elle in hyperbohs HFLM. . Ergo ver-

tex‘ A in' mterfccuche ommum trium hprrbohrum em L z'
I ‘ WP AR Srolies PN
"Haec problematis vninerfalis foladio Smnfdin qudem breviffima eft,
fed q\ha non nifi tentando inftitui’ pote&, ad folutiones tantun mechanicas
pertmat Praeter haec’ vero ifta tentatic qurppc qme f'mu‘fawéa trmfﬂ
hypetboiarum rotatione cxrca diuerfos a’ics mmhr, t'lma Gerd! 1abotaf dxf’
ficultate, vt absque fumta mole{ha vik! peragi po[ﬁt. "Vnde Tmul ap-
paret, pxo’olema hoc fam intér maxime mmcara ceferendum effe; et quam-
vis nullum dubium fit, quin ﬂlud vel geomctnce aut trigonometrice variis
forte modis folui poflit, facile tamgn e@ pracuifu, huiusmodi folutiones
adeo prohxas et dlfﬁcdes fore, vt eas nmarkx vix operae prenum fit. (*) -

'y i fatpeihfgh alie Q_od

(*) Haec mithi feribenti fequens problema hoc ¢r xgonometuce fotuendi in mentet -

i . venit methodus, . Ex pyramidis apice A-(Fig. 8,), demigte ad jplanum BCDE pes-
pendiculavem AI, atque duc rectas BI, CI, DI, EI, guae cum Al ciﬁcmnt angu-
los rectos, Ponatur finus totus=1, fin, ABI—=u, fin, ACl==v, ﬁn. ADI——W,

370 fin, ABI=1z," AC—=+ABza, A"lb«-AB_...d AB—AB==es erit T . °
[k A[——-ux._-v(x ) =wxpd)=z(xhe), hinc y= ux ,w= uy, z=ug.
x+a A x+d x.{-c" ‘
porro eft BI=xy~ (!—033 CE=(x o 2) Vo (x—vzy, DI=(t A~ (i—w?), |
Bl (O YT (1—=122)" Tam quserecof; BCI ex lateribis BC, BY, CI, ¢of.
ICD et cof.&CDI ex lateribus CD, CL P1, atgue of JIDE cx dateribus DE, DI EL
. Porro ex reperto cof, BCI et dato cof, BCD quaere ccf ICD. func duae Jﬂ"f
: aeguanones pro cof, ICD muentae dabunt quantitatcm u per incogm(am ¥
" geras cogt\uas expreflam, ‘Tandem ex reperto’ cof. CDI et dato cof, 'CDE
quaere” cof, IDE; tunc. iftac-duze ‘acquationes ;pro vof.i IDE repertae: !hbunt_'
squantitatemyx per folas cogpitas :xprelfam, gdcgguF p,rokgqug folutym erlt.
s g Bx hac autep: method¢ fatis apparet, ae atmn ro ¥ on. nifi m
T feRiffimis operationibis” algebrams cmendimﬁ ime t Lu?ﬁtiui foré! v
4% gufficit, viam monﬁrafi‘c iis, qui folutionem problematis reuera periclitari volunt.

~



Quod vero’ Geometriam acuflticand attiget, ‘problemate hole generalillime.
p}'dpoﬁto non ‘opus eft, fed locus quaclicus A, eriamfi extra planum ob-:
feruatorum ponatur, mulito commodius explorau porefts mempe fi’ tres:
’ {’muoxiés B; G D (Fig.9.) ' cadem rectas et quarta T e¥ rfa illam eligan-

! Hlaec procedendi ratio id finful commodi habet’ ut ‘methodum mas:
xxme genel‘alem praebeat, laci quaeﬁn veram diftdfitiam verumque firtitnl
in ompibus poflibilibus exPlorandx caﬁbus. Dquummus igitur,, Fon vml

hic incedendum ﬁt. e ki v

| 26 | ’ 0

."'(»M.:')} '1‘ 'Z’yu ix " 1 >I§' 'J(S' ! 9 Bl .’ §
4 H2I94 “Probléina 3.

Mednanre fono qui e loco A pxoﬁcxfcxtux , loci huins dxﬁanham

ot ﬁmq} mgqnprp, vacupque ille poﬁms {it (Fig. 9.). , «"z
4 «)*&Salutzm, In plane BDEscpnﬂntuantur quatuor obferuatones ita,
vt :res»sz, Ci- D fintiini eadeni recta BD -quartus wero in E estra illam,
thbct horum probe notet temporis momentum, quo fonum ex loco A
propagatum percipit.  Ita ¥ differentiis’ temporum, quibus fonus. qua-
tuor “loca B, C, D, E iftigit, :inueniri poffunt: differentiae AC-—AB,
AD—AB, AE-—A&} « Ex repertis differentiis AC—AB et AD—AB quaere
(per § 6.) diftantiam quacfitam AR, fic fimul habes _diftantias AC, AD,
AE. .. Ex] atg;;;&ms fic \cognms AR, AD, BD trianguli BAD quaere per I‘rh
gonomemam planam angulum BDA, et ex cognitis lateribus AD, AE, DE
trianguli DAE angulum ADE. Ouodﬁ fumma repertorum angulomm
BDA,; ADE acqualis eft angulo dato: BDE, inde elucet, locum quaefitum
A cum flationibps B.C; D, E.in eodem plano effe; ergo hoc calu angu.
lus ingentus BDA fimyl verum loci A fitum indicat. . Si vero fumma an.
golorym BDA, ADE maior fit angulo dato BDE; inde patet,. locum A
non| 1efle in plano BDE, fed. vel fupra vel infra illud puﬁtum. Hoc au-
\epw:afu almudo loci A fequenti modo inuenitur :

15 230 Pemittatur ex A ad planum BDE recta perpendxculans AI et in
; ; eodem

.
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" codem plano Sudatne: roctd DI; erit Al altitudo loci A, et-platium ADD
~ ad planum BDE perpendiculare.  Iam fiat. DF==DG==DB, et ex cen.
tro D ducantur arcus circulares BF BG, FG orietur_ trizngulum {phaeri-
cum BGF, cuius [atera BF, BG, FG menfurae funt. angulbrnm‘wguito;
rum BDA, BDE, ADE, atque erit DH.__..DG-—*DF Dugatur; dtaque,
orro ex centro D arcus circularis FH ; orietur alterum trnangulum fph@c-,
ricum FHG, cuius latera HG, FH menfmae {unt angulorum HDG, ADI,
et quum planum ADI ad planum BDG perp’éndxculare ﬁt, angulus fphae-
ricus FHG eft rectus, - Hinc
1) in triangulo {phaerico BGFex cOgnitis tribus lateribus BF, BG,FG,
feu angulis planis BDA, BDE, ADE quaete angulum fphaericum BGT; po-
fito finu toto==r, inferendo: { ¢ :
in. BDE % fin. ADE: t % r— yoi 8 i Lot stenh el
fin. Z(BDABDE—ADE) fin. s (BDA#ADE--BDE):fin s BGFs4iti  BGP
2) in triangulo fphaerico rectanguld FHG ex angulo:seperto BGF
et latere FG feu angulo plano ADE quaere la.teraz[c‘ﬁ, et GH. feur angtdos »

planos ADI et EDI, inferendo: : S
primo, “r ¢ fin. ADE = f{in. BGF :fin. ADI ity Pan
ﬁm"do' tang. BGF : tang. ADI =r: fin. EDI 1 "9k kgl e

“) tandem in triangulo plano tectangulo AID mfel‘- AU A
AD — fin. ADI : AL stitoarn! nistiaelib (3 ) 1)

Su: non folum diftantias loci a (ationibus B, C D, E fed (ihcqtie aiutudt ;
gem eius Al, et verum fitum habes. }
i Bt -.’\,\. ‘ r_v:'_iil
o : L Ab i cluaafty slnpas 208 150K

Haec problematns propofiti folutio generalis abunde: dacet, qumﬁ
commoda et egregia Geometriae acuflicae fit Theoria.’ Neque ihinus fue
perfluum duco, de vtilitate differere, quae inde in permu}txs cafibus po-
tiffimum in bello enafceretur, fi loca vel valde remota; vel ob' filuas!
colles aut vrbes interiacentes vifui non'obuia ope auditus explorare Geo!
daetac valerent.  Palmaria: potius, quae hic- oritur; :quaclliohaec eft:
, an
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et g
an fpenn poflit, theonam hanc acta apph;.amlém fore? Qme vero quum
. fatis tuto non aliter nifi ipfis experimentis hunc in finem mﬂmms decidi
poﬁn, ad eam decidendam me quidem obftrictum non video, - commos
dam, quac ad haec expmmema mﬂxmenda xequmtur, rheoraam Geo-
dactis praebmﬁc contentus,
Imerxm ad illam quodammodo falrim dnudlcandam panca addele
iunat,” ‘Quae . Geodaefiae acufticae fauent, fant 1) quod motus foni
aequa‘mlxs, z) celeritas eius {at fcxe cognita eft, nempe ea, vt dere qmeto
~quouis minuto fecundo circiter 1038 pedes Parif, ﬂbfoluat 3)quod illa
ndn variatur in fono magis aut minus forti, tempme fereno aut plunio,
noctn aut interdiv, diftantiis parvis ‘aut magnis, divefa directione tor
menn, differenti terrarum inteciectarum difpofitione, dinerfa aeris denfi-
tate, -nec wento, cuius directio ad rectam quae_locum, in quo fonus
oritur, et locum, in quo auditur, iungit, penpend;cuiarns eft;  4) quod
ventus quidem aduerfus fonum retardet,” fecundus acceleret, ea tamen
quantitate pedum , quam ventus iple abfoluit, “qude vel ope Anemometri 3
vel aliis modis haud aegre expiorau poteft.  Haec omnia compluribus
expéerimentis in diverfis regionibus, inprimis iis, quae Academia fcientia
fum Parifina magna cura inflitwit, confirmata funt (*), ‘ac etiamfi forte
quaedam ex circumfYantiis allatis celeratatem {oni reuera variarent, hoc.
tamen noftro cafu vix in cenfum venire; vidétur.* 'Quod contra praxi Geo-
metriae acuflicae mazime obftare videtur, eft difficultas, momentorum,
quibus fonus in diverfis lationibus auditar, 'interualla fatis exacte deter-
minzndi, quum tamen lenis error in his deﬁmendxs commiflus mﬁgncm
errorem in calculo, ‘quem theoria praefcnbxt gignere pofit. (hmm
enim fonus quouis minuto fecundo 1038, adquue quolibét minuto ter-
tio' 17,3 pedes Parill percarrat ; patet, in Geodaefia acuftica horologiis,
quae fi fingula méinuta tertia rite indicant, opusefle.  Haec vero difficultas
,lam feliciter remota videtur, dum- tale horologmm a 9ermﬂimo Klind-
B : 4 2 R : j 4 ) wovth
(*) Conf Krafm praelectloms in Phyﬁcam xhtoremam, part. nL s, 3oo. %

C
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worth confectum iam actu exiflit, ‘quo cel. Kaefluerus et alii viri docti in
Obferuatorio Goettingenli anno 1778 die 15. Octobr vfi, varias parui
cuiusdam tormenti explofiones in locis, ‘quorum alter tantum 1649,2,
alter 2218,8 ped. Paril. ab Obfervatorio diftat, inflitutas oblemando, ;
tempora, quibus fonus has exiguas diftantias abfoluit, adeo exacte defi.
‘miuere, vt ratione pmm loci vix 6, et refpecm {ecundi vix 4 minnt. tert.
inter fe difcreparent, foni vero celeritas ex comparatione omninm harum
obferuationum clicita quoad {ecundum locum 3 pedibus, quoad primum
‘gutem vio tantum pede minor, Guam Parifina fupra allata reperiretur (*)
Si igitur Obferuator in flatione C (Fi ig 7. 9.) conflitutus eiusmodi horofo.
gio inftructus fit; adinterualla temporum, quibus fonns ad diverfss fla.
tiones peruenit, rite obfernanda illi nulla alia te opus eft, nifi vt finguli
reliqui, eodem momento, quo in fua quisque flatione fonum audic, id
lncido™ quodam figno denotent.  Fatcor quidem, ad hoe rite peragens
dum fummam requiri attentionem et alacritatem. = Hae¢ vero an huma-
nas vires plane excedat, tgntandum erit Geodaetis; ego decidere non aus
fim, quum Aflronomi recentiores nobis exemplo fint, quam incredibilis
in obfcruando attentionis et alacritatis gradus ingenio et fludio hominum
“tandem adquiri queat. = Mihi quidem fufficiat, ardua quacdam ac ele-
gantiora Geometriae problemata foluiffe, et Geodaetis theoriam fuppedis
tafle, qua vtantur, qui velint et poffine, (& ik

4 b Scholiom

_  Acquatio x == 9, quam §, 11. inuenimus, curatiori indagine digna
eft, quippe qua memorabilior vel grauioris momenti in vninerfa Mathefi
s m (n? __bz) A 5 (mz fiH: c'z)

‘ 2 (mb — nc)
§. 6. Rabilita, quae'pofitob==n, et c==m dat x—=§, quantitates m, =,
id elt, rectae fationariae BC, BD Pro conffansibus aflumuntur, quas in qua-
: : ' libet

(*) Vid. Sittingfche Anzeigen, 3142, S, 1778,

‘vix deprehenditur.  In aequatione x =—
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libet foni obferuatione easdem manere punimus, quantitates vetox, b, ¢
wariabiles {unt, quia pro vario fitu loci A, quantitatibus w; », iisdem ma-
nentibus, femper variantur, ~ Si igitur more Analyftarum variabiles b, ¢,
' m(at —y?) —n(m*—22),

httens vltimis 154 cxpmmamus. Qrif ik ==
2 (my — nz)

adeoque x talis funcuo quantitatum 'y, z, vt pofitis y=—=n, et z=—=m,
x=3 enadat. Huiusmodi functiones, vbi pro certo variabiliom valore
X==g reperitur, innumerae in Analy(i occurrunt. Praeter has complures
quoque dantus aequationes, quae, certo\quanutat:s variabilis valore pe-
fito, modo Z==a, id eft, quantitati cuidam finitae cognitae aequalem, .
modo §=o, modo 8 = 00" exhibent. Sic v, g fcmper eﬁ

1434 —x* '
e == 1 3 - X qualemcunque numerum x dcnotet. et pof to
12—X
—2X + X2 - &
=12, oritur 3==24.. Porro femper e& — g
1-—3x+3x2—x3 I—x .

atque pofito x =1, prodit 3 =F=— 00, Pari modo femper eft
1—j3x+ 3x>—x3  1—Xx !

Cge—2X 4 X2 ,'atque pofito x =1, oritur $= 9 =,
Nunc primo; fi poﬁto certo valore variabilium, vtin excmplo noftro, re-
peritur x=—=¢, quaeritur: quid fractio 3 adeoque x hocscalu . fignificet,
durh modo widimus, Hox g4, mox §==o0, mox =120 efle? Haec
quaefho ab Analyftis ex parte quidem iam foluta eft. MCthOdum enioy
illo cafu, quando x vnius tantum variabilis functio eft, quaefitum eius
valorem ope calculi differentialis explorandi, ‘iam Ioh, Bernoulli, in fhis

Oper. Tom. I, p. 401, detexit, quam Eulerus, in Inftitut Calculi Diffe.
rentialis Pare. II. Cap. XV, compluribus illuftrauit exemplis, At metho-
do vaiuerfali, valorem x==g rimandi, etiamfi x functio fit Vaﬂablllun;l
dugrumy , 2, V¢ 4B exemplo noftro, ‘vel quatcungque Plunum: quantum
C 2 7 bes



g0 ‘quidem- (zios adhuc caremus. Iraque @ exemplo noftro valorem
ope Analyleos emplomre quidem noa poflumus , fed eo faf:rhu$ ex ipfa
problematis natura ervitur. - Quum enimy ponatur y=b==n) hoe eft,
(Fig. 7.) AC— AB==BC, adcoque AC==AB-+BC; per fe patet, pun-
‘etum A hoc cafiv com locis B, C, D i in eadem recta efle, ﬁe‘npe in proion-
gata BF. In hac vero pone puncwm A "vbkunque velis, vel in 1'9(1;‘
puncto.B, vbi AB=o euadit, vel in quolibet puncto G, vb1 AB=GB
eft, vel etiam in diftantia.infinita, vbi AB== foret, in omnibus: hisce
eafibus non folum AC— AB==BC,i.2. h==n, {ed etiam AD ~— AB:=—=3Ds
"k ¢.. ¢ ==m.deprehenditur,  Ergo in caﬁx noftto AB Lo X— 3 reucra
que.mhbet cogitabilem valorem denotat,. ita vt non folum x cuilibet rectae
“finitac. GB aequalis, fed quoque x==o’, et x==50 fit, quum centra in

tribus iftis exemplis ; quae paulo ante adduximus,” ﬂa@uom g femper

¥aicus. modo. valor campetat.

Ex his vero.iam fecunda, quae recentiorum Mathematicorum in=
genia haud parum. exercuits exoriur. quaeﬁtlo qua nempe ratione fieri
poflit, vt S==a, aut $=o0, sut 2= cenfeatur? Qui tale quid con-
tendit, nonne is eo xpfo contendere vrdefur, quod cyphra numeratoris in
cafu primo a vicibus maior, in tertio infinities maior et in {ecundo mﬁmnes

‘miner fit cyphra dcnommatons ? Quid vero quacfo abfurdius Fluius

difficultatis (olutionem .. quam iam in fe fpectatam grauiflimi ‘momenti effe
nemo facile negabit, quilibet fane eo magis neceffariam ducet, dummodo:
perpendat, fracrionem . potius rationem Geometricam 2 veram effe b'x-
{in, cui integra fic dicta Analyfis infinitorum feu calculus differentialis et
integralis innititur. ~ Vt haec eo clarius pateant, atque tyronibus Mathe-
feos data hac occafione fimul priina faltim calculi differentialis idea fuppe-
ditetur, ponamus v, g. effe x==yy; erit x talis functio variabilis y: vt

crefcente y fimul crefcat x. ~ Crefcat igitur y incremento quodam quan-
tumliber magno vel paruo, quod Y nominare volumus, adeo vt loco'y

3 ’ iamy

>
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mn ponamus 'y &Y ; hoe facta fimul crefict x in¢rementos quodiX D
eupare lubet, Tali modo fam habebxmus y
X+ X——(Y+ NG+

sy yY w o 35
Sed x=y*(p.hyp)s .=
Ergoerit X=2yY Yz‘, i.'e. ‘quando y erefGit quant:rafe Y » crcﬁm

quanmaie 2 yY + Y'-

S e o v+ Y
o ¢ ek
fam, quantumuis paruum accipias ihcrement‘um ¥ punguam t-’émen» eusn
X
dere poteft ¥ zy., raft quo magis decrcfcﬂ: Y, e tmnus—,Yr ﬁ:yerat
- yalorem 2yy et q,uando incrementum Y prorfis rurfum tolliss atque

X
g ponxs,. tune demum actu enadit - = 2y, ~ Quum itaque expo-

‘mens 2y omnium, quos ratio geometri’ca%—. habere poteft , ‘minimus fit; *
il‘lc/ non indicat, nifi quanta incrementorum X, Y fit ratio viima, € prima,
vel, quod codem redit,, quanta eorum fit ratio inirinlis i, ¢, ea, in qua funt,
'dum variabilis y crefcere ncipis, Incrementa X, Y in hoc ﬂ'am inivinli £,
in ratione whime conﬁderata ab Analyftis dmﬁremmlm quantitatum x, y vo-

X X
cantur et per ligteras dx,» dy exprxmuntut, ita vt loco =2 y iam (Ema-

¥

batur giz 2y, €X quo porro ﬁuia
y 4

dx = 2ydy. ‘ 7 .
Viti auten ex aequadone’%f_—__.,-' 2y+ ¥ patet, non. fieri %- 3 25(,. nifi -
werefit Y — o5 iita etiam ex aequatione praecedenti X=—=12y¥ + ¥? ap-

_Qatet, poﬁto Y=o, fimul X.._..o poni, Quare mamfeﬁum elt, diffe-
‘ €3 , rentia~

{8 IO
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rentialia dx, dy vere efle gpbras, nempe dx==0, dy =, adeogque
dx ~ o & } - A :
(F:—o_z 2y atque acgugtnonem differentialem dx=2ydy vero lén(u
nil aliud exprimere, nifi: o==2y o. Hoc modo euidens eft, totum
calculum differentialem reuera niti aequatione $==a, vbi a generalicer
vel o, vel quamlibet quantitatem finitam vel infinitam, denotare poteft,
adeoque fummam quaeftionis, quomodo id absque contradictione fratui
queat, grauitatem ex his eo magis elucere, , A

Ad Gordium hunc nodum foluendum Analyftae huc quidem con-
fugerunt, vt \diﬂ'en_'entiflia dx, dy ceu quantitates infinsize pa}-uar confide-
rent, in formanda autem infinite parui notione ad hunc vsque diem
_ infigniter proh dolor! diffentiunt. ' Plurimi, -imo tantum non omnes per
infinite parua quantitates intelligunt omni affignabili 1. finita minores,
quae tamen nomn pro-abfolute nihilo habendae fed verae quantitates fint,
“Ita, quum quaeuis linea motu puncti continuo defcribi concipiatur, pone,
punctum quoddam P defcribere lineam quantumuis parvam fed finitam
BD (Fig. 4.), illud non perueniet ad D, nifi antea innumerorum, quae
inter Bet D pofita funt, punctorum quodlibet falutauerit, atque ex primo -
puncto B ad proximum L, ex hoc ad proximurn N et fic porro tranfierit,
Quum vero linea inter puncta {ibi proxima duo, tria, vel plura, dum.
modo eorum numerus finitus fit, baud adfigvari queat; in qualibet linea
finita quantumlibet exigua innumerae /ineae concipiendae videntur omns .
adfignabili 1. finita minores, quasideo infinite paruas vocant, ‘ex quo de-
inde prono quoque alueo fluit, lineas infinite paruas inter fe quidem
comparatas inaequales efle poffe, finitam vero, cui vel addantur vel
auferantur, nec augere nec minuere, atque fimul curuam infinite paruam
jure pro linea recza haberi.  Siiam differentialia dx, dy hoc fenfu pro
quantitatibus infinite paruis accipiantur, vltro apparet, non folum dx, dy

d
inaequales, adeoque—iz a poni licere ; fed quoque fenfu rigorofo

dy
y + dy=y, 2 Fdy==a; y* dx==y etc. effe, adeoque hac ratione;
' : totam
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totam difficultatem, de qua fupr'a monuimus, piane enanclcere.  Non

diffitendum eft, huic infinite | paruorum conceptui nos noen modo - prae-

flanrifimam illam caleuli differentialis innentionem actu acceptam ferre,
fed eum quoque menti nofirae adeo infixum et familiarem eife, vt illo

non in Geometria folum fed potiffimum in Mechanica prorfus abflinere

vix valeat. Nec magis diffitendum eft, folutiones problematum difficil. _
limas huius conceptus auxilio miram in ‘modum non winus faciliores,
quam breviores reddi, adeoqueillom in vniverfa Matheﬁ mazimo ufui eile,
Dolendum vero, canceptum hunc vtut vtilem mere tamen eﬂE 1magma-
rium . f, contradictorium,

, Nam quum quantitas, = quae omni amgnabxh minor eft, ipfa
iam adfgnabxhs non fit, multo minus vlla eius pars ad(‘gnabxhs erit, adeo-
que eft quantitas, de qua prorfus nihil adfignari poteft.  Sed de eiusmodi
quantitate etiam nihil plane cogitabile eft, adeoque motio eius non ‘quan.’
titatem, - fed. potius omnis quantitatis defectum innuit. - Ergo quaantitas
omni affignabili minor {. infinite parna cen ‘quantitas confiderara con-
ceptus contradictorius f. mere imaginarius eff.  Vis huins argumenti eo
magis elucefcit, fi notionem infinite parui ad quanntates fpeciales applice-

i Quid enim quaefo cogitas fub numero, qui omni numero aflignabili

-~ minor eft? an verum numerum? fane nil aliud nifi meram cyphram
feu 0. Pone enim, poffibilem efle numernm, qui minor {it quolibet fracto

., cuius denominator numerus integer quantumhbet magnus eft; per
* R

fe patet, illam non alium effe pofle; nifi fractum 2 - Quum- vero
o0 m i1+ IH Tt daini divide 1 per numerum 1nﬁmtum
; I ¢33 — 1
1+x+x+x+...~) 1+1+1+1+.....~

—-— e e R AY

—I-r—l—]—....'~

; 5 ;
5 3 b & ‘ 3 x
Ergo fictus hic numerus omni fracto <~ minor £ iafinite paruus

X
W:»;—;:o. .
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Quod de nivmeris valet, id de quantitatibus geometricis, v. g
de lineis, quibus notio infinite parui genefin fuam p(mﬁimum debét €o
magis confpicuum efl. Quum enim punctum non ptm’fed Lerminus
imeae fit, orunis lineslita comparata erit, vt vel quaelibet eiug pars itefum
linea fit;  vel nullis i)laae partibus conflet. Ponamus iam lincam, quae
nullas partes habeat; illa prorfus indjvifibilis erit (quales lincas olimrDe-
mocritos et Leucippus fatuere et feculo praecedenti Bonauentura Cauale-
vius, in Geomerria indiuifibilibus continuorum nona quadam vatione pro-
mora, Benoniae 1 653, ad. demonﬁratxones et inuentiones Mathematicas |
fublevandas, adfumebat) adeoque inter duo ipfius puncta extrema nullum-
tectinm crit, in quo dividi poffit, hinc linea ifla duobus tantum terminis
extenionis conftans extenfione ipfa prorfus carebit, i. e, exit linea non ex-
genfa.  Qoum vero haec fibi ipfa repugnent; linea indiuifibilis revera eft
Non -Ens, “ergo quaclibet cuiusuis lineae pars denuo linea fit necefle eft.
Igitur ‘quacuis linea non ipfa modo diuifibilis eft, fed quaclibet eius pars
iterum diuidi poteft, i. e quaeuls linea, damﬁbnhs elt in infinitam. - Jam.
vero lincam in duas partes. disidere non eﬁ nifi punctum commune ad-
fignare, quod vtramgque partem terminat, adfi ignato autem hoc puncte
viraque fimul pars ipfa adfignatur.  Igitur quacuis linea innumeris par=’
tibus adfignabilibus conftat, adeoque et ipfa cen totum adﬁgnab;hs fit
necefle eft.  Ergo linea infinite parua £ omni affignabili minor eft linea,
queenon eft linea, i e. ens mere imaginariom.  Quum vero qnantxtates

. infinite paruas iam_ in fe mere imaginarias effe euictum fit; eo magis va-

sii infinité paruornm ordines pro meris fictionibus habendi erunt,

- Optime haec am Leibnitius ‘et Wolfius: cogrouere, . Ille enini (*)
de infinite ,pamorum viu loguens ait: ”? commoditati exprefﬁoms {eun bre-
gdoqmo mentali m.emrmus, {ed non nifi zoleranter vera loquimur, quae

- explicationie rzgzdantu Hic vero (**) non idem f{olum affeverat, fed

dxfertxs verbis _infinite parna eorumque ordmes pro amere imaginariis et

’ L , ﬁctxoa,
™ Vid Acta Erud, Llpl‘ A, l7li.pag 158. oy Y

(**) Wolfii Elementa Mathef, Tom. V., cap.iV. §, 33, et co_muntat. de ftudjo Ma.
thematico recte inftituende cap. IV, §, 231,

S -
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fictionibus declarat. 'Vt igitur difficultatem in aequatione == a ob-

A ot Y ¥
viam removerent magui illi viri, - quos ipfe. quoque Segnerus fequitur,
 per quantitates infinite paruas eas intelligebant, quae vere quideny finizac
adeoque #n f¢ nod funt nihilum,. fed tantammodo. vefpectu aliarum pro

nihilo habentur, vt v. gi diameter paluifculi relpectu altitudinis montis,

haec refpectu diametri terrae, haec relpectu difantiae fellarum fixarum
pro nihilo haberi poteft (*).  .Sed fi differentialia 'dx, dy pro vere finitis
habenda fint; ‘per fe patet, fenfu rigorofo poni non pofle a dxs=a,
multo autem minus a* +bdx= a®, {i 6 numeram infigniter magnum, @
wero fractionem admodum parvam dénotet. Quum igitur id quod infi-
nite paruum vocari folet, nec quantitas finita, relative tantum pro o ha-
bita, nec media quaedam {. pons inter finitam et o effe pofiit; fponte fe:
“quitur; illud neutiquam efle quantitatem, fed vero et abfoluto fenfu Ni-
bilum i, c. plenarium quantitatis defectomn. : :
Primus, qui hoc publice profitcbatur, Eulerus erat, in Inflit!

caleul. diff. tam praefatione, quam Cap. IIL repetitis vicibus diferte do-
Cens, quae infinite parua f. ‘omni dabifi minora vocantur, adebque g
differentialia dx, dy reuera efle==0.  Quae vero quum ita fint, difficul-
tatem,-ad quam foluendam primi Analyflae ideam infinite parui ciusqe
innumerorum ordinum effinxerant, qui nempe S =—a.efle p‘ofﬁt; in Tume
mo fuo vigore reviuifcete intuens vir fummus I c. Cap, IIL §, 84. flatuit]
rationem quidem arithmeticam inter binas quasque cyphras effe aequalita-
tis, non vero rationem geometricam. " Faeillime, inquit, hoc perfpi-
cietur ex hac progortione geometrica 2: 1 == 0:0, in qua terminus quar-
tus eft=—=0, vti-tertius. ~Ex natura autem proportionis, cum terminus
- primusrduplo fit maior, quam fecundus, . necefle elt, vt et tereius duplo
maior fir quam quertus,”  Vade porro concludit, infinite paruorum,
' | 1 * quan.

“(¥) Act, Erud, Lipf, A. 1712, pag, 168, niec non_ Walf. Elem, Math, Tom, V, in .

- commentat, de flud, Math, cap, IV, §.226, et Tom,F, in Elem, Analyf, infi.
H.lt‘ ClPo I' so 50 D X <
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quanquam’per fe fant==o0, in ratione geomemca confideratorum nihilo
“minus innumeros dari poffe ordines, quare etiam in ipfis Caleuli differe.
tialis principiis tradendis. morem communem tum temporis. receptum: Teti-
nuit  Quae ‘quumi duriuscula et certitudinem Analyfeos infinitorum magis
fufpectam reddere, quam firmare viderentur 5 Kacflnerus et Kavftenius
fundamenta huius fcientiae ita iacere conati funt, vt infinite paruis. vel
prorfus carere poflimus, vel, G quis illis compendii cauflavei velit, veras
eiusmodi locutionui fenfus cvivis pateat. Quem ad fcopum attingendum
omnia ad celebrem illam', 'qua Newtonus ‘in principiis fuis Philofoph. -
maturalis mathematicis vlus erat, methodum rationum ‘primaram et vlti.
marum, L. lmitum rationam reduxere, quornm inuéntiomem ‘veram
«mmex'nque;T calculi differentialis finem efle ipfe Eulerus I c: luculentiffime

B £ EH R v ; -
eftendit. Hinc P\en- rationem; dxﬁ.'evem;xalem:—&-—— non intelligunt nifi eam
/M , ; ¥ TiAf A :
5 3 ) LN M 3o e ik
rationem plerumque. finitam v B ad quam ratio incrementorum v. g;

. N

Y =2y+Y eo propius: accedtt' quo: magxs mctementa XY d‘ecrefcunt,,

et cui Perfecte aequalis fit, fi Y et X euancfcunt, quam xgxtuc rationem,,

X
vt in noftro, S e lzmztcm rationis incrementorum —vocant. . Hune
T

¥

limitem Kaeftnerns communiter breuiffime eo determinat, quod oﬁendat" :
incrementum Y omni dabili minus fieri poffe, Karftenius vero in illo exs
plorando. potiffimum. ‘methodo exhauftionis veterum: vtitur: - Gratiflima
fane mente cuiuis: folidioris cognitionis amanti fatendum: eft, ~principia
Analyfeos. infinitorum ab eximiis. his. viris ad fummum-rigoris faftigium
_euecta effe: Verumtamen ﬁ quae mihi quidem videntur, apetire lice-
at, folailla difficultas, qui'§==a effe poffit, hic quoque remanet, nec
intelligi poteft, quid Regia Academia fcientiarum: Pruffica in' Analyfi
Korum, virorum defi derare, et qua igitur ratione bafin calculi differentia--
ks pro: contradictoria. declarare potuerit, nifi. huins forte; difficultatis: folu--

tio-



28 PR T BT

hanc d:fh'cultatem enitandam rem muemt, et ex mdubm omnium cyphra-
um aequahtatc concludits emnem mter eas comparationem: plane ceflare,
adeoque ., quando incrementa X, Yvere ponaatur =0, non amphus quaeri,

gmm;am inter illa intercedat rasjor fod ad folum Jimizers (v. 8 ——-) £ vlnmum

mlorem .L.xponmm Y , qui nihilo- minus) determman Poﬂ' ts refplcx. Hac

vero explicatione rem non- enodan fed mguim facxle elt mrellectu. Eremm
I

ex propria‘ipfius definitione mee.r nil aliud eft, ni ille rauoms-? Expon&w

v. 8. 2, qui:tum:demum‘ obtinetur, quando incrementa X, 'Y renera‘’po-
nuntur ==o;. Si igitur, vti-adferit, hoc' cafir inter X, ¥ nulla’ comparas
tios- adeoque nec razio poffibilis fity quo modo s rasrione ipfa penitus: fublata;.
eius tamen: Exponens- . limes remanere et adfignari queat . ego’ quidem: vt
vxdeam tantum abeft,: vt inde potius concluderem, -limitem hyunc aeque
lmpoﬂ' bnlem et mere 1magmar|um effe; acipfam rauonem o cuius Expo.

mens: eft'y i 3 in: aequatxone——a.... zy'+Y valorem 231 ad ranonem—.g

¥

quidem- femper propius accedere,- nunquam vero-illam aequare pofle, dunz:

hoc cafu ratio —Tconceptus imaginarius flat: * Eodem fere mbd‘o‘ nu;;er fe
expednre tentarunt cel, de Stamford (*) et de Maﬁ'ebach ER Y qul cum Eu-

lero-quidem-fatentur, ' dnﬁ'erentnaha dx; dy vere efle o, mhllo tamen fecius:
o]
fl.f..__——qamzmtem { rarionem-efle: prorfus negant, et hanc expreflionent

dy o
pro mero’ figno rationis illius, quae quantitatum %y incrémentis == po-
fitis' obtinebatur, venditant, Generof. de’ Maflebach | ¢, in praefanone
dlferte dlut -”Go oft dU, dx, dy w. f. w. vorfommen; fo beveuten diefe
o Ause
() vid® Berlinifdjes Magayin ver Wiienfehaften und Kinfte, Smeften%anbes etﬂe&
Stk 1784 S, 1—7,
™) Anfangsariinde der Diffevettyiali und- Jntegrals Rehnang, aum Gebraudy deg
Singenieurs und Avtilleviften, von: einem Konigi. Preng, Offizices Halle 1784,
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tionem adhuc defidérauerit.  Quum enim'v. g, ratio incrementorum
F ‘ y
X e DT 2M: 2 N 7 :
?—:zy‘-b& lzmltcm-l\mmwdemum attingat, quando vere fit Y=o,
: g , SEuT e o'l oy
adeoque etlamX:o hoc vero cafu ratio illa in hanc abeat—==—-
o 1
nonne €i, qm, vt Fas .e[h ngarem Gcomemcum quaent, omnino fufpn—

cio enafcn debet, | aum limes 1ﬁe—z qm non ahter nifi aequatxone appa-
P

venter [falvim contraizczorm obtmerx potelt, vere poflibilis fit, anne potius
tota limitum £, rationum primarum et vitimarum methodus, quatenus pro
bafi calculi dxfferenuahs adfumitur, inter mere imaginatia et efficeitia re-
ferri debeat ? Quae fane f{ufpicio penitus nunquam euanefcet, nifi ante
enodatum fuerits an et quo modo. ratio cyphrarum acqualium, g rationi

inaequalitatis ——aequalwcﬁ'e potlit, ~ Ne quis obiiciat, hac ﬁxfplcxone mo-

ta cemtudmcm antiquiffimae methodi- exhauftionis » quae tamen omnium

confenfu rigorofiffima eft, fimul'infringi, adeoque illam nimium probare
conantem nihil probare. Ii enim limités, ad quos determinandos Archi-
medes et alii veterum methodo exhauftionis vfi {unt, rationes vltimae not,
‘folum quantitatum finitarum, fed quoque rationes qequalzmn! funt, ideo.
que in-his omnis contradictorii fufpicio plane corruit,  Sic v. g. polygo-
num regulare circulo nferiprum et fimile fibi czrcumfcrzprum, fi circulum cen
limitem fuum’ attingunt, ambo coincidunt, adeoque ratio illorum vltima
non folum ratio finitorum, fed etiam ratio aequalitatis eﬁ. . Aliter vero res
fe habet, fi methodus exhauftionis ad eiusmodi cafus apphcetur, vbi ratio
vlnma non ratio finitorum, fed cyp‘nrarum, eaque fimul rationi nmequak.

satis aequahs eff; in his enim cafibus iure quaeritur, an xﬁa methodus re. -

vera applicabilis fit, quamdlu non oftenfum fuerit, quomodo ratip acqua-
lium rationi maequahum aequahs elle pofit. Karﬁemus quidem (*) ad

D 2 , hanc

() Karftens Anfangsgrinde det mat{)emat\fd)m Analyfis unb Bohern @eometm 1786
Lo WO AGfhnite, §. 27
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Husheicke LTull. Eﬁun ift man aber ubevcmgefommm ; fel&)e Wnisdrie

¢fe, wie %EJ{ 33 ——. {. . obgleich fie audh nidsts weiter als LIull find, als

Seichen ansunehmen, wodnrch bae ?baﬁyn gem:ﬁer (b‘v’x:oﬁen ans
gebeutet with. ‘.@’t Ausdruct Baet seigt alfo Feinedreges x_., an, fone
Yern nian will bamn o oiel fagen, iﬁag x milt efier gemiﬁen @}reﬁe, me(cfre

man burd) bas g.eicf)en f—ﬂ;— angeigt, multiplisiet worden oy, Hingegen iff

der 'A(usbrud‘ dx _H roeiter nidys , als Oull.” Vlti’ina- hatc propofito

emnino vera e& » rehquae eontra totxdcm contradlcnoms ﬁmt\ - Nam

eontendere 1) quod dU=o> dx-._a d Verumtamen non -y = ity
A , i) 3 S

X

S T TR - dU : ;
%) quod femper oA, mht]e vero-minus gy =4 heo==a fit, 3)
X
quod caleulus differentialis ex pacro’ tantum verus fit, quxd quae[‘g, id aligd:
eﬂ, niff totidem contradictoria contendere .
& ‘Quum, his omnibus rité perpenfis s extra omnem dubitationis-

&Icam pofitum fit, quamlibet rationem differentialem veriffimo fenfus ratio- ..

dx o
.mem cypbrarum efle, nempe o licet omnes cyphrae {ibi. aequa!es

dy

fints' iure fufpicamur}’ contradictionem inter has déias pr‘opoﬁuencs there
spparensem fore.  Agedum itaque’ id “dilucide euincamus. ' Ve fupra ad-
ducto exemplo Euleri vtar, quaero: vnde probas, in proportione -
2:1:==0:0 priorem cyphram duplo maiorem elle pofteriori 2 Inde, iple
Eulerus refpondet, ‘quia, tum terminas primus duplo fit maior, quam
fecundus, necefle efts vt et rertius duplo maior firy quam quarsus, < &R haee
éropofn’ie in noftro exemplo, me quidem iudice, admodum finiftre appli= -
catur; - Quod ve pateats cefpiciamus ad demonftrationem, qua veritas huius
propofitionis nititur. Ponamus igitur, in propordone a;bi=¢:d Expo-

/ D3 X Rentem



nentém rationis a: b effe—=n; erita==nb, c=xd. Jdam fit a > bs erit
n > 1, conltquenter nd >d, ergoc > d, Atqui manifeftum eft, pro-
pofitionem: pofito n >"t eritnd > d, vniuerfaliflime quidem veram efle,
{i 4 weram guamirarem denotets meutiquam vero, fi d==o ponitur , quia
enim femper n.0==1.0, quemcunque numerum = defignet, hoc caf
ndz=d, ergo et e==d erit. Ex ipfo itaque demon{rationis neruo appa-
ret, in propertione a:b==0: 0, per ipfam proportionis natyram , priorem
cyphram pofteriori {femper aequalem efle, quidquid litterae a, b denotent,
iftamque groportionem, pofita a==nb, propric ita exprimendam effe
a:b==n/o:zx.o—=n:1. Enigitur fingularem fed vnicam licet lati{lime
Patemem.-cafum’ quo absque! vila contradictione ratio inaequalium rationi
aequalium aequalis efle poteft, Perperam itaque Analyflae veriti funt, ne
cum Eu'ero cyphrarum inaequalitas ftatui deberet, fi differentialia dx, dy
pro veris cyphris, et expreflionem 3 (vnico calu,s wbi $=— £ ponitur; exs
’ cepto) Pro vera ratione geometrica declararent. oA ok % R
Quamquam breuiflima haec rei dilucidatio totam difficultatem, quo-
modo 3==a efle poflit, tam facile tollit, vt nodum in fcirpo quaefiuille
viderer, nifi prolixa eius hiftoria praemifla doceret, quantopere illa Ana-
lyftas torferit; non tamen inutile erit, grauiflimae huius expreflionis 2
naturam propius adhuc indagare. * Duplici haec modo confiderari poteft,
vel vt quoras, [ fractio, vel vt rario geomerrica, Confideretur itaque primo.
vt ratio geometrica 0:0, fequitur 1) 0 : o = a : b !
e : 2) 0: 0 zoiog iix
; R B, 9.500 3 0% 2 : .
Nam quum b.o==a.0, 1.0=100.0,2, 0==0, 0, adeoque in ﬁngulié tri-
. bus proportionibus productum /extremorum producto medicrum aequale.
ﬁt; “fingulae iftae tres proportiones verae funt. Ergo eft vel -g—:_—%vél :
L — 0 yel i =0, .
e PR

¢ 1 Secuse-
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-Secundo: {i —confideretur vt quotus; denuo: erit vel —.i—=x-. vel
Lo Satiat : : (o R T
o SR AR g et ; 2 _
LT vel—_:'o‘ »- quia fingnlis his calibus, i quotus. vbl:——g-, vel 20,
O 1]

~ wef o per dxmforem o nmltrplrcetutv dmrdendus o prodit, - %
E quus patet, ranenem——— exprefﬁoncm~ mdetsrmmazam eamquc
[

omnpium ﬂzmerﬁtlzjﬁmnm efle, quae nou: omnes forum 110ﬂ1bzle: qunutwtate: fini-
205 et infiuitasy {ed ipfim quoque o fub fe comprehcndlt, adeo vt fumma i
Mathefeos in euolutione folius rationis $ confiftere iure dieatur, cauffany

veto, “cur ratioo g tam infiniti ambitus: fir, hanc efle, quoniam

} 2 o o o O 3 o o ASEh

0=0.02=1, 05=a.0= so.oelt, %ando-xglmri_—;»——,——::oc,w:o
s : ; < e - b o - i .

: R S50 00 o0 o

pomtun id proyne hun:c fenfum: haqu e e — i g

b.os b+ ‘1.0 I- 1.0 y = i
! £ = w X OO i
eodem modo» e d:cnmus pan S A Ll e i s
by b g  eant o AR

te quoque haec conﬁtmantur exemiplis I'upra adductis.  Si enim: aequano
244-—x2 o /

S —124x, poﬁ;o X==12, in hanc abit: — —==24; vltro patet,,
I oL : o:

" hane ae'quatione‘m pr‘;;prie' expreﬁ':im: efle J'o _.?4' . N'arm

: . R ats g :

x44—x2 (12 o x) (xz—x)
12—X & (pa—x)
g @i é

44— 10 a - Slmllh ‘modo id’ de rehqms exemphs facﬂe :

12— X XO 8 1

oftendi poteﬁ Idem: quoque’ de: aequanone’ dlfferennalm f{upra allata~

gi__z_).r, quae ex: aeqpatmne’%__ 2y kY ehcwbatur» patet,  'Quum:
e

amnX=(_y+Y)Y; enr(zy-* L Y : 2Y: %

LS

# vode pofite x = 32 euadit

» hinc pofito: Y_qo,,

obti~
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obtinetur _%?__.—t-y- mamms itaque 27y, o= x.o, adeoque cyphrae

dx, dy protfus aequales i, €. quansicare eaedem fint, quna quanutas vtriusque
nulla eft, illae tamen gualizare {. modo conf' derandi plane diverfGe funt,
quoniam per naeuram ‘functionis x cyphra dx talis eft, vt 2y wvicbus fu-
‘menda fit; dum cyphra dy femel fumitur, quare cyphras iftas, quas Ana-
lyﬁae per dx, dy exprimunt, n nullatenus fibi {ubftituere f; inter fe confun-
dere licet, Neutiquam igitur, vti de Maflebach arbitratur, a pacto quo- -
dam Analyftarum pendet, cyphras iftas, quas differentialia vocamus, cef-
tis i gms v, g. dx, dy a fe inuicem- diltinguere, fed neceffario id exlgxt ipla

calculi indoles. Quum porro ratio incrementorum. ﬁmtorum Y’ quippe

quae mutationem indicat; quam functio x patitur, quando variabilis y
actu mutatur, naturam functionis » diftincte explicando inferuiat, idem -

e . . dx S
quogque de ratione horum incrementsrum vltima St s ey ‘dum

incrementa X, Y in o abeunt, eo magis valet. Haec cnim pro ‘quauis fiine
ctione data x conflantems {. inngriatum-exponit Limitem, ad quem ratio incremene

N

& X : ; L
" torum ﬁnitorum.-? femper quidem magis accedere, nunquam vero actu

peruenire poteft. Kta in aequatione x==y2, fi y actu crefcit quantitate
finita Y quantumuns exigua; functio x ea quant;tate X crefcit, vt ratio.

X
—llmitem oy-——d— femper flPeret. <U tamen minns. guo minor eft Y
Y

Siv.g. Y ce,l,lt_llhoncﬁma tantum pars quantitatis y ¢ff, X eum valorem

habebit, vt — limitem 2y adhuc centillionefima parte quantitatis y exces
Y Y74 ‘ i
e AR T . dx- o givsl

dat, Quum igitur limes ifte £ ratio o —— nullo modo a varietate .in-

)

ay
cremene
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_ctementorum X, Y ?Eﬂdba’c“ fed-pro 'quams dm fuitctione ¥ cwzﬁmz: et

dx
’muarm:a ﬁ\t, hcgt alia fuhctw x alium quoque Iumtem 7 dct praeter
S IR AR TR B KW \A,-] 9 Vl\‘i(% Y s

€
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haec vero raua—— emper, mul;o bt‘eumr ee
‘l)cf")'thxx i

' n"c’ixiﬂibf Gt,' 'qﬁa’m“ Fatio
e od . S TiAE R he q313s5 7 y

el T G e
incrcmentotﬂm ﬁmtorum =3 mhxl fane ad aam‘ram cuiuscuaque functi"o-
i A Y ¢ ; i
7 3 !"' 1 {x e-
ms euofucndaq; agtxus excogttan yo(el’t q}u\rrF rano dnﬁ‘eremnal's?—-—-g ;

diEgaaLe Y

- quae, quum amnes. poﬂibr!cs «quantitates fub fe contineat, iam per fe cals ;
culumn pracbet, quovsinerflior nillus eft. . Et hic quidem ‘ealouli d:fﬁ,-
ventialis finis pamarh}s ac vaicus eft; nempe naturam _cuiasuiy functionis

dx
bremfr ime a¢ vmucnfahﬁhﬂe ‘euoluendi. Tandem qtmm ?— m-- cuilibet
(AU IR ¥
quanmat: V. g zy acqualis efle poflit; per fe patet, dnffe:cmlaha dx., dy,

licet cyphrae fint; denue differentiari pofle, atque ddx, ddy rurfum-cy-

phrasréﬂ'e.x < Ita'fi %x—:in—- :y fie ;' enit dx -~ zydy‘, ~hmc

R g ¥ B ELe Fi: -

ddx dy= )

édx::zyddy»«b zdydy, ergo T__..zy :;f __.zy»i-—, va, per
Y ¥

fupcnoram varfus vel quaehbetquanmas, vel etiamo eﬂ'e poteﬂ, confequenter

ddx x
—— non minus ac d—~ quamhbet qnanmatem def' ighare poterit. Hoe lu-

ddy
culentius patet, fi dy ceu conflans confi deretm', quae nullum dlfferennale

e

2%
habee, tum enim erit dde==2dy?, hinc —&-—;:: 2. Itaque apparet, ddx,
ddy denuo differentiaci pofley adeoque infinites aliiores ordines differen-
tialium; v. g, d2x, d-x, d*x etc, dari, licet quoduis differentiale reue-
ra = o [,

E Cal BT L TG
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. Ex his omnibus iam fequentes deducimus propofitiones:

1) Quum omnia differentialia tam prima, quam altiora merae cy-
phrae fint; calculus differentialis proprie non-eft nifi calculé: opbrarum (bie
elgeptlibe Tullprrecnung), qui <o tendic, vt ratio ingelientorum viima

' exﬁdnaf“‘" cuius ope natura cuiusuis ﬁmctigms breviflimie explicatur,

ma mathematiciim foluendum paretur maxi- .

adeoque via ad quoduis proble
me commoda. ity N |
2)' Hinc infinite parua, c?rumﬂu?,m‘cﬁ!}?ﬁ,‘qui merae fictiones funt,
calculum differentialem nullo modo adficiunt, ‘verum ex illo protfus pro-
fligari debent, quaresetiam fcientia; quae vium calculi differentialis con-.
cernit et vulgo Analfis infinirorum audit, potiori iurey vti jam Karftenius
monuits Analyfis' fublimior vocanda eft, ' .
3) Calculus hic cyphrarum, quum fecundum regulas communes jns
fituatur, non minus, quam ‘calculus realiom quantitatum, fimmo rigore
gaudet, .nec igitur in eius applicatione prolixiori demumfmethodo exhau~
ftionis opus eft, fed fimulac ratio incrementorum Eﬂitq_rum.e data fun-
ctione deducta eft, illa ftatim fine ambagibus in © conuerti POfﬁlm, id

quod, fortunante Deo, alibi vberius monftrabo,
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1) Spatium non eft obiectum extra nos exiflens, fed forma fenfus
noftvi externi, {. conditio fubiectiua, fub qua fola res externas
nobis repraefentare valemus, ergo non notio vniuerfalis feu ab-
ftracta, fed intuitus, isqué non empiricus i e. a fenfationibus

demum genitus, verum purus.
'2) Geometria eft [cientia 2 priori, eaque plane [ynrbetica. -

3) Afironomia ideam -immenfae maieftatis Dei optimo celluftrat
lumine. '
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