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Sissejuhatus

Mitmemd&dtmeline Laplace’i jaotus on leidnud kasutust yiddis rakendustes, naiteks finants-
matemaatikas, bioloogias ja arheoloogias (KozubowskilgBski (2001), Lindsey, Lindsey
(2006), Fieller jt (1992)). See on uks mudeleid mitmemddste asimmeetriliste andmete
jaoks, mis on kasutusele voetud viimase 10 aasta jooksplate’i jaotusel on palju haid oma-
dusi: tema karakteristlik funktsioon on lihtsal kujul niggatamata rasketele sabadele eksistee-
rivad jaotusel momendid, mis on lihtsasti avaldatavadis@iparameetrite kaudu.

Reaalsete andmete kirjeldamine Laplace’i jaotusega onagje@emndatud. Jaotus on maaratud
kahe mitmemddtmelise parameetriga: tks kirjeldab hajitage samaaegselt jaotuse paik-
nemist ning kuju. Kui asukoht on fikseeritud, on sellega sstirmaaratud ka jaotuse kuju.

Kéesolevas t60s Uldistatakse Laplace’i jaotust taiengavameetri lisamisega, mis vdimaldab
muuta jaotuse paiknemist ja kuju Uksteisest séltumatalsalt muutub keerukamaks parameet-
rite hindamise ulesanne.

Esimeses osas tutvustatakse t00s kasutatavaid tahiefiisteid ning maatriksalgebrat.
Teine peattkk annab luhitlevaate mitmemddtmelisest lcaflgotusest.

Kolmandas peattikis tuuakse sisse nihutatud Laplace’'ugadtiletatakse selle karakteristlik

funktsioon, momendid, tihedus- ja jaotusfunktsioon, rreagljaotused ning simuleerimisees-

Kiri.

Neljas osa on puhendatud jaotuse parameetrite hindanubkepraatikale. Tuletatakse momen-
tide meetodi hinnang ning kirjeldatakse hindamismeetaod kasutab ara jaotuse parameetrite

seotust marginaaljaotuste moodidega. Hinnangute k&turaadeldakse simulatsioonieksperi-
mendis.

Esimesed kaks peatikki on referatiivsed, kolmanda ja md¢jaosa tulemused on uued. ldee
Uldistada Laplace’i jaotust t60s esitatud kujul on pargfpssor Tonu Kollolt.



1 POhimaisted ja tahistused

TA0s on kasutatud maatriksite, vektorite ja juhuslike aatg jaoks jargmisi pohitahistusi:

I p-jarku Uhikmaatriks;
1, p-vektor, mille kdik elemendid on uhed,;
1oxq p x g-maatriks, mille kdik elemendid on thed;

a,b,c,... vektorid,

A,B,C,... maatriksid,

X, Y,Z,... juhuslikud suurused;
X,¥,Z,... juhuslikud vektorid;
X,Y,Z,... juhuslikud maatriksid;

AT transponeeritud maatrils;
trA maatriksiA jalg;

VecA vektor maatriksiA veergudest;
A®B maatriksiteA ja B otsekorrultis;

A xB maatriksiteA ja B tahtkorrutis.

1.1 Tehted maatriksitega

Jargnevas on antud Ulevaade t60s kasutatud maatriksadgiebuginetud on raamatutele Schott
(1997) ja Kollo, von Rosen (2005).

Plokkmaatriksid

Definitsioon 1.1 Oeldakse, et x g-maatriksA on plokkmaatriks, kui ta koosnel » g;-
alammaatriksitesf;j, i = 1,...,u; j=1,...,vnii, et

Ain Ap ... Ay

A21 A22 . A2 u v
A= : : .. V ’ Zpi:p; ZQi=Q-
: : i=1 i=1

Aul Au2 “ e Au\/

Luhidalt tahistatakse sellist maatriksit
A=Ayl 1=1...,u j=1...,v

PlokkmaatriksiA elementidele viitamisel maaratakse plokk, kus elemenb asugy elemendi
asukoht selles plokis. Ref () all mdeldaksé. plokirea Qw1, Ak, . . ., Aw) |. rida ehk maatriksi
(Z!‘;ll pi + I)-ndat rida. Veerud, h) all mbéeldaksey. plokiveeru
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h. veergu ehk maatrist(i@’:‘ll g + h)-ndat veergu. Plokkmaatrikéi elementi k — I)-ndas reas
ja (g, h)-ndas veerus tahistatakagygn VOi (A)kngh)-

Kehtivad jargmised omadused.
e OlguA plokkmaatriks. Siis
CA=[cAj], i=L1L...,u j=1,...,v,
kusA = [Aj;] ning c konstant.
e OlguA = [Aj;]ja B = [Bj;] plokkmaatriksid sama jarku plokkidega. Siis

A-I-B:[Aij-i-Bij], iIl,...,U;j:].,...,V,

Otsekorrutis

Definitsioon 1.2 Olgu A = (&;) p x g-maatriks jaB r x s-maatriks. Maatriksite\ ja B otse-
korrutiseks nimetatakse prqs-plokkmaatriksiA ® B, mis on defineeritud vordusega

A®B=[g;B], i=1....,p; j=1...,qQ

Otsekorrutist tuntakse ka Kroneckeri korrutise nime atinévalt tavalisest maatriksite korru-
tamisest on otsekorrutis defineeritud mistahes kahe rkalorral. Uldjuhul pole maatriksite
otsekorrutamine kommutatiivne. Kehtivad jargmised onsadiu

e Olguaskalaar nindA maatriks, siis

aA=A®a=aA. 1)

Kui aja b on vektorid, siis
ab' =a®b' =b'®a (2)

Olgu A jaB p x g-maatriksid ningC ja D r x ssmaatriksid. Siis

(A+B)e(C+D)=A®C+A®D+B®C+B®D. 3)

Olgu maatriksidA, B, C, D sellised, et korrutisedB ja CD oleksid defineeritud. Siis

(A®B)(C®D) = (AB)® (CD). (4)

Mistahes maatriksité, B ja C korral

(A®B) =AT®BT, )
A(B®C)=(A®B)®C. (6)



vec-operaator

Definitsioon 1.3 OlguA p x g-maatriks ningg; maatriksiA i. veerg. Siis
a
VedA = 6?2
2
Tulemuseks ompg-vektor.

To0Os kasutatakse operaateeicjargmisi omadusi. Olga ja b vektorid. Siis

ve@ =vea@' =a, (7)
vec@b') =bwa (8)

Tahtkorrutis

Maatriksite tahtkorrutis on sisse toodud artiklis MacR&&7d). Jargnev esitus jargib valdavalt
tema artiklit.

Definitsioon 1.4 Olgu A = (&) p x g-maatriks ningB pr x gs-maatriks, mis koosnebx s-

plokkidestB;;, i =1,...,p; j=1,...,q. MaatriksiteA ja B tahtkorrutis on rx s-maatriks
P 4
AxB= Z ajj Bij.
i=1 j=1

Tahtkorrutis on maatriksi jalje tldistus. Kui maatrikgdda B on sama jarku, siis
A % B =tr (ATB). 9)
Kehtivad jArgmised omadused.
e OIlguA p x g-maatriksB pr x gsmaatriks ningc ja d skalaarid. Siis
CA x dB = cd(A x B). (10)
e OlguA jaB p x g-maatriksid ningC ja D pr x gsmaatriksid. Siis
(A+B)*x(C+D)=AxC+BxC+BxD+AxD. (11)
e OlguA p x g-maatriksB pr x gsmaatriks ningC mistahes maatriks. Siis
AxB)®C=Ax(B®C). (12)

e OlguA mx p-maatriks,B p x g-maatriks jaC g x n-maatriks. Siis

ABC =B x (vecAvec'C). (13)
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e Olgua, b p-vektorid ningC g x p-maatriks. Siis kehtib

(@aa@') x (b® C) = (a'b)Ca. (14)

Omadus jareldub vahetult tavalise korrutise ja tahtkageutiefinitsioonidest. Tahistagu
C; maatriksiC j. veergu ning olgwa = (ay, ..., ap)", b = (by,...,bp)T". Siis

(aa") x (b ® C)

1.2 Maatrikstuletis

p P
Y T).,[b®c].,—ZZa.a,bc Za*b Zalc _

i=1 j=1 i=1 j=1

(a'b)Ca

Kaesolevas t60s kasutame Neudeckeri (1969) maatrikistl@efinitsiooni. Olgwy @ r x sja
X pxaq. Maatrikstuletisg—; . rsx pgon defineeritud kui

kus

ﬁ = L®veCY
X — oved X ’
0 (0 0 0 0 0 0
oved X \oxu’ T Oxpn 0%12" T 0% 0% 0%pq)

Kdrgemat jarku maatrikstuletised leitakse madalamatellau

oY _ o (3
OXK X \oxk-1)”

Selliselt defineeritud maatrikstuletisel on jargnevad dused.

ocX
8_)( = CI pag> (15)
oU+V) oU oV
Olgu A ja B sobivate mddtmetega konstantsed maatriksid, siis
0AYB oY
—— =(B"®A)—. 17
x - (BTeA)5 (17)
OlguY :r x sjaZ : sx nmaatriksiX funktsioonid. Siis
oYZ) [+ oY
a—x‘(z ®')3x+(' ®Y) (18)

SuvalisteX, Y ja Z jaoks kehtib



0Z 9z oY

Olgux:px1l,y:1x1ljaZ: px p-maatriksid. Siis
oyeZzZ) oy oZ
Y veZ X + yax. (20)

1.3 Momendid
Olgux juhuslik p-vektor keskvaartusega. Eeldame, et vajalikud keskvaartused eksisteerivad.

Definitsioon 1.5 Juhusliku vektork k-jarku moment on kujul

m(x) = EXx®x...@x-x").
k-1

Definitsioon 1.6 Juhusliku vektork k-jarku tsentraalne moment on kujul

M(X) = m(x — p) = E(X = p) ® (X = p1) ... ® (x = p) -(x = p)").
k-1

Definitsioonidest jareldub, gb-vektori k-jarku moment ja tsentraalne moment pfrt x p-
maatriksid.

Juhusliku vektork momendid avalduvad karakteristliku funktsio@n(t) tuletiste kaudu:

_ 19
M) = & g

(21)

t=0



2 Laplace’i jaotus

Kéesoleva peattiki tulemused on valdavas enamuses pait8, K J. Kozubowski ja K. Pod-
gorski 2001. aastal ilmunud Laplace’i jaotuse monogragafias

2.1 Definitsioon

Laplace’i jaotuse parameetrite kirjeldamiseks vajameétipee maaratuse maoistet.

Definitsioon 2.1 Stiimmeetriline ruutmaatrikd on positiivselt maaratud, kui"Ax > 0 iga
vektorix # 0 korral.

Definitsioon 2.2 Olgu i p-vektor jaZ positiivselt maaratud g p-maatriks. Oeldakse, et juhus-
lik vektorx on p-mddtmelise asimmeetrilise Laplace’i jaotusegaxkairakteristlik funktsioon
on

1 -1
oy (t) = [1 —itTp+ 5tht] ,
luhidaltx ~ Lp(p, X).

To0s kasutame mitmemootmelise astiimmeetrilise Laplaaetuge tahenduses ka l[ihemat so6-
nastustaplace’i jaotus

Joonis 1 illustreerib kahemddtmelise Laplace’i jaotusgriema marginaaljaotuste kuju sim-
meetrilisel erijuhul, vordluseks on toodud normaaljaoilja on toodud sabade ja tipu kaitu-
mine: Laplace’i jaotuse sabad on rasked ning tipp terawideb2 on toodud valik erinevaid
Laplace’i jaotuse kujusid. Labildiked kontuurgraafikubel tehtud kiimnes vOrdsete vahedega
punktis vahemikus (0, 0.005) ning viiekimnes vordsete gaba punktis vahemikus (0.005,
0.5).



y; tihedus
1
y; tihedus

Y2
°
Il
Y2
o
|

-4 -

-4 -2 0 2 4 00 04 -4 -2 0 2 4 00 04

Y1 Yy, tihedus y1 Y, tihedus

Joonis 1: Kahemddtmeline simmeetriline Laplace’i jaoasékul) ja normaaljaotus (pare-
mal). MBlemad jaotused on keskvaartus@ga dispersioonigéa,.

2.2 Momendid

Olgux ~ Lp(u, X). Siis onx esimesed momendid (Kollo, Srivastava (2004)):

Ex = pu, (22)
Dx = pup' +X, (23)
mg(X) = 6uuu’ +2veE - pu' +2u®L + 2L Q p. (24)

Kolmas moment iseloomustab jaotuse asiimmeetriat (vt middémeliste asimmeetriakorda-
jate Ulevaade Kollo (2007) vai Kilgi (2005)). Kyt = 0, siis kanmg(x) = 0, seega on siis jaotus
stiimmeetriline.

2.3 Tihedused

Teoreem 2.1 annab Laplace’i jaotuse jaotus- ja tihedussiodni (Kotz jt (2001), Ik 249-250).

Teoreem 2.10Igux ~ Ly(p, X). Tahistagu F ja f vastavalt normaaljaotusg (W, X) jaotus-
ja tihedusfunktsiooni. Siis avaldugaotusfunktsioon

G(t) = f F(zY%t - 2?p)e?dz
0
ning tihedusfunktsioon (juhul, kui eksisteerib)
f f(zV%t - Z/°p)zP%edz
0

2e"E " m tTE 1t
(2r)Pr2|x| 12 (2 +pTxt
kusv = (2 - p)/2ja K, on kolmandat liiki modifitseeritud Besseli funktsioon.

a(t)

v/2
) K, (VE+ T ET),
m

10
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y; tihedus
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Joonis 2: Valik Laplace’i jaotuse kujusid.

Kolmandat liikki modifitseeritud Besseli funktsiooni esitdatsoni (1962) jargi on jargmine:

PR 2
K, (u) = %(g) fo =1 exp(—t — %) dt, u>0.

Uhemddétmelisel juhuls = u, £ = o on tihedusfunktsiooni kuju

ot) = g (Vi psiont) (25)

i T 207

Vahetult karakteristliku funktsiooni kujust jareldub, leaiplace’i jaotusega juhusliku vektori
lineaarsed teisendused kuuluvad samasse jaotusklassi.

Lause 2.1 Olgux ~ Ly(u, X) ning olguA taisastakuga reaalarvuline g p-maatriks, g< p.
Siis onx lineaarne teisendusx g-mdodtmelise Laplace’i jaotuseglx ~ Lq(Ap, AZAT).

11



Toestus. Lineaarse teisenduse karakteristliku funktsiooni jaakstib tGldine seos
eax(t) = EEUA = EdAD = g (ATY),

Laplace’i jaotusega juhusliku vektoxilineaarse teisenduse karakteristlik funktsioon on seega

. 1 - . 1 -
oax(t) = (AT = [1—i(ATt) T + é(ATt)T)“_(ATt)] = [1 —itT - Ap+ EtT CAZAT -t|

milles tunneme &ra parameetrite§§a ja AXAT Laplace’i jaotuse karakteristliku funktsiooni.
O

Lausest 2.1 jareldub, et kdik marginaaljaotused (nii Uhe-rkitmemddtmelised) on samuti
Laplace’i jaotusega. Vektor = (Xy, ..., X,)" i. komponendi jaotuse saame, kasutades lineaar-
set teisendust

A=(0,...,0,1,0,...,0).

i-1

Kui x on Laplace’i jaotusega parameetritega= (u1,...,up)" ja X = (mj)i’?jzl, siis X; ~
L(ui, oii). (Analoogselt normaaljaotusega ei margi me jaotuseag&hisemodtmelisel puhul di-
mensiooni, sd_; asemel kirjutamé..) Joonisel 2 on néaide erinevatest Uhisjaotustest, milte ko
ral marginaaljaotused on samad. Kahe tlemise jaotuse patechvalitud selliselt, et jaotused
erinevad ainult komponentidevahelise kovariatsioonil@stp mis ei mdjuta marginaaljaotuste
parameetreid.

0.30 —

TEE
oo
wno
Q Q. Q
o
oo
P o R

S}

0.25

0.05

0.00 —

Joonis 3: Uhemd&tmelise Laplace’i jaotuse tihedusfuokisi kuju kolme erineva vaartuse
korral, kdigi kolme jaotuse dispersioon ph+ o = 10. Jaotuse terav tipp on alati punktis O.

Margime, et themddtmelise jaotuse korral on jaotuse mad@inktis O (joonis 3). Funktsioo-
ni lokaalne ekstreemum peab paiknema alati kriitilisesquanst punktis, kus tuletis on vérdne
nulliga, on I6pmatu voi ei eksisteeri. Laplace’i jaotugeetiusfunktsiooni ainus kriitiline punkt
on 0, kus kahepoolset tuletist ei leidu.
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2.4 SimuleerimiseeskKiri

Juhuslike suuruste genereerimine Laplace’i jaotusestibalklihtne, vaja on osata simuleerida
vaartusi eksponentjaotusest ja mitmemaootmelisest ndjaoaasest. Jargnev algoritm generee-
rib vaartusi jaotusedt,(u, X) (Kotz jt (2001), Ik 248-249).

e Genereerida standardse eksponentjaotusega juhuslikssur
e Genereerida juhuslik vektarp-mo6tmelisest normaaljaotuségi(0, X).

e Olgux = p- W+ VW z. Nii defineeritudx on realisatsioon jaotuseisf(y, I).

13



3 Nihutatud Laplace’i jaotus

3.1 Mitmemdotmelise asimmeetrilise Laplace’i jaotuse uldistus

Vaatleme mitmemddtmelise asimmeetrilise Laplace’i jsega juhuslikku vektorit

X ~ Lp(p, X). Parameeterun maarab jaotuse asukoha, kuid mdjutab tugevalt ka jaotuse
kuju, naiteksp = 0 korral on jaotus siimmeetriline. Uldisemalt: Laplace’itizse erinevad
kujud pole igas kohas voimalikud. See omadus on puudusepladei jaotuse kasutamisel
andmemudelina.

Kui nihutada Laplace’i jaotusega juhuslikku vektorit ktargdi a vorra, ei ole tulemus enam
samast jaotusklassist:

eitTa
. 1 .
—itTp + StTEt
Naiteks pole tsentreeritud juhuslik vektor p enam Laplace’i jaotusega.

ww®=éﬁ“%®:1 (26)

See annab idee Uldisema, nihete suhtes suletud jaotudtidassrueerimiseks.

Definitsioon 3.1 Olguy = X + a, kusx ~ Lp(u, X) ning a on suvaline p-vektor. Siis on
nihutatud mitmemadtmelise asimmeetrilise Laplace’ijaega,

y ~ Lo(@ 1. ).

Parameetea vBimaldab kasutada kéiki Laplace’i jaotuse vBimalikkeuaig mistahes ruumi-
punktis. Uus jaotusklass on kinnine konstantsete nihdtéesunihutatud Laplace’i jaotusega
vektoriy ja konstantsg-vektorib summa karakteristlik funktsioon on
gt’ (a+b)
- 1 2
—itTp + 2tTEt

oyin(t) = € Ppy(t) = 1

seegay + b ~ Lp(a+ b, u, X).

Uus jaotus on Laplace’i jaotuse Uldistus: votees: 0, saame tavalise Laplace’i jaotuse. Kui
vottaa = —u, saame tsentreeritud Laplace’i juhusliku vektori.

Uue jaotusklassi nimi on teadlikult valitud ebastandardim®mulik oleks nimetada uut jaotust
samuti mitmema®&06tmeliseks asimmeetriliseks Laplacetuseks. Nimelt kutsutakse ihemaaot-
melisel juhul nii kahe kui kolme parameetriga jaotust asi@etmliseks Laplace’i jaotuseks
(Kotz jt (2001)). Véaltimaks segadust vana ja kitsama ning jaulaiema jaotusklassi vahel an-
tud t66 kaigus, on uus jaotus saanud liignime ,nihutatudim@s sobitub tahistus,(a, ., X)
olemasolevasse stisteemi, ka themddtmelisel puhul orsg@tithend tldisemal ja kitsamal ju-
hul sama ning kolme parameetriga juhul pannakse need knjgkprragasukohaparameeter,
kujuparameeter, skaalaparameeter)

Selles t66s nimetame nihutatud mitmemao&o6tmelist astimihsietraplace’i jaotust Ithidalhi-
hutatud Laplace’i jaotuseks

14



3.2 Momendid

Lause 3.1 Olgu juhuslik vektory nihutatud Laplace’i jaotusegay ~ Lp(a, pt, X). Juhusliku
vektoriy keskvaartus, dispersioon ja kolmas moment avalduvad jasjtn

Ey = pn+a (27)

Dy = pp'+Z, (28)

mg(y) = (pn+a)®aa +2u+a)youa +(2u+a)@au’ +(6u+2a) @ puu’ (29)
+ ve -2u+a) +2u+a) L +X® (2u +a).

Keskvaartuse ja dispersioonimaatriksi avaldised on kdlaskintuitsiooniga. Kui nihutame ju-
huslikku vektorit konstandi vorra, ligub sama konstandlira ka selle keskvaartus. Samuti on
loomulik, et konstandi vdrra nihutamine ei muuda disparsio

Vottesa = 0, saame tavalise Laplace’i jaotusega juhusliku vektonraida momendi (vt (24)).

Paneme tahele, et Laplace’i jaotusega juhusliku vektartemast ninkea abil saadud juhusliku
vektoriy tsentraalsed momendid on vordsed:

M(y) = mdy —p —8) = M(X+a—p—a) = Mdx — p) = Me(X).
Juhusliku vektork kolmanda tsentraalse momendi saame, vé@ttes-p,

Me(X) = Ma(y) =2uQ@upu’ +ve - pu' + u L +XL® . (30)

Tdestame Lause 3.1.

Toestus. Kasutame momentide esitust karakteristliku funktsidalatiste kaudu (valem (21)).
Olgux ~ Ly(p, X) jay = x+a, siisy ~ Ly(a, p, X). Juhusliku vektory karakteristlik funktsioon
on antud valemiga (26).

Esimene momenteiameg,(t) tuletiseyp,(t) kaudu:

8<py(t) _ 0 itTa _ 8eitTa Opx(t) itTa
= €] = )+ e
kus vajalikud tuletised on
get'a o iTa
ol ia e'?
dot) _ O o Lol 2 0, o lg
= —|[1- et | =- c—l1- 'y
5 p l( it + 2t t [ox(D)] o it + 2t t

~[ex®)]*- [i% (—tTh) + %% (tTEt)] = [ex®) (in" ~t'2),

seega

a‘Payt(t) _ eitTa [iaT(,DX(t) n [‘Px(t)]z (I[J,T _ tTE):I .

Vektoriy keskvaartuseks saame

1 dgy(t)

.
Ey = [m)]' = [i pn ] = %(iaT +in") =p+a
t=0
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Teine moment ja dispersioonimaatrikselnevaga sarnast kaheastmelist skeemi kasutame ka
kdrgemat jarku tuletiste leidmiseks: avaldagetuletisedey tuletiste kaudu, sest vimaseid

on lihntsam leida. Ulevaatlikustamiseks kasutame edasi&ssuses karakteristliku funktsiooni
tuletiste jaoks lUhitéhistusi:

dp(t) Ppt) Pt
/)= 220 gy = T iy = T,
Laplace’i jaotuse karakteristliku funktsiooni teine tigeon
PO LR | PO )]
2 alip" —tTE
® -z (o 0p )

(i = E8) - 26(1) - (1) + [(O)] - (-2)
2[ex®F (i~ 20 (i ~t7E) =[O £

Meid huvitab tuletise vaartus punktis= O:

¢0)=2ip-ip’ —X=-2uu" - X.

Niud saame leiday teise tuletise:

G0 = o[ (i) + ¢ 0)
o O]l () + g(t)
D (a0 + [ 0O) S + (1p2 ™) e S |
= [iage(t) + [ (i — Z0)|ia" €2 + €2 [ia[ ()] (ips" — 7E) + ¢/ (1)]

"/ (t) - aa’ g (t) — [u()]? (@ +ap” +iZta’ +|atTZ)}.

Teise momendi leidmiseks vajame

¢/(0) 1-{¢/(0) —aa -1-1*- (p,aT +ap’ +0+0)}

—2up’ -L-aa -pa’ -ap’ =—-(a+p)@+p) - pp’ - L.

Valemi (21) jargi ony teine moment

my(y) = |2<Py /(0) = —¢{(0) = (a+ p)@+p) +pp' +X,

dispersioonimaatriks on siis

Dy E(yy')-EyEy' = (@+p)@+p) +pup’ +Z - @+ p)@+p)’

uuT + X
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Kolmas moment.eiame Laplace’i jaotuse karakteristliku funktsioonik@nda tuletise:

177 a 77
Px ® = ag&x )

8 . .

= o (2O @ (cpp” Bt —iptTE + 2HTE) ~ (0] 0 2]

3
2 2vectpp” - ity - ipt"E + Tt 'T) —3[902?)]
—pp” =ity —iptTE + Xt )12

+2wxmﬁw3(uu l uatw + )—vaiﬂﬁin,

vajalikud tuletised on

a t 3 , a t 2 ’
AleOF _ 3lex (]2 (1) ; A" _ 25 (D) (1);
ot ot
_ T i T i T T
A(—pp’ — Sty - ipt' X+ Xtt'X) (17)£(18)_iﬂ®2_i2®u+ EeX)(tel,+1pet)

= ip®L-iZeu+IteX+ X et

Laplace’i jaotuse karakteristliku funktsiooni kolmasdii on seega
9 (t) = Blpt)]vectpp —iZtp” —ipt"E + ZttTE)(t)
+ 20 (Fip®T —iZ®@ p + Lt ® X + L ® Xt) — 2, (t)vecy,(t).
Véttesy,(0) = ip', saame
¢/ (0) = 6veclpup)ip’ +2(-ip®@L —iX@u)-2ve -ip’
= —i- [6vec(uy,T) w2 +2XQ® p + 2veE - uT].

Nihutatud Laplace’i jaotuse teine tuletis avaldub kujul
¢ (1) =€ " e gi).
kus€t'a on skalaar ja
g(t) = /() — aa p(t) — [e(®)]? (na’ +ap’ +iZta’ +iat'x)

on p x p-maatriks. Valemi (20) jargi

. gdt'a o Ag(t
@y’ (t) = vecq(t) i + (e” a®|p2)%.

Jargmiseks leiame funktsioogit) tuletise. Liidetavate tuletised on

690;(/(t) 444
—_—c 1
50 @y (1),
d(aa oy (t (o (t Y
(aa (PX( )) — (QDX( ) ® aa ) (2:0) VeC(aaT) . 90;((0’
ot ot
) {[gox(t)]z ® (uaT +ap’ +ixta’ + iatT):)} 20)

= vec:(,u,aT +au’ +ixta’ + iatTZ)

20x(e5(1) + [ex(D]* (@@ +iZ®a),

ot
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uuesti summeerides saame

99(t)
at

@/ (t) - vec@a) - g (t) — 2vec(pua’ +au’ +iZta’ +iat'Z)ox(t)g(t)
[ex(t)])? (ia®E +iZ®a).

Meid huvitavadg(t) ja selle tuletise vaartused punktis: O:

9(0)

99(t)
at

t=0

@/(0)—aa —1- (uaT +au' +0+ 0) = 2up’ —X—aa —pa’ —ap’
—i- [6vec(u;ﬂ) 2R+ 22 p + 2veE - uT]

— vec@a')-ip" —2vecua +ap’) 1-ip" -1-(ja®X+iX®a)
= —i|6vecpup’) - u' +vec@a') - u' +2vecpa’) - u” + 2vechu') - p’
+ 2u®2+22®u+a®2+2®a+2vec2~;ﬂ]

NGud saame leida]’(0),

¢y (0)

it"a

ot

+ (eiOTa® | pz) 3?9_?)

vecg(0)

t=0 t=0

vecg(0)ia' + 99(1)
ot li-o

i [2vec(u;ﬂ) -a' +vecz-a' +vec@a')-a' +vecua')-a' +vec@u')-a'

+6vecup') - u' +vec@a ) ' +2vecwa’) - u' + 2vechu’) - pu'
+2u®L+2Zep+a®L+Lea+2ved u|.

Kolmanda momendi saamiseks tuleb viimane avaldis jagdui&distandiga® = —i, so mo-
ment on avaldise sulgudesse jaav osa. Paneme tahele, ek éiithatavaid on kujul vedfc™)-d"
kusb, c, d on p-vektorid. Sellise avaldise vdib esitada ka kujul

seega

ms(y)

vechc')-d" = (cob)d” = (cob)(1ed") = cebdT,

2uepa’ +ve-a’' +a®aad +aua +peaa +6ueuu’ +agau’
2a@ uu’ +2u@ap’ +2uQL+2r@pu+afl+rea+2veE - u'
(n+a)®aa +2u+a)@ua +(2u+a)@au’ + (6p +2a) @ puu'

ve - 2u+a) +2u+a) X+ X (2u +a).

3.3 Tihedused

Nihutatud Laplace’i jaotuse Uhisjaotus- ja Uhistiheduktgioon saadakse nihutamise teel tava-
lise Laplace’i jaotuse vastavatest funktsioonidest (dréem 2.1).
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Jareldus 3.1 Olguy ~ Ly(a, p, X). Tahistagu F ja f vastavalt normaaljaotusg(®, X) jaotus-
ja tihedusfunktsiooni. Siis avaldyljaotusfunktsioon

H(t) = f F(zY% - zY2a- Z%pu)e?dz
0
ning tihedusfunktsioon (juhul, kui eksisteerib)

h(t) = f f(zYV%t — zY2%a - 22p)z P 2e %z
0

t-a) x 1y —_a)TyL(t — a)\"?
(227er()p/2|2‘.|1/2 ((t Z?M):Tzftlu a)) K, (V2+ pTE1p)((t - QT2 Xt - a))).

kusy = (2 - p)/2ja K, on kolmandat liiki Besseli modifitseeritud funktsioon.

Toestus. Olgu G juhusliku vektorix ~ Lp(u,X), X = (Xq,...,Xp)" jaotusfunktsioon ning
a=(a,...,ap)'". Siisony = x + a jaotusegd_p(a, p, X). Juhusliku vektory = (y1,...,Yp)"
jaotusfunktsioon on
Ht) = Pyi<ty....Yp<tp) =P +ar<ty....,xp+ap <ty =
= P(xp<ti—ag,..., X <ty —ap) = G(t - a).
Et nihke jakobiaan on 1, saagdihedusfunktsiooniks
h(t) = gt - a).
O
Uhemddtmelise juha = a, p = u, T = o2 jaoks saame tihedusfunktsiooni kuju valemist (25)):
h(t) = ——— g F(ViF2rusiont-a)

2+ 207

Tavalise Laplace’i jaotuse saavutas tihedusfunktsiooksmaumi 0. Eth(t) = g(t — a), siis on
nihutatud Laplace’i jaotuse tihedusfunktsioon maksimegdunktist = a. Teisisonu, asukoha-
parameetea maarab jaotuse moodi.

Ka nihutatud Laplace’i jaotuse korral saab tdestada, ethnteisendus jd&b samasse jaotus-
klassi.

Lause 3.20Iguy ~ Lp(a p,X) ning olgu A taisastakuga reaalarvuline ¢ p-maatriks,
g < p. Siis ony lineaarne teisendugy g-moodtmelise nihutatud Laplace’i jaotuseg®, ~
Lq(Aa, Ap, AZAT).

Toestus. Kasutame Lause 2.1 tdestuses tuletatud seost lineaaseadese karakteristliku
funktsiooni jaoks. Nihutatud Laplace’i jaotusega juhkiglvektoriy lineaarse teisenduse ka-
rakteristlik funktsioon on

é(At)Ta eitTAa
ony(t) = oy(ATt) =

1—i(ATO)T + JATOTEATY)  1—itT -Ap+ 2T -AZAT -t
see on parameetriteda, Au ja AZAT nihutatud Laplace’i jaotuse karakteristlik funktsioon.

O

Seega on ka siin Uhe- ja mitmemdotmelised marginaaljadtogeitatud Laplace’i jaotusega.
Kui y on nihutatud Laplace’i jaotusega parameetritaga (ay, ..., ap)", p = (U1, ..., 1p)" ja
Y= (o-i,-)szl, siis vektorii. komponenty; on jaotusega.(a;, ui, oii).
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3.4 Simuleerimiseeskiri

Nihutatud Laplace’i jaotusest vaartuste genereerimiardab tavalise Laplace’i jaotuse simu-
leerimisele (vt peattikk 2.4), vimase vaartustele tuléh hihke suurus. Simuleerimisalgoritm
jaotusel p(a, i, X) on jargmine.

e Genereerida standardse eksponentjaotusega juhuslikssur
e Genereerida juhuslik vektarp-mo6tmelisest normaaljaotuségi(0, X).

e Olguy = a+ - W+ VW z Nii defineeritudy on realisatsioon jaotuseisj(a, p, ).
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4 Parameetrite hindamine

Et nihutatud Laplace’i jaotus oleks kasutatav andmemuodebn vaja osata hinnata selle para-
meetreid. Ulesande muudab keerukaks kolme parameetrast@m@, i, ). Kéesolevas pea-
tukis tuletatakse parameetrite hinnangud momentide rdggianoodide kaudu ning uuritakse
hinnangute kaitumist.

4.1 Momentide meetod

Momentide meetodi jaoks on vaja avaldada jaotuse paraithe@atrmentide kaudu. limneb,
et parameetrigk ja X on avaldatavad teist ja kolmandat jarku tsentraalsete mbdeskaudu
(nende avaldised ei s6ltu parameeta)stNihkeparameetra saab leida keskvaartuse avaldisest
Ey=pn+a

Momentide avaldiste lihntsustamiseks vahendame tahtkserabil maatriksite mddtmeid. Ni-
melt sisaldab m&dtmeteg’ x p kolmas tsentraalne moment korduvaid elemente segamomenti
de néol. See asjaolu vdimaldab momentide maatriksit kokkuds nii, et oluline informatsioon
sailib. Kasutades maatriksit,,, saame tahtkorrutise algf x p kolmanda tsentraalse momendi
kokku surudap-vektoriks jargmiselt:

Lpxp * M(y) = 1pxp*(2u®uuT +ve - pu' +u®2+2®u). (31)

Et tahtkorrutis on lineaarne, vdime leida liidetavate kahtutised eraldi. Jargnevas kasutame
luhitahistusip ja tsentraalsete momentide elementide summade jaoks:

2

p PP P~ P
M= ui. S=) > Oy H=) ) @)
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Liidetavate tahtkorrutised on:

Lpxp * (N ® MMT) = Lpcp * (MMT ® H) = (1pxp * MNT) ®u=M>p,

13
Lop * (Ve - u") E 21y pp = 21,17 = M- 21, = M - (Dy - pp”) 1,
= M-Dyl,- M2 p,

14
Lo * (0®E) E (1) £, = M- X1, = M - DyL, - M? - ps,

(12)
Loep * (E® ) = (Lpep * (DY — pa”))® = (S = M?) pa.
Vordusest (31) saame seose
Lpxp * Ma(y) = (S — M?) o + 2M - Dy1,,

kust saab avaldada parameetri

p Lpcp * Ma(y) — 2M - Dyl,). (32)

1

- S-M2 (
See valem vbimaldab leida, kui selle elementide sumnM on teada. Summeerides vorrandi
(32) mblema poole komponendid, jduame kuupvdrraniinaoks:

1

M=———
S— M2

(H-2MS) = M3-3MS+H=0. (33)
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Selle vorrandi lahendid on

z 2S
Moo= 3+
z S iV3(z 2S
Mz = _Z_E+T(§_7)’ (34)
z S iV3(z 2S
My = —--=-—(--=|,
4 z 2 \2 Z

kus

z= \3/—4H +4VHZ — 4S8,

Oige lahendi korral peaB — M? > 0. Tdepoolest, kui avaldiS — M? on negatiivne, ei saa
parameetek olla positiivselt maaratud:

0>S-M?=1)(Dy — pp')lp = LI E1,.
Naitame, eS — M2 > 0, kuidS — M2 < 0 ningS — M5 < 0. Sellest jareldub, et ainsana sobib
p summaksaM kuupvadrrandi lahends.
Margime, et abisuurusearvutamisel kasutatav avaldi¥® — 4S3 on negatiivne. Tdepoolest,
H2-4s® & (3MS - M®)2 - 453 = M® — BM*S + 9M2S? — 433 =

= M°-3M*S +3M?3S? - S® - 3M*S + 6M?S? - 3S° =

= (M?2-S)3-35(M?2-S)?<0, (35)
sestS > 0 ning T positiivse maaratuse tottu K& — M? > 0. Seega on abisuurzskuupjuur
kompleksarvust4H + 4 V4S3 — H3j.

Naitame, et kuupvdrrandi lahendite avaldamiseks kaswgdtauurused/2 ja 2S/z on kaas-
kompleksid. Selleks piisab naidata, et nende suurusteittaukaaskompleksid:

7z 2B -H+VASS-HA H 1
— = — = - —— — 3 _H2;j
(2) 8 2 o T VA R
(@)3 . 8s% 283 ~ 2S%(H + V4S® — Hzi) _
Z Z  —H+ VASS-HZ  —(H - VAS3 - HZi)(H + V4S3 - H3i)

_ 2SH+ VASS-HA)  H-VASS-HA L H 1 e

—H2 + H2 - 4S3 2 2 2
Tahistamez/2 = a + bi, siis 2S/z = a — bi. Kuupvdrrandi lahendid (34) avalduvad naid

M; = a+bi+a-bi=2a

M, = _atbi_a-bi I‘/é(a+ bi— a+ bi) = —a + V3 i = _a_ v3b,
2 2 2 2
M; = -a- $2bi = —a+ Vah.
Ka dispersioonimaatriksi sumngavalduba ja b kaudu:

S= ?-gz(a+bi)(a—bi):a2+b2.
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Seega taandub llesanne jargnevate avaldiste markideiseiem
S-M2 = pb*-3a%
S — M2 a® + b?— (~a— V3b)? = —2V3ab- 2v?,
S-M2 = 2vV3ab-2b%

Markide uurimiseks vajama ja b avaldisi. Kuupjuure vétmiseks avaldis@stiime juurealuse
osa trigonomeetrilisele kujule:

—4H + 4V4S3 — H2i = r(cos¢ + i sing).

Juurealuse osa moodul on

f = \J(-4H)? + (4VAST— H2)? = VBAS? = 8S 5.

Teame, et imaginaarosav4S3 — H2 on positiivne, seega sifi> 0, mis paneb kitsenduse ar-
gumendi vOimalikele vaartustele:c (0, 7). Juurimisel saame

z= 2\/§(cos? +isin ?).
3 3
Kordajada ja b avalduvad nuud
a= VScosy, b= VSsiny,
kusy = ¢/3, seega € (0, /3). Vahemikus (0r/3) on nii siinus kui koosinus positiivsed.

Vaatleme niitd avaldi$ — M? trigonomeetrilisel kujul.

e S— M? = S(sirfy — 3cogy) Z0.EtS >0, piisab vorratuse kehtivuseks naidata, et
sify < 3cofy. See vBrratus on samavaarne vérratusegaytan 3, mis aga praegu
kehtib, kunay € (0, /3).

e S—-M3= —2S( V3 siny cosy + Sirt ) 2 0. Etsing > 0, cosy > 0, on sulgude sees olev
avaldis positiivne ning — M2 negatiivne.

e S M2 = 2S(V3siny cosy — sirfy) > 0. Vérratus kehtib, kuiv3 siny cosy > sirf y.
Vérratuse poolte jagamisel positiivse avaldisega/sinsy saame vdrratuse tan< V3,
mis kehtib vaatlusaluses vahemikus#(3).

Oleme tdestanud jargneva lause.

Lause 4.1 Olguy ~ Ly(a, p, X) ningy momentide elementide summad

p p P p~ P
M=) u. S=) > Oy). H=) ) @) (36)

Siis on parameetrid momentide kaudu

eitavad jargmiselt:

1 _
e SV (Lpxp * Ma(y) - 2M - Dy1,), (37)
L = Dy-pp', (38)
a = Ey-upu, (39)
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kus tundmatu M avaldub

___), 2= \-4H + 4VAZ 45 (40)

O

Valimiys, ..., Y¥n, ¥i ~ Lp(a, p, X) parameetrite hindamiseks tuleks kdigepealt leida moiaent
hinnangud:

T=R 20 BY= g D0 -D M) =5 -9 e 09 00k -)

Suurustes ja H hinnangud leitakse vastavalt seostele (36), siis saalteatall hinnangu seos-
test (40) ningu hinnangu valemi (37) jargi. Seejarel on seoste (38) ja (®4)laitavad ka
hinnangudt ja a jaoks.

Praktikas esineb aga valimeid, kus valemi (40) jargi atuat® hinnang on kompleksarv. Véai-
det illustreerib joonis 4, millel on kujutatud hinnangud komplekstasandM hinnati kokku
200 valimist, mis olid nihutatud Laplace’i jaotusest paestnitega

ac -5 _ (15 > - 3 15
“\3) ¥ os)""\15 1)
Osa valimite korral on momentide meetalhinnangu diagonaalil negatiivsed elemendid, mis

on vastuolust positivse maaratuse ndudega. Sellistele valimiteleavastM hinnangud on
margitud joonisel 4 kolmnurkadega.

- A
1.5 AN
A
A
1.0
R SN
£
A
0.5 — A
A
A N A
0.0 CONLOO) 8 CERLO T ) IO TV 00000 R0 DT 9)70.(9) @1 A H A A
I I I I I I
1.0 15 2.0 25 3.0 35
Re(l)

Joonis 4:M hinnangud 200 valimis. Kolmnurgaga on margitud lahendidlenkorral £ mo-
mentide meetodi hinnangu diagonaalil on negatiivne elémen

Simulatsioonieksperimendis (alapeatiikk 4.3) vaadeklaksetodi kaitumist kahel juhul.

24



(a) Kasutatakse ainult M reaalosa.

(b) Ebasobivad lahendid ,parandatakseKompleksne lahend tekib siis, kui hindamisel on
juurealuneH? — 4S3 positiivne. Miks? Sellisel juhul on abimuutugsseostest (40) kuup-
juur negatiivsest reaalarvustiH + 4 VH2 — 4S3, so

2= (4H — 4 V2 = 45%) (cosr +  sinm) = \/4H — 4 VFZ — 457 (cos% ‘i sing).

Tahistades moodul€/4H — 4VH2 - 4S8 =: r, saameS/zkirja panna

S 'S cos0+isin0 S(l I\/_)
z

cos +|S|n— r\2 2

Siis avaldubM jargmiselt

M:z(—%—%) —( 1+iV3)=r (——i—:3)+§(1+i\/§),

millest saameV imaginaarosa
r S
Im(M) = —+ ).
m(M) = V3(-5 + )

Reaalarvulise lahendiga on tegemist parajasti siist = S/r. Et

r_s H - VH2 - 4S3 S_3H+ VH2 - 433
4 16 or 16 ’

on M hinnang alati kompleksne, kii? — 4S® > 0.
KunaM hinnang arvutatakse varrandidt= 3MS — M3, kehtib (vt (35))
H? — 483 = (M2 - S)® — 3S5(M?2 - S)2.

Et H? — 4S3 > 0, peabS - M? < 0, so sellisel juhul ei ole k& hinnang positiivselt
maaratud. Hindamisel nduame, ®t- M? > ¢, kusc on vaike positiivne konstant, so
juhul kui S — M? < 0, kasutaméM hinnangu arvutamiséfl asemel

H’ = sign(H) V-c3 - 3S & + 4S8,

Lisaks nBuame, €& hinnangu diagonaalil oleksid vaid positiivsed elemendidchul kui
4?2 > Dy, asendatakse vastavhinnang

i = Slgr(ﬂ) Dyn

kusd > 0. Margime, et selline parandamine tegelikult ei garan®&innangu positiivset
maaratust.
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4.2 Moodide meetod

Pakume vélja alternatiivse lahenduse Laplace’i jaotusmemtide hindamiseks, mis pdhineb
nihutatud Laplace’i jaotuse kahel jargneval omadusel.

e Kuiy ~ Ly(a p, X), siisy komponendid on tihemddtmelise Laplace’i jaotusegas;
L(aia,ubo-ii)» I = 1’ B p

¢ Uhemd6tmelisel juhul maarab asukohaparameeter jaotusdimo

Seega saameasukohaparameetathinnata komponentide moodide hinnangutest moodustatud
vektoriga. Kuia hinnang on olemas, on keskvaartuse avaldisest leitav hgnkajuparameetri
w jaoks, seejarel saab leida dispersioonimaatriksi avedtliisa skaalaparameeXrihinnangu.

Valimi y1,...,¥n ¥i ~ Lp(a, p, X) parameetrite hindamise protsedunoodide meetodibn
jargmine:

a = (ModgYy),..., ModgY,)),

. - A 1%

no= y— kusy = ﬁ;yh

. Yt 1 < AT
X = Dy-pp, kusDy=—— ) (i -V -V

4.3 Hinnangute kaitumine
Hinnangute kaitumise uurimiseks genereeriti 10 000 val(galiks mahuga 500) nihutatud

Laplace’i jaotusest. Iga valimi korral hinnati paramesgtnomentide meetodil kahel viisil ning
moodide meetodil. Vaadeldi kolme erinevat parameeterkektip

e simmeetriline juht (komponentide hinnangute histogragnam joonisel 5, hinnangute
keskmised tabelis 1 ning keskmised ruuthélbed digestwsest tabelis 4)

(5] nelob==(as 2)

e asimmeetriline juht, komponendid positiivselt korreieeet (joonis 6, tabelid 2 ja 5)

o I e |

e asuimmeetriline juht, komponendid negatiivselt korratadr(joonis 7, tabelid 3 ja 6)

() #=fog)=-( 22 )

Marginaaljaotuste moodide leidmiseks jaotati reaaltélgudeks pikkusega 0.04 ning moodi
hinnanguna kasutati sellise vahemiku keskpunkti, midldanges kdige rohkem vaartusi.
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Summeetrilisel juhul annavad kaks erinevat momentide ogeeealisatsiooni samu tulemu-
si, sest kompleksseid lahendeid siis praktiliselt ei tAsilimmeetria olemasolul kaotavad kdik
meetodid tdpsuses. Momentide meetod (a), mis kasutab &mapwi kompleksse lahendi kor-
ral ainult reaalosa, muutub asiimmeetria olemasolul éidseks. Momentide meetodi (b) ning
moodide meetodi korral on hinnangud keskmiselt |ahedaléigaartusele, hajuvus dige vaar-
tuse Umber on vaiksem moodide meetodi korral. Momentidetadeéb) korral paigutatakse

ebasobivad hinnangud tmber, mist6ttu on hinnangute jadtostmetipulised.

Tabel 1: Keskmine hinnang, simmeetriline juht

Parameeter | Momentide meetod (a) Momentide meetod (b) Moodide meetod

ap=-5 -5.001 -5.001 -5.072

a=3 2.999 2.999 2.962

ur =0 0 0 0.071

=0 0 0 0.038

o11=3 2.96 2.96 2.92
opp=02=15 1.484 1.484 1.496

opn=1 0.987 0.987 0.981

Tabel 2: Keskmine hinnang, asimmeetriline juht (komporeepdsitiivselt korreleeritud)

Parameeter | Momentide meetod (a) Momentide meetod (b) Moodide meetod

ap=-5 -1.432 -4.974 -4.85
a=3 2.013 3.042 3.028

u =15 -2.067 1.475 1.35

uz =05 1.487 0.458 0.473
o11=3 -1737.894 2.868 3.317
opp=02=15 1648.06 1.549 1.607
on=1 -1616.035 0.939 1.005

Tabel 3: Keskmine hinnang, asimmeetriline juht (komporendgatiivselt korreleeritud)

Parameeter | Momentide meetod (a) Momentide meetod (b) Moodide meetod

ap=-5 -13.568 -4.89 -4.848
a=3 18.693 3.181 3.028

up =15 10.068 1.391 1.349

uz =05 -15.193 0.319 0.472
o11=3 -438667.676 2.366 3.314
opp=02=-15 438840.628 -0.973 -1.383
opn=1 -439126.394 0.742 1.004
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Tabel 4: Keskmine ruuthélve digest vaartusest, summieetjiiht

Parameeter | Momentide meetod (a) Momentide meetod (b) Moodide meetod
ap=-5 0.696 0.696 1.555
a=3 0.248 0.248 0.389
u =0 0.825 0.825 1.63
=0 0.289 0.289 0.416
o11=3 1.74 1.74 2.38
opp=02=15 0.495 0.495 0.534
on=1 0.199 0.199 0.232

Tabel 5: Keskmine ruuthalve digest vaartusest, asumrheetjuht (komponendid positiivselt

korreleeritud).

Parameeter | Momentide meetod (a) Momentide meetod (b) Moodide meetod

a=-5 35103.426 3.993 2.545
a=3 32385.939 2.023 0.423

uy =15 35102.128 4.196 2.69

uz = 0.5 32385.743 2.069 0.464
o11=3 138169033630.335 29.049 18.054
o12=021=15| 134663479722.071 10.752 2.449
=1 131257900791.945 1.684 0.582

Tabel 6: Keskmine ruuthélve digest vaartusest, asumrheetpuht (komponendid negatiivselt

korreleeritud).

Parameeter | Momentide meetod (a) Momentide meetod (b) Moodide meetod

a=-5 8790460.24 19.054 2.605
a=3 8800456.154 8.768 0.428

u =15 8790480.349 19.242 2.768

u2 =05 8800462.651 8.798 0.467
o11=3 27528743612194636 69.18 18.034
o1p=07=-15| 27546901166087384 44.497 2.129
=1 27565071512837396 6.421 0.578
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Joonis 5: Hinnangute jaotused simmeetrilisel juhul. Pasrmdige vaartus on margitud kolm-
nurgaga.
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Joonis 6: Hinnangute jaotused astiimmeetrilisel juhul, kemepdid positiivselt korreleeritud.
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Parameetri 6ige vaartus on méargitud kolmnurgaga.
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Joonis 7: Hinnangute jaotused astiimmeetrilisel juhul, kmmepdid negatiivselt korreleeritud.
Parameetri 6ige vaartus on méargitud kolmnurgaga.
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Samade parameeterkomplektide korral (Ik 26) vaadeldiiknangute koondumisGenereeriti
valimid mahtudega 200, 400, ..., 10 000 Laplace’i jaotysgatmahu kohta 200 valimit. Joonis-
tel 8-10 on kujutatud 200 valimi hinnangute keskmine s@tuvalimimahust. (Ebastabiilsuse
tottu on vaatluse alt on vélja jaetud momentide meetod, assitab ainult kompleksse hinnangu
reaalosa.) Moodide hindamiseks jaotati reaaltelg |16iksgekkusega 20salimi maht.

Summeetrilisel juhul annavad nii vaadeldud momentide otekti moodide meetod keskmi-
selt digele vaartusele lahedase hinnangu. Valimimahuesedies annab momentide meetod
keskmiselt 6ige hinnangu, moodide meetodi hinnangud oknkisglt vaikese nihkega. Teises
naites, kus on mangus asiimmeetria ning jaotuse komponengtidsitiivselt korreleeritud, an-
nab moodide meetod samuti nihkega hinnanguid ning nihe wresukui simmeetrilisel juhul.
Momentide meetod koondub keskmiselt digeks vaartusekd,kérksa aeglasemalt kui sim-
meetrilisel juhul. Kolmandas ndites, kus on mangus astirtrraeeng jaotuse komponendid on
negatiivselt korreleeritud, muutub momentide meetod béseks. Siin on moodide meetodi
hinnangud vaiksema hajuvusega ning keskmiselt lahedakéigele parameetri vaartusele.
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Joonis 8: Hinnangute koondumine simmeetrilisel juhul
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Joonis 9: Hinnangute koondumine: asimmeetriline juht,@mendid positiivselt korreleeritud
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Joonis 10: Hinnangute koondumine: asimmeetriline juhyp@nendid negatiivselt korreleeri-
tud

Kokkuvotteks.

e Momentide meetod (a), kus kompleksse lahendi korral kéisaiiault reaalosa, andis
asuimmeetria olemasolul vaga suure hajuvusega hinnanguid.

e Momentide meetod (b), kus kompleksse lahendi esinemiselamgut parandati, andis
kahes naites keskmiselt vaga lahedasi tulemusi Gigeléusse. Samas muutis paranda-
mine hinnangu jaotuse mitmetipuliseks ning need tipud wikinud paikneda parameet-
ri dige vaartuse kohal. Olukorras, kus parandatavate hgute osakaal oli suur, muutus
meetod ebatapseks.

e Moodide meetodi korral oli hinnangute hajuvus Oige vaartimmber vaiksem kui teistel
meetoditel. Hinnangud olid kull vaikse nihkega, kuid seleenoli erinevate parameeter-
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komplektide korral vdrreldav. Kui momentide meetodi kbothkomplekssete lahendite
osakaal suur, olid moodide meetodi hinnangud tapseimad.

Simulatsioonid viidi 1&bi paketiga R.
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Summary

Shifted Asymmetric Multivariate Laplace Distribution

The multivariate Laplace distribution has found use in mapplications, including finance,
biological and environmental sciences (Kozubowski, Poskj6(2001), Lindsey, Lindsey
(2006), Fielleret al (1992)). It is one of the methods capable of describing sklemaltiva-
riate data that has been employed in the past decade. Thetagega of Laplace distribution are
existence of moments despite its heavier than normal saihgle relations between distribution
parameters and moments, and also the simple form of theatkastic function.

However, using Laplace distribution as a data model is sdmésomplicated. The distribution
is set by two parameters, one of which is scale parameteotliiee one controls simultaneously
both shape and location. This property means that varieghapes is not available in every
possible location, narrowing down the oppurtunities ofgesaf Laplace distribution to fit data.

In this paper a three-parameter generalization of the vawitite Laplace distribution is propo-
sed. The third parameter makes possible to vary locatiorshape independently. On the other
hand, the parameter estimation becomes more complicated.

First chapter of the thesis gives overview of notations amdirim algebra in use. The second
chapter reviews properties of the multivariate Laplacéithistion.

In the third chapter we present tebkifted multivariate Laplace distributioand derive its cha-
racteristic function, moments, distribution and densitygdtions, marginal densities and simu-
lation algorithm.

The fourth chapter deals with parameter estimation. Thenatts of method of moments are
derived. We also present an alternative approach to esbimathich uses the link between
location parameter and modes of marginal distributiong. 8¢timates are studied in simulation
experiment.

First two parts review already known results, author’s dbation are the results of the third
and fourth chapter. The idea of generalization present#tkithesis belongs to professor Tonu
Kollo.
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Lisa: programmid

Jargnevaid R programme kasutati simulatsiooniekspexneRealiseeritud on maatriksi ruut-
juur, tahtkorrutis, tavalise ja nihutatud Laplace’i jasgugeneraator ning funktsioon parameet-
rite hindamiseks kolmel t66s kirjeldatud meetodil.

# MAATRIKSI RUUTJUUR
juur = function(x){
vek = eigen(x)$vectors
val = eigen(x)$values
juur = vek %*% diag(sqrt(val)) %*% t(vek)
return(juur)

}

# TAHTKORRUTIS
taht = function(x, y){
m = nrow(x); n = ncol(x)
mr = nrow(y); ns = ncol(y)
r = mr/m; s = ns/n
if (trunc(r) == r & trunc(s) == s){
maatriks = matrix(0,r,s)
for (i in 1:m){
for (j in 1:n){
maatriks = maatriks + x[i,j] * y[(@*(G-D+1):(r*i),(s*(G-D+1):(s*j)]
}
}
return(maatriks)

}

else return ("Viga dimensioonides!™)

# LAPLACE’I JAOTUSE GENERAATOR
laplace = function(n, m, sigma){
juursigma = juur(sigma)
p = nrow(sigma)
w = matrix(rexp(n), n, 1)
w2 = sqrt(w)
norm = matrix(rnorm(n * p), nrow = n) %*% juursigma
vastus = w %*% t(m) + (w2 %*% matrix(l, 1, p)) * norm
return(vastus)

# NIHUTATUD LAPLACE’I JAOTUSE GENERAATOR
glaplace = function(n, mu, a, sigma){
return(laplace(n, m = mu, sigma = sigma) + matrix(rep(a, n), n, byrow = T))

}

# PARAMEETRITE HINDAMINE

par_hindaja = function(X, const = 0.1, t2psus = 20 / nrow(X)){
kv = colMeans(X) # 1. moment: keskvadrtus
tsentr = t(X) - kv
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DY = cov(X) # 2. moment: dispersioon
summa = 0; n = nrow(X); p = ncol(X)
for (i in 1:n){
summa = summa + tsentr[,i] %x% t(tsentr[,i]) %x% tsentr[,i]

}

m3 = summa / n # 3. tsentraalne moment
# Abisuurused ja kuupvorrandi lahendamine
S = sum(DY)

H = sum(m3)

X =(4*H+ 4 * sqrt(H*2 - 4 * SA3 + 01i))*(1/3)
Mkompl = -1/4 * x - S / x - sqrt(3)*1i/2 * (x / 2 -2 * S / X)
M = Re(Mkompl)
# Momentide meetod (a)
mu = (2 *M * taht(matrix(l, 1, p), DY) - taht(matrix(l, p, p), m3)) / (M*2 - S)
sigma = DY - mu %*% t(mu)
a =kv - mu
# Momentide meetod (b)
x1 = ifelse(H*2 - 4*S23 < 0, (-4 * H+ 4 * sqrt(HA2 - 4 * SA3 + 0i))*(1/3),
(-4 * sign(H) * sqrt(-const”3 + 4*SA3 - 3*S*constr2) +
4 * sqrt(-const?3 - 3*S*const*2 + 0i))A(1/3))
M1 = Re(-1/4 * x1 - S / x1 - sqrt(3)*1i/2 * (x1 / 2 - 2 * S / x1))
mul = (2 * M1 * taht(matrix(l, 1, p), DY) - taht(matrix(l, p, p), m3)) /
ifelse(M142 - S < 0, M1A2 - S, -const)
for (i in 1:p){
if(mul[i]+2 > DY[i,i]) {
mull[i] = sign(mul[i]) * sqrt(DY[i, i] - const)
}
}
sigmal = DY - mul %*% t(mul)
al = kv - mul
# Moodide meetod
mood = rep(NA, p)
for (i in 1:p){
b = hist(X[,i], plot = F,
breaks = seq(min(X[,i]) - t2psus, max(X[,i]) + t2psus, t2psus))
mood[i] = b$mids[which.max(b$counts)]
3
a2 = mood
mu2 = kv - mood
sigma2 = DY - mu2 %*% t(mu2)
return(list(mu = mu, sigma = sigma, a = a,
mul = mul, sigmal = sigmal, al = al,
mu2 = mu2, sigma2 = sigma2, a2 a2))
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